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Délitelnost pro konecna zobrazeni

Tereza Krejéi, Masarykova univerzita, Brno

Délitelnost je jednim ze zakladnich kament matematiky. V tomto
¢lanku budeme hledat odpovéd na otazku, kam néas délitelnost muze
zavést, kdyz se na ni podivame v netradiénim kontextu.

Abychom délitelnost mohli definovat, potfebujeme mnozinu prvka —
v klasickém piipadé Z — a binéarni operac na této mnoziné — tedy
nasobeni.

Definice 1. Necht a, b € Z. Rekneme, Ze a d&li b, pokud existuje celé
¢islo ¢ takové, ze
b=a-c

Uplné analogicky lze délitelnost ale definovat i pro odli¥né mnoziny a
operace. My budeme pracovat s mnozinou kone¢nych zobrazeni a operaci
skladani.

Zobrazenim f mezi mnoZinami A a B rozumime mnoZzinu f uspo-
fadanych dvojic (a,b); a € A,b € B takovou, Z%e pro kazdé a existuje
pravé jedno b, kde (a,b) € f. Zobrazeni tedy spo¢iva v pfifazeni prvkia
z mnoZiny obrazi ke vzorim z prvni mnoZiny. Pokud (a,b) € f, piSeme
f(a) = b. Toto pfifazeni budeme znazorhovat Sipkami mezi vzory a ob-
razy. SloZzeni zobrazeni f a g znac¢ime go f a chapeme jim zobrazeni dané

predpisem g(f(x)).

1 Binarni operaci rozumime pt¥ifazeni Z X Z — 7Z, tedy kazdé dvojici prvki prifa-
dime jeden prvek, vysledek.
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MATEMATIKA

Aby se nam se zobrazenimi lépe pracovalo a protoZe pro obecné zo-
brazeni by vlastnosti délitelnosti nebyly jednoznac¢né, budeme se zabyvat
pouze zobrazenimi mezi kone¢nymi ordinaly. Koneénym ordindlem n, kde
n je pfirozené ¢islo, rozumime mnozinu n = {1,...,n} se standardnim
usporadanim.

Zobrazeni f: 4 — 5 tedy muze vypadat tifeba takto:

1 1
2 2
3 3
4 4

5

Prvky koneénych ordinali jsou &isla, a tak je intuitivné usporadé-
vame. Prehéazeni poradi prvkia ale podstatu zobrazeni nijak neovlivni —
mohli bychom je klidné uspotradat i jinak a stale by se jednalo o stejné
zobrazeni.

Abychom tedy dospéli k vétsi jednoznac¢nosti, budeme se drZzet stan-
dardniho usporadani a zaroven budeme pracovat pouze se zobrazenimi,
které zachovdvaji poiadi. To znamené, ze pokud pro dva vzory n a m
zobrazeni f plati n < m, pak platii f(n) < f(m)Intuitivné si muzeme
predstavit, Ze Sipky jsou ,,rozmotané“ tak, aby se neprotinaly.

Od této chvile predpokladejme, Ze zobrazeni, s nimiZ pracujeme, za-
chovavaji poradi, aniz bychom to pokazdé specifikovali. Diky tomu zis-
kédme napiiklad jednozna¢né bijekc které jsou mezi koneénymi ordi-
naly vzdy identitami.

Nyni uz se miZeme pustit do definice délitelnosti pro kone¢na zo-
brazeni. Je ale potieba uvédomit si, Ze operace skladani zobrazeni neni

2)Také fikdme, Ze f je neklesajici nebo neostie rostouci zobrazeni.

3) Bijekei (neboli bijektivnim zobrazenim) rozumime zobrazeni, které je zaroven
injektivni i surjektivni. To znamena, ze kazdému prvku z mnoziny vzoru pfifadi praveé
jeden obraz a zaroven kazdy prvek z mnoziny obrazi ma pravé jeden vzor.
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komutativni, tedy obecné neplati h o g = g o h. Proto je mozné, Ze zo-
brazeni d déli zobrazeni f ,z jedné strany“ (plati f = d o h pro n&jaké
zobrazeni h), uz ale neexistuje zobrazeni g takové, ze f = g o d, jak
muzeme vidét na obrazku nize.

3 b 3 d 3 — 3— 1 3
b ! 1 l—1
2/272 ey
33— 3 3 3/3
3—24 3o 9 53 _ PO
L1 L l——— 1
2}—>2F\\\:7://>2 _ 2/2
3/3/ \3 3/ )

Musime tedy rozliit pravou a levou délitelnost.

Definice 2. Rekneme, 7e zobrazeni d: k — m zprava déli zobrazeni
f:n — m, pokud existuje zobrazeni h: n — k takové, ze:

doh=f.

Definice 3. Rekneme7 7ze zobrazeni d: n — [ zleva dé&li zobrazeni
f:n — m, pokud existuje zobrazeni g: [ — m takové, Ze:

god=f.

Na obrazku vyse tedy zobrazeni d zprava déli zobrazeni f, zatimco
zleva je nedéli. Vyuzijme tohoto pfikladu k nékolika pozorovanim.
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V piipadé pravé délitelnosti nutné potiebujeme, aby zobrazeni d néjaké
vzory zobrazilo na prvky 1 a 2 stejné jako zobrazeni f. V opa¢ném pii-
padé bychom mohli volit libovolné zobrazeni h, ale slozenim téchto dvou
zobrazeni by nikdy nebylo f. Naopak pokud zobrazeni d tuto podminku
splnuje, staci sestrojit h tak, aby kazdy prvek zobrazilo na prvek, ktery
pak d zobrazi na piislusny obraz.

Nyni se zaméfme na levou délitelnost a pokusme se vysvétlit, proc¢
zobrazeni g symbolicky zaznacené na obrazku nemuze existovat. Aby se
slozeni g po d rovnalo f, musi byt 2 zobrazena na 1; a 3 na 2. Toho ale
nikdy nedocilime, at uz g zvolime jakkoli, protoze d(2) = d(3), a tak i
jejich vysledny obraz bude stejny.

Abychom tato zjisténi mohli popsat forméalnéji, potFfebujeme se nejprve
seznamit s terminy obraz a koobm

Obrazem zobrazeni (zna¢ime im) rozumime podmnoZinu mnoZziny, do
niz zobrazujeme, obsahujici pravé ty prvky, které maji néjaky vzor. Ob-
raz naeho ukazkového zobrazeni je tedy mnozina {1,2,5}.

1 1
2 2
3/3
4 4

5

Pojem koobraz je o néco komplikované&jsi a mizeme ho chéapat jako
dualni k obrazu. K jeho definici vyuZijeme relaci. Relace mezi mnozinami
A a B je néjakd podmnozina kartézského soucinu A x B. Rekneme, ze
prvek a je v relaci p s prvkem b, pokud (a,b) € p, a piSeme a p b.

Relaci p na mnoziné A nazyvame relaci ekvivalence, pokud je ref-
lexivni (Va € A: a p a), symetrickd (@ p b = b p a) a tranzitivni
(apbAhbpec=apc).

4)Anglicky »image“ a ,coimage”, odtud i znaceni im a coim.
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Uvazujme pro kazdé zobrazeni f relaci ekvivalence ~, ktera prvky
rozdéli podle jejich obrazu tak, Ze dva prvky budou v relaci (piSeme
a ~yb), pravé kdyz f(a) = f(b). Koobrazem (zna¢ime coim) potom
rozumime ,rozdéleni* vzortu podle dané relace. Formalné jde o mnozinu
takzvanych t¥id ekvivalence, kdy kazd4 tfida sjednocuje prvky, které jsou
navzajem v relaci.

Koobrazem tohoto zobrazeni tedy bude mnozina {[1],[2] = [3], [4]}.
Obsahuje t¥i t¥idy, které zna¢ime podle jejich reprezentantii — t¥idu s prv-
kem 1, t¥idu s prvky 2 a 3 (které maji stejny obraz) a t¥idu s prvkem 4.
Miuzeme si v8imnout, Ze kazda tfida koobrazu zobrazeni odpovida pravé
jednomu prvku obrazu a mezi témito mnozinami existuje bijekce. Ve
spojitosti s predchozimi ivahami lze také vidét, Ze obraz nese informace
stéZejni pro pravou délitelnost zobrazeni, zatimco koobraz charakterizuje
vlastnosti, které nam pomohou popsat zobrazeni z hlediska levé délitel-
nosti. Tyto poznatky muzeme formalné shrnout nasledovné:

Lemma 1. Necht f je zobrazeni f: n — m a d je zobrazeni d: k — m.
Zobrazeni d déli zprava f prdvé tehdy, kdyZ im f C imd.

Lemma 2. Necht f je zobrazeni f: n — m a d je zobrazeni d: n — .
Zobrazeni d déli zleva f prdvé tehdy, kdyz ngw,

V této souvislosti je zajimavé zamyslet se, jak bychom mohli zobrazeni
z hlediska délitelnosti 1épe charakterizovat. Zajimé-li nas pouze prava
dglitelnost, viechna nasledujici zobrazeni se zprava déli navzajem, nebot
jejich obrazy se rovnaji, a jsou tak z pohledu pravé délitelnosti ,,stejna“.
(Podobné ve standardni teorii ¢isel mizeme éisla 5 a —5 povaZzovat za
stejna, co se tyce vlastnosti délitelnosti.)

1 1 l— 1 11— 1
2 2 2\2 2\2
3 ————3 3 33— 3

5)Tento vztah iika, Ze pokud jsou néjaké dva prvky v relaci podle zobrazeni d,
museji byt i v relaci podle zobrazeni f. Jinymi slovy, pokud d né&jaké dva prvky
nscvakne®, udéla to i f.
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Vgechna tato zobrazeni maji jedno spole¢né — mtizeme je napsat jako
slozeni néjakého zobrazeni a injektivniho zobrazeni 2 — 3 s obrazem
{1, 3}, napiiklad nasledovné:

N

Neni tézké rozmyslet si, ze analogickym zptusobem lze kazdé zobrazeni
f rozlozit na injekci po surjekei pies ordinal k, kde k = | im f| = |coim f|,
jak znézorfiuje nasledujici graf®’| Pokud vSechna zobrazeni, s nimiz pra-
cujeme, zachovavaji poradi, existuje navic dany rozklad jednoznacéné.

f
n m
n

\
\
\ //
\
\ . /
7 /
N f‘im f /
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\\\ ///
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N o |e-1 -
N ///
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k

Tento rozklad je z hlediska délitelnosti velmi zajimavy, protoze kazdé
zobrazeni rozdéli na dvé slozky — surjektivni g, ktera nese informaci o ko-
obrazu zobrazeni (neboli nam ¥ik4, jaké prvky dané zobrazeni spoji), a je
tedy zasadni z hlediska levé délitelnosti; a injektivni h, jez nese informaci
o obrazu zobrazeni a charakterizuje jej z hlediska pravé délitelnosti.

7 toho také vyplyva, Ze pracujeme-li napiiklad pouze s levou délitel-
nosti, injektivni slozka zobrazeni v nasich tvahach takika nehraje roli
a levou délitelnost nijak neovliviiuje. Pro jednoduchost tedy v takovych
piipadech mtizeme tvahy ztZit pouze na surjektivni zobrazeni (jejichz
injektivni slozkou je prosta identita). Analogicky pak pro praci s pra-
vou délitelnosti sta¢i uvazovat pouze injektivni zobrazeni, aniz by doslo
k Gjmé na obecnosti.

6) Znagenim flim rozumime zobrazeni n — im f definované predpisem f|im(z) =
= f(z) a iy je inkluze im f — m, tedy is(z) = 2. Zobrazeni ® je bijekce.
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Nejveétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek

Jelikoz délitelnost pro koneéné zobrazeni vychazi z teorie éisel, na-
bizi se pokusit se najit analogie i k dalsim zndmym konceptim, jako
jsou napiiklad nejvétsi spolecni délitelé. V teorii ¢isel miZzeme nejvétsiho
spole¢ného délitele kromé zrejmé definice zavést i jako pfirozené ¢islo,
které je délitelné vSemi spoleénymi déliteli. Tato definice nam poslouzi i
v piipadé zobrazeni.

Prava délitelnost

Definice 4. Méjme zobrazeni f a g zobrazujici na stejny ordinél n. Pak
jejich spoleénym pravym délitelem je kazdé zobrazeni h, které zprava
déli jak f, tak g. Jejich nejvétsim spoleénym pravym délitelem nazveme
kazdého jejich spole¢ného délitele §, ktery je zprava délitelny v8emi jejich
spoleénymi pravymi déliteli.

k f g

B

(=9
IS —-- IR 4“ [N]

Pokusme se nyni obecné nalézt nejvétsiho pravého délitele dvou zobra-
zeni f a g. Uz vime, Ze pro kazdého jejich spole¢ného pravého délitele h
musi platit im f Cimhaimg C imh, tedy i im fUim g C im h. Také jisté
lze vzdy zkonstruovat zobrazeni ¢ na ordinél n tak, ze im§ = im fUim g.
Podle podminky délitelnosti je zobrazeni § délitelem f i g a zaroven pro
kazdého spolec¢ného délitele h dostavame imd = im f Uim g C im h, od-
kud h zprava déli §. Nasli jsme tedy spole¢ného délitele, jenz je délitelny
vSemi spolenymi déliteli, a tak z definice je § nejvétsi spole¢ny pravy
délitel zobrazeni f a g.

MiuZeme si snadno rozmyslet, Ze zobrazeni §, ktera splituji podminku
imd = im fUim g, je nekonecné mnoho, nebot je miZeme sestrojit z libo-
volné mnoziny k, kde k > |im f Uim g|. My uz ale vime, Ze vSechna tato
zobrazeni jsou z pohledu pravé délitelnosti totozna a stac¢i nam uvazo-
vat pouze jejich spole¢nou injektivni slozku. Injektivni nejvétsi spole¢ny
délitel dvou zobrazeni tedy vzdy existuje jednoznacéné.
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Tyto myslenky lze ilustrovat na nasledujicim p¥ikladu dvou zobrazeni:

3—1 4 5 —2——4

11 1 1

3 3 3 3

\‘4 4>4
5

Jejich nejvétsim spoleénym pravym délitelem je kazdé zobrazeni A —
— 4 takové, Ze jeho obrazem je sjednoceni obrazt im f a img, tedy
{1,4} U {2,4} = {1,2,4}. Priklady téchto zobrazeni vidime na obrazku
nize.

Jedinym injektivnim nejvétsim spolenym pravym délitelem je zo-
brazeni napravo. Miizeme se jednoduse presvédcéit, ze skuteéné déli obé
zobrazeni f i g.

20 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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3 43 3 3 3 3
\4 4: ; \4
5

Pokud bychom namisto nejvétsiho spoleéného délitele hledali nejmensi
spole¢ny pravy nasobek, mohli bychom postupovat velmi analogicky, jak
je vidét uz pri srovnani jejich definic.

Definice 5. Méjme zobrazeni f a g zobrazujici na stejny ordinél n. Pak
jejich spole¢nym pravym nasobkem je kazdé zobrazeni h, které je zprava
délitelné jak f, tak g. Jejich nejmensim spole¢nym pravym nasobkem
nazveme kazdy jejich spole¢ny nasobek v, ktery zprava déli vSechny jejich
spole¢né pravé nasobky.

Analogicky budeme pracovat i pfi jeho hledani, a budeme tedy pohli-
zet na obrazy zobrazeni. Mé&jme tedy zobrazeni f a g z pfedchozi definice
a pokusme se najit jejich nejmensi spoleény pravy nasobek v.

Tentokrat o kazdém spoleéném nasobku h vime, ze f a g zprava déli
h, a tudiz z kritérii délitelnosti plyne imh C im f a imh C im g, odtud
imh C im f Nimg. Jisté mizeme zkonstruovat zobrazeni v na ordinal
n takové, Ze imv = im f Nimg, a uZz snadno dokaZeme, Ze takové v je
nejmensim spoleénym pravym nasobkem f a g. Staci tedy ukazat, ze také
déli jakykoli spoleény pravy nésobek. Pro ten plati imh C im fNimg =
= imv, a tedy opravdu v déli h.

JelikoZ pracujeme s pravou délitelnosti, opét muzeme klast podminku
injektivity a nalézt injektivni nejmensi spoleény pravy nasobek.

V piipadé zobrazeni, se kterymi jsme pracovali pfi hledani nejvétsiho
spole¢ného délitele, bychom potfebovali nalézt zobrazeni v s obrazem
imv =1im fNimg = {1,4} N{2,4} = {4} a injektivni nejmensi spole¢ny
pravy nasobek v by tedy vypadal nasledovné:
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4

Lze zpozorovat, Ze mezi déliteli a nasobky zobrazeni existuje dualita —
mnohé definice, konstrukce i dikazy maji tutéz strukturu, jen pracuji s ji-
nymi operacemi. Zajimavé je, Ze podobnym zptsobem miizeme dualitu
nalézt i mezi pravou a levou délitelnosti. Vyplyva z kritérii délitelnosti, na
nichz pak stoji i vesSkeré uvahy pfi hledani nejvétsich spoleénych délitela
a nejmensich spoleénych nasobki. Nalezeny popis konstrukce jednoho ze
CtyT objektti nam tak dava navod, jak sestrojit i zbylé tii.

Levd délitelnost

Abychom mohli z této duality vychazet, potfebujeme pracovat s ana-
logiemi pruniku a sjednoceni obrazii.

Znacenim coim f N g budeme rozumét mnoZzinu tiid ekvivalence ~ yng
definovanou nasledovné:

ar~png b (fla) = f(b) Agla) = g(b)).

Prinikem koobrazt pro nas tedy bude mnozina t¥id ekvivalence sestro-
jena tak, aby v jedné tiidé byly vSechny prvky, které maji stejny obraz
jak v jednom, tak v druhém zobrazeni.

Naopak jejich sjednocenim v tomto kontextu rozumime mnozinu t¥id,
které sjednocuji prvky spojené alesponr jednim zobrazenim a také prvky
sjednocené ,pres” dalsi prvky. Sjednoceni koobrazi miiZzeme sestrojit
algoritmicky: nejprve budou v relaci prvky a a b, pro néz plati (f(a) =
= f(b) V g(a) = g(b)). Dale budeme tvorit jeji tranzitivni obal tak, aby
platilo @ ~fug bAD ~fug ¢ = a ~pyq4 C.

Jinymi slovy pro dvé zobrazeni z mnoziny n plati a ~fy, b, pravé
kdyz existuji x1,x2,...,2; € n tak, Ze

fla) = f(z1) Ag(x1) = g(w2) A fla2) = flas) A--- Ag(x;) = g(b).

22 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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l—1 1 1
2/2 2\2
373 3>‘>3
4 4 4—1
57 575
6 6

Napf. prunikem koobrazii zobrazeni na obrazku vy$e bude mnozina
{[1],12],[3], 4], [5] = [6]} a jejich sjednocenim mnozina {[1] = [2] = [3] =
= [4],[5] = [6]}. Na tomto pfikladu lze vidét, pro¢ relaci ~j_, nestaci
definovat analogicky k priniku jako a ~yug b < (f(a) = f(b) V g(a) =
= g(b)). Tato relace by nebyla ekvivalenci, protoze neni tranzitivni a
neplatilo by tieba 1 ~fy4 3.

Definice nejvétsiho spoleéného levého délitele a nejmensiho spolec-
ného nasobku budou zcela analogické definicim uvedenym u pravé déli-
telnosti, az na potradi ordinali. I dale muzeme postupovat stejné jako
u pravé délitelnosti. M&me dvé obecné zobrazeni f a g a pokusme se
nejprve popsat jejich nejvétsiho spole¢ného délitele. Pro kazdého spo-
le¢ného délitele h podle kritérii délitelnosti plati ~, C~y¢ a ~p C~y,
tedy h(a) = = h(b) = (f(a) = F(b) A g(a) = g(b)) & odtud ~p C ~soy.
Obdobné jako v pfipadé pravé délitelnosti neni tézké se presvédéit, ze
miZeme snadno zkonstruovat takové zobrazeni 9, Ze ~s=~¢ng4, a Ze toto
zobrazeni déli f i g. Porovnanim s ~y, dostavame, Ze § zleva déli viechny
spolecné délitele f a g, a je tak jejich nejvétsim spole¢nym pravym déli-
telem. Zjistili jsme, Ze nejvétsim levym délitelem je zobrazeni, pro néz
plati coimd = coim f N g. Pokud bychom chtéli nejvétsiho spoleéného
levého délitele uréeného jednozna¢né, budeme klast podminku surjekti-
vity, nebot pracujeme s levou délitelnosti.

Nejvétsiho spoleéného levého délitele zobrazeni vyse bychom nagli jako
zobrazeni § s koobrazem coim § = coim fNg = {[1], [2], [3], [4], [5] = [6]}-
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Ten surjektivni by tedy vypadal nasledovné:

1l 1

22— 2

—
6
A nakonec se podivejme na nejmensi spolecény levy nasobek. Analogic-
kymi tvahami dospéjeme pro kazdy spoleény levy nasobek h zobrazeni
f a g k nutné podmince ~ ¢4 C ~}. KdyZ sestrojime zobrazeni v takové,
ze coimv = coim f U g, nasli jsme nasobek, ktery déli vSechny ostatni
spolecné levé nasobky, a tedy nejmensi spole¢ny levy nasobek.
Surjektivni nejmensi spoleény nésobek v zobrazeni z piikladu v této
¢asti tedy bude mit koobraz coimv = coim fUg = {[1] = [2] = [3] =
= [4], [5] = [6]}, jak vidime na obrazku nize.
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MATEMATIKA

Zaveér

Ukézalo se, ze délitelnost je mozné smysluplné definovat i na jinych
objektech, nez jsou &isla.

Délitelnost pro kone¢né zobrazeni se nam podaiilo popsat a diky krité-
rifm délitelnosti s ni mizeme rozumné pracovat — jak vidime na prikladu
hledani nejvétsiho spoleéného délitele. Na rozdil od klasické délitelnosti
musime rozliSovat pravou a levou délitelnost, které jsou ale v mnohém
velmi podobné strukturované. Diky jednozna¢nému rozkladu muZzeme
s obéma délitelnostmi pracovat zvlast a zaméfovat se pouze na surjekce
¢l injekce.

Stoji za povsimnuti, ze celd prace s délitelnosti nevyzaduje definici
operace inverzni ke skladani, kterou by se ani pro obecné zobrazeni ne-
dalo smysluplné definovat. Také pro zobrazeni nezavadime operaci ana-
logickou ke séitani, a tak nemutizeme pokracovat ve stopach teorie Cisel,
napiiklad k déleni se zbytkem.

Podé&kovani

Tento ¢lanek vznikl na zaklads mé prace SOC [3] vedené Mgr. Do-
minikem Trnkou, kterému bych chtéla podékovat za vSechen ¢as a usili,
které mi pii psani prace vénoval. Podékovani patii také poroté soutéze
SOC za pripominky a cenné rady.
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