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MATEMATIKA

Eulerova—Mascheroniho konstanta
a zaokrouhlovani prevracenych hodnot

Mikulds Kucera, FJFI CVUT, Praha

Abstrakt. V tomto ¢lanku se ¢tenar dozvi hned nékolik zajimavych véci.
Jako prvni se seznami s korektnim zavedenim Eulerova éisla jakozto limity
jisté posloupnosti. Poté ukdzeme vztah pfirozeného logaritmu a casteénych
souctit harmonické rady, které jsou propojeny jistou ,magickou“ matematic-
kou konstantou, jez se objevuje ve spousté jinych problému. Nasledné tuto
znalost vyuzijeme k se¢teni harmonické fady se st¥idavymi znaménky. To nam
nakonec, mozné trochu prekvapivé, umozni vyfesit problém z oblasti teorie
pravdépodobnosti tykajici se pfevracenych hodnot ¢isel.

Motivac¢ni uloha

Zvolme ndhodné ¢islo x z intervalu (0,1). Jakd je pravdépodobnost, Ze
dolni celd édst éisla 1/x, tj. |1/x], je liché éislo?

Na tomto misté je t¥eba vyjasnit, co se mysli ndhodnou volbou ¢&isla x
z intervalu (0,1). Tim myslime volbu pfi rovnomérném rozdéleni prav-
dépodobnosti. Pro nas piiklad jej postaci definovat tak, ze pravdépodob-
nost, ze x vybereme z daného intervalu [ je pfimo imérné délce tohoto
intervalu (nezavisle na tom, jde-li o otevieny, uzavieny nebo polouza-
vieny interval). Navic, protoze délka celého intervalu (0, 1) je rovna 1
a pravdépodobnost vybéru &isla z (0,1) je také 1, musi byt pravdépo-
dobnost vybéru x € I pfimo rovna jeho délce, tj. pro0 <a < b < 1:

P(z € (a,b)) = P(x € (a,b)) = P(x € (a,b)) = P(z € {a,b)) =b—a

a obdobné, je-li a = 0 (pak musi byt interval zleva otevieny).
Nabadédme Ctenafe, aby si rozmyslel, Ze takovato definice odpovida
intuici za ndhodnym vybérem ¢isla z omezeného intervalu, a aby se nad
tlohou pfed prectenim néasledujictho odstavce zamyslel a zkusil dospét
co nejblize k FeSeni.
Nyni se pokusime tlohu vyfesit. Uvédomime si, Ze pro libovolné pfiro-

zené ¢islo n plati: |1/x] = n pravé tehdy, kdyZ vybereme x € (%ﬂ7 %>
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MATEMATIKA

To znamend, Ze pravdépodobnost, Ze |1/x| bude liché, je rovna

P (|1/z] liché) =P (|1/z] = P(|1/z] =3)+P(|1/z]| =5)+---
11
( (= >) Pleeis))
11 (—1)n+1
=1-5+3- 1+ e (1)

Musime tedy secist nekone¢né mnoho zlomkt se stiidavym znaménkem.
Jak ukazeme v pribéhu tohoto piispévku, presny soucet lze nalézt. Jisté
olekdvame, Ze bude nezdporny a nanejvys roven 1, nebot jsme vyraz
sestrojili jako vyjadreni jisté pravdépodobnosti. Nejprve ale neznalého
¢tenafe seznamime se zakladnimi pojmy, které budeme potiebovat. Po-
krocilejsi ¢tendf muze nasledujici sekei preskodit.

Limita posloupnosti a ¢iselna fada

Definice 1. Redlnd c¢iselnd posloupnost je funkce z mnoZiny prirozenych
¢isel N do mnoziny realnych ¢isel R. Pro prirozené ¢islo n € N a posloup-
nost a znacime a,, = a(n) a nazyvame jej n-tym célenem posloupnosti a,
kterou pak znacime a = (a,)52; ¢ pouze a = (ay,). Tato se nazyva

(i
(ii

(ii

rostouct, pokud pro kazdé n € N je apy1 > an,
klesajict, pokud pro kazdé n € N je an4+1 < ay,

monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici,

- L L Z

(iv) omezend, pokud existuje M > 0 takové, Ze pro kazdé n € N plati

lan| < M.

Jinak Fe¢eno, posloupnost je omezend, pokud vSechny jeji ¢leny lezi
v intervalu (—M, M) pro n&jaké kladné M.

Nyni definujeme pojem limity posloupnosti. Ctenéfe, kterému by snad
nebyla po chuti definice pomoci kvantifikatort, odkazujeme na odstavec
za definici, ktery ji vysvétluje slovné.

Definice 2. Necht ¢ je redlné ¢islo. Rekneme, Ze posloupnost (an) md
limitu ¢, znacenou ¢ = lim,,_, 4 o, @y, pokud

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N;n > ng) (a, € (c—¢,c+¢)).
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Posloupnost, ktera ma realnou limitu, nazyvame konvergentni. V opac-
ném piipadé je posloupnost divergentni. Posloupnost (a,) ma limitu +oo0,
resp. —oo, pokud

(VM > 0)(3ng € N)(¥n € N,n > ng)(an, > M, resp. a, < —M).
Posloupnost s limitou 400 nebo —oo nazyvame podstatné divergentny.

Receno slovy je ¢ limitou posloupnosti (a,), pokud do libovolné ma-
lého okoli bodu ¢ patfi vSechny ¢leny posloupnosti a, az na koneéné
mnoho vyjimek (pro dané e > 0 z definice to je nanejvys ng ¢lent
ai,...,0n,). Limita posloupnosti je +o00, resp. —oo, pokud pro libo-
volné velkou konstantu M jsou vSechny ¢leny posloupnosti az na ko-
neéné mnoho vyjimek vétsi nez M, resp. mensi nez —M. Je zfejmé, Ze
podstatné divergentni posloupnost neni omezena.

Dale dokazeme, ze posloupnost, které je omezenéd a monoténni, je uz
nutné i konvergentni. K tomu budeme potiebovat jesté dva pojmy, které
jsou ukotveny axiomy mnoziny redlnych cisel.

Definice 3. Necht A je neprazdné shora omezena podmnoZina mnoziny
realnych ¢isel R. Supremum mnoziny A je ¢islo sup A € R spliujici

(i) (Vx € A)(x < sup A),
(ii) (Ve > 0)(Fx € A)(z > sup A — e).

Je-li A neprazdna zdola omezena podmnozina mnoziny realnych &isel R,
pak infimum mnoziny A je Cislo inf A € R spliujici

(i) (Vx € A)(x > inf A),
(ii) (Ve >0)(3z € A)(x <inf A +¢).

Supremum je dle prvniho bodu definice horni zavora mnoziny A, dle
druhého je vSak nejmensi horni zavora. Kdykoliv ho totiz zmensime o li-
bovolné malé e, najdeme x € A, které uz je vétsi, tedy sup A —e uz horni
zavora neni. Obdobné je infimum nejvétsi dolni zavora A.

Axiom uplnosti realnych ¢isel fika, Ze kazda neprazdna shora omezena
mnozina mé supremum. Zvidavy ¢tenaf si muze rozmyslet, ze aplikaci
tohoto axiomu na mnoZinu s opa¢nymi znaménky zjistime, ze i kazda
neprazdna zdola omezena mnozina mé infimum.

Poznamka. Pro shora neomezenou mnozinu A klademe sup A = +oo,
pro zdola neomezenou inf A = —oco. Pro prazdnou mnozinu A = () pak
supA = —o0 a inf A = 4o0.

Roénik 100 (2025), &islo 3 3



MATEMATIKA

Tvrzeni 4. Omezend a monotdnni posloupnost je konvergentni.

Diikaz. Uvazme posloupnost (a,), kterd je omezend, tj. vSechny ¢leny
lezi v (—M, M) pro n&jaké M > 0, a pfedpokladejme, Ze je rostouci.
Ozna¢me A = {a,, | n € N} mnozinu vSech jejich ¢leni. Protoze M je
ziejmé hornf zavora A, je A omezené shora, takze sup A € R. Vezméme
nyni libovolné malé okoli (sup A — e,sup A + ¢) bodu sup A. Z prvniho
a druhého bodu definice suprema existuje a,, € A takové, ze a,, €
€ (sup A —e,sup A). Protoze (a,) je rostouci a sup A je horni zavora A,
je pro libovolné n > nyg:

supA > a, > ap, >sup A — e,

tedy a, € (supA —e,sup A + ¢). Tim je dokazano, Ze sup A je limita
posloupnosti (ay,).

Je-li posloupnost naopak klesajici, ditkaz provedeme zcela analogicky,
pouze zaménime supremum za infimum. O

Definice 5. Redind ciselnd fada je dvojice ((ay),(sn)), znaena jako
>oo2 | an, kde (ay,) je posloupnost a (s,,) je posloupnost ¢dstecngjch soucti
této fady definované jako

n
Sp = E ar =ai +az +---+ap.
k=1

Rikame, Ze fada >->° | an je konvergentni, resp. (podstatné) divergentni,
pokud (sy,) je konvergentni, resp. (podstatné) divergentni. Je-li (s,,) kon-
vergentni ¢ podstatné divergentni, znacime lim,, , s, = Zzozl ap a
tuto limitu nazyvame souctem fady.

Piiklad. Ciseln fada
>
n=1 n
se nazyva harmonickd tada. Posloupnost jejich ¢astecnych souctt bu-

deme znacit (H,). Déle uvidime, Ze se jedné o priklad podstatné diver-
gentni fady se souctem +oo.

Piiklad. Ciselna fada

St -1 n+1
>

n=1
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se nazyva harmonickd Tada se sttidaviymi znaménky. Z rovnice vi-
dime, Ze jeji soucet je FeSenim nasi motiva¢ni tlohy. K nalezeni tohoto
sou¢tu v8ak prvné musime udélat mensi ukrok stranou — podrobnéji se
podivame na slavné Fulerovo ¢islo e a ukazeme si, jak ho vlastné mate-
matikové definuji.

O Eulerové ¢isle

Pripomenme, Ze je-li posloupnost realnych ¢isel monoténni a omezena,
potom je konvergentni, tj. ma kone¢nou limitu (viz tvrzeni . V di-
kazu jsme navic vidéli, ze limitou pak je supremum, respektive infimum
oboru hodnot dané rostouci, respektive klesajici posloupnosti. V piisti
kapitole pouzijeme tuto postacujici podminku konvergence na posloup-
nost ¢asteénych soucti harmonické fady, od které odecteme prirozeny
logaritmus.

Nejprve si vSak pripravime lemmata tykajici se Eulerova ¢isla e a
jistych posloupnosti, jejichz je limitou. Velice uziteénym nastrojem bude
nésledujici jednoducha nerovnost.

Vé&ta 6. Pro libovolné x € (—1,+00) a n € N plati Bernoulliho nerov-
nost:
1+2)" > 1+ nz. (2)

Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukei na n. Pro n = 1 mame
rovnost 1 +x = 1+ x. Pro libovolné n € N potom

A+2)" " =1+2)1+2)"> 1 +2)(1+n2) =14+ (n+ 1)z +na® >
>14(n+1)a.

V prvni nerovnosti jsme vyuzili indukéni predpoklad a fakt, ze 14+x > 0.
Ve druhé nerovnosti jsme pak zanedbali nezaporny ¢len na?. O

Nyni vyslovime dvé lemmata tykajici se posloupnosti, pomoci kterych
se typicky zavadi Eulerovo ¢islo. [I]

Lemma 7. Posloupnost f, = (1 + %)n je rostouct.

Diikaz. Ukazeme, Ze pro kazdé n € N plati

1 n 1 n+1
() =(es)
n n+1
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Vydélenim ¢isly (1 + %)n al+ %ﬂ predchozi nerovnost ekvivalentné
prepiSeme jako

14+ 1 " n
11 < nJlrl — n—|—1S n(n + 2) —
14+ —== 1+ n+2 (n+1)2

1 1 "
= 1-—<(1- —F .
n+2_< (n+1)2)

Protoze 1/(n +1)? < 1, plati dle Bernoulliho nerovnosti (2):

(o) 2

kde jsme volili z = —1/(n + 1)?. Sta¢i tak dokézat nerovnost

1 n
1- <1- — 2) < 1)? <= 0<1.
nt2>=" (nt1)p2 nn+2)<®+l) =
Tim je lemma dokazano. O

Lemma 8. Posloupnost g, = (1 + %)H—H je klesagict.

Diikaz. Ukazeme, Ze pro libovolné n € N je

1 n+1 1 n+2
(1 n ) > <1 n ) .
n n+1

n+1

Po vydéleni (1 + n%rl) méame ekvivalentné
n+1 n n
TR S (12" e “
n+1 7~ 1+n+i-1 ~\n(n+2) B n(n+2) ’

Opét vyuzijeme Bernoulliho nerovnost s x =1/n(n+ 2) k odhadu

1 ntl n+1
1+ —— >14+ —-.
(+n<n+2>) = Ty

Stac¢i tedy ovérit nerovnost

n+1 9
<14+ — <— 2) < 1 — 0<1.
s +n(n+2) nn+2)<(n+1) <

1+
Tak jsme dokazali monotonii druhé z posloupnosti. O

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Eulerovo ¢islo e se potom definuje nésledujicim zptusobem. Jelikoz pro
kazdé n € N plati

2:f1§fn<gn§91:47

jsou obé posloupnosti omezené. Diky monotonii proto maji kone¢nou
limitu. Ta navic musi byt v obou pfipadech stejna, nebot

n—-+oo n—-+4oo n—oo

1
lim g, = lim <1+ ) fn=1-lim f,.
n
Definice 9. Spole¢nou limitu posloupnosti (f,,) a (g,) nazyvame Eule-
rovo ¢islo a znacime ji e.

Poznamka. Posloupnosti z definice Eulerova ¢isla se k jeho aproximaci
nehodi. PovSimnéme si na prvnich nékolika ¢lenech

fl = 23 f2 = 27257 f3 = 27377 f4 = 2a447 f5 = 27497
g1 = 47 g2 = 3a38a g3 = 35167 94 = 37057 gs = 2a99a

ze posloupnosti se ke skuteéné hodnoté
e =2,718 281 828 459 045. ..

blizi pomérné pomalu. Pokud bychom chtéli e spoéitat pomoci odhadu
fn < e < gn, u &lend fs5000 & gs000 bychom se dostali na pfesnost tii
desetinnych mist. Daleko rychlejsi odhad poskytuje rfada

=1
dor
n=0

jejimz souctem je rovnéz e. Vsimnéme si, jak rychld je konvergence po-
sloupnosti ¢asteénych soucti (s,,) v tomto pripadé:

S0 = 1, S1 = 2, So = 2,5, S3 = 2,67, S4 = 2,71, S5 = 2,716
a se Clenem sg = 2,718 se jiz dostavame na presnost t¥1 desetinnych mist.

Pfipomefime, Ze jelikoZ e > 1, je funkce f(x) = e® ostfe rostouci, jejim
definiénim oborem je R a obor hodnot je (0, +00). Pfirozeny logaritmus
pak zavadime jako inverzni funkci k f, ¢ili vztahem

Roénik 100 (2025), &islo 3 7
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pro vechna z € (0,+00). Zvidavy ¢tenaf nalezne detaily napiiklad ve
skriptu [I].

7 definice prirozeného logaritmu vidime, Ze jde o ostie rostouci funkci
s defini¢nim oborem (0, +00) a oborem hodnot R, z ¢ehoZ specialné plyne
lim,, oo Inn = +o0.

Eulerova—Mascheroniho konstanta

Nyni ukadZeme, Ze posloupnost ¢asteénych sou¢ti harmonické fady
(tj. soucet prvnich n ¢lent prislusné posloupnosti) se od posloupnosti
Inn lidi jen velmi mélo. Podivejme se na prvnich par ¢lenii posloupnosti
an=>p_1 ¢ —Ilnn:

a1 =1, a2=081, a3=0,73, a4=0,7, as=0,67, ag=0,66.

7Zda se, ze by posloupnost mohla byt klesajici i omezené, coz uz by za-
rucilo jeji konvergenci. V nésledujicim tvrzeni tyto vlastnosti dokazeme.

Tvrzeni 10. Posloupnost

3

a, = H, —Inn = —lInn

k=1

el

splriuge:

1. je klesajict,

2. je omezend. Presnéji pro kazdé n € N je 0 < a,, < 1.
Diikaz.

1. Chceme ukézat, ze pro kazdé pfirozené n plati: a1 < a,. To je po
upravé ekvivalentni

1 1
Sln(n+1)—1nn=ln<1—|—>.
n+1 n

Diky tomu, 7Ze exponenciélni funkce f(x) = e” je ostfe rostouci, mi-
zeme nerovnost ekvivalentné piepsat jako

/() <1 4 1
n
a kone¢né, umocnénim ¢islem n + 1 dostavame nerovnost
1 n+1
e < (1 + ) .
n

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Diky lemmatu vime, Ze posloupnost na pravé strané je klesajici a
e je jeji limita, tedy nerovnost plati.

2. Jelikoz a; = 1 a posloupnost je klesajici, stac¢i dokazat, Ze pro libo-
volné n € N plati 0 < a,. DokdZeme dokonce jesté o néco silné&jsi
tvrzeni: 1/n < a, pro kazdé pfirozené n. Budeme postupovat mate-
matickou indukci. Pro n = 1 méame jiz zminénou rovnost a; = 1. Pro

libovolné n € N potom chceme dokézat nerovnost

(ang] 1
1 > = ——1 1) > .
a+1_n+1 ;k n(n+)_n+1

Ekvivalentné ode¢tenim posledniho ¢lenu sumy dostaneme

1
> 7 >+ 1),
k=1
7 indukéniho predpokladu vsak
Fhene!
k n

=

Zbyva tak ukazat nerovnost

1 1 1
Inn+—=>Inn+1) < 21n(1+) =
n n n

1/n 1 1\"
< e >14+— <<= e> 14+ — .
n n

Z lemmatu [7] viak vime, Ze posloupnost na pravé strané je rostouci
s limitou e, proto je op&t nerovnost splnéna. O

S odvolanim na konvergenci omezené a monoténni posloupnosti (tvr-
zeni ) mame dokazanou nasledujici vétu.

Véta 11. Posloupnost (ay) z pfedchoziho turzend je konvergentni s li-
mitou leZict v intervalu (0,1).

Definice 12. Limitu posloupnosti (a,,) z tvrzeninazyvéme Eulerova—
Mascheroniho konstanta a znacime ji .

Roénik 100 (2025), &islo 3 9
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Skute¢na hodnota Eulerovy—Mascheroniho konstanty je
v =0,577215664901...

Jedna se o velice vyznamnou matematickou konstantu, ktera se objevuje
v mnoha odvétvich, mj. v matematické analyze, ve statistice nebo v teorii
¢isel. Kromé toho slouZi ke snadnému se¢teni riznych &selnych fad (jak
se co nevidét presveddi i étenalr — zejména ten, ktery se pusti do tikolu
. Zajimavosti je, Ze na rozdil od konstant 7 a e neni znamo, zda je =y
racionalni ¢i iracionalni.

Na zavér této kapitoly zmifime jesté dusledek tvrzeni [I0] pro soucet
harmonické fady.

Dusledek 13. Harmonickd Tada je podstatné divergentni. Jeji soucet je
roven +00.

Diikaz. Dle druhého bodu tvrzeni [10| plati pro v8echna n € N nerovnost
H, —Inn >0, tedy H,, > Inn. S vyuzitim faktu, ze lim,,_,~, Inn = 400,

tak okamzité dostavame lim,,_, o, H,, = +00.
O

Harmonicka rada se stfidavymi znaménky

Nyni se kone¢né muzeme vratit k tivodni tloze a s vyuzitim poznatki
z predeslé kapitoly seéteme harmonickou fadu se stfidavymi znaménky

— (—1)"*! 1,1 1
Y=l oo+
~ n 2 3 4

Pritom nam stac¢i pouze védét, ze v, tedy lim, 4 ay, existuje, na jeji
pfesné hodnoté nezalezi.
Ozna¢me posloupnost ¢asteénych souctu rady jako

k+1

q ~ (1)
H, = .
>
k=1
Potom pro libovolné n € N plati:
1 1 1

e T

1 1 11 1
=1++---+—2(2+4+-~-+271)=H2n—Hn.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Ovsem limitu této posloupnosti uz spoéitat umime:

lim (Hs, — Hp,) = lim (Ha, —In(2n) +In(2n) — Hy,)

n—-+o0o n—-+o0o

= lim (H2, —In(2n))+ lim (In24Inn— H,)
n—-+o0o

n—-+o0o

=7y+n2—-—y=1In2.

A jelikoz Hayiy = Hop 4 1/(2n + 1), je také

n——+o0o n—-+oo

- ~ 1
lim Hopoq = i Hop+——)=In2+0=1n2.
1m 2n+1 m ( 2 +2n+1) n2-+ n

Nalezli jsme tak hledany soucet fady a FeSeni motivaéni tlohy jako

o0

-1 n+1
ZL =1In2=0,693...
n=1 n

Pravdépodobnost, Ze ¢islo [1/x] je liché, je tedy rovna piiblizné 69,3 %.

Poznamka. Jako zajimavost jest& uvedme, ze Eulerova—Mascheroniho
konstanta se objevuje i v souvislosti s mozna nejslavnéjsim nevyftese-
nym matematickym problémem — Riemannovou hypotézou. Ta tvrdi, ze
vS8echny netrivialni kofeny Riemannovy funkce zeta lezi na tzv. kritické
primce, tj. jsou to komplexni ¢isla s redlnou ¢asti 1/2. Disledky pravdi-
vosti ¢i nepravdivosti Riemannovy hypotézy jsou, zejména v teorii ¢isel,
témér nedozirné. Od roku 1859, kdy ji Bernhard Riemann vyslovil, se
vSak nepodafilo ji dokazat ani vyvratit.

Guy Robin roku 1984 vsak dokézal, ze pravdivost Riemannovy hypo-
tézy je ekvivalentni tvrzeni

< e, pro vSechna pfirozena n > 5040,

kde o(n) udava soucet viech kladnych délitelu &isla n.

Na zavér mame pro ¢tenafe tkoly, které procviéi nové nabyté védo-
mosti.

Ukol 1. Naleznéte soucty nasledujicich ¥ad [2]:
o0 1
(a) 22y G

Roc¢nik 100 (2025), ¢islo 3 11
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1 n+1

(b) Yoot Sl
(€) oli @@t

(A X0l s
(e) 27010:2 %

Ndpovéda: Vyrazy typu ﬁ zapiste Jako £ 4 nT—l pro néjaka A, B.

Poznamenejme, ze pokud se podafi fadu Zapsat jako

0o
§ - anJrl

je typicky velice jednoduché ji se¢ist. Muzeme pak totiz nalézt vztah pro
n-ty Casteény soucet jako

n

S (ar — arsr) = (a1 — ag) + (az — ag) + - + (Ao — Gs1) = a1 — aps1-
k=1

Rada je potom konvergentni, resp. (podstatng) divergentni, pravé kdyz
(an) je konvergentni, resp. (podstatné) divergentni posloupnost. Pokud
existuje, je soucet fady roven

n—-+oo

0o
E —CL7L+1 =a] — lim Qnp .

Ukol 2. Zvolme nahodné a nezavisle na sobé dvé ¢isla z a y z intervalu
(0,1). Jaka je pravdépodobnost, Ze ¢islo |y/xz] je liché?
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