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MATEMATIKA

Paprskové n-ahelniky

Martina gkorpilovd, MFF UK Praha

1. Uvod

Predstavme si dva svazky pfimek v téze roviné které maji stejny
pocet primek, kazda dvojice po sobé jdoucich p¥imek téhoz svazku svira
shodny thel, mezi vS§emi uvazovanymi primkami neexistuje dvojice rov-
nobézek a zadna z piimek jednoho svazku neprochéazi stiedem svazku
druhého. Zkusme si nyni tipnout, zda vSechny existujici prusecéiky pii-
mek jednoho svazku s pfimkami svazku druhého jsou v uvazované roviné
,rozesety zcela bez ladu a skladu“, nebo ne? Jaki je VaSe hypotéza?
Spravna odpovéd je, Ze pruseciky jsou umistény v pfesné popsatelné
kompozici. Jedna se o vrcholy n-thelniki, kterym budeme fikat paprs-
kové a které — zvlasté v pripadé vétsitho pocétu piimek svazki — tvori
pusobivé obrazce.

V celém ¢lanku budeme pracovat v roviné. Uhlem s danymi rameny
budeme vzdy myslet thel konvexni a z kruZznicovych oblouki s danymi
krajnimi body budeme ze dvou moznosti vzdy uvazovat ten kratsi. Kvili
pfehlednosti ilustraci budeme nékteré piimky zakreslovat tak, ze budou
pusobit spiSe jako polopfimky nebo tusecky.

Tento text vychézi z velké ¢asti z rozsahlého clanku [I, v némz lze
dohledat fadu dalsich poznatki, ovéfeni a souvislosti. Tematika popsana
na nasledujicich stranach jiz byla autorkou zpracovana v piispévku [2],
avSak ponékud jinym pifistupem zaméfenym pifedevSim na odvozovani
poznatki samotnym ¢tenafem v ramci feSeni iloh na stfedoskolské drovni.

2. Paprskové n-uhelniky

Predstavme nyni konstrukci paprskového n-thelniku, a to v ramci
tvrzeni s poetickym nézvem Véta o majdcich.

Véta o majacich: Necht A, B jsou dva rizné body a necht kaZdym

z nich prochdzi n, n > 3, pFimek takovych, Ze kazdé dvé po sobé jdouct
sviragi thel o velikosti 180° /n. PrFitom Zddnd z piimek jednoho svazku

1) Svazkem piFémek rozumime mnoZinu p¥imek v roving, které maji spole¢ny jeden
bod. Tomuto bodu fikame stred svazku.
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nent rovnobéznd se Zdadnou ptimkou svazku druhého a Zdidnd z primek
jednoho svazku meprochdzi stiedem svazku druhého. Potom se 2n pfi-
mek téchto svazkil protind v n? bodech, které jsou vrcholy n pravidelngjch
n-thelniki. KruZnice opsané témto n-uhelnikim prochdzeji body A a B.

Pravidelné n-thelniky z pravé zformulované véty se nazyvaji paprs-
kové. Svazek n piimek uvedenych vlastnosti o stfedu A, resp. B, budeme
znadit (A,), resp. (By).

Obr. 1: T¥i paprskové trojuhelniky
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Obr. 2: Cty¥i paprskové &tverce

Umistime-li do bodi A a B pomyslné majaky jistych vlastnosti a
podivame-li se na né z velké vySe ve sméru jejich os, budeme majiky
vnimat jako body A, B a ,,oboustranné* svételné paprsky vysilané témito
majaky jako pfimky svazka (4,) a (B,). Odtud plyne jednak nazev
tvrzeni, které je v anglicky psanych textech nazyvano The Lighthouse
Theorem, tak i nazev paprskovych n—l’lhelnikﬁ

2)Pro zajimavost uved'me, ze v&dni obor vénujici se stavbg, &innosti a funkei majaki
se nazyva farologie. Termin odkazuje na ostruvek Faros, na némz stal prvni majak,
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Obr. 3: P&t paprskovych pétiuhelniki

o némz se dochovaly pisemné zaznamy a ktery dnes — byt jiZ neexistuje — patii
mezi sedm diva svéta. Majaky jsou stavény na mista v raznych vysich a paprsky
jednotlivych majakt maji riizné barvy (napfiklad majaky na pobfezich jsou situovany
velmi vysoko, jejich paprsky jsou vyrazné a maji bilou barvu). Navigaci v mapé&
napomahé i existence rtznych typt majaki odlisenych podle Cetnosti, resp. délky
vysilani paprskt (napf. majaky svitici stale; svitici po stejnou dobu jako jsou potms;
rychle blikajici majaky apod.).
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JelikoZ neexistuje n-thelnik majici jeden ¢ dva vrcholy, je véta for-
mulovana aZ pro libovolné pfirozené ¢islo n > 3. Pro n = 3 vzniknou
t¥i rovnostranné trojihelniky (viz obr. , pro n = 4 Ctyfi ¢tverce (viz
obr. , pro n = 5 vznikne pét pravidelnych pétithelniki (viz obr. |3)) atd.
Slozitost (ale snad i krasa) ilustraci se se vzriistajicim n velmi rychle zvy-
Suje. Napiiklad pro n = 10 bychom sestrojovali jiz sto prisec¢ikt piimek,
které by byly vrcholy deseti pravidelnych desetitihelnikii.

Uvédomme si, které pruseciky prfimek jsou vrcholy téhoz paprskového
n-thelniku. Vyberme si naptiklad libovolny vrchol néjakého paprskového
pétithelniku zobrazeného na obr. [3] Naleznéme dvojici pFimek, jejichz
prisecik je timto vrcholem. Dalsi vrchol téhoz paprskového pétitahelniku
je prusec¢ikem dvojice piimek, z nichz kazda je obrazem jedné z piimek
puvodni dvojice pfimek v otoleni se stfedem A, resp. B a tymz thlem
180°/5 = 36°. Totéz plati i pro zbyvajici vrcholy studovaného pétithel-
niku a prislusné dvojice protinajicich se pfimek — vzdy otacime p¥imky
v obou svazcich o tentyz thel.

Nyni presné zformulujme piislusné tvrzeni pro nejmensi mozné n, tj.
n = 3 (viz obr. a také ho ihned poté dokazme. Pochopeni principu
ovéfeni véty pro n = 3 usnadni porozuméni dukazu Véty o majdcich pro
obecné n, ktery uvedeme nasledné.

Véta o majacich se tfemi paprsky: Necht A, B jsou dva rizné body
a necht kazZdym z nich prochdzeji tri primky, z nichZ kazZdé dvé po sobé
jdouct sviraji ihel o velikosti 60°. Pritom Zddnd z primek jednoho svazku
nent rovnobéznd se Zadnou pFimkou svazku druhého a Zddnd z primek jed-
noho svazku neprochdzi stiedem svazku druhého. Potom se Sest piimek
svazku protind v deviti bodech, které jsou vrcholy tri rovnostranngch troj-
uhelniki. KruzZnice opsané témto trojuhelnikim prochdzeji body A a B.

Diikaz véty o majdcich se tremi paprsky. Podstata ditkazu spo¢iva v ur-
¢eni velikosti nékolika thla. Uvazujme trojici navzajem riznych bodi A,
B, M, kruznici k prochazejici témito body a ji vepsany rovnostranny
trojuhelnik K LM (viz obr. . Prusecik piimek AK a BM ozna¢me N
a prusecik pfimek AM a BL oznacme O.

Trojihelnik K LM je rovnostranny, tudiz

KMKL|=|XKLM|=|xLMK]| = 60°.
Protoze uhly K AL a K BL jsou obvodovymi thly pfislusnymi stejnému
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oblouku K L kruznice k jako obvodovy tthel K M L, plati
[XKAL| =|xKBL| =|XKML| = 60°.

Obdobné dvojice thla LAM a LK M, resp. K BM a K LM p¥islusi témuZz
kruznicovému oblouku LM, resp. KM, z ¢ehoZ plyne

[XLAM| = |XLKM| = 60°, resp. |XKBM|=|xKLM|=60°.

Obr. 4: Dikaz véty o majacich se tfemi paprsky

Protoze trojice boda K, A, N, resp. L, B, O leZi na jedné piimce, do-
stavame

[XMAN| = 180° — |4 KAL| — |« LAM| = 180° — 60° — 60° = 60°,
resp.
X MBO| = 180° — |« K BL| — | K BM| = 180° — 60° — 60° = 60°.

Dvojice polopiimek AK a AL, AL a AM, AM a AN, BL a BK,
BK a BM, BM a BO tedy sviraji shodné ihly o velikosti 60°. Pfimky
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AK = AN, AL, AM jsou tedy tfi pfimky svazku (As), pfimky BL = BO,
BK, BM jsou tii piimky svazku (B3) z véty o majdcich se tFemi paprsky
a rovnostranny trojihelnik K LM je paprskovy. KruZnice k je pfitom
jemu opsanou kruznici.

V dikazu jsme pracovali s body A, B, vrcholem M (a tedy s pa-
prsky AM, BM) a paprskovym trojuhelnikem K LM vepsanym kruz-
nici prochézejici body A, B, M. Druhy, resp. tfeti paprskovy trojihelnik
ziskame, budeme-li uvazovat opét body A, B, avSak misto bodu M bu-
deme pracovat s prisec¢ikem piimek AK a BL, resp. s prisec¢ikem p¥imek
AL a BK a kruZnici opsanou paprskovému trojihelniku bude kruznice
uréend opét body A, B a uvedenym prisecikem. JelikoZ pozici trojice
navzajem ruznych boda M, A a B jsme mohli volit libovolné, doka-
zali jsme, Ze pro jakoukoli volbu svazkii (As), (Bs) odpovidaji priseéiky
jejich pfimek pravé vrcholim rovnostrannych trojuhelnika. O

Upozornéme, ze v pravé dokonceném dikazu bychom misto vniti-
nich ahli KML, LKM, M LK trojahelniku K LM, které jsou soucasné
obvodovymi thly pfislusnymi kruznicovym obloukim KL, LM, MK,
mohli vyuzivat i stfedové thly pfislusné témto oblouktm. Protoze veli-
kosti téchto navzajem shodnych stfedovych thli jsou 120°, jsou poloviéni
velikosti obloukovych uhla KAL, KBL, LAM, M BK skutecné 60°. Vy-
uziti tohoto vztahu mezi stfedovymi a obvodovymi thly kruznice £ nam
pomiize velmi elegantné dokizat obecnéjsi vétu o majdcich.

Dukaz véty o majdcich publikoval britsko-kanadsky matematik Ri-
chard Kenneth Guy (1916-2020) v ¢lanku [I] z roku 2007.

Diikaz véty o majdcich. Uvazujme tii navzajem ruzné body A, B, K,
kruznici k£ o stfedu S jimi prochézejici a dale ji vepsany pravidelny
n-thelnik K1 K> ... K, (viz obr. (). Bez Gjmy na obecnosti predpokla-
dejme, Ze bod A lezi na kruznicovém oblouku KiK.

Velikosti stfedovych ahla K;SK;y1,i=1,2,...,n, kde K,,11 = K1,
jsou 360°/n, a proto jsou velikosti n — 1 obvodovych thld K;AK; 1,
i=1,2,...,n—1, rovny 180°/n.

Velikost tthlu sviraného polopfimkou AK, a polopfimkou opa¢nou
k polopiimce AK; je

180°  180°

180° = (n—1)- —— = —.

Zcela analogicky ur¢ime, ze velikosti dhla sviranych polopfimkami
vychazejicich z bodu B jsou také 180°/n. Oveérili jsme tak, Ze v8echny
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primky, na nichz lezi polopfimky AK;, BK;, jsou pfimky svazku (A4,),
resp. (By), a tudiz pravidelny n-thelnik K1 K5 ... K, je paprskovy a
kruznice k je jemu opsana kruZnice.

Obr. 5: Dikaz véty o majacich

Ostatnich n — 1 paprskovych n-thelnikti dostaneme, pokud budeme
pracovat s kruznicemi, z nichz kazdéa je uréena body A, B a jednim z pri-
se¢ikit vhodné dvojice pfimek svazki (A, ), (By), pfi¢emz tento prisecik
je rizny od bodu K;, 1 =1,2,...,n. O

3. Vlastnosti paprskovych trojahelniki

V této ¢asti popiSeme a dokdzeme dva poznatky o paprskovych troj-
tthelnicich. U jednoho z tvrzeni nasledné (jiz bez diikazu) zminime, jak
by se modifikovalo pro obecné n.

Na tvod pFipomenme, Ze jedna z vlastnosti nejen paprskovych troj-
thelnfkt, ale i paprskovych n-tthelnfkt je pfimo soucasti Veéty o ma-
jacich, a to skutecnost, ze kruznice jim opsané prochézi stiedy svazku
primek.

Dalsi zajimavosti je, ze paprskové trojuhelniky lezi vici sobé ve spe-
cidlni poloze. Pokuste se ji nejprve sami odhalit pohledem na obr. [I}
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Véta o rovnobéznosti stran paprskovych trojihelnika: Strany tri
paprskovych trojihelniki, které prisluseji svazkim primek (As) a (Bs),
jsou rovnobézné.

Diikaz. Necht symboly A, B, K, L, M, k, N, O (viz obr. @ znadi totéz
jako na obr.[d] Prisecik pfimky AB s pfimkou K L, resp. NO ozna¢me U,
resp. V. Velikost thlu M AB, resp. ABM ozna¢me «, resp. 3.

Obr. 6: Dikaz véty o rovnobéznosti stran paprskovych trojihelnikia

Uhly AKM a ABM jsou obvodovymi thly pFisludejicimi kruznico-
vému oblouku AM kruZnice k, z ¢ehoz plyne X AKM| = [ ABM| = .
Ziejmé

X K AU| = 180° — 60° — a = 120° — o,

a tudiz z vlastnosti vnitinich thla trojahelniku KU A plyne
X KUA| = 180° — (120° — a) — (B + 60°) = o — .
Jiz vime (viz obr. [4]), Ze 4hly NAO a NBO jsou shodné, proto jsou

obvodovymi tuhly kruZnice [ prochazejici body A, B, O, N, tj. ¢tyfihel-
nik ABON je tétivovy. Uhly BNO a BAO jsou tedy obvodovymi thly
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prislusejici témuz oblouku BO kruZnice [ opsané ¢tyitihelniku ABON
a obdobné thly AON a ABN jsou obvodovymi thly pfislusejici témuz
oblouku AN kruZnice [. Proto

|[XBNO|=|]«BAO|=a a |XAON|=|xABN|=2,.
7 trojuhelniku ABO je evidentni, Ze
|XBOA| =180° —a — (8 +60°) = 120° — a — §3,
a proto nasledné vyuzitim trojihelniku OV B dostavame vztah
|XOVB| = 180° — (B +60°) — (120° —a — B+ B) = a — B.

Tudiz [XKUA| = a— 8 =[OV B|, z ¢ehoZ plyne, Ze piimky KU, VO
sviraji s pfimkou AB shodné uhly. Proto jsou pfimky KU, VO rovno-
bézné, coz implikuje, Ze jsou rovnobézné i usec¢ky KL, NO. Nyni si staci
uvédomit, Ze nejen usetka KL, ale i tisecka NO je stranou nékterého
z paprskovych trojuhelnikti. Tim je dikaz hotov. O

Podivame-li se napiiklad na obr. 2] vidime, Ze pro n = 4 analogicka
véta neplati, nebot strany vSech ¢tyi paprskovych ¢tverci rovnobézné
nejsou. Pokud bychom v8ak dorysovali ithlopficky jednotlivych étverct,
zjistime, Ze jsou rovnobézné strany dvou paprskovych ¢étverca a thlo-
pricky zbyvajicich dvou paprskovych ¢tverci. Opét lze vyslovit obec-
néjsi verzi pravé dokdzané véty pro libovolné n, v niz plati rovnobéznost
stran, resp. stran a thlop¥i¢ek n-uhelnika (pro liché n se jedna o rovno-
béznost stran n-thelniki; pro sudé n o rovnobé&znost stran 5 n-thelniki
¢i o rovnobé&znost stran 4 n-tthelnikt a thlopficek § n-thelniki).

Posledni tvrzeni tohoto ¢lanku fika, ze uhly jistych velikosti mtizeme

na obrazku s paprskovymi trojihelniky nalézt dvakrat.

Véta o duplikaci ahla: Necht (As) a (B3) jsou svazky piimek a KLM
je jeden z prislusnych paprskovijch trojihelniki. Ddle necht N je prisecik
primek AK a BM, O je prisecik primek BL a AM, P je prisecik piimek
NO a LM a konecné Q je prisecik primek NO a KM . Potom

[AXPAM|=|xMAB| a |XQBM|=|XMBA|.
Diikaz. Znovu pripomenme, Ze jsme jiz odvodili vztah
[XNAM| = |xOBM| = 60°
(viz obr. [4).
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Obr. 7: Dikaz véty o duplikaci ahla

Protoze podle predchozi véty jsou piimky KL a NO rovnobézné, je
trojahelnik M QP rovnostranny, a proto |[XMPQ| = [ PQM| = 60°.
Tudiz plati i rovnosti [ MPN| = [ MQO| = 120°, z nichz vyplyva

[XMPN|+ |& NAM| = 120° 4 60° = 180°

X MQO| + [ OBM| = 120° + 60° = 180°.

Soucet velikosti protéjsich ahli ¢tyfuhelniku je 180° pravé tehdy, kdyz
je ¢tyFahelnik tétivovy. Kazdému ze ¢tyfahelniki AM PN a M BOQ lze
proto opsat kruznici a ze shodnosti obvodovych thla pfislusnych témuz
oblouku PM , resp. QM jedné z kruZnic dostavame

[XPAM| = |XPNM| = a =[x MAB|,

resp.

XQBM| = |4£QOM| = § = |$MBA|,

coz jsme chtéli dokézat. O
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4. Specialni polohy paprskt

Ve vété o majdcich jsme vyloudili dva pripady poloh, v nichz bud
k pfimce jednoho svazku existuje pfimka druhého svazku s ni rovno-
bézné ¢i alespon jedna primka jednoho svazku prochazi stfedem svazku
druhého.

V prvnim piipadé je zfejmé, ze priseciky navzajem rovnobéznych pii-
mek by lezely v nekone¢nu. Jedna se pfitom o pravé n priseciki, které
by patfily témuZ pravidelnému n-thelniku. Zbyvajicich n? — n priseéiki
tvori vrcholy n — 1 n-uhelnika, které jsou opét pravidelné. Omezime-li
se tedy na vlastni body, pro n = 3 nevznikaji t¥i, ale pouze dva rovno-
stranné trojuhelniky, pro n = 4 nevznikaji ¢tyfi, ale pouze tfi ¢tverce

(viz obr. [§]) atd.

Obr. 8: Rovnobé&zné piimky svazki

Pripustme, aby jedna dvojice pfimek z rtiznych svazki byla nejen
rovnobé&zna, ale dokonce aby tyto pifmky splynuly (coZ soudasné odpo-
vida situaci, kdy by kazdym ze stfedt svazki prochézela pfimka svazku
druhého). Opét bychom dostali n — 1 pravidelnych n-thelnikt s vlast-
nimi vrcholy, pfi¢emZ dva z vrcholt kazdého z n-thelniki splyvaji se
stiedy svazka (viz obr. E[) S poslednim n-thelnikem by ale nastaly tra-
ble. Pti konstrukci bychom ziskali pouze n — 1 navzajem rovnobéznych
nesplyvajicich dvojic pfimek, které by urcovaly n — 1 prusecika lezicich
v nekone¢nu, av8ak posledni z o¢ekavanych prisecéiki nelze jednozna¢né
nalézt — mél by totiz byt prisec¢ikem splyvajicich pfimek.
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Obr. 9: Dvojice splyvajicich paprski

Situace, kdy praveé jedna piimka jednoho svazku prochazi stfedem dru-
hého svazku, je ze specialnich pfipadt nejzajimavéjsi. Priseciky pfimek
svazki by byly — tak jako ve wété o majdcich — opét vrcholy n pra-
videlnych n-thelnikti. VSechny tyto n-tthelniky by mély jeden spole¢ny
vrchol, a to ve stfedu svazku, kterym prochézi pfimka druhého svazku.
Riznych priseciki piimek svazkt by jiz nebylo n?, ale n? —n + 1.

K uvedenému poctu lze dospét riznymi ivahami. Bud si uvédomime,
ze m vrcholu by splynulo do jediného, a proto jich je o n — 1 méné, t;j.

n?—(n—-1)=n*>—-n+1.
Nebo uvazime, Ze ona ,problematickd” primka jednoho svazku proché-
zejici stfedem druhého svazku ma s pfimkami druhého svazku jediny
prisecik (st¥ed svazku) a kazdé ze zbyvajicich, ,,vhodné se chovajicich
primek prvniho svazku méa s pfimkami druhého svazku n priseciki, tj.
celkem je vrcholti 1 + (n —1)-n=n?—n+ 1.

Tato poloha svazki je pro n = 3, n = 4 a n = 8 znézornéna na
obrézcich |10} a (kvuli prehlednosti je na obr. jesté uveden
vytez z obr. [12]). V&imnéme si, ze vSechny pravidelné n-thelniky maji
na kazdé z ilustraci skutec¢né spoleény jeden vrchol ve stfedu svazku,
kterym prochézi pfimka svazku druhého, a Ze timto bodem prochézi
rovnéz v8echny kruZnice opsané jednotlivym pravidelnym n-thelniktm.
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5. Zavér

Pokud budete mit to $tésti, Ze se ocitnete v noci na lodi v oblasti, kam
dosviti soucasné dva majaky, vzhlédnéte — az budete podplouvat jejich
paprsky — vzhtru k noéni obloze a pokuste se nejen divat na souhvézdi,
ale i nalézt néktery z paprskovych n-thelniki ¢i alespon nékolik jejich
vrchola.

Obr. 10: T¥i trojahelniky se spole¢nym vrcholem
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Obr. 11: étyfi Ctverce se spole¢nym vrcholem
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Obr. 12: Osm pravidelnych osmithelniki se spoleénym vrcholem
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Obr. 13: Osm pravidelnych osmithelniki — vy¥ez z obr. [[2]
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