Rozhledy matematicko-fyzikalni

Martin Agh
V srdci polynomt — Hornerovo schéma

Rogzhledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 100 (2025), No. 3, 30-41

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/153097

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiku a fyzikd, 2025

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/153097
http://dml.cz

MATEMATIKA

V srdci polynomt — Hornerovo schéma

Martin Agh, SSPSaG, student PedF UK, student MFF UK, Praha

Proc¢ pocéitat chytre?
Se situaci, kdy je tfeba urcit hodnotu polynomu v daném bodé, se bez-

pochyby setkal kazdy, kdo prosel stfedoskolskym studiem matematiky.
Naptiklad pfi vypoctu hodnoty realného polynomu

p(r) =22* —52% + 22 + 32 + 7

v bodé 2 = 2 byva ¢astym postupem bud pouZiti kalkulatoru, nebo pfimé
dosazeni hodnoty do jednotlivych ¢lenti polynomu a nésledné vyéisleni.
Pfimym vypoctem bychom dostali

p(2)=2-21-5.22422 +3.247=32-40+4+6+7=0,

coz v tomto piipadé nevyzaduje vyrazné usili. Vypocetni naro¢nost se
v8ak znacné zvysSuje, uvazujeme-li polynom vyssitho stupné. Napiiklad
stanoveni hodnoty ¢(2), kde

q(z) = 42" — 32 + 827 — 2% — 2® 4+ 321 + 32% — 222 + & + 2,

~ive

jiz predstavuje vyrazné ¢asové narocnéjsi a méné piehlednou tlohu.

Pfi klasickém zptisobu dosazovani hodnoty do polynomu je nezbytné
postupné vypocitat jednotlivé mocniny proménné, provést odpovidajici
nésobeni s koeficienty a nakonec vSechny ¢leny secist. Ackoliv je tento
postup zcela pfimocary, nese s sebou i jista uskali.

Jak uz jsme zminili vySe, s rostoucim stupném polynomu nartsta po-
¢et potfebnych pocetnich operaci. NejenZe je snadné se dopustit chyby
pii vypoctech samotnych, ale také pii jejich prepisovani ¢i zadavani do
kalkulatoru. Zejména u polynomi vysstho stupné se tento zptisob vypo-
¢tu muze stat zbyteéné zdlouhavy a nepiehledny.

Existuje vSak metoda, ktera umozinuje ur¢it hodnotu polynomu pod-
statné efektivnéji a pfehlednéji. Jeji princip je pfitom piekvapivé jedno-
duchy. Tato metoda, znama jako Hornerovo schéma, nabizi nejen zjedno-
du8eni vypoctu samotného, ale také hlubsi vhled do struktury polynomu
a jeho souvislosti s délenim polynomu ¢&i rekurzivni evaluaci.
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MATEMATIKA

Teorie polynomi na tvod

Nez pristoupime k zavedeni Hornerova schématu, je vhodné nejprve
pripomenout nékteré zakladni pojmy a souvisejici tvrzeni. Nésledujici
definice jsou pievzaty z [T}, str. 135] a [2].

Definice 1. Polynomem (téZz mnohoclenem) s jednou proménnou x ro-
zumime vyraz ve tvaru

p(x) = apa™ + an_lz”’l + ...+ a2x2 + a1z + aop,

kde ag,a1,...,a, € R an € Ny. Redlna ¢isla ag,ay,...,a, nazyvime
koeficienty polynomu a vyrazy arx®, 0 < k < n, se nazyvaji cleny poly-
nomu. Je-li a, # 0, mluvime o polynomu n-tého stupné.

Poznamka 1. Je-li a,, = 1, polynom se nazyva normovany polyno
nebo polynom v normovaném tvaru.

Znaceni. Stupeil polynomu p(x) budeme oznaovat symbolem st(p(z));
zapis st(p(z)) = n pak znamena, %e p(x) je polynom stupné n

Poznamka 2. Pro nulovy polynom, tj. polynom, jehoz vSechny koefi-
cienty jsou nulové, budeme v souladu se standardni konvenci pokladat
st(0) = —1.

Definice 2. Korenem polynomu p(x) nazveme kazdé ¢islo ¢ € R, pro které
plati
() = anc™ 4 an 1"+ .. 4 asc® + arc+ag = 0.

Tvrzeni 1 (Déleni polynomi se zbytkem [3] str. 20]). [*)| Necht p(x), q(x)
jsou polynomy a q(x) je nenulovy. Potom existuje prdvé jedna dvojice
polynomi r(x), s(x) spliujict

p(x) =s(z)-q(x)+r(z) a st(r(z)) <st(q(z)).

Zaméfme se nyni na konkrétni piipad tvrzeni (1, kdy dé&licim polyno-
mem je linedrni normovany polynom, tj. polynom ¢(xz) = — ¢, ¢ € R.
Potom dosazenim linearniho polynomu ¢(x) do tvrzeni|l| dostavame

p(x) = s(x) - (& —c) + ().

DV odborné literatufe se pouziva také oznaceni monicky polynom.
2)V odborné literatute se lze setkat také se znatenim deg (p(z)) = n.
3)Dikaz tvrzenilze nalézt v [3], str. 20, tvrzeni 3.2].
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Z tvrzeni [1{ dale plyne, Ze stupen zbytkového polynomu r(z) je mensi
nez stupeii délitele g(z), tedy st(r(z)) < st(q(z)). Vzhledem k tomu, Ze
q() je linearni, musf nutné platit st(r(z)) < 1, tedy r(z) je konstantni
polynom. Zavedme proto oznaceni r(x) = R, kde R € R je konstanta
predstavujici zbytek po déleni. Tim dostavame

p(x) = s(x) - (z—c)+ R (1)

Je-li R = 0, pak je ¢islo ¢ zfejmé kofenem polynomu p(z). Zjistény
vztah muzeme shrnout do nasledujictho tvrzeni.
Tvrzeni 2. Redlné cislo ¢ € R je kofenem polynomu p(z) prdvé tehdy,

kdyz je polynom x — ¢ délitelem polynomu p(x).

Hornerovo schéma krok za krokem

Méjme nenulovy polynom alespon prvniho stupné
p($> = a,z" + anflxn_1 +...+ a2$2 + a1+ ag

a linearni polynom ¢(z) = x — ¢, kde ag,a1,...,a, € R, n € N, ¢ € R.
Potom z rovnosti plyne, Ze pro polynom s(x) plati st (s(z)) < n,
oznacme tedy

$(x) = bp_12" "+ bp_2a™ % + ..+ bax® + bix + bo,

kde by—1,b5—2,...,b2,b1,b9 € R (alesponn jedno nenulové).
Pro vétsi prehlednost budeme v dal§im textu pouzivat néasledujici sou-
hrnné znaceni:

n n—1
p(x) = Zaixi, s(z) = Z bzt
i=0 i=0

Dosazenim polynomt p(z), s(z) do rovnice a naslednymi apravami
dostavame

(biz™ — bica’) + R. (2)
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Poznamka 3. Dva polynomy

flz) = ZC@IZ} g(z) = Zdixi
1=0 i

jsou si rovny, pravé kdyz Vi € {0,1,...,n}: ¢; = d;, tj. rovnaji-li se
koeficienty u stejnych mocnin proménné .

Rozepsanim polynomii na obou stranach rovnosti (2)) dostaneme

"™ + ap_12" V. a4 ag =
=bp 12" —by_1cx" L by_ox" = by_gca™ 2 4 by gz 2=
—bpscx™ 3+ . 4+ bx? —biex+boxr — by + R =
=bp 12" 4 (by_9 —bp_16) 2" 1 4 (b3 — bp_oc) 2" 2+ ...+
+ (by — bge) 2% 4 (bg — bic) x + (R — boc) .
Dle poznamky [3] jsou si polynomy rovny, rovnaji-li se koeficienty u stej-
nych mocnin z, tj. pokud zaroven plati

ap = bn—lv
ai:bi_lfbic, iE{l, 2,...,7171}7 (3)
apg = R— boC.

JelikoZ je polynom p(z) zadan, jsou jeho koeficienty a; proi =0,1,...,n

znamy. V soustavé rovnic , kde vystupuji jako neznamé koeficienty
polynomu s(z), tedy b; proi = 0,1,...,n — 1, a konstanta R, lze tyto
neznamé jednozna¢né vyjadrit pravé pomoci znamych koeficienti poly-
nomu p(z). Celkem tedy pracujeme s n+ 1 rovnicemi o n+ 1 neznamych.

bn—l = Qn,
bn72 =0np-1+ bnflca

bn73 =ap—2+ bn72cv

b1 = as + bac,

bo = a1 + byc,
R= ap + bOC.
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Ziskané rovnice nyni piehledné usporaddme do tabulky, kterou bu-
deme v prubéhu algoritmu postupné doplhovat. Vyslednou strukturu
oznacujeme jako Hornerovo schéma.

Zatneme tim, ze do prvniho fadku Hornerova schématu zapiseme koe-
ficienty polynomu p(z) a do druhého fadku prvniho sloupce hodnotu ¢
(viz tabulka[1).

Tabulka 1: Hornerovo schéma — ¢ast 1

Qp, Ap—1 Ap—2 N a9 aq ap
c
Na zakladé rovnosti b,_1 = a, doplnime prvni hodnotu do tabulky.
Néasledné vyuzijeme také vztah = an_1+ b,_1 - c, ktery odpovida

druhému kroku algoritmu (viz tabulka.

Tabulka 2: Hornerovo schéma — ¢ast 2

an, an—1 Ap—2 | .- a2 | ap | aop

c bn,fl ap—1 + bnfl - C
—_———

Stejnym postupem lze nasledné doplnit i zbyvajici ¢ast tabulky (viz ta-

bulka [3] a [4).

Tabulka 3: Hornerovo schéma — ¢ast 3

anp (p—1 ap—2 az | ap | aop

|l bno1 | Gno1+bp_1-c| an_o+ -c

bn—3

Tabulka 4: Hornerovo schéma — tplné

Ay QAp—1 Ap—2 N as ay an
C bn,1 bn,Q bn,;g . b1 bo ap + boC
——

R

Jak nyni interpretovat ziskané Hornerovo schéma? Hodnotu R mu-
zeme interpretovat dvéma zpiisoby.
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(i) Je-li R = 0, znamena to, Ze ¢islo ¢ je kofenem polynomu p(z),
a tedy Ze polynom p(z) je délitelny polynomem x — ¢ beze zbytku
(viz tvrzeni 2)), tj.

p(x) : (x —¢) = s(x).
(ii) V piipadé, ze R # 0, islo ¢ neni kofenem polynomu p(x) a polynom

x —c tedy neni jeho délitelem. Vysledkem déleni je v tomto p¥ipadé
netdplny podil se zbytkem R.

Jaky méa tedy situace (ii) pro nas vyznam a co nam ¥ika nenulova hod-
nota R?

Hornerovo schéma z jiného thlu pohledu

Opét uvazujme nenulovy polynom n-tého stupné
p(r) = apz™ + ap 12"+ .+ apx® + ayx + ao,

kde ag,a1,...,a, € RaneN.
Polynom p(z) muZeme vytykanim proménné x z vnorenych polynomii
(obsahujicich proménnou z) upravit na nasledujici tvar.

p(2) = apr"™ +ap_ 12" 4 Fagr® F a4+ ag =
= (anx"_l Ya, 12" 2+ . 4 ar+ al) T+ ag =

= ( (anx"72 +an_12" .+ ag) T+ a1>x +ag =

_ (( (anxnf?’ +an71xn*4 + ... +a3) m+a2)x+a1>x+ao =

= ((...((anx—i—an1)x+an2)x+...+a2>m+a1>x+a0.

Pokud bychom nyni chtéli ur¢it hodnotu polynomu p(z) v bodé ¢ € R,
postupovali bychom nasledovné.

Nejprve uré¢ime hodnotu nejvice vnofené ¢asti vyrazu v bodé c, tedy
an ¢+ an_1. Tento vyraz presné odpovida hodnoté b, _o z pfedeslé kapi-
toly, nebot a,, = b, _1.

Nasledné pomoci rovnosti b,,_o = a,_1 + a, ¢ spocteme dalsi Gést
vyrazu:

(@p—1+anc)c+an_—s=byp_sc+an_o=0by_3.

Rocnik 100 (2025), &islo 3 35



MATEMATIKA

Takto pokracujeme déle, dokud nedojdeme k poslednimu kroku, v némz
ziskame by ¢ + ag = R. Celkem tedy hodnota polynomu p(x) v bodé z = ¢
je

bo
by
p(c) = (( ((anc—f—an1)c+an2)c+...a2)c+a1>c+a0 = R.
———
bn_2
bn—S

Nenulova hodnota R v Hornerové schématu (viz tabulka |4)) proto ptred-
stavuje hodnotu polynomu p(z) v bodé = = c.

Historické okénko ([4, [5]). Hornerovo schéma, pojmenované po brit-
ském matematikovi Williamu Georgeovi Hornerovi (1786-1837), bylo
predlozeno 1. Cervence 1819 Kralovské spolecnosti (angl. Royal Soci-
ety) a téhoZ roku publikovino v Casopise Philosophical Transactions
of the Royal Society (viz [4]).

Prestoze je dnes tato metoda spojovana predevsim s Hornerovym jmé-
nemn, jeji princip byl zndm jiz mnohem diive. Pfiblizné pét set let pred
tuto techniku nezéavisle znovuobjevil a rozvinul v evropském matematic-
kém prostiedi. Ve druhé poloviné 19. stoleti se Hornerovo schéma stalo
béZznou soucasti algebraické literatury. Nemaly podil na jeho rozsifeni
mél britsky matematik Augustus De Morgan, jenz se Hornerovym sché-
matem zabyval ve svych ¢lancich a vyznamné pfispél k jeho popularizaci.

Hornerovo schéma v praxi

Za ucelem nézorné demonstrace praktického vyuziti Hornerova sché-
matu se nyni zamérime na piiklady, v nichz tento algoritmus slouzi k fe-
Senf tloh rozmanitého charakteru.

Priklad 1. Vydélte polynom p(z) = 22° — 72* + 1323 — 922 — 142 + 8
polynomem ¢(z) = = — 2.

Resend. Sestavime Hornerovo schéma, které nam umozni efektivng pro-
vést déleni polynomu linedrnim polynomem. Protoze délime vyrazem
r — 2, budeme v Hornerové schématu pracovat s ¢islem ¢ = 2. Prvni
fadek tabulky vyplnime koeficienty polynomu p(z) podle mocnin pro-
ménné x a poté aplikujeme jednotlivé kroky algoritmu.
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c |l 2 —7 13 —9 | —14 |8
212]22-7=-3[2-(-3)+13= 40

ot

Jelikoz R = 0, jedn& se o déleni beze zbytku a ziskany podil je dplny.
Hodnoty vypoé¢tené v jednotlivych sloupcich uréuji koeficienty vysled-
ného polynomu a vysledny polynom vznikly dé&lenim polynomu linedrnim
polynomem ma navic stupeinl o jedna nizsi. Plati proto

(22° — T2t + 1323 — 922 — 14z +8) : (z —2) = 22 — 323 + T2 + 5z — 4.
Priklad 2. Urcete (2% — 423 + 222 + 42+ 1) : (x — 2).

Resent. Sestavime Hornerovo schéma jako v predchozim piikladu.

cl|ll1]|—-4] 2 |4]1
21| -2|-2]0|1

V této situaci je R = 1, jedné se o neuplny podil se zbytkem. Celkem
1
(x* —4a® + 227 + 424+ 1) : (z —2) :x3—2m2—2m+72.
T _

Uvedme jesté jeden piiklad, jenz ukaZe, na co si pfi déleni polynomu
linearnim polynomem pomoci Hornerova schématu dat pozor.

Priklad 3. Vydélte polynom 23 — 2z 4 1 polynomem z — 1.

Resend. Pii sestavovani Hornerova schématu je t¥eba doplnit chybéjici
kvadraticky ¢len kvadratickym ¢lenem s nulovym koeficientem, tedy
chceme urcit

(23 +02? =224+ 1): (z —1).

Hornerovo schéma vypada nésledovné:

cl|l1]|]0]-2]1
1y41j1(-11]0

Cislo ¢ = 1 je dokonce kofenem polynomu z® — 2z + 1. Celkem plati
(3 —22x4+1):(z—-1) =242 1.
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Priklad 4. Rozlozte polynom

flz)=2° —4a* + 223 + 222 + 24+ 6
na souéin polynomi nerozlozitelnych nad R.

Nez pristoupime k samotnému feSeni, je vhodné nejprve zvazit, ktera
¢isla by mohla byt kofeny daného polynomu. Ackoli 1ze hodnoty zkouset
metodou pokus-omyl, existuje Sikovné kritérium existence racionélnich

kandidatt na kofeny.

Tvrzeni 3 (Kritérium existence racionalniho kofene [3 str. 45]).
Jestlize md polynom s celociselnymi koeficienty

p(z) = apa™ + 12"V 4+ 4 asx? + a1z +ay, neNg,

koren = € Q (pfedpoklidejme r, s nesoudélnd) a a, # 0, pak r|ag
a s|ap, kde symbol | znaci relaci byt délitelem*.

Re§em’p1‘z’kladu 4. Za ptedpokladu, ze polynom f(x) méa kofen ve tvaru Z,
kde NSD(r,s) = pak podle tvrzeni [3| plati |6 a s|1. Kandidati
na kofeny tedy jsou

D e [£1,42,+3,46).
S

Pomoci Hornerova schématu ovéfime, zda-li jsou podezrela ¢isla kote-
nem polynomu. Jestlize bude néjaké ¢islo kofenem, pracujeme jiz s nové
vzniklym polynomem, ktery dostaneme po vydéleni daného polynomu
polynomem x — ¢, kde ¢ je kofen polynomu f(z).

c |1 -4 2] 2 |1]6] v/x
1|1 =3|-1]1]2|8] x
11|57 |-5]6[|0]| v
2 (1] -3] 1 |=3|0]|0]| v
3 {f1]o]1]ol]ojo| v

4 Diikaz tvrzenilze nalézt v [3], str. 45, tvrzeni 8.5].
5)NSD(a, b) znadi nejvétsi spoledny délitel dvou &isel a, b.
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Jelikoz jsme ve tfetim fadku Hornerova schématu obdrzeli nulovy zbytek
pro ¢ = —1, vyplyva z toho, 7e f(x) je délitelny vyrazem z + 1 a lze jej
zapsat jako f(z) = s(z)(z + 1).

Pro ovéreni dalsich kandidatt jsme déle pracovali pouze s polyno-
mem s(z) (jehoZ koeficienty odpovidaji pravé hodnotam ve t¥etim radku).
Tuto myslenku jsme pouzili i v nasledujicich krocich pro urceni dalsich
kofenti.

Polynom 22 + 1 z patého ¥adku Hornerova schématu je jiz nerozlozi-
telny nad R. Celkem tak dostavame

f@)=2°—da* +22° + 222 + 24+ 6 = (v + 1)(z — 2)(z — 3)(z® + 1).

Priklad 5. Uréete hodnoty polynomu p(z) = % — 223 + 22 — 3 pro
T € {—3;%;1+\/§}.

Resent. Vsechny pozadované hodnoty polynomu uréime pomoci Horne-
rova schématu, pricemz v kazdém pfipadé vyuzijeme stejnou tabulku.

x 1 0 -2 1 0 -3

-3 1 -3 7 —20 60 —183

3 1 3 1 11 33 3

2 2 4 8 16 32
1+vV2 |1 14+vV2 | 142V2 | 643V2 | 124+9V2 | 27+ 212

Dostévame tak p(—3) = —183,p (3) = 3 ap (1 +V2) =27+ 21V2.

Priklad 6. Urcete ¢islo a € R tak, aby ¢islo 2 bylo kofenem polynomu
p(z) = 2% + 222 — ax + 6.

Resend. Opét pomoci Hornerova schématu.

cl|l1]2 —a 6
21114 |8—a]| 22—2a

Pozadujeme, aby ¢éislo ¢ = 2 bylo kofenem, tj. chceme R = 0, kde z po-
sledniho fadku R = 22 — 2a. Tedy

22924 =0 <« a=11.

Cislo 2 je kofenem polynomu p(z) = z® 4 222 — 11z + 6.

Rocnik 100 (2025), &islo 3 39



MATEMATIKA

Zavér
Na zavér nékolik tloh ¢tenaii k samostatnému FeSeni (zadani jsou pie-
vzata z [0} str. 24] a [7, kap. 1.2]).

Uloha 1. Uréete hodnoty polynomu

2 5
R R |

g(z) ==z 3 5

pro x € {f\/?;; 73;2}.

[(, (7\’) 6— 2V3ig (7 3)=2Lg(2) =1 |}

Uloha 2. Uréete hodnoty nasledujicich polynomt v bodech 0,1, —1, —2, 3:

(a) p(x) = 2% +22% — 2+ 3; [8.5,5,5, 4]
(b) q(x) = 1‘4 — 23’32 +x — 4, [—4, —4, —6, 2, 62]
(C) r(x) :.’ES —3x3+2$—2 [—2, —2, —2, —14, 166]

Uloha 3. Naleznéte kofeny polynomii a proved'te jejich rozklad na sou-
¢in nerozlozitelnych polynomu nad R:

(a) 2% —22% —2+ 2 (e = D@+ (@ — 2)]

(b) 23 +22% —x —2; (@ — D)= + 1) +2)]

(c) o3 + 322 — 4o — 12; (& = 2)(o + 2)(x + 3]

(d) 23— 3z +2. [ = 12 +2)]
Uloha 4. Vydélte polynomy:

(a) (225 — 72* + 132 — 922 — 142 + 8) : (z — 2);

(b) (32® —3a* —5a® +6a® —22+7) : (x +1);

(¢) (28— 625 + 3z + 192® + 222 — 222 + 21) : (z — 3).
:(“7:3,47(‘..:5"713+71 77}
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