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MATEMATIKA

Whythoffova hra aneb zranéna dama

Lubomira Dvovdkovd, Milena Svobodovd, FJFI CVUT v Praze

a tvarci ty Wojciech Bures, Monika Drexlerovd, Vojtéch Lorenc,
Maxmilian L. Skuda, Viadimir Turecek

Abstrakt. Wythoffova hra je klasicka kombinatoricka hra a lze ji interpretovat
také jako tzv. zranénou damu na nekoneéné achovnici. V élanku popiseme pro-
hravajici a vyhravajici pozice tfemi zptsoby: pomoci rekurentni posloupnosti,
pomoci zéapisu ¢&isel ve Fibonacciho soustavé a pomoci slavného iracionalniho
¢isla — zlatého fezu. Nauc¢ime se samoziejmé také vyhravajici strategii, ktera
pravé s prohravajicimi a vyhravajicimi pozicemi souvisi.

Pravidla Wythoffovy hry

Wythoffova hra pochézi pravdépodobné z éiny, ale jméno nese po
holandském matematikovi Willemu Abrahamu Wythoffovi, ktery v roce
1907 zvefejnil kompletni analyzu hry [4].

Wythoffova hra je kombinatorickd hra pro dva hrace, kterd spociva
v odebirani prvki ze dvou disjunktnich mnozin (reprezentovanych napt.
hromadkami hernich kament ¢ Zetont, krabi¢kami sirek nebo v naSem
pripadé pro jednoduchost pouze dvéma &isly).

Odebirani se #idi pfesné danymi pravidly. Hradi se stiidaji a vzdy
provedou pravé jeden z povolenych taht. Vitézem hry je ten hrac¢, ktery
udéla posledni tah (tedy odebere posledni Zeton), resp. poraZenym je
ten hra¢, jenz nemuze tdhnout (obé mnoZiny jsou prazdné, tj. hra¢ je na
tahu z pozice (0,0)).

Povolené tahy:
e Hrac¢ muze vzit libovolny nenulovy pocet prvki z jedné mnoziny.
e Hrac¢ muze vzit libovolny nenulovy pocet prvki z druhé mnoziny.

e Hra¢ muze odebrat prvky z obou mnozin najednou, ale v takovém
pripadé musi z obou odebrat stejny nenulovy pocet.

D Stiedoskolsti studenti, kte¥i pracovali na stejnojmenném projektu v ramci Tydne
védy na Jaderce v ¢ervnu 2024 a svymi reakcemi a dobrymi napady ovlivnili vyslednou
podobu ¢lanku.
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Priklad 1. Tlustrujme si mozny pribéh hry. Za¢ina Sérka, pri¢emZ po-
¢atecni pocty zetonti na hroméadkéach jsou 27 a 32.

Sarka odebere z obou hroméadek 19 Zetont.
Ctirad odebere 3 Zetony z druhé hromadky.

Sarka vezme 5 Zetond z obou hromadek.

Sarka vezme 3 zetony z druhé hromadky.

)
)
)
) Ctirad bere jeden Zeton z kazdé hroméadky.
)
) Ctirad bere jeden Zeton z prvni hromadky.
)

Sarka vitézi odebranim poslednich Zetonu.

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrzet protihrace v takzvanych prohravajicich pozi-
cich, zatimco my chceme vzdy tahnout z pozic vyhravajicich. Tyto pozice
(dvojice nezapornych celych ¢isel vyjadiujici pocet Zetont na hromad-
kach) jsou definovany rekurzivné nasledujicim zpisobem.

(i) (0,0) je prohravajici.

(i) (z,y) # (0,0) je vyhrdvagici, pokud existuje tah do prohravajici
pozice.

(iii) (z,y) # (0,0) je prohrdvagici, pokud vSechny tahy vedou do vyhra-
vajicich pozic.

Je snadné si rozmyslet, Ze kazda pozice je bud vyhravajici, nebo prohra-
vajici. Také je ze symetrie povolenych tahu zfejmé, Ze (z,y) je prohra-
vajici, pravé kdyz (y,x) je prohravajici. MnoZinu prohravajicich pozic
oznacime P, vyhravajicich pozic V Predchozi tvrzeni tedy muizeme
matematicky zapsat jako

PUuV=NyxNy A PNV =0 A (z,y) € Pe (y,z) € P.

Piiklad 2. Pozice (0,0) je prohravajici. Z kazdé pozice tvaru (z,0),
(0,y) a (z,x), kde z,y jsou pfirozena Cisla, existuje tah do (0,0) ode-
branim Zzetont z prvni, resp. druhé hromadky, resp. obou hroméadek. Na

2)Vétsina zdrojit pouzivd znateni P (previous) a A (next), pficemz P = P a
V=Nl

3)N zna&i mnozinu pfirozenych &isel a Ng = N U {0}.
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obrazku 1| to znamen4, Ze spodni Fadek, levy sloupec a thlopticka bez
pozice (0,0) obsahuji samé vyhravajici pozice. Odhalili jsme prohravajici
pozice (1,2) a (2,1), protoZe kazdy tah z nich vede do pozice, o které
jiz vime, Ze je vyhravajici. Nyni opét muzeme Fici, Ze pozice ve stejném
radku vpravo od (1,2), resp. (2, 1), ve stejném sloupci nahoru od (1, 2),
resp. (2,1) a na stejné thlopfi¢ce vpravo nahoru od (1,2), resp. (2,1)
jsou vyhravajici pozice. Odkryli jsme tak dalsi prohravajici pozice (3,5)
a (5,3). Podobnym zptsobem si muZzeme pro libovolné pfirozené ¢islo
N konstruovat vSechny prohravajici a vyhravajici pozice (z,y) spliwjic
r < N,y < N. Par prvnich prohravajicich pozic je v tabulce

o
NN
NN
NN
NN
NN
NN

0 1 2 3 4 5

Obr. 1: Prohravajici (Srafované) a vyhréavajici (bilé) pozice

(0113|416 8|9 (11]12|14|16|17]19|21|22|24|25|27
y|[0]2]5]7|10(13|15|18]20|23|26|28|31|34|36|39 41|44

Tabulka 1: Prohravajici pozice (z,y), kde z <y a z < 27

Zranéna dama

Alternativni reprezentaci Wythoffovy hry je dama na nekone¢né Sa-
chovnici Ny x Ny [/} také znaméa jako zranénid ddma. Ddma se umisti
kamkoliv na 8achovnici a poté se hraci stfidaji v tazich: posun doleva

4) Policka Sachovnice jsou popséna nezapornymi celymi &sly, lze si ji predstavovat
jako prvni kvadrant v rovinég, viz obrézek
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(odpovida odebrani Zetont z prvni hromédky), posun doli (odebrani Ze-
toni z druhé hromadky), posun po thlopficee doleva dolii (odebrani stej-
ného poétu Zetond z obou hromadek). Vitézi hrag, ktery dostane damu
do rohu Sachovnice, tedy na pozici (0,0). Dama je zranéna, protoZe se
pohybuje pouze tfemi z obvyklych osmi sméri.

Rekurentni posloupnost

Jiz v kapitole o prohréavajicich a vyhravajicich pozicich jsme si ukazali,
7e umime takové pozice rekurzivné konstruovat. Abychom byli schopni
vyhravat ve Wythoffové hie, musime se naucit tahy z vyhravajicich do
prohravajicich pozic. Pravé to a také jednoduSsi popis prohravajicich
pozic si nyni ukidZzeme.

Véta 1. ([]) MnoZina prohrdvagicich pozic ve Wythoffove hire md tvar
P ={(an,bn), (bn,an) | n € Ng}, kde
® ag=1by=0,

e a, pron > 1 je nejmensi jesté nepouZité piirozené éislo (tj. nevy-
skytuje se mezi ¢isly ay, by pro k < n),

e b, =a,+n pro kaZdé n € N.

n|0[1]2(3]4|5]|6|7|8|9|10(11|12(13|14|15|16/|17
a, |0|1]13|4]6|8(9 (11]12|14(16|17|19|21|22|24|25|27
b, 02571013 |15|18|20|23|26|28|31|34|36|39 41|44

Tabulka 2: Hodnoty a, a b, pron <17

Nez se pustime do dikazu véty [I, mame pro ¢tenéfe tkol.

Ukol 1. Dokaite, 7e stejné posloupnosti (a,,)% g a (b,)S% jako ve Vété
vzniknou, kdyz pozadujeme splnéni podminek:
1. ag = bo =0.

2. (an)$2 je ostfe rostouci posloupnost pfirozenych &isel, tj. a, <
< @p+1 pro kazdé n € N.

3. b, = a, +n pro kazdé n € N.
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4. Pro kazdé pfirozené ¢islo x existuje pravé jedno n € N takové, ze
T = ay,, nebo x = b,. Zapsano formalné:

{an |n € N}U{b, |n € N} =N,
{an |n e N}N{b, |n €N} = 0.

Diikaz véty[1. Ozna¢ime A = {(ay,by), (by,a,) | n € No}. Pro dikaz, ze
A = P, stadi ovérit, ze A spliiuje rekurzivni definici prohravajicich pozic:
(i) (0,0) € A.
(ii) Pokud (z,y) € A, pak existuje tah z (z,y) do A.
(iii) Pokud (z,y) € A, (z,y) # (0,0), pak vSechny tahy z (x,y) vedou
mimo A.

Ovéifme to tedy:
(i) (0,0) € A, protoze ag = by = 0.

(ii) Pokud (z,y) ¢ A, pak bud = = y a zmenSenim obou slozek o x do-
staneme (0,0) € A, nebo miZeme bez tjmy na obecnosti uvazovat,
7e x < y. Mame nésledujici moznosti:

ez =b,, y>x>a, Zmensime y o y — a, a dostaneme dvojici
(z,y') = (bn,an) € A.

e = ay, y > b,: Zmensime y o y — b, a dostaneme dvojici
(z,y') = (an,bn) € A.

o x =a,, y < b, Zmensime xiyoa, —ag, kde k =y —2a <
< n = b, — ay, a dostaneme dvojici (z',y’) = (ax, br) € A. Plati
totiz  — (an — ag) = an — (an —ax) = ar a y — (an, —ax) =
=(y—x)+ar=Fk+ap=by.

(iii) Necht (z,y) € A, (x,y) # (0,0), a bez Gjmy na obecnosti x = a,,
y = b,. KdyZ zmensime z, jsme v pozici (2, b,), kde 2’ < a,,. Podle
bodu 4 z tukolu (1] je b,, ¢lenem prohravajici pozice jediné ve dvojici
S an, tudiz (2/,b,) € A. Podobné kdyZ zmensime y, dostaneme ze
stejného divodu pozici (a,,y’) mimo A. Pokud zmensime z i y o
stejnou hodnotu, porad plati 2’ < y'. Jedind moZnost, aby (z’,y’)
bylo v A, je ' = ag,y’ = by pro n&jaké k < n. Jelikozy’' —2' =n a
br — ar = k, takova situace nenastava a i v tomto piipadé nepatii
(',y") do A.
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Vyherni strategie

Shriime vyherni strategii, kterou jsme se naucili v dikazu véty [T}

e Mame-li si vybrat, jestli chceme zacit, zkontrolujeme, zda poca-
te¢ni pozice (z,y) je vyhravajici. To udélame tak, Ze si napoci-
tame dostatek ¢leni posloupnosti (ay,), (b,) a ovéfime, Ze (x,y) #
(an,bpn) a (z,y) # (bn,ay) pro kazdé n € Ny.

e Pokud je pozice prohravajici, nechame zacit soupefe. Ten at tdhne
jakkoliv, vyrobi pozici vyhréavajici.

e Pokud (z,y) je vyhravajici, pouZijeme nasledujici tah. Bez ajmy
na obecnosti uvazujeme x < y. Pokud je z > y, tak si hromadky
pfejmenujeme :)

— Pro z = y odebereme z obou hromadek x Zetont a dosta-
neme pozici (0,0), ¢imZ jsme vyhrali.

— Proz <y ax =0, zmensime y o y — a,, a dostaneme
pozici (b, ay).

—Prox<yazxz=a, <b, <y zmensime y oy —b, a
dostaneme pozici (ay, by )-

—Prox<yaz=a, <y <b, spotitdime k =y —z a
zmensime z 1y o0 a, — ap a dostaneme pozici (ak, by).

Poznamka 1. Ve Wythoffové hie s dost velkym poc¢tem kamenii nenfi lai-
kovi aZ na specidlni pfipady jasné, jak tahnout. Jelikoz je prohrévajicich
pozic mnohem méné nez vyhravajicich, je pravdépodobné, Ze soupef ne-
znaly strategie bude hrat i z vyhravajici pozice opét do vyhravajici. Z té
my uz pak umime vyhrat podle vyse popsané strategie. TakZe hrajeme-li
s laikem, nenf velky problém, kdyz si nemtzeme urcit, kdo zac¢ina.

Priiklad 3. Vratme se k pfikladua ukazme, 7e Sarka spravné pouzivala
vyherni strategii. Podle tabulky [2] je pozice (z,y) = (27, 32) vyhravajici,
proto si Sarka vybrala, Ze zacne.
(27,32) — (8,13) x=27T=a17 <y =32 < by = 44:
Sérka spocité y —x =5 a odebere
a17 — as = 27 — 8 = 19 Zetonl z obou hromadek.
(8,13) — (8,10)  Ctirad odebere 3 Zetony z druhé hroméadky.

Roénik 100 (2025), &islo 1 7
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(8,10) — (3,5) r=8=a5<y=10<bs =13:

Sarka spoCita y — x = 2 a vezme

as — as = 8 — 3 = 5 Zetonu z obou hromadek.
(3,5) = (2,4) Ctirad bere po jednom Zetonu z kazdé hromadky.
(2,4) = (2,1) r=2=Db:

Séarka si vezme y—ay =4 —1=3 Zetony

z druhé hroméadky.
(2,1) = (1,1) Ctirad odebere jeden Zeton z prvni hromadky.

1,1) — (0,0) Sérka vitézi odebranim poslednich Zetont.

Zapis ¢isel ve Fibonacciho soustavé

Definice 1. Fibonacciho &isla jsou ¢leny posloupnosti spliwjici reku-
rentni vztah f, = f,—1 + fn_2 pPro n > 2. Za pocatecni ¢leny zvolime
¢isla f1 =2 a fy = 1

n ||0]1(2|3 (4|56 | 7|89 10
foll112|3]5]8 13|21 |34|55|89 | 144

Tabulka 4: Fibonacciho &isla f,, pron < 10

Posloupnost Fibonacciho ¢isel spolu s ciframi 0 a 1 tvori tzv. Fibo-
nacciho (¢iselnou) soustavu, ktera slouzi k reprezentaci pfirozenych ¢&i-
sel — podobné jako dobie zndma desitkova soustava. Zatimco v desitkové
soustavé jsou cifry 0,1,...,9 a posloupnost (10™)>2,, ve Fibonacciho
soustavé jsou cifry 0,1 a posloupnost (f,,)22,.

Véta 2. Kazdé N € N lze zapsat ve Fibonacciho soustaveé pomoct cifer
0 al, tj. ve tvaru

N:anfn""anflfnfl'i_""i_alfl +G,0f07
kde ag,a1,...,an—1 € {0,1}, a,, = 1.

Platnost véty zarucuje tzv. hladovy rozvoj. Pro ¢islo N se ziska tak,
ze vzdy najdeme nejvétsi Fibonacciho ¢islo f,,, které je mensi nebo rovno

5)Pocateni podminky jsou vétsinou definovany jako fi1 =1 a fo = 0. Pro praci se
zapisem prirozenych ¢&isel ve Fibonacciho soustavé musime vSak definovat podminky
tak, jak jsme to ucinili, aby posloupnost (fn)52, byla ostfe rostouci.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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danému N. Spoéitame zbytek N — f,, a se zbytkem postupujeme stejné.
Naptiklad
66 =55+11=55+8+3 = fs+ f1+ fo.

Posloupnost cifer v hladovém rozvoji zna¢ime 66 = (100010100).
Hladovy rozvoj neobsahuje cifru 2 nebo vyssi, coZ plyne z faktu, Ze
2fn > fn+ fn—1 = fnt1, a neobsahuje po sobé jdouci jednicky, protoze
fn + fn—l = fn+1~
Aby se ¢tenafi seznamili blize s hladovym rozvojem, méame pro né dva
tikoly.

Ukol 2. Dokazte, ze zapis prirozeného ¢isla ve Fibonacciho soustavé je
hladovy, pravé kdyz cifry v zapisu jsou pouze 0 a 1 a neobsahuje po sobé
jdouci jednicky.

Priklad 4. 66 = fg + f4 + f2 = 3f6 + f2 = f7 + f6 + f4 + fg, prvni ZépiS
je hladovy rozvoj, dalsi dva zapisy nikoliv.

Ukol 3. Dokazte platnost nasledujiciho tvrzeni. Necht M, N jsou pii-
rozené Gisla. Pak M < N, pravé kdyz Mpr mé bud méné cifer nez Np,
nebo mayji stejné cifer a M je lexikograficky mensi neZ N, tj. na prvnim
misté zleva, kde se rozvoje lisi, je 0 v Mr a 1 v Np.

Priklad 5. Uvazujme ¢&isla 71, 66, 33 a jejich hladové rozvoje ve Fibo-
nacciho soustavé:

71p = (100100100), 66 = (100010100), 33 = (1010101).

Cisla 71 a 66 maji po deviti cifrach a skuteéné 715 je lexikograficky vetsi
nez 66, coz odpovida faktu, ze 71 > 66. Dale pocet cifer 33p je 7 < 9,
coZ je v souladu s tim, Ze 33 < 66 a 33 < 71.

Nyni si ukdZeme zajimavou souvislost mezi prohravajicimi pozicemi
ve Wythoffové hi'e a hladovymi rozvoji ¢isel ve Fibonacciho soustavé.

Véta 3. ([II) Oznacme jako s, n-té pFirozené éislo (fazeno podle veli-
kosti), jehoZ hladovy rozvoj ve Fibonacciho soustavé kondi sudgm poctem
nul, a jako £, n-té prirozené c¢islo, jehoz hladovy rozvoj ve Fibonacciho
soustavé konéi lichym poctem nul. Pro posloupnosti (a,) a (by) z véty[]]
plati, Ze a, = s, a b, = €, pro kaZdé n € N.

Nez okomentujeme diikaz, méme pro ¢tenaie tkol.

Roénik 100 (2025), &islo 1 9
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Ukol 4. Dokaite, Ze pro posloupnosti (s,)2%, a (£,)5; z véty plati:

e Hladovy rozvoj ¢,, vznikne vzdy pridanim nuly na konec hladového
rozvoje S,.

e Posloupnost (¢,, — s,,)22; ostfe roste.

Diikaz véty[3 V dikazu vyuzijeme alternativniho popisu posloupnosti
(an) a (by) v ukolu [I} Stadi ukazat, ze (s,) a () spliuji podminky
2., 3. a 4. Pak uz nutné plati a,, = s, a b, = ¢, pro kazdé n € N.
Evidentné je splnéna podminka 2., jelikoz (s,) je podle definice ostte
rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Dale plati podminka 4., protoze
kazdé prirozené &islo ma na konci hladového rozvoje bud sudy pocet
nul, a je tedy rovno né&jakému s,,, nebo lichy pocet nul, a je tedy rovno
néjakému £,,. Zbyva pouze ovérit 3. podminku, ze £, — s, = n pro kazdé
n € N. Z tabulky [f] je vidét platnost pro n < 4.

n |1 2 3 4
sn|l1: (1) =1p |3:(100) =3p |4: (101) =4p |6: (1001) =6p
Cn || 2: (10) = 25 | 5: (1000) = 5p | 7: (1010) = 75 | 10: (10010) = 105

Tabulka 5: Hodnoty s, a ¢, pron <4

Uvazujme libovolné pfirozené n > 5 a zkonstruujme s a ¢ tak, ze
Ui, — sk = n. Najdeme hladovy rozvoj (n — 1) = (a; - - - a1a0). Polozime

s =ajfjr1+--+afataofi+1,
{=ajfj4o+ - +aifs+aofa+ fi.

Pak plati:

o l—s=ajf;j+ --+aifi+aofo+1=n, kde jsme vyuzili rekurence
fize = fit1 + fi pro Fibonacciho &isla.

e s mé zapis (a; - - - a1a9l) ve Fibonacciho soustavé, ktery oviem ne-
musi byt hladovy. Na hladovy rozvoj ho ale snadno prevedeme.
Pokud zépis konéi 11, tj. ag = 1, pak jisté a; = 0, protoze posloup-
nost cifer (a; - - - ajag) neobsahuje po sobé jdouci jednicky. Piavodni
zapis (a; - - - a1agl) = (a; - --011) a (a; - - - 100) odpovidaji stejnému
éislu s, protoze fi1 + fo = f2. A oba maji sudy pocet nul na konci.
Novy zéapis (a; - --100) je bud hladovy rozvoj ¢isla s, nebo je tvaru

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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(a;---01100), coz opét piepiSeme na zapis (a; ---10000) odpovi-
dajici stejné hodnoté s majici sudy pocet nul na konci. Analogicky
postupujeme dale, az dostaneme hladovy rozvoj ¢isla s, ktery ma
sudy pocet nul na konci, tudiz s = s; pro néjaké k € N. Pridanim
nuly na konec hladového rozvoje s dostaneme hladovy rozvoj ¢,
proto ¢ = {y. Zbyva si uvédomit, Ze podle 2. bodu tkolu [ je jasné,
zek=mn,tj.n=14~4, — sp.

Poznamka 2. Vyherni strategii ve Wythoffové hie z kapitoly Reku-
rentni posloupnost mizeme vyuzivat, aniz bychom museli vyrabét do-
stateény pocet ¢lenti posloupnosti (a,,) a (b,). Kdyz budeme pracovat
s definici (s,,) a (¢,,), pak je tfeba umét pocitat hladové rozvoje, k ce-
muz staci znat dostateéné mnozstvi Fibonacciho ¢isel. K pouziti vyherni
strategie potfebujeme:

e Umét rozhodnout, zda je dana pozice (z,y), kde < y, prohra-
vajici, tedy zda plati (z,y) = (sn,¢n) pro néjaké n. To se snadno
vycte z hladového rozvoje x a y ve Fibonacciho soustaveé.

e Umét pro dané prirozené n spocitat s,. To umime z dikazu véty [3|
Najdeme hladovy rozvoj (n — 1)p = (a;---ai1ap). Pak polozime
Sp=ajfiq1+--+afo+aofr + 1.

Priklad 6. Ukazme, jak prvni tah Sérky v pfikladu [1] ziskat pouzi-
tim hladového rozvoje. Pozice (27,32) je vyhravajici, protoze 27p =
= (1001001) = s,, pro n&jaké n. Pak £, p = (10010010), tedy ¢,, = 44 > y.
Sarka si tedy spocitda y —x = 5 a urdi s5. Podle 2. bodu poznamky
najdeme 4p = 101 a s5 = f3+ f1 +1 = 8. Poté z obou hromadek odebere
Sn, — S5 = 27 — 8 = 19 Zetonu.

Zlaty tez

Zlaty Tez je slavné iracionalni ¢islo 7 = % = 1,618, které spliiuje

rovnost 72 = 7 + 1. Hraje roli v mnoha oblastech matematiky a souvisi
s Fibonacciho &isly, viz napt. [2] [5].

V této Casti si ukdzeme, jak popsat prohravajici pozice pomoci zla-
tého fezu a jak uplatnit vyhravajici strategii ve Wythoffové hie, aniz
bychom dopfedu napoditavali hodnoty posloupnosti (a,) a (by,) z véty
a aniz bychom museli znat Fibonacciho ¢isla. Bude nam tentokrat stacit
dostatecné presna kalkulacka.

Roénik 100 (2025), &islo 1 11



MATEMATIKA

Véta 4. ([J]) Pro posloupnosti (a,) a (by) z véty[]] plati, Ze a, = |n7]
a b, = |nt2| pro kazdé n € N%)|

Nez se pustime do dikazu vety [} vyslovime sikovné lemma.

Lemma 1. Pro kazZdé pFirozené ¢islo x existuje pFirozené ¢islo n takové,
Ye x = |n7| nebo x = |n7?].

Diikaz. Pro zadané x € N porovname zlomkovou ¢ast z/7, tj. ¢islo
{z/r}:=a/7 — |z/7], s slem 1/72.

Nejprve vysvétlime, ze {x/7} # 1/72.
Dokazme tvrzeni sporem. Piedpoklddejme, Ze pro néjaké x € N
rovnost plati:

Odtud vidime, ze

r+1 x
= %] +1.
T T

Jelikoz x 1 |x/7| jsou cela ¢isla, ziskdvame

r+1

coz je spor s iracionalitou ¢&isla 7.

Pokud {z/7} > 1/72, polozime n = |(z + 1)/7]. Pak plati z =
= |n7]. DokaZme toto tvrzeni. Jelikoz vzdalenost x/7 od dolni
celé ¢asti je votsi nez 1/72, tj.

T T T 1
(-l 4
T T T T
z rovnosti 1/72 + 1/7 = 1 plyne, %e musi byt vzdalenost z/7 od
dolni celé ¢asti zvétsené o jedna mensi nez 1/7, tj.

T T 1
Z]+1-2<-.
T T

-

Proto L1
Lo |2 rr< L,
T T T

6)Dolni cela &ast |x] z realného &isla  je nejvétsi celé &islo < .

12
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tj. mezi /7 a (x + 1)/7 lezi pravé jedno celé ¢islo n = |z/7]| + 1,
které je zaroven samoziejmé rovno |[(x +1)/7|. Nyni vynasobenim
zlatym Fezem dostaneme nerovnost ¢ < nr < z+1, tudiz x = |n7|.

e Pokud {z/7} < 1/72%, polozime n = |(x + 1)/72|. Potom plati
x = |n7?|. Ditkaz tohoto tvrzeni nechdme jako tikol pro ¢tenare.

Diikaz véty[3 V dikazu opét vyuZzijeme alternativniho popisu posloup-
nosti (a,) a (b,) v ukolu [} Je pot¥eba ovéfit, Ze posloupnosti (|n7]) a
(|[n7?]) spliuji podminky 2., 3. a 4. Podminka 2. je splnéna, protoze

[((n+1)7] > |nT74+ 1] =|nT]+1> |nT].
Také plati podminka 3., jelikoz
|nT?| — |n7] = |n(r +1)] = |n7| = |n7] +n — |nT] = n.

Zbyva pouze dokazat 4. podminku, Ze pro kazdé pfirozené Cislo x existuje
pravé jedno n € N takové, 7e = |n7], nebo x = [n72||")| Jak takové n
najit vime z lemmatu [I} Ovéfme tedy jednoznac¢nost.

Uvazujme libovolnou mez K € N. Pro dikaz jednoznacnosti spoci-
tejme, kolik piirozenych &isel tvaru |n7|, resp. |n72| je mensich nebo
rovnych K. Nerovnost |[n7]| < K nastava pravé pro ta pfirozena n,
pro ktera plati nt < K + 1. Tedy uréime vSechna n € N spliujici
n < (K +1)/7, atéch je | (K 4+ 1)/7]. Podobné pocet pFirozenych ¢isel
[nT?] < K je | (K +1)/7%]. Seétenim ziskame

K+1| |K+1| _K+1 (K+1) K+1 [K+1)_
T T2 o7 T T2 T2 o
K+1 K+1
:K—H—{ i }—{ . }
T T

Vyuzili jsme vztahu 1/7 + 1/72 = 1. Jelikoz poc¢itame zlomkové &asti
z iracionalnich &isel, musi platit

K+1 K+1
0<{+}<1 a0<{ Jg}<1.
T T

7)Dokonce plati obecngjsi tvrzeni, ¥k se mu Beattyho véta: Pro libovoln4 iracio-
naln{ kladna &isla a, 8 splhwjici 1/a+ 1/8 = 1 plati, Ze pro kazdé p¥irozené &islo x
existuje pravé jedno n € N takové, ze x = |na, nebo z = |nf].
Snadno ovéfime, Ze &isla a = 7 a 8 = 72 predpoklady véty spliuji.
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Zaroven musi byt {(K + 1)/7} + {(K + 1)/7%} rovno celému é&islu 1,
protoze K +1 — {(K +1)/7} — {(K + 1)/7%} je celé. Odtud plyne, Ze
K+1-{(K+1)/7}—{(K+1)/7%} = K. Jelikoz kazdé pfirozené ¢&islo
< K lze podle lemmatu [I| napsat ve tvaru [n7| nebo [n72], jsou nutné
viechna ¢&isla [n7| < K i [n7?] < K vzdjemné riizna. Tudiz jde kazdé
prirozené &islo x < K zapsat jedinym zptlisobem jako x = |n7], nebo
x = [n7?|. Mez K jsme volili libovolng&, proto tvrzeni plati pro libovolné
pfirozené z.

Priiklad 7. Ukazme, jak prvni tah Sérky v prikladu [l ziskat pouzitim
zlatého Tezu. Nejprve zjistime, zda je pozice (27,32) vyhravajici. Po-
rovname {27/7} = 0,687 > 1/72 = 0,382. Podle diitkazu lemmatu
polozime n = |28/7] = 17. Pak plati 27 = |n7| = a17. Poté spoéitame
bi7 = a17+17 = 44. Dostavame y = 32 < 44, tudiz pozice je vyhravajici.
Podle vyherni strategie spo¢itdme y—x = 5. Dale musime vypocitat také
as = |57] = 8 a odebereme z obou hroméadek a17 — a5 = 27 — 8 = 19
Zetonu.
Zaveér

Wythoffova hra je zabavna, a jisté o to vice, kdyZ zné hra¢ vyherni
strategii. Ale navic je u ni velmi zajimavé, jak tzce souvisi s Fibonacciho
soustavou a se zlatym fezem. Snad se tyto souvislosti libily i vam, ¢te-
naram. Pro ty z vas, které zaujaly ukoly, mame i pékna témata pro dalsi
praci v ramci stfedoskolskych projektt. Ozvéte se na email redakce, zkon-

trolujeme vase TeSeni a muzete spolu s ndmi proniknout do dalsich tajt
Fibonacciho ¢isel a zlatého fezu.
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