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MATEMATICKE ORISKY

Trik s Fibonacciho cisly

V tomto ¢isle jsme predstavili Wythoffovu hru a ukézalo se, ze vyhra-
vajici a prohravajici pozice uzce souviseji s Fibonacciho ¢isly. Pojdme
si ukazat ,kouzlo“, které je také zalozeno na vlastnostech Fibonacciho
¢isel a muzete jim uvést v izas své kamarady.

e Pripravte si karticku s deseti sloupecky.

e Pozédejte kamarada, at napiSe do prvnich dvou sloupcii dvé ¢isla
mezi 1 a 20.

e Do dalsich sloupci at kamarad vzdy napiSe soucet predchozich
dvou.

e Na zavdr at kamarad spocita soucet vSech ¢isel na karticce.

e Udivte kamarada tim, Ze vysledek oznamite okamzité, bude totiz
roven 11nasobku &isla v 7. sloupci (a néasobit 11 jde snadno). Taky
rovnou oznamte, Ze podil 10. a 9. fadku je 1,6 (s pfesnosti na jedno
desetinné misto).

Uloha zni: Dokazte, Ze trik funguje. To jest, Ze vase odpoveéd bude vidy
sprdvnd bez ohledu na to, jakd ¢isla vds kamardd vybral.

Priiklad 1. Pfedpokladejme, ze kamarad vybere ¢isla 7 a 12. Na kartic¢ce
pak bude napsano:

|7 ]12] 19315081131 212343555 |

Soucet je 1441 = 11 - 131 a podil 555/343 = 1,6.

Minule jsme zadéavali dlohy souvisejici s kombina¢nimi ¢isly a Pasca-
lovym trojihelnikem.
e Dokazte, Ze v n-tém vddku Pascalova trojuhelniku je pocet lichgch

isel roven 250 | kde s(n) je soucet ¢islic v bindrnim zdpisu ¢isla n.

JiZz minule jsme uvadéli vétu z knihy [I], na které je urcovani parity
kombinaénich ¢&isel zalozeno.
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Véta 1. Pokudn je sudé a k je liché ¢islo, pak (Z) je sudé. Jinak platz’

n [n/2]
= mod 2.

()= (i
Napovidali jsme, Ze se parita dobfe pocita, kdyz uvazujeme binarni
zapis ¢isel. Pfipomefime, Ze binarni zapis pfirozeného ¢&isla n je posloup-
nost (aqgaq—1...a1a0), kde &islice ag,a1,...,a4-1,aq € {0,1}, ag # 0

a
n= ad2d + ad_12d*1 + - 4+ a12+ ag.

V binarnim zapisu snadno nahlédneme, ze plati pravidla:
1. Cislo n je sudé, pravé kdyz ag = 0.

2. |n/2] méa binarni zapis (agagq—1 - ..a1), tj. vypusti se posledni &is-
lice ze zapisu n.

Priklad 2. Opakovanym vyuZivanim véty 1 uréime paritu (70

58):
70 35 17 8 4 2
= = = = = = 2
() = (1) = (5) = (0) = () = (1) =0 o
tedy (;g) je sudé &islo. Vyuzijme v piikladu binarni zapisy ¢isel (doplnéné
nulami na stejnou délku) a pravidla 1. a 2.
10
=0
(o) ="

1000110 _ (100011Y _ (10001Y _ (1000Y _ (100
0100110/ = \010011/) ~— \01001/ =~ \0100/ ~— \010
7 ptikladu miizeme odvodit obecné pravidlo. Kombinacéni &islo (Z) je

sudé

liché
sudé, pravé kdyz se v prubéhu uréovani parity podle véty 1 objevi situace
(i‘éﬁg) neboli pravé kdyz se v bindrnim zéapisu k objevi néjaka jednicka
na stejné pozici jako nula v binarnim zapisu n.

Uvazujme opét &slo 70 s binarnim zapisem (1000110). Pak (Z) je
liché, pravé kdyz ma k binarni zapis (doplnény eventualné nulami na
délku zapisu n) (2000y20), kde z,y, z € {0, 1}. Takovych &isel je 23 = 8.

Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni. Kdyz zapiSeme ¢islo fadku n Pas-
calova trojuhelniku v binarnim zapisu, pak (Z) je liché, pravé kdyz méa
binarni zapis k (doplnény eventualné nulami na délku zapisu n) nulu

kde jsme vyuzili, ze ( ) je sudé cislo.

DDolni cela &ast realného &isla x se zna&i |z a je to nejvétsi celé &islo < z.
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vSude tam, kde byla nula v binarnim zapisu n. Abychom dostali vSechna
licha ¢isla (Z)7 budeme volit mezi nulou a jedni¢kou v binarnim zéapisu k
na pozicich, kde byla jedni¢ka v binarnim zépisu n. Protoze pocet jedni-
¢ek v zapisu n je s(n), mame 2°(" raznych voleb a dostaneme opravdu
25(7) Jichych ¢isel v n-tém fadku Pascalova trojuhelniku.

Pripomenme dalsi tlohy z minula. Pro libovolné pfirozené ¢&islo n
ozna¢me jako e(n) nejvétsi piirozené &islo takove, ze 2¢") dali n. Tedy
pro n = 2" - £, kde £ je liché &islo, je e(n) = r. Napiiklad 112 = 2% .7,
tudiz e(112) = 4.

e Necht n < 29, Dokazte, Ze e(n!) = | %] + [ 35| + | g% ] + -+ [ ].

e Najdéte jednoduchy vztah mezi n, s(n) a e(n!).

o Vyjddrete e ((})) pomoci s(n), s(k) a s(n — k).

Oznatme
n!l=1-2-3---n=2"-/¢, kde / je liché.

Pak kazdy nésobek dvou < n prispiva faktorem 2 do mocniny 2™ a
n

takovych néasobku je |5 ]. Dale kazdy nasobek ¢tyf < n prispiva nejen
faktorem 2, ale dokonce 22 = 4, a takovych nésobki je | %]. Poté kazdy

nésobek osmi < n pfispéje opét dodateénym faktorem 2 atd. Proto

=[]+ 3]+ 3]+ -+ 3]

K nalezeni vztahu mezi n, s(n) a e(n!) vyuzijeme pravé odvozeny
vzorec pro e(n!). Pokud n ma binarni zapis

n= ad2d + ad,12d_1 + -+ a222 + a12 + ag,

=[] (3] [5]+ -+ 3]

Snadno si rozmyslime, Ze plati

pak

n/2] = ag2?¥ ' +ag_ 1292+ -+ a2+ ay
In/4] = ag2?¥ 2 +aq_129 3+ +as

(/2971 = a42 +aa-
1n/29] = aq.
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Vyséitanim mocnin dvou postupné u koeficienti aq,aq_1,...,a; dosta-
neme
e(n!) =
=ag(1+2+ 42N rag (1+24 427+ tay(1+2) +a; =
=ag(2¢—1)4+ag 127 =D+ Fa2(22 = 1) +ay1(2—1) 4+ a9 —ag =
=a2?4+aq_ 127+ + a2+ a0 — (ag+ag1+ - a1 +ag) =

=n—s(n).

K vyfeSeni posledniho tukolu si pfipomenme definici kombina¢niho

Gisla
n\ n!
(k) n Kl(n— k)

e ((Z)) =e(n!) —e(k!) —e((n —k)!) =
=n—sn)—k+sk)—(n—k)+s(n—k)=
= s(k) + s(n — k) — s(n).

Odtud plyne, ze

Tlustrujme jesté vysledky na konkrétnim pirikladu. Napf. (144) = 1001.
Cislo 14 ma binarni zapis (1110), 4 ma binarni zapis (100) a 10 ma
binarni zapis (1010), odtud

s(4) + 5(10) — s(14) = 142 — 3 = 0 = ¢(1001).
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