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14-13. Kdy¥ f je koneéné funkce druhé tiidy v oboru P, pak existuje
posloupnost {f,,} koneénych funkei prvé t¥idy v oboru P takové, Ze f,(z)— f(x)

pro kaZdy z e P.
14-14. Necht f je lkonetnd funkce. Necht {f } je posloupnost konet-

nych funkei druhé tfidy. Necht f je stejnomé&rné limita posloupnosti {f,}

Pak f je funkce druhé tfidy.

14-15. Necht f je funkce v oboru P. Nutné a postaéujici podminka,
aby funkce f byla druhé t¥idy, jest, aby pro kazdé ¢ ¢ E, mnoZiny E[f(z)> c]
s Bif(z) <] ‘byly Gyl P).

KAPITOLA III.

Specidlni metrické prostory.

§ 15. Uplné prostory.

15°1. Necht P je metricky prostor. Necht {z,} je posloupnost
bodu z P. Pravime, Ze {,} je cauchyovskd posloupnost, kdy% lze kazdému
& > 0 pritaditi index p(e) tak, Ze
m > p(e), n > p(e) = o(Tp, Ty) < €. -
Tento pojem je metricky, ne viak topologicky.
15°1"1. Konvergenini posloupnost je cauchyovskd.
Dikaz. Necht z, — x. Necht ¢ > 0. Existuje index p(¢) takovy,

Je n > ple) = o(#u 2) < o Pak m > pe), n > p(e) = o(@m, zn) <

g_ 0 (Tm, x) + o(xy, ) <-:;— + _;_ —=e.

Pravime, %e P je 4iplny prostor (vollstindiger Raum, espace complet,
complete space), kdyz P je metricky prostor takovy, Ze kaZdd cau-
chyovskd posloupnost bodi z P je konvergentni v P. Ziejmé kaZdy
koneény metricky prostor (na pt. @) je Gplny. Uplnost je zase metncky,
ne viak topologicky pojem.

15°1-2. Kdy% P a Q jsou tplné prostory, pak P X Q jest dplny
prostor.

Dikaz. Necht {(%n, ¥yn)} je cauchyovsks posloupnost bodi z P S Q.
Jeito

Q(xm: :E,,) é Q[(zm’ Ym), (Zn, yn,)]:

ziejmé také {z,} je cauchyovskd posloupnost. JeZto prostor P je tplny,
existuje lim z, = x e P. Podobné exmtu]e lim ¥, = y e Q. Ziejmé

(Zn, Yn) = (2, Y).



15°1°3. Euklidovsky prostor Ep, (m=1,2,3,...) je dplny.

Dikaz. 1. Ze prostor E, jest uplny, je zndmé Bolzano-Cauchyova
véla elementdrni analysy (v. na pf. Petr, Podet diferencidini, str. 28).

II. Kdyz Em jest uplny, pak Epniq1 = Em X E; jest uplny podle
15°1-2.

15°14. Hilbertiw prostor H je ipiny.

Dikaz. Necht {x,},—1 je cauchyovskd posloupnost bodu z, ==

= {Zpi}iv1 € H. Jetto o(zmi, :cm)< o(Zm, x,), také {xm},, 1 je cau-
chyovskéd posloupnost pro kazdé ¢. Jeito prostor E, je tuplny, pro

kaZdé ¢ existuje lim z,; = y;. Necht y = {g;}i=1. Zvolme ¢ > 0. Je#to
n—»w

{%n}n=1 je cauchyovskéd posloupnost, existuje index p(e) takovy, Ze
. m > pe), n > Ple) => @(Zm;, Zn) < &.
Pro £=1,2,3,... jest

k ® .
; (Zmi — 2ni)? é; (Tmi — ni)® = [0(Tm, Tn)1%

tedy
@
m > ple), n > ple) = _Zl(xm- — T)? < £,
i=1

Av3ak

13

z — Tpg)? = lim Z (Tmi — ni)%

i=1 m—y»ow t=1
takze

k
n>ple) = > (4 — 2m)* < €&
i=1

Tedy konverguje fada Z (4, — %qi)?, takZe podle formule. (2) v odst. 61
S i=1
L .
konverguje také fada » g2, t. j. y e H. Mimo to
i=1 .

k
[e(y, za)] = lim 2 (% — %u)?,
k> i=1

takie: n > p(e) = o(y, z») < &. Tedy y= lim z,.

15-2. Necht @ je bodovd mno%ina vnoiend do metrického pro-
storu P, tak¥e také @ je metricky prostor. Je-li {z,} posloupnost
bodu z @, pak {x,} je cauchyovskéd posloupnost v prostoru @ tehdy
a jen tehdy, kdyZ je to cauchyovskd posloupnost v prostoru P. Naproti
tomu oviem posloupnost {#,} muZe byti konvergentni v prostoru P
a pii tom nemusi byti konvergentni v prostoru @.

15:2:1. Necht @ C P. Necht Q je wplny prostor. Pak Q je uaavfend v P.

Dikaz. Necht {z,} je posloupnost bodit z @; necht existuje z ==



82

:= lim %, e P. Podle 833 stali ukdzati, e z Q. Aviak {z,} je cau-
chyovskd posloupnost podle 15°1'l. Jeito prostor @ je viplny, existuje
lim z, € Q. Tedy z ¢ Q.

1522, Necht P je +plny prosior. Nechf mnoZina Q@ C P je uza-
viend. Pak Q je 4iplng prostor.

Dikaz. Necht {z,} je cauchyovskd posloupnost bodi z @. JeZto
P D Q je uplny prostor, existuje z = lim x, ¢ P. Jeito mnoZina @ je
uzaviend, podle 8:3'3 je z ¢ @. Tedy posloupnost {x,} je konvergentni
v Q.
" 153. Necht P je libovolny metricky prostor. Necht G je mmnoZina
viech téch cauchyovskijch posloupnosti bodid z P, které v prostoru P
nejsou konvergenini. Jsou-li {x,} a {yn} dvé posloupnosti z G, nazveme
je (pouze v tomto odst.) ekvivalenini, je-li o(xn, yn) — 0 (0 znamend
oviem metriku v P). Snadno se dokéZe, Ze miZeme mnoZinu G rozdéliti
ve tiidy tak, Ze: [1] kaZdd posloupnost {z,} ¢ C ndlei{ pravé do jedné
tridy, [2] dvé posloupnosti {x,} € C a {y,} ¢ C jsou ekvivalentni, kdyz
a jen kdy% ndleZeji obé do stejné tiidy. Zvolme takovou podmnoZinu @
mno%iny C, kterd z ka?dé ttidy obsahuje privé jeden prvek. (Je-li
prostor P tplny, je ovem (= @ = 9.)

V nésledujicim pro pfehlednost mald latinskd pismena znamenaji
prvky mnoZiny P, mald Ffeckd pismena prvky mnoZiny .

Definujme funkeci g, v oboru (P4 @) X (P + Q) takto:

[1] kdyZ a e P, b e P, pak gya, b) = o(a, b);

[2] kdyZ o = {as} €@, be P, pak necht pg(x,bd) = po(b, x) =
= lim g(ay,, b). Musime oviem dokédzati, %e posloupnost {o(a,, b)}

N—>®

je v E, konvergentni. JeZto prostor E, je uplny, stali dokazati, Ze po-
sloupnost {o(ay, b)} je cauchyovski. Necht & > 0. Jeito {a,} je cau-
chyovskd posloupnost, existuje index p takovy, Ze: m > p, n > p =
= 0(@m, ay) < &. Necht m >p, n > p; pak g(am, b) < 0(@m an) +
+:0(an, b) < o(an, b) + & a podobné g(as, b) < g(@m, b) + &. Tedy m >
>p, #>D = | 0(@m, b)) — o(as, b) | < &, takie {o(an, b)} je vskutku
ca.uchyovska posloupnost;

(3] keyk o= {ay} € @, f = {bn} € Q, pak neoht gy(x, ) = lim glan,bu).

Zase musime dokéazati, Ze posloupnost {o(an, bs)} je konvergentni v E;
opét staéi ukdzati, e je to cauchyovskéd posloupnost. Necht & > 0.
Jezto {a,} a {by} jsou cauchyovské posloupnosti, existuje index p

- . P> £
takovy, Ze: m >p, n>p = o(ay, ay) < 5 (b, by) < 5 Necht .

m>p, n>p; pak o(am, bm) < 0(@ms On) + 0(@ns ba) 4 0(bn, bm) <
< o(@n, by) + ¢ a podobne 0(@n, by) < 0(@m, bm) —l— e. Tedy m > p,
n > P = |0(am: bm) — 0(an; ba) | <&, takie {o(an, by)} je vskutku cau-
chyovské posloupnost.

Dokszeme, %e funkce g, je metrika v P + @, t. j. e mé vlastnosti
[1], [2], [3] vyslovené v odst. 6°1.
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1. g(@, @) = 0, go(ex; &) = O je ziejmé; rovndz gy(a, b) > 0 pro @ =:b.
Kdyi =+ ﬁ, P&k QO(O‘s ﬁ) = lim Q(a‘m bn) + 0 (ted.y > 0), nebot podle
definice mnoZiny @ posloupnosti & = {a,} a B = {b,} nejson ekviva-
lentnf. Také go(x, b) = @b, ) = lim g(ays, b) =+ 0 (tedy > 0), nebot
nenf lim a, = b, jeZto posloupnost & = {an} € @ C ¢ neni konvergent-
nf v P.

. T eola, ) = eolb; @), o>, b) = 0o(b, @), go(x, B) = 04lf, &) je
ziejmé. .

III. Necht jsou &, § a y tfi prvky mnoZiny P 4 Q. Kdy# « € Q,
existuje posloupnost {a,} bodl z P takové, %¢ & = {a,}; kdy% & ¢ P,
volim a, = & pro vSecka n. Stejné zavedu posloupnosti {bs} a {cy}.
Pak jest go(«, B) = Lim g(an, by) & stejné pro gy(x, y) a go(B, ). Aviak
0(@, C5) _—<—_— 0(@n, bn) + 0(by, cu), tedy lim g(a,, c,) é lim g(@n, bs) +
+ lim g(ba, €n); t. - golex; ) é Qolx, B) + 0o(B, 7)- )

Tedy mnoZina P + @ s metrikou g, je metricky prostor. Jezto
parcidlni metrika (0o)pxp jest identickd s g, prostor P = (P, ) je
bodovéd mnoZina vnotend do prostoru P+ @ = (P 4 Q, g,)-

KdyZ o= {as}e@, pak go(x, an) =k1im o(ax, a,). Necht &> 0.

=) o0 :

Pak existuje index p takovy, Ze: k > p, n > p => o(az, a,) < &, tedy:
n>p :>ka (a1, @) S &,1.5.:1 > P => 0g(o, @) < . Tedy ol an)—>
—>® ‘

— 0, t. j. ay— . Tedy podle cvié. 12-2 mno¥ina P je hustd v prostoru
P+ Q.

. Prostor P + @ je tplny. Necht {x,} je cauchyovsks posloupnost
v P+ Q. Jeito mnoZina P je hustd v P+ @, existujf body a,e P

1
takové, Ze pg(cn, q,,) < . KaZdému & > 0 lze piitaditi index pfe)
tak, %e: m > p(g), n > p(e) = g_o(oc,,,, Oy) < %; ziejmé muZeme pfed-
; 3
poklddati, Ze p(e) >—8—. Pro m > p(e), n > p(e) jest o(am, an) =

= 00(@m, W) < 0o(@ms %m) + Co(m> %n) + @o(0%n, @n) < 'rin + —% -+ % <.

Tedy {as} je cauchyovskd posloupnost bodu z P. Staéf dokdzati, Ze
posloupnost {a,} je konvergentni v P - Q. Nebot, kdy% a, — B, jeito

1,
2olom B) < @o(ens n) + 2ol B) < 2o(an; B) + - je taksé oy > B. Kdy

posloupnost {a,} je konvergentni v P, jsme hotovi. V opaéném piipade
" je {as} €, takie existuje posloupnost 8 = {b,} ¢ @ ekvivalentni s po-
sloupnost{ {a,}. Vime (v. vySe ¥. 18—21), Ze gq(bn, B) — 0; jeito po-
sloupnosti {a,} a {b,} jsou ekvivalentni, je 0y(@n, bn) = 0(@n, bs) = O;
jeito gq(@n, B) < Qo(@ns bn) + 0o(bns B), je také go(an, ) >0, b. j. an— B,
takZe vskutku posloupnost.{a,} je konvergentni v P 4- Q.

15°4. Metricky prostor P, nazveme duplngm obalem (vollstindige
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[N

Hiiile) metrického prostoru P, kdy%: [1] P je bodové mnoZina vnofens
do P,, [2] P, je tplny prostor, [3] P je hustd v Py. Kdyz P = P, pak
prostor P je tplny. Obrécens, kdy% prostor P jest Gplny, podle [5:2:1
je P=P (co oviem znamend uz4vér mnoZiny P v prostoru Py);
aviak podle [3] je P = P,, takie P = P,

15'4'1. Ka#dgy metricky prostor md iplny obal. Jsou-li P, a P, dva
#plné obaly metrického prostoru P pak existuje isometrické zobrazeni f
prostoru P, na prostor P, takové, Ze f(x) = x pro kaZdy bod x e P.

Dakaz. V odst. 153 jsme sestroph metricky prostor P+ Q,
ktery je zfejmé dplnym obalem metrického prostoru P. Necht P, a P,
jsou dva tplné obaly metrického prostoru P; necht g, g; a g, znamens
metriku v P, v P, a v P, takie o= (g,)rxr = (g))rxp. KdyZ
z e P, podle cvid. 12-2 existuje posloupnost {a,} takovd, Ze a,e P,
0:1(@y, ) — 0. Posloupnost {a,} podle [5'I'l je cauchyovskd; jeZto
prostor P, D P jest tiplny, existuje bod y e P, takovy, Ze gy(ay, y) — O.
Ponechévajice bod ze P, beze zmény, nahradme posloupnost {a,}
jinou posloupnosti {b,} se stejnymi vlastnostmi, t. j. b, € P, g,(bn, z) = 0.
Misto bodu y méme pak bod ze P, takovy, Ze gy(by, z) — 0. Jest
02(: 2) S 0o(Y; On) + 02(@ns by) + @o(bns 2). AvEak gy(ayn, by) = (@, by) =
= 01(an, by) < 01(Os ) + 04(by, ). Jedto y(y, @y) = 0, @o(bn, 2) = O,
oi(ay, ) > 0, 0,(by, ) = 0, jest gy(y,2) =0, tedy y =2, t. j. bod
y € P, je jednozna¢éné uréen bodem z e P,, tak¥e, klademe-li y = f(x),
f jest zobrazeni prostoru P, do prostoru P,. Je-li z e P, mi%eme voliti
a, = z pro vlecka n, takie xe P = f(z) = z. Kdy% z¢ P, 2’ e Py,
zvolme posloupnosti {an}, {a's} tak, Ze a, e P, o'y e P, g)(@y, x) > O,
91(“ w @) — 0; podle definice zobrazeni f ]e gg[a,,, f(x)] = 0, gofa’s,
f(z')] = 0. Tedy v prostoru P, jest a,,—> z, a'p— a' a v prostoru P,
jest a,—>f(x), @ ,,-—>(f)6:’) takZe podle cvid. 9 12 jest 0y(an, a'n) = 04(2, ),

0s(an, @ n)—>92[f($) f(x )]. Aviak g,(ay, a'y) = 0(as, a's) = 05(@y, @'s).
Tedy g,(x, ') =p,[f(x), f(2")]. Tedy zobrazeni f jest isometrické. Zbyvé
ukdzati, Ze f je zobra.zem’ prostoru P, na prostor P,, t. j. Ze ke kazdému
y € P, existuje z e P, takovy, Ze f(x) =y. Necht ye¢ P,. Podle cvié. 12-2
existuje posloupnost {an} takovi, Ze a, € P, gy(an, y) — 0. Posloupnost
{a,} podle 15°1°| je cauchyovské, jeZto prostor P, D P je tiplny, existuje
bod z e P, takovy, Ze g,(ay, z) - 0. Ziejmé f(z) =y.

15°6. Metricky prostor P nazveme absolutné uzavieny, kdyi mé
tuto vlastnost: je-li P vnofen do jakéhokoli metrického prostoru Py,
vidy P je mnoZina uzaviend v P,

15-5-1. Metmcky prostor P je absolutné uzavfeny, kdy% a jen kdyZ
je uplny.

Dikaz. 1. Necht P je absolutné uzavieny. Necht P, jest jeho
tplny obal (v. 15'4°1). Podle 1522 P je Uplny prostor. '

II. Necht prostor P je tplny. Podle 15-2°| P je absolutné uzavieny..

Metricky prostor P nazveme absoluini Gs, kdy% mé tuto vlastnost:
je-li P vnofen do jakéhokoli metrického prostoru P,, vidy P je Ga(P,).
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Z divodu, ktery v brzku bude ziejmy (v. 15°6°3), budeme misto abso-
lutni G, fikati fopologicky uplny prostor.

15°56'2. Metricky prostor P je topologicky uplny, kdyZ a jen kdyZ
existuje dplny prosior Q takovy, %e P je Gs(Q).

Dikaz. 1. Necht P je absolutni Gs. Necht P, jest jeho tiplny obal
(v. 1541). Zitejmé P je Gs(P,) a P, jest tiplny prostor.

II. Necht existuje tplny prostor @ takovy, Ze P je Gs(@Q). Necht
R je metricky prostor, do néhoz je P vnofen. Méme dokdzati, Ze P je
Gs(R). Necht R, jest iplny obal prostoru E (v. 1574:1). Tedy @ a R,
jsou dplné prostory a P je vnofen do obou z nich. Necht P(Q) a P(R,)
jsou uzdvéry mnoZiny P resp. v prostoru @ a v prostoru R, Podle
15-2'2 P(Q) a P(R,) jsou tiplné prostory a P je vnofen do obou z nich.
Ztejmé mno¥ina P je husts i v P(Q) i v P(R,), takie P(Q) a P(R,) jsou
dva dplné obaly prostoru P. Tedy podle [54'| existuje isometrické
zobrazeni f prostoru P(Q) na prostor P(R,) takové, Ze x e P => f(x) = =.
Jezto P je Gs(Q) a P C P(Q) C @, podle 1361 P je Go[P(Q)]. JeZto
Gs je metricky (dokonce topologicky) pojem, z existence zobrazeni f
soudime, %e P je také Gs[P(R,)]. Podle 132 P(R,) je Gs(R,), takZe
podle cvis. 13-10 P je Gs(R,). Jetto P C R C R,, podle 13:6°1 P je Gs(R).

15°56'3. Nechf P je topologicky wplny prostor. Necht A je Gs(P).
Pak A je topologicky dplng prostor.

Diikaz. Podle 15°5°2 existuje tGplny prostor Q takovy, Ze P je Gs(Q).
Podle cvié. 1310 4 je Gs(Q), tak¥e A je topologicky Gplny prostor
podle 1552,

"15°6. 156°6'1. Necht f je homeomorfni zobrazeni meirického prosioru P
na metricky prostor Q. Pak existuji topologicky wuplné prostory Py a @,
takové, %e: [1] P je vnofen do P, [2] Q je vnoFen do Qq, [3] existuje homeo-
morfni zobrazeni @ prostoru Py na prostor Q, takové, Ze xe P=> p(x)= f(x).

Diikaz. Necht P, a @, j jsou tplné obaly resp. prostoru P a prostoru @
(v. 15°4°1). Oznaéme P, mnoZinu téch x € P, pro néZ plati, Ze kazdému
e > 0 lze pfiraditi 6 > 0 takové, Ze

aeP, d'eP, oa, x)<d, ol@,z)<<d= glf(a), f(@')]<Z e (1)

Oznaéme @; mnoZinu téch y € @;, pro né% pla,tl, %e kaZzdému & > 0 lze
prifaditi ¢ > 0 takové, Ze

beQ b eQ, o(b,y) <9, o(b', y) <8 = g[f—1(d), f1(V)] < e

Jsou-li m, n pfirozend &isla, necht A, znamend mnoZinu téch xeP,,
pro né% plati, Ze

1
el ’ - o' .
acP, a eP, g, 2) < n’ e(a’, 2) < — elf(a), {(a )]é m
Lehko se nahlédne, Ze

=11 2 4ma @)

m=1n=1
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o0 .
Kdyz ze ZAW., existuje index n takovy, Ze ze Amn; je-li ' € Py,

1
o(z, 2') < 5 vidime snadno, %e 2’ e Ay,g, tedy 2’ ¢ ZA,,,,, Tedy
n=1

kazdému ze z Apmp lze piifaditi § > 0 takové, %e Qp (z, ) C Z A,,,,,,

takZe podle (2) mnoZina P, je Gs(P;). Podobné mnoZina @, ]e G,,(Q])
Je#to zobrazeni f je homeomorfni, je spojité. Tedy, je-li dén
bod x € P, lze kazdému ¢ > 0 pfitaditi 6 > 0 takové, Ze

aeP, ola, 2) < & = glf(@), (DN < 5 3)

Aviak ze (3) ndsleduje (1), t. j. ze P,. Tedy P C P,. Jeito také in-
versni zobrazeni f_; je spojité, dokdZe se stejné, Ze @ C Q.

Zvolme bod z € P,. Jeito P, je iplny obal prostoru P, mnozina P
je hustd v P, D P,, tak’e podle cvi¢. 12-2 existuje posloupnost {a,}
takovd, Ze a, e P, a, — z. Necht ¢ > 0. JeZto z e P,, existuje 6 >0
takové, Ze platf (1). Jezto a, — z, existuje index p takovy, Zze n > p =
= o(an, z) < 8. Podle (1) plati: m > p, n > p = o[f(am), f(a.)] < e.
Tedy {f(as)} je cauchyovskd posloupnost. Jeito f(a,) e @ C @, a @, je
tplny prostor, existuje bod y € @, takovy, Ze f(as) > y. Ponechévajice
bod z e P,, nahradme posloupnost {a,} jinou posloupnosti {a’,} se
stejnymi - vlastnostmi, tedy a’y ¢ P, @', — z. Klademe-li a";, ; = ay,
a’s, = a'y, jest a",eP, a",— xeP, takie existuje lim f(a",) € @;.
Podle 712 je limf(a,) =limf(a",), lim f(a’s) =1im f(a",), tedy limf(as)=
= lim f(a’,). Tedy bod y = lim f(a,,) zévis{ pouze na bodu z ¢ P, a nikoli
na volbé posloupnosti {a,}. MuZeme tedy poloZiti y = @, (z). Je-li
z € P, mohu voliti @, = z pro viecka =, tedy @;(z) = f(z). Tedy ¢,
je zobrazeni mnoZiny P, do mnoZiny Q1 a jest: ze P = g,(z) = f().
Podobné se sestroji zobrazeni ¢, mnoziny @, do mnoimy P, takové,
Ze: y € @ = @u(y) = [—1(¥).

Necht wz, e P,, € P,, 2, — z. Pro ka%dé n existuje posloupnost

{am}, .1 takovd, ¥e anie P, lim an; = x,, tedy hm f Oni) = @1(Zn).
i>wo
KaZdému = lze ptifaditi index z(n) ta,kovy, Ze, kdyz b,, = Gpi(n), jeBt

1
0(by, ) w olf( bp), Qi(zn)] < 7 Jest b, € P, bn — =z, tedy f(ba) — .

—> gu(2). Jeito’ e[f(by) pa(2a)] < -, je také g1(%n) > gy(2). Tim je

dok4zéno, ¥e zobrazeni ¢, mnoZiny P; do mnoZiny & je spojite Podobné
se dokéZe, %e zobrazen{ g, mno¥iny @, do mno#iny P, je spojité.
Polozme P, = E[:z: € Py, py(2) € Q5), @y = E[y € @2 Py(y) € P,). Ziejmé

PC P, QCQ, Jezto mnoZina @, je G,,(Ql) a}]ezto @ je spojité zobrazen{
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prostoru P, do prostorn @y, podle cvié. 137 mnoZina P, je Ga(Pp)-
Jezto mno¥ina P, je BGs(P;), podle cvié. 13'10 mnoZina P, je Gs(Py)-
Jeito P, jest 1’1pln)’-' prostor, podle.15°52 P, je.topologicky tiplny prostor.
Podobné @, je topologicky uplny prostor. .

Polozme ¢ = (¢)p,, ¥ = (@2)q, (v- 2'4). KdyZ z € P, pak existuje
posloupnost {an} takovs, Ze a, € P, an — , f(an) — @y (x) = @(x). Jeito
z e Py, je p(x) € @, Jeito flan) € @, f(an) > (), jest a, = [_1[f(an)] =
= golp(2)], tedy @ip(z)]= . Jeito @(z)e @y ze Py je @(z)e Qo
Tedy @(P,y) C Qo Jeito p(x) € @y, je (pz[(p(z‘)] =y[p(x)], tedy p[p(z)] = =,
takze p(Q,) D P,. Podobné se dokézi relace y(Qy) C Py, ¢(Py) D Qo
Tedy @(P,) = Qo, p(@y) = Py, t. j. @ je spojité zobrazeni mnoziny Pj
na mnozinu @, a y je spojité zobrazeni mnoZiny @, na mnoZinu P,.
Mimo to jsme vidéli, Ze z e Py = y[p(x)] = 2 tak¥e p = @_; a @ je
homeomorfni zobrazeni mnoZiny P, na mnoZinu @, Oviem zeP =
= @(x) = f(«).

15°6°2. Necht metrické prostory P a Q jsou homeomorfni. Kdy% P
7e topologwky aplny, také Q je topologicky uplny.

Tedy topologlcka dplnost ]e netoliko vlastnost metrickd, coZ ‘je
z jeji definice ziejmé, nybrz je to (na rozdil od tplnosti) dokonce
vlastnost topologicks.

Diikaz. Necht f je homeomorfni zobrazeni topologicky tiplného
prostoru P na metricky prostor @. Podle [5°6°1 existuji topologicky
tplné prostory Py D P a @, D @ a homeomorfni zobrazeni ¢ prostoru @,
na prostor P, takové, Ze ¢(Q) = P. Jeito P je topologicky tplny
a PC P, P je Gs(P,). Jeito p_; je spojité zobrazeni prostoru @, na
prostor P, a jeito @ = ¢_(P), podle cvid. 137 @ je Gs(Q,). Necht
@ je aplny obal prostoru @, (v. 15°4°1). Jeito @, je topologicky tplny,
Qo je Gs(@,). Tedy podle cvic. 1310 Q je Gs(Q,), takie podle 1552
@ je topologicky tplny.
 15'6°3. Metricky prostor P je topologwky 'uqalny, kdy% a jen kdyZ
existuje wplny prosior homeomorfni s P.

Diikaz. 1. Podle 132 a 15'6° a podle definice topologicky tiplného
prostoru tplny prostor je topologicky tplny, takZe podle 1576 2 prostor
homeomorfni s tplnym prostorem je topologicky tplny. . Con

II. Necht P = (P, Q) je topologicky tplny prostor s metrikou g.
Staci (v. 9-3) ukdzati, Ze v P existuje metrika g, ekvivalentni s me-
trikou ¢ a takové, Ze prostor. (P, g,) jest Gplny. Podle [5'4'| muZeme
prostor P = (P, g) vnofiti do tiplného prostoru @. Metriku v @ miZeme
Bez obavy znatiti g, stejné jako pivodné danou parciélni metriku v P.
Jeito P je topologicky tplny, existujf mnoZiny @, oteviené v @ a takové,

[

26 P= HG’,.. Jeli P= @, jest prostor (P,p) tGplny a nemédme co
n=1

dokazovati. MiZeme tedy predpoklidati, ¥e P == @, nade% oviern mi-
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Zeme pledpokladatl ze G, + @ pro viecka n. *) Pro ze P, ye P, n =
=1,2,3,... polozZme

f,.(x, y) = o(z, y) + olx, Q — G,) + o(y, @ — Gy), (1)
_ o= y)

gn(za :’/) ~ m’ (2)

2o(Z; ¥) = o(%, y) + Z . In(Z, Y). (3)

n=1

Jetto 2e PC Gy, Q— Gp=Q— —@, (kde pravd strana znadi ovSem
uzéveér v @), jest o(z, @ — Gy) > 0 a podobné o(y, @ — G,) > 0. Tedy
0= o(x, y) < fal, ), tedy

Oé gﬂ(x; :’/) < 1’ (4)
takZe nekonedénd rada napravo ve (3) je konvergentni. Mimo to
0= o(@, y) < ol 9)- ®)

Pro z = y ziejmé gq(x, y) = 0. Pro = 3 y ziejmé gy(z, y) > 0. Zrejme

QO(z y) - Qo(.% 1')
Jeito pro &isla ¢ >0, #, >0, t,> ¢, zfejmé plati

t ty
c+ 4= S c -|— ty
a jeZto pro ze P, ye P, ze P jest g(x,2) < o(z, ¥) + o(y, 2), jest
o=y +e2)

= o(x, 9) + o, @ — G,) + 0(v, 2) + 0z, @ — @)
Podle cvi¢. 66 je viak

Q(y’ Q - Gﬂ) é Q(z9 ?/) + Q(x’ Q - Gﬂ)s

o(y, Q—G,) é o(y, z) + Q(Z, Q — Gyp),
takZe jmenovatel napravo v (6) neni men&f ne% %idné z obou cisel

o(z, ¥) + o=, @ — Ga) + o(y, @ — Gy),

o(y, 2) + oy, @ — Gr) + 0(2,. Q@ — G).
Tedy z (6) ndsleduje, Ze

gn(%; 2) < gn(2, ¥) + In(Y; 2),

~ takZe podle (3) je gq(z,2) < oo, ¥) + 0o(Y; 2)-

Tim je dokézéno, %e g, je metrika v P. DokaZme, %e obé metriky o,
agv P jsou ekvivalentni, t. j. %e pro z,€ P, ze P plati

gn(%, 2) S (6)

*) Existuje toti¥ a < Q — P, tak¥e jest té% P = H[G — (a)] s ote-
o

vienymi G, — (a) + @, tak¥e stadi misto G, vziti G, — (a).
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o(zy, ) — 0 <> go(Zn, z) — 0.

Kdy% og(#n, ) —> 0, jest oz, 2) — 0 podle (5). Necht tedy o(z,, z)— 0.
1 e . )

Zvolme ¢ > 0. Uréeme index & tak, Ze 3 < —;— Podle (4) je pro véecka n

z —2T g‘(zﬂ) w) éi,,:%_lé; — ELT <

t=k+1

0
¢

lol ™

tedy
k 1 P
Qoln @) < (@, @) + 2, 5 9@ ®) + 5

tedy podle (1) a (2) ;

1 o(%n, ) L.
ColZn %) < (%n, 2) +121§; o(%n, x) + o(x, Q—G) + 2
k

o, Pk | je spojitd
ST olr, @— 6y P 1 1o o
funkce v oboru E[t > 0], a jest f(0) = 0. Tedy existuje é > 0 takové,

t

. 1 t -
Aviak polotime-li f(t) =t -+ >,

e 0<t< 6= f(t) < % Jexto g(2, ©) — 0, existuje index p takovy,
fe: n>p = 0 p(ay, ) < 6 = flo(z, )] < % = 0o(%n, x) < % -+

+ —28— =¢. Tedy vskutku gy(%s, ) — 0.

Zbyvé dokézati, Ze prostor (P, g,) je tiplny. Necht {z,} je cau-
chyovskd posloupnost v tomto prostoru. Mdme ukdzati, Ze existuje
bod z € P takovy, Ze go(2,, %) — 0; stadi oviem dokszati, Ze g(xy, x)—> 0,
nebot’ metriky g, a ¢ v P jsou ekvivalentni. JeZto posloupnost {z,}
je cauchyovské vzhledem k metrice g,, podle (5) je tim spi¥e cauchyovské
vzhledem k metrice p. Je%to prostor @ D P s metrikou g jest tplny,
existuje bod z e @ takovy, Ze o(xy, ) - 0. Mdme dokéizati, ¥e z ¢ P.

@

Necht naopak ze@— P. Jetto P = [ |G, existuje index % takovy,
n=1
Ze € Q— Gy Tedy p(2s, @ — Gt) < 0(%n, ¥); jeZto (x4, x) — 0, jest

o(n, @ — Gz) - 0. .M
Podle (3) jest gu(zm: zn) 2 oy G&(zm za), tedy podle (1) a (2)
0(Zm> Tn)

1
ol ) 2 55 a2 F 2l @ — G) T o C— o)

Podle cvid. 66 jest

0(¥m; @ — Gi) < 0(%m; n) + (%2, @ — Gi);
E. Gech: Bodové mnoiny. ’

-1



20

tedy
_0(@m, Zn)_

Co(®ms Tn) 2 5777 0(ZTm, Ta) + 0(Zn, @ — Gi)

Jeto {z,} je cauchyovskd posloupnost vzhledem k metrice g,, existuje

1
index p takovy, Ze: m >p, n > p = 0o(Zm, Tn) < S

Tedy

Q(xm, xn)
Q(xms xﬂ) + Q(xm Q— GL)
= 0(Tm, Zp) < 0(Zn,@ — Gy).

m>p, n>p=>

Tedy
m>p = -l-l;m o(Tm, Zy) < hm Q(zm Q@ — Gy),
n @
tedy podle (7) a podle cvié. 910: m > p = o(Tm, ) < 0 = o(Tm, T) =
=0 = Z, = %, co¥ jé spor, je¥to z,eP, xe@Q—P.
157, 15°7"1. Necht P je viplng prostor. Necht jsou Ay (n = 1,2, 3,. )
bodové mnoZiny vnofené do P a takové, Ze A, == @, d(4,) = 0,4, D A;H 1-

Pak mno%ina | [A, obsahuje privé jeden bod.

n=1
Diikaz. Zvolme a, e A,. Jeli ¢ >0, existuje index p takovy, Ze
d(dy) < e. Kdyz n> p, jest ape Ay, C Ay, tedy: m >p, n >p =
= 0(am, ap) < d(4,) < . Tedy posloupnost {a,} jest cauchyovsks.
Jeito prostor P je tplny, existuje bod z, takovy, Ze a,—> z,. Pii
daném » pro ¢ > n + 1 jest az e A,,.H, takze podle 8-2°1 jest zy e Ap+1 C

C Ayp. Tedy z, € HA Necht z e HA,, Pro kazdé n jest o(z, %,) <

< d(4,) — 0, tedy o(z, zp) = 0, tedy x = %,
Pravé dokdzand véta je (zejména dulezity) zvlastni piipad nésledu-
jici obecnéjsi véty:
15:7"2. Necht P je 4iplng prostor. Pron = 1,2, 3, . .. necht 8, > 0,
8,—>0, A, CP, Ay =0, Ay D Apyi a necht existuje koneénd mnofina
Qo

K, C P, K, = 0 takovd, % z ¢ A, = o(z, K,) < 8,. Pak je [ [ A, =+ 9.

n=1

Diikaz. 1. Zvolme a, ¢ A, a dokaime, Ze z posloupnosti {a,} lze
vybrati konvergentni posloupnost. Pro ka¥dé n je a, € A, C 4,, takZe
ke kaidému n ex1stu]e bod 2 mnoZiny K, takovy, Ze Q(a,., z) < 6,.
Je#to mnoZina K, je konednd, existuje bod 2, € K, takovy, Ze z posloup-
nosti {a,} lze vybrati posloupnost {a;,}n—, takovou, Ze o(@1q, ) < &,
pro viecka n; jeito A4, D A,,;, ziejmé ay, € 4, pro viecka n.

Predpoklidejme nyni, %e pfi urditém 7 (= 1,2,3,...) bylo pro-
vedeno to, co jsme prévé provedli pro ¢+ = 1: %e jsme totiZ ur¢ili bod
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z;e K; a posloupnost {ai,}n-1 tak, Ze pro vSecka =n jest a;,e Ay,
0(@in, %) < 6;. Pro m >1 jest ai,ed,C Aiy1, takie ke kaidému
n > ¢ existuje bod z mnoZiny K;,; takovy, Ze g(ai,, ) << 6;.1. Jeito
mnoZina K;,; je koneénd, existuje bod z;,; € K;, takovy, Ze z po-
sloupnosti {aip}n..1 lze vybrati posloupnost {a@;,;,}...1 takovou, Ze
o(@is1 ., Tir1) < 0511 pro viecka n; ziejmé a;iy, e A, Tedy lze po-
sloupnosti {as,}n—1 sestrojiti rekurentné pro 1=1,2,3,...
Poloime b, = a,y, takZe posloupnost {b,} ]e vybmna, z posloup-
nosti {a,}. Mdme dokdzati, Ze posloupnost {b,} je konvergentni; jeito
prostor P je uplny, sta¢i dokazati, Ze posloupnost {b,} je cauchyovska.

Pii ka%dém ¢ je posloupnost {b,}n—; vybra,na, z posloupnostl {@in}n=1-
Tedy: n=> ¢ = g(by, ;) < 6;, tedy: m =14, n >4 = o(bm, by) < 26;.
Jeito 6; — 0, posloupnost {b,} je cauchyovskd. Jezto P, je tplny,
{b,} je konvergentni.

II. Podle I existuje konvergentni posloupnost {a,} takovd, Ze
@y € A,. Necht a, - z,. Pfi daném = pro 132 n+ 1 jest a,- [
takZe podle 82| jest z, €Api,C Ay Tedy z, € ]_—[A,,, takze HA =+ 0.

. 15°8. 15°8:l. Necht P =0 je topologwky wplny prostor Necht

mnoZiny G, C P jsou oteviené a husté v P. Pak HG,. =+ @; dokonce
n=1

mnoZing HG,, je hustd v P.
Dukak I DokaZme, Ze HG #+@. Z 156'3 nédsleduje snadno,

n=1
%e stati dokazovati za predpokladu, %e prostor P jest uplny. Zvolme
bod a, € G,. JeZto mnoZina G, jest oteviend, existuje ¢islo d; takové, Ze

<< —;— a Ze ]E[Q(al, z) < 6,] C G;. Necht obecnéji pii uréitém
n(=1,2,3,...) byl nalezen bod a, a &islo d, tak, Ze a, € G, 0 < 6, <
< zln , ?[g(a,,, z) < 6n] C Gy JeZto mnoZina Gy, je hustd, existuje
bod ay.y;€Gphyq takovy, Ze o(an, @ntq) < Op. Jeito mnoiiny Gpiq
a E[g(a,,, x) < dn] jsou oteviené, existuje Cislo 0,4, takové, Ze 0 <
< 6,,.,.1 < 2,,+1: Elo(@n+1, )< 00411 COnsq - E[Q(“m ) < 0n). Tedy lze
body a, a éisla 6,, sestrojovati rekurentné. Polozme 8, = Elp(a,, z) <
< 6,). Pak jest S, C Gy, Sn D Spip d(Sn) < 26, 0, S, =t=z¢. Mimo to
8, =8, (na p¥. podle 9'5 a cvid. 9-10). Tedy podle 15:7"| jest fIIS,. + 0.
Jezto S, C Gy, jest ]ﬁ—lGn += 0. "
. =

™
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II Necht I'+ @ jest oteviend. Podle 1212 stadi ukézati, Ze

r. I—I G, # 0. Podle 13'1'l a 1553 I" je topologicky tplny prostor.
Mnozmy Ia, jsou podle 8'7°5 oteviené a podle cvis. 12:3 husté v I

Tedy podle I je HTG +0,t . I'. H Gy + 9.

s L

1582, Necht P =+ 0 je topologzcky uplny prostor. Necht mno#inu A
je prvé kategorie v P. Pak je P— A & @: dokonce mnoZina P — A
je hustd v P.

<
Ditkaz. Jest A = D Ay, kde mnotiny 4, jsou Fidké, tedy (ote-

n=1

viené) mnotiny G, = P — A, jsou husté. Tedy podle 15-8'1 mnozina
[ »n
[16.=P—> 4, je husts. Podle 12:|*] také mnotina P — 4D

n==1 n=1

P — z A, je hustd.

l5 8 3 Necht P = @ je topologicky viplny prostor. Necht f je funkce
prvé tFidy v oboru P. Necht C je mnoZina téch x € P, ve kterych f je spo-
jita. MnoZina C je hustd v P.

Dikaz. Podle 145°2 mnoZina P — C je prvé kategorie. Tedy podle
15:8'2 mnoZina C je husté.

15°8'4. Mnotina R vdech raciondlnich C&isel neni Gs(E,).

Dikaz. Kdy% a € R, pak mnoZina (a) je iidké v R podle cvié. 12-5.
Tedy mnoZina R je prvé kategorie v R podle cvi¢. 3-1. Tedy prostor R
neni topologicky 1plny podle 15°8:2. Tedy R neni Gs(E,;) podle [5°(-3
a |5°5°2.

Cviden. ,

15-1. Necht P = A + B. Necht 4 a B jsou uplné prostory. Pak P
jest 1’1plny prostor.

15-2. Necht P = A 4+ B. Necht 4 a B jsou topologicky tiplné pro-
story. Pak P je topologicky tplny prostor.

15-3. Necht mno¥ina C je = @. Necht P je metricky prostor. Pro
kaZdy z € C necht A(z) jest iplny prostor vnofeny do P. Pak HA(..) jest

zeC

uplny prostor.
15-4. Necht P je metricky prostor. Pro n =1,2,3,... necht A4,

@
je topologicky uplny prostor vnofeny do P. Pak I_IAn je topologicky
n=1
Gplny prostor.
15-5. Necht P a Q jsou topologicky tiplné prostory. Pak P x Q je
topologicky tplny prostor.
15-6. Absolutnd otév¥eny prostor (srov. obdobné definice v odst. 155)
je prazdny.
15-7. Necht P je tplny prostor. Necht @ c P. Pak @ jest uplny oba.l
prostoru Q.
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15-8. Necht P je topologicky uplny prostor. Necht mnoZina 4 jest
uzaviend a prvé kategorie v P. Pak 4 je Fidkd v P.
15-9. Necht P je topologicky tplny prostor. Necht mnoZiny A,
o
(n=1,2,3,...) jsou G4(P) a husté v P. Pak mnoZina H A4, je hustd
: n=1
v P.
15-10. Prostory ve cviéenich 6-5, 7-2 a 7-4 jsou Gplné.
15-11. V dikaze véty 1561 jest P,, = P, . @y(Qs), Qo = @z . p1(L7)
15-12. Ve vété 15'6"1 mbZeme voliti: E[O< t<1] + L[l <t<?2] +

+E2<t<8 = Qf(t)—l——tpr00<t<]f(t)=3 ----- tp1‘01<t<z
t

'j(t)—t pro 2<t<3, P, -—QI—P—f—(O)—}-(l)—f- (2)+(3) Pak je
v dikaze cit. véty: P, = P + (0) + (3) = Qg, Py = + (3) = Q.

15-13. Necht P je topologlcky tplny prostor. Necht f je funkce prvni

t¥idy v oboru P. Necht @ 3+ 0 je Gd(P) Pak existuje bod z € @, ve kterém

parcidlni funkee fq je spojité.

15-14. Necht f je funkce v oboru E,. Necht C je mnoZina viech z ¢ E,,
ve kterych f je spojitd. Pak C neni mnoZina vsech racionélnich d&isel.
(DokéaZe se podle 13'4; porovnejme dokazovanou vétu s vysledkem evié. 9-2.)

15-15. Pro x ¢ E, polome f(z) = lim lim cos®® m! nz. Funkce f je
m—yo n—> %
viude nespojitéd. Tedy neni prvé t¥idy.
15-16.* MnoZina vSech é¢lentt cauchyovské posloupnosti je omezend.

§ 16. Separabilni prostory.

16°1. Otevienou bast metrického prostoru P nazveme systém B
otevienych podmnoZin prostoru P takovy, Ze ke kaZdému okoli U
kteréhokoli bodu z € P existuje okoli V bodu z takové, ze Ve B, VCU.

16°1°1. Necht B je systém podmnodin metrického prostoru P. B .je
oteviend base prostoru P, kdyZ a jen kdyZ: [1] katdd mnofina systému B
jest oteviend; [2] ke kaZdé oteviené mnofiné G C P, G == § exwistuje systém
AC B, ‘2,[=|=0ta.kovy, 7e-G =22 X.

QI
Diikaz. I. Necht systém B mé vlastnosti [1] a [2]. Necht U jest

okoli bodu z € P. Pak existuje systém AC B, A=+ P takovy, e U =X X.
XeU
Jeito z e U, existuje mnoZina V e takovd, %e x € V. MnoZina V jest

okoli bodu = a jest VCU.

II. Necht B je oteviens base prostoru P. Necht G C P jest ote-
viend mnoZina = @. Jeito G == P, existuje bod a e @. @ jest okoli
bodu a, takie existuje mnoZina H e B takovd, Ze a e H C G. Tedy
AU==.0, je-li A systém viech X ¢ B takovych, e X C G. Zirejms EXC G.

~ Necht ze@G. G jest okoli bodu a, takZe exmtuje mnozina U e QS takové.
e xeUeB. Jest Ue, tedy z e ZX t.j. GC ZX TedyG-— ZX

Sepambdm (separabel, aépamble, separable) prostor je metncky
prostor majici (aspoi jednu) spodetnou otevrenou basi. To je ziejmé
topologlcka vlastnost.
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16°1'2. Necht P je separabilni prostor. Necht Q C P. Pak Q je se-
parabilns.

Dikaz. Kdy% B je oteviens hase prostoru P a kdyz kazdou mno-
%inu X e B nahradime mnoZinou @ . X, obdriime systém B,. Z 8:7'5
nasleduje snadno, e B, jest oteviend base prostoru Q. Je-li systém B
spodetny, ziejmé také systém B, je spoletny.

16°1°3. Metricky prostor P je separabilni, kdyZ a jen kdyZ existuje
spoletnd mnoZina A hustd v P.

Ditkaz. 1. Necht B je spodetnd oteviend base prostoru P.V kazdém
neprizdném X e B zvolme po jednom bodé. Necht A4 je mnoZzina viech
zvolenych bodi. Pak A je spoc¢etnd mnoZina. Je-li G &= @ a oteviend,
zvolme z e G. Jezto B je base, existuje U e B takovd, Ze x e U C G.
Je-li aeA bod zvoleny v U, jest ae AU C AG. Tedy AG == 0 pro
kazdou otevienou G = @, takZe mnoZina A je hustd podle [2-1-2.

II. Necht A je spotetnd mnozina hustd v P.Necht B je systém
viech Q(a, 7), kde a probihd viecky body mnoZiny 4 a r probiha viecka
kladnd raciondlni éisla. Z 352 a 36 soudime snadno, Ze systém B
je spodetny. Z 8'6'| soudime snadno, Ze B je oteviend base prostoru P.

16°1-4. Hilbertaw prostor H je separabilni.

Dikaz. Necht A je mnoZina viech r= {r,}; takovych, ze:
[1] kazdé 7, je raciondlni é&fslo; [2] existuje index p takovy, Ze r,= 0
pro viecka n > p. Zfejmé A C H. Necht = {:v,,}l e H. Zvolme £ > 0.

Existuje index p takovy, Ze z x,.2< —. Pro 1 < n < p existuji
n=p+1

4 &2
raciondlni ¢éisla 7, takova, Ze z (g —Tp)2 < 5; pro n > p polozme
n=1
re = 0. Je-li 7 = {r,}7, jest 7 € 4, o(x, 7) < &. Tedy o(z, A) < &. JeZto
¢ > 0 je libovolné, je g(z, 4) =0, t. j. ze A. Tedy 4 = H, t. j. mno-
Zina A je hustd v H. Av8ak 4 je spodetnd podle cvié. 3-7 a 3-14.
16°1°5. Euklidovsky prostor E, (m=1,2,3,...) je separabilni.
Ditkaz. Necht Qp, je mnoZina téch bodi x={z,}; € H, pro které:
n>m=- 2,=0. @ je separabilni podle 16°12 a [6°1*4. Ztejms
prostory E, a @, jsou isometrické, takie také En je separabilni.
16°1'6. Necht P je metricky prostor. Necht kaZdému & > O lze pii-
faditi spobetnou mmnofinu A(S) C P tak, Ze o[z, A(0)] < 6 pro kaZdy
z e P. Pak P je separabilni.

Dikaz. Necht B = ZA( ) Podle 3'6 mnoZina B je spoletna.

n=1

Pro katdy bod z e P je o(z, B) < g[a:, A(%)] < l, tedy o(z, B) = 0,

.zeB. TedyB P, t. j. mnozina B je hust4, takZe P je separabilni
podle 16-1-3.
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16°1°7. Necht P je metricky prostor. Necht existuje Cislo 6 >0
a nespoletnd mnoZina A C P takovd, Ze

zed, yed, x =y = o(x,y) > 6.

Pak prostor P nent separabilns.

Poznamka. Tato véta jest uZiteénd jako kriterium, Ze dany prostor
neni separabilni. Jeji obrdceni je spravné, dd se vSak odvoditi pouze
z véty (v této knize nedokdzané, v. 4'3), Ze mnozinu P lze dobfe uspo-
radati.

Ditkaz. Necht QB je oteviend base prostoru P. Pro kaidy ze A
existuje mnozina B(x) e B takovd, Ze z e B(x) C (=, d). KdyZ ze€ A,
yeA, x &+ y, jest y e B(y), ale nikoli z € B(y), tedy B(z) + B(y). Jeito
mno#ina A4 je nespocetnd, systém viech B(z) je nespoéetny. Tim spiSe
systém B je nespodetny.

16:2. 16°2°l. Necht P je separabilni prostor. Necht  je disjunkini
systém mmodin otevfenyjch v P. Pak systém U je spoleiny.

Dikaz. Podle 16°1'3 existuje spocetnd hustd mnoZina A. Podle
1212 v kazdé mnoziné G e Y — vyjma jediné mnozinu G = @, kterd
také muze patfiti do Y — miZeme zvoliti bod ¢(G)e AG. MnoZina
viech bodu ¢(@) je spotetnd podle 3-4:1. Jezto systém 2 je disjunktni,
jest @(Gy) == @(G,) pro Gy = G,. Tedy také systém 2 je spodetny.

16-2-2. Nuind a postatujici podminka, aby metricky prostor P byl
separabilni, jest: Ke kaZdému systému 2 oteviengch mmnofin takovému,
%e DX = P, ewistuje spoeiny systém U, C A takovy, Ze ZX P,

Xe XA,

Diikaz: 1. Necht podminka je splnéna. Pro n =1, 2, 3, ... necht
Sy je systém vSech .Q(z, %) kde ze P. Existuje spodetny systém
s C Sn takovy, Ze ZX P. Polofme B = ZQ,, Pak B je spo-

s%n
detny (v. 3'6) systém otevrenych mnoZin. Staéi dokézati, Ze B jest

oteviend base prostoru P, t. j. %e k danému okoh U daného bodu a € P
existuje mnoZina Ve B takovi, Ze ae V C U. Existuje éfslo r > 0

takové, Ze Q(a, r) C U. Zvolme index n > % Jezto L, C 6,,,‘54'%2( =P,
n
‘ existuje bod be P takovy, Ze .Q(b, %) e C ‘B aade .Q(b, %) Pak
“"Q( ’ %) = o(b, @) <—:—; = ola, 7) < o(a, b) + o(b, #) <
< —f—;<r = zea,r)CU,

1
tedy !)(b, —n—) CU. Aviak .Q(b, -nl-) B
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TI. Necht P je separabilni. Necht Q[ je systém otevienych mnozin

takovy, Ze ZX == P. Necht QB je spotetnd base prostoru P. Kazdému
. XA
z € P miZeme prifaditi mnoZinu 4, e | tak, Ze = € A;: na to lze zvoliti

mnozinu B, e B tak, ze x e B,C 4,. Zfejmé ZB = P. JeiZto systém QY
je spocetny, existuje spocetnd mnoZina C C P takova, Ze ZB = ZB,,,

xeC zel®

t. j. DBy = P. Jeito A, D B,, je také ZA P. Tedy systém ,

ze('

viech A,, kde z € (', je spocetny systém ta,kovy, Ze A, C A, zX P.

16°2'3. Nuind a postadujici podminka, aby metricky proator P byl
separabilni, jest: KaZdd otevfend base obsahuje spocetnou otevienou basi.

Ditkaz. 1. Necht podminka je splnéna. JeZto existuje aspon jedna
oteviend base (totiZz systém vSech otevienych mnoZin), existuje spo-
detnd oteviend base, t. j. P je separabilni.

II. Necht P je separabilni. Necht B je spodetnd oteviend base.
Necht Q je libovolné dand oteviend base. Je-li dan bod z ¢ P a index
n=123,... existuje mnoZina A,(z)e U takovd, Ze xed,(x)C

cQ (a:, ;IL—), ddle mnoZina B,(z) e B takovd, Ze x e By(x) C Au(2).

Jeito systém B je spodetny, pro kazdé n existuje spoSetnd mmno¥ina
C,C P takovi, e » By(x)= D Bu(%), t. j. O Bu(x)= P. Jeito
zeCyy zeP zeCpy

By() C Au(), je D Ay(x)= P. Necht U, je systém viech Ag,(x)
xs(?n

(n=123,...; xeCy). Pak jest Y, C A a systém U, je spocetny
podle 3-4'1 a 3'6. Stadi dokdzati, Ze systém 2, jest oteviend base, t. j.
%Ze k danému okoli U daného bodu a € P existuje mnozina V ¢ 2, takovi,
%e ae V C U. Existuje éislo r > 0 takové, %e Q(a,r) C U. Zvolme

2
index » > - Jeito ZA,,,(x) = P, existuje bod beC, takovy, Ze
zeC)y
@ A, (b). Jest A,(b) C.Q(b, %) tedy o(a, b) < %
1 1 2
z eQ(b, ;) = o6, 2) < 2 = 0(a, 2) < 006, 5) + olb,9) < = <7,

tedy .Q(b, —1—) CQa,r)CU. Tedy aedy,(b)CU. Jeito beC,, je

An(b) € U,

16-3. 16-31. Necht’ P je nespoletny sepambzlm prostor. Necht Q
je mnofina téch x e P, jejich? kaZdé okoli je nespoletné. Pak: [1] mno-
%ina P — Q je spoletnd, tedy mno¥ina Q je mespoleind, [2] mnofina Q
je husté rozlofend.
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Dukaz. T. Kazdému ae P — @ lze piitaditi spocetné okoli U(x).
Mnoziny U(x) — @ jsou (v. 8:7'b) oteviené v P — @ a jest Z [U(x) —
xel--Q

— ] = P — . Aviak P — je separabilni prostor podle [6°1-2.

Tedy podle 16:2°2 existuje spoCetnd mnozina 4 C P — () takovd, Ze

DU — Q] = [Ulx) — @], t. j. > [U(x) — Q] = P —. Tedy
pel’—Q red red

mnozina PP — @ je spocetnd podle 3'6. ¢ je nespocetnd, nchot jinak

II. Kdyz xe@ a ¢ >0, pak mnozina ((«,¢) jest okoli bodu «
a je tudiZz nespocetnd. Jezto mnozina P — @ je spocetnd, mnoZzina
Q. Qx,¢) = Qu, &) — (P — Q) je nespocetni. Tedy existuje e Q.
¥+, o(x, y) < e. Tedy x neni isolovany bod mmoziny . Tedy
je husté rozlozend.

16:3:2. Ridce rozloZeny separabilni prostor P je spocetny.

Ditkaz. Kdyby P byl nespocetny, obsahoval by podle [6-3-1
husté rozloZzenou mnozinu .

16°4. Necht P je separabilni prostor. Nechl mneprazdny systém QI
mnoZin uzaviengch v P ma nasledujict vlastnost: KdyZ prop =—1,2,3, ...

je A, €A, A, D A,.q, pak n Ay € QA. Pak existuje v systému U aspor
n=1

jedna minimalnt mnoZina M, t. j. takovd, f¢e A e U, ACM = 4 =M.

Ditkaz. Necht {B,};" je posloupnost, jejiz ¢leny tvori (spoCetnou)
otevienou basi B prostoru P. Zvolme mnozinu 4, € Q libovolné. Kdyz
(pro n="1,2,3,...) je jiz zvolena mnoZina 4, 2, zvolme mnoZinu
A,y €U, je-li to mozné, tak, ze A, ., C Ay, — By; neni-li to mozné,
zvolme 4, ., =4, Pak jest vidy 4,2, 4,41 CA4,, tedy M ==

== TI A, € A. Dokazme, ze M je minimalni v Q[. Necht naopak existuje
==

mnozina €' e Q takova, ze (' C M == (. Zvolme bod a e M — ('. Mno-
zina P — (' jest okoli bodu a: jezto B jest oteviend base, existuje index n
takovy, ze ae B, CP—C. Jest C e U, C C M — B, C A, — By; tedy
A,1C A, — B, takie: aeB, = aeP —A,.;. To je spor, nebot
aeM C A, 1. (Dokdzané véte se 1ikd Brouwerova redukiéni véta).

16°5. Meiricky prostor P je separabilni, kdy% a jen kdyZ existuje
bodovd mnofina @ vnofend do Urysohnova prostoru U a homeomorfni s P.

Dikaz. 1. Jezto U C H, podle [6°1'2 a 1614 prostor ¢ vnofeny
do U je separabilni, tedy i prostor P homeomorfni s ¢ je separabilni.

II. Necht P je separabilni. Mohu predpoklddati, ze P = ¢). Podle
1613 existuje spocetnd mnozina A hustd v P. Necht 7 je mnoZina
viech trojic (a,r, s), kde a e 4 a r a s jsou raciondlni d&isla takovd, Ze
0-<r <s. Ziejmé (v. 3'5'2 a 3'6) 7' je spotetnd mnozina == @, takze T
muzeme sestaviti v posloupnost {(a,, 7, $,)}1 . Proxe Pan=1,2,3,...
poloZzme
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olz, Q(ay, 74))

1
olz, 2(an, Tn)] + Q[x: P— Q(am 8n)]’ 1)

fa(x) =

kdyZ Q(ay, s,) + P,

fa(®) = 0, kdyZ Q(ay, 8,) = P
Jmenovatel na pravo v (1) mohl by byti roven nule jen v piipadé
z € L(ay, ry) — (ay, $5); tu by viak bylo soutasnd g(a,, z) < 7y

a o(ay, ) = 8y, coZ je nemoZné, jeito r, < 8,. Tedy f, je konedénd spo-
jitd (v. cvié. 9 ]0) funkce v oboru P. Ziejmé: [1]ze P = 0 X fo(2) 1,

takZe { ------ fn(2)p € U; [2] elan, ) <rn = fa(x) = 0; [3] e(an, ¥) >

> 8y = fo(x) = 1 Polozme
Py = i)™ o PPy = @
1

Pak F je zobrazeni prostoru P na prostor @ C U. DokdZeme, Ze F je
homeomorfni, t. j. Ze: [1] F je prosté, [2] F je spojité, [3] F_; je spojité.

Necht z e P, y e P, & y. JeZto mnoZina A4 je hustd v P, existuje
aed takovy, %o o(s, ¥) < fo(z,y). Jekto o(z,y) < ola, ) + (@, ),
jest o(a, ¥) > g(a, z). Tedy existuji raciondlni éisla r, s takovd, Ze
0 o(a, ) <r <8< ga, y). Existuje index n takovy, Ze a = ay,
T=1p, 8=28; Jest fu(x) =0, fu(y) =1, tedy fu(2) = fa(y), tedy
F(z) &= F(y). Tedy zobrazeni F je prosté.

Necht x;e P, ze P, z;— z. Jeito funkce f, jsou spojité, pro
kazdé n jest lim f,(x;) = fu(x), takZe podle 7°3*| jest lim F(x;) = F(x).
i—>w® i—>w

Tedy zobrazeni F je spojité.
Necht z;¢e P, ze P, l1m F(a:,‘) = F(x). Podle 7-3‘|' pro kaidy

index 7 jest hm fn(25) = /.,.(x) Predpoklédejme, %e neni lim z; = .
>

Pak existuje cislo & > 0 a nekonedénd mnoZina M indext i takové, Ze:

te M = o(xi, ) > &. JeZto A je hustd v P, existuje a ¢ 4 takovy, Ze

ola, ) < % Jeito: ieM = &< o(%i, ) < 0(a: ) + o(a, ), Pplati:
1e M = o(a, z;) > % Existujf raciondlni &sla 7, s takovs, ze 0

Lo r)<r<s< -f— Existuje index n takovy, Ze a = ay, v = 7p,

8 = 8,. Pak je g(a,,, )<r,, a pro ie M je o(an, x;) > 8, takZe je

fa(z) =0 a pro i e M je f,,(x,) = 1. JeZto mnoZina M je nekonetnd,

nen{ hmf,,(x;) fn(%), co% je spor. Tedy jest lim z; = x. Tedy zobra-
>

zen{ F_1 je spojité. )
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16°6. 16°6°1. Nech? P je separabilni prosior. Nechl & je Ikladné
cislo. Necht | je konecnd funkce v oborw P. Necht lze kaZdému bodu « e P
piifadite ¢islo 0@ >0 a /con(’cnou funkci proni tiidy @@ @ oboru
Qa, 0®) fak, f | @@(x)—f(x) | <& pro viecky xeQ(a, ). Pal
existuje koneéna funkcee q proni lnd;z/ v oboru P takovi, Ze | q(x)-—-
—f(x) | <& pro vdecky wxeP.

Ditkaz. Mnoziny Q(a, 0@) jsou oteviené a jest YQ(ar, oy P

ael’

Tedy podle 1622 existuji (vylouéime-li trivialni ])Y‘lp‘l.(l P - 0) po-

sloupnosti {a,}1" a {0, takové, Ze a, e P, 6, == 0, Z (tn, 03) = P.

n- |
Polozme ¢, = @@, A} = Q(ay, 6,), An 1= Qa, 1, ——Z Q(az. 07)
(n = 1 2,3, ...). Mnoziny 4, jsou F, (v. 13-3'2, 1334 a |3 3 H) a jest

"= 1
v oboru P takova, Ze 2 € 4, = @(x) = ’Fn( ). Are]me | () —f x) | < e
pro viecky e P. Tedy stac¢i dokdzati, Ze ¢ je funkce prvé tridy.
Necht ce E;. Jest
Elp(x) > ¢] = Zl Ay EBlx e Qay, 0,), @o(x) > c].
x n= T
Jezto @, je funkce prvé tiidy v oboru Q(a,, d,), podle 14:3"1 mnozina
By = Elx e Q(ay, Op), Pn() > c] jest FG[Q(an: 611)]' Mnozina Q(a,, 0,)

jest oteviend v P, tedy je to Fo(P) podle [3:3'5. Tedy B, je F,(P)
podle cvic. 13-10. Tedy 4,8, je Fo(P) podle 1334, takze E[p(x)> c]=
e €T

=1
je Fs(P). Tedy ¢ je funkce prvé tridy podle 14-3-1.

16:6°2. Necht P je separabilnt prostor. Nechl | je funkce v oboru P
s nasledujict vlastnosti: v kaZdé neprdzdné wzaviené mnofiné A C P
existuje aspott jeden bod, ve kierém parcidlni funkce f 4 je spojita. Pak f je
funkce proé tiidy.

Ditkaz. 1. Predpoklddejme nejprve, ze funkce f je konecéna. Staci
dokézati, ze kazdému ¢ >0 lze piii‘aditi kone¢nou funkei F, prvé
tfidy tak, aby bylo | f(« x) | << e. Nebot potom / je stejno-
meérnd hxnlta posloupnosti {F } takze podle (421 f je funkce prvé
tridy. n

Predpokladejme, Ze pri uréitém e >0 funkce F. neexistuje.
Ozna¢me ¢ mnozinu téch a € P, k nim# existuje ¢islo 6(® > 0 a kone¢na
funkce @@ prvé tiidy v oboru Q(a, @) takova, ze | f(x) — ¢ (x) |<<e
pro kazdy x e Qa, @), Je-li ae@, pak, jak se lehko odvodi, jest

= Z A,B, je Fo(P) podle 13:3'3. Podobné se ukdze, ze E[g(z) < c]
x



100

Q(a, 6®) C G. Tedy G = D Q(a, ), takie mnoZina G jest oteviens.
aeG

Jezto piedpokldddme, Ze F. neexistuje, podle 16°6°1 jest G 5= P. Tedy
P — @ je neprdzdnd uzaviend mnozina, takie podle piedpoklddané
vlastnosti funkce f existuje bod @ e P — @, ve kterém parcidlni funkce
(f)r—e je spojitd. JeZto funkce (f)p—q je koneénd a spojitd v bodé a,
existuje 6 > 0 takové, Ze |f(x) —f(a)| < e pro kaidy ze(P—@).
. Q(a, J).

Podle 16°1'2 G je separabilni prostor. (f)¢ je koneénd funkce
v oboru G. Podle definice mnoZiny @ a podle véty 1661, ve které
prostor P nahradime prostorem @, existuje kone¢nd funkce y prvé
tiidy v oboru G takova, Ze | f(z) —y(x)| << e pro kaZdy ze@.

Definujme koneénou funkei ¢ v oboru Q2(a, §) takto: KdyZ z¢ @ .
. Q(a, 8), necht @(x) = p(z); kdyz z e (P — Q). 2(a, d), necht ¢(x) =
== f(@); tedy x e 2(a, d) = | @(x) — f(x) | < e. Staci dokézati, Ze ¢ je
funkce prvé tiidy v oboru £(a, d);; nebot pak z definice mnoZiny G né-
sleduje, Ze @ € G, coZ je spor.

Necht c e E;,. Jeito y je funkce prvé tiidy v oboru @; parcidlni
funkee (). o, o) j© Prvé tiidy v oboru G . Q(a, 8), takie podle 14-3-1

.
mnoZina E[z e @ . Q(a, d), p(x) > c) ()

je Fo(G . (a, 6)). Aviak mnozina G . Q(a, d) jest oteviend v (a, o),
tedy je to F,[2(a, §)] podle 13-3'5, tak%e mnoZina (1) je také F,[Q(a, 8)]
podle cvié. 13-10.

Kdyz ¢ > f(a), jest

E[m € Q(a, 9), p(z) >c] = E[x €@ . Qa, d), p(x) >c],
takZe E[xe.Q(a 3), p(x) > c] je Fa[.Q(a, 9)]. Kdyz ¢ < f(a), ]est

E[x € .Q(a, 9), p(x) >c] = E[x €@ . Qa, o), p(x) >c]+

+(P—G).Q2(a, 08 (2)
a prvy séitanec je F,[Q(a, 6)]. Mnozina (P — @) . Q(a, 8) je uzaviens
v {Xa, §), tedy podle 13-3:2 je to F,[Q(a, d)]. Tedy podle (2) a 13-3-3
mnozina E[x € 2(a, 8), p(x) > c] je F.[2(a, 8)].

Ste]ne se dokéze, %e pro ka%dé ¢ ¢ E; mnoZina E[w € 2(a, 8), p(x)<c]

je Fo[£2(a, 9)]. Tedy podle 14:3°| ¢ je funkce prvé t.ridy v oboru .Q(a, 0).
II. Zbyvs piipad, kdy funkce f neni koneénd. Podle cvid. 9-18
existuje homeomorfn{ zobrazeni ¢ mnoZiny R na interval E[— 1<

< t< 1]. Polozme F(z) = ¢[f(z)]. Pak F je koneénd funkce v oboru P.
hdyi mnozina 4 C P, A = §, jest uzaviens, existuje bod a € 4 takovy,
%e parcidlni funkce f4 je spojité v a. Zfejms i funkce (F)4 je spojité v a.
Podle I funkce F je prvé ttidy. Jezto f(x) = @¢_—,[F(=)], také f je funkce
prvé tridy.
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16°6°3. Necht P je topologicky diplny separabilni prostor. Nulnd
a postaujici podminka, aby funkce f v oboru P byla prvé tiidy, jest:
V' kaZdé neprazdné uzaviené mnoZiné A C P ewistwje aspoli jeden bod.
ve kterém parcialnt funkce 4 je spojita.*)

Diikaz. 1. Podminka sta¢i podle 16-6-2.

II. Necht je f funkce prvé tiidy v oboru P. Necht 4 C P, 4 + 0
jest uzaviend mnozina. Podle 132 a 1553 A je topologicky tplny
prostor. Necht (' je mnozina téch x e A, ve kterych funkce /4 je spo-
jité. f4 je funkce prvé tiidy v oboru P, takze podle 15°8:3 mnoZina ('
je hustd v 4. Jezto A4 9, je C == 0.

16:6°4. Spoletny metricky prostor P je topologicky iplny, kdy*
@ jen kdy? je iidce rozloZeny.

Ditkaz. 1. Necht P je spoCetny topologicky uplny prostor. Pied-
pokladejme, Ze P neni Fidce rozlozeny. Necht @ je jeho jadro (v. I1-1).
Pak @ == 0, @ = @ a @ je husté rozloZend, t. j. nema isolovanych bodi.
Podle 132 a 1553 @ je topologicky tuplny prostor. Jeito @ je spo-
¢etnd a nemd isolovanych bodt, podle cvié. 12-13 @ je prvé kategorie
v @, coz odporuje vete 1582,

II. Necht P je spocetny ridce rozlozeny prostor. Necht P, je
jeho uplny obal (v. [54°1). Jeito P je hustd v P, P, je separabilni
podle 16°1-3. Definujme funkei f v oboru P, takto: x e P = f(x) = 1,
xe Py— P = f(x) = 0. Necht mnozina 4 jest uzavieni v P, a ne-
prazdnad. Kdyz AP = @, parcidlni funkce [, je spojitd (nebot je to
konstanta). Kdyz 4P = 0, jeito P je Fidce rozloZena, existuje isolovany
bod @ mnoziny 4P. Existuje 6 > 0 takové, ze x € AP, o(a, x) << 20 =
= x = a. Kdyz a jest isolovany bod mnoziny A4, pak f, zrejmé je
spojita v bodé a. V opatném pripadé existuje bod be A takovy, ze
a =+b,0(@,b)=0; < d.Je-lixedapb,x)<pola,b),jest o(a, x) < p(a, b) +
+ o(b, x) << 2p(a, b) << 20 a mimo to « =+ a, takie podle volby ¢isla ¢
neni xeAdAP. Tedy A4 .00, 0d,)C Py— P, takie ze A .Q(b, ;) =

*) Tuto nutnou a postacujici podminku lze nahraditi jesté nékolika
jinymi. Necht P je topologicky uplny separabilni prostor. Necht f je funkce
v oboru P. Pro 4 c P necht S, je mnoZina onéch x ¢ 4, v nichZ parcidlni
funkece f, je spojitd; poloZme jesté D, = A —S,. Potom kazdad z nésle-
dujicich podminek [1], [2]. [3], [4] je nutnd a postaéujici k tomu, aby f
byla prvé tiidy:

[1] Pro kaZdou neprazdnou uzavienou mnoZinu 4 c P je S, = 0.

[2] Pro kaZdou neprazdnou uzavienou mnoZzinu 4 c P je S, husté v 4.

[3] Pro kazdou neprazdnou uzavienou mnoZinu A c P je D, prvé
kategorie v A.

[4] Pro kaZzdou mnoZinu 4 C P je D, prvé kategorie v A.

Ditkaz. Podle 16'6°3 sta¢i dokazati, Ze podminky [1], [2], [3], [4] jsou
ekvivalentni, t. j. Ze [1] = [4] = [3] = [2] = [1]. Plati-li [1], je [ prvé
t¥idy podle 16'6°3, tedy podle 14°5'3 (viz poznamku pod éarou k vété 14°5°2)
plati [4]. Z¥ejmé& [4] = [3]. Plati-li [3], plati téz [2] podle 132, 1553,
15°8-2. Konetné je ziejmé [2] = 1.
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= f(x) == 0, takZe f4 je spojitd v bodé b. Tedy ve viech pifpadech
existuje bod x e 4, ve kterém f4 je spojitd. Jeito P, je sepa.ra,bilni
prostor, podle 16°6°2 f je funkce prvé tiidy, takZe podle [4'3 mnoZina
E[)‘("r) 2 11 je Gs(Pg). Jezto P, jest uplny, P je topologicky
uplny podle 1552,
16°7. Necht P je separabilni prostor. Necht A, CP (n=1,2,3,...).

Z posloupmosti {A,} lze vybrati posloupnost {Cp} takovou, Ze existuje
Lim C, (v. 88).

Ditkaz. Jeito P je separabilni, existuje posloupnost {Bu}n=1>
jejiz ¢leny tvoii otevienou basi prostoru P. Polo¥me A = 4, Kdyz
pfi uréitém i(=1,2,3,...) byla zvolena posloupnost {Aif_”},‘,f;l,
vyberme z ni, je-li fo moiné posloupnost {A(')},,=1 tak, aby bylo

B; . Lim A = ¢; neni-li to mo#né, polozme 4% = 4%~ pro viecka n.
=

Polozme ('n = A™, tak¥e posloupnost {C;} je vybréna z {4,}. Mdme
dokdzati, Ze existuje Lim C,. Predpoklidejme opak, tedy Lim C, C

CLim(C, + L_im_().m takZe existuje bod
z € Lim C, — Lim C,,

Podle cvié. 816 neni p(z, C,) — 0. Tedy existuje éislo 6 > 0 a indexy
h<fe<js<... takové, %e g(z,C;)>d pro viecka n. Kdyi
e(z, y) < 6, podle cvié. 6-6 jest o(y, Cj,) > 6 — o(x, y) > O pro viecka n,
takze podle cvié. 816 neni yeLim C; . Tedy Q(z,9).Lim C; = 9.
Jezto Q(z, ) jest okoli bodu z, podle definice posloupnosti {B,} existuje
index i takovy, ¥e zeB;C (x,d), tedy B;.Lim G, = 9. Pro n >

>i—1 jest j,=>1i—1, takie C; = A(,J’:') nile#i do posloupnosti
{A('_l)},l 1. Tedy z {A.(,:_l)} lze vybrati posloupnost {C’,-"}TL,- tak, Ze
mnozina B; neobsahuje Zidny bod z horni limity posloupnosti vybrané.
Tedy B;. L1m A(‘) 9. Jeito posloupnost {C’,,}n_, ]e vybré,na zZ po-

. Lim C,, = . To je spor, neboﬁ zeB;.Lim 0
. Cviceni.
16-1. Necht mno%ina 4 je hustéd v metrickém prostoru P. Necht A4

je separabilni prostor. Pak P je separabilni.
16-2. Necht A4, (n =1,2,3,...) jsou separabilni prostory vnofené

do metrického prostoru P. Necht z A, =P. Pak P jo separabilni.

16-3. Necht 4 je separabilni prostor vnofeny do metrického prostoru P.
Pak uzdvér 4 a derivace A’ mno¥iny A jsou separabilni prostory.
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16-4. Necht P a Q jsou separabilni prostory. Pak P X @ je sepa-
rabilni prostor.

16-5. Prostory ve cvidenich 7-2 a 7-4 jsou separabilni.

16-6. Prostor ve cvideni 6-5 neni separabilni.

16-7. Systém B otevienych podmnoZin metrického prostoru P jest
oteviens hase prostoru P, kdy# a jen kdyZ pro ka¥dé & > 0 plati

> X =P, kde B, —L[\e% d(X) < ¢].
YdB

16-8.* Necht B, jest oteviend base metrického prostoru P.Necht B,
jest oteviend base metrického prostoru Q. Necht B, je systémn vSech mnoZin
tvaru G; X @, kde Gy e B,, G, € B,. Pak B,, jest oteviend base prostoru
P x Q.

§ 17. Kompaktni prostory.

17°1. Relativné kompakini (bedingt kompakt u Hausdorffa) prostor
je metricky prostor P takovy, Ze z kazdé posloupnosti bodia prostoru P
Ize vybrati cauchyovskou posloupnost. To je ziejmé metrickd viastnost;
neni to vSak topologickd vlastnost (sr. 17-2'5). JeZto bodové mno-
Zina @ vnofend do metrického prostoru P je metricky prostor, nemusfme
uz definovati, co je to relativné kompaktni bodovd mnoZina. Ztejmé:

17°1°1. Bodovd mnoZina vnofend do relativné kompakiniho prostoru
je relativné kompakini.

17°1'2. Relativné kompakini prostor P je omezeni.

Ditkaz. Kdyz d(P) = oo, existuje posloupnost {z,} takovd, Ze
Zp € P, o, ) >n pro ¢ < mn. Z {x,} nelze vybrati omezenou po-
sloupnost. Ale cauchyovskd posloupnost jest omezend (cvid. 15°16).

17°1'3. Necht P je metricky prostor Necht existuje nekoneénd mno-
Zina ACP a éislo 6 >0 takové,

zed, yed, x +y = o(z,y) = 0.

Pak P meni relativné kompakini.
Dikaz. Existuje prostd posloupnost {z,}, z,eAd. Z {z,} nelze
vybrati cauchyovskou posloupnost.

17°1"4. Metricky prostor P == 0 je relativné kompakini, kdy% a jen
kdyZ kaZdému 6 > O lze pFifaditi koneénou mnoZinu A(6) C P takovou,
%e o[z, A(6)] << 6 pro ka#dy x e P.

Diikaz. 1. Necht mnoZiny A(d) existuji. Necht z,e P (n=1,23,...).
Polome 23’ = x, a sestrojme rekurentné posloupnosti {xn ")},,_1 (z =

=0,1,2,...) takto: JeZto mnoZina A(T) je koneéné a mé od kazdého
1
z ¥ vzdélenost men¥f nex —11_—, existuje bod y; e 4 (—) a posloupnost

' l
{zn, ‘)},, 1 Vybrand z {z,‘_’”},,_ltakové, ze o(¥s :c‘)) < pro viecka n.
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Polozme = afﬁ,") Pak {zn} i je posloupnost vybrana z .l‘,,}r'. Staci

nkamtl 7e {z,} je cauchyovskd. Necht ¢ > 0. Zvolme mde\ i tak, ze

1

T < —. Posloupnost {z,},, ; je vybrina z {r,l >},, ~1. Tedy
1 1

m >, n >0 = Q(:’/i, Zm) R T> Q(?/ia Zn) < T = Q(z))lv za) < €.

1I. Nech’o P je relativne kompaktnl Necht ¢ > 0. / Volme libovolné
bod z,“ 1e P, je- lz to moZné, tak aby bylo o(xl Tt ); () Podle
I7°1"3 existuje index n takovy, #e body x,, @y, . . ., a, existuji, nikoli
viak z, . Body x,, . . ., 2, tvofi koneénou mnozinu 4(d) C P takovou,
ze plx, A(0)] < 6 pro kazdy zelP.

171", Bodovd mnofina @ vnofend do euklidovského E.,, je relativné
kompakini, kdyz a jen kdyZ je omezend.

Diikaz. 1. Relativné kompaktni @ je omezend podle 17°1-2.

II. Necht @ je omezend. Existuje ¢ (=1,2,3,...) takové, ze
@ C R, kde

R= E[|lz[Z e .., [, Z el

(X1 Zyy)

Je-li ddno 6 > 0, zvolme index k tak, Ze ﬁkﬁl < 0 a ozna¢me A(J)

mnozinu téch (z, . . ., x,), pro néz ka; = y; (1 <7< m), kde y; jsou
celd cisla a |y;| < ck. Pak 4(0) je koneénd mnoZina, A(d)C R
a o[z, 4(d)] << 0 pro kaidy x € R. Tedy R je relativné kompaktni podle
17°1"4. Tedy @ je relativné kompaktni podle [7-1-1.

17" 1°6. Relativné kompakini bodovd mnofina @ vnoiend do Hilber-
tova prostoru H je fidka v H.

Ditkaz. Necht ¢ neni ridkd. Podle [2:2'3 existuje oteviena G =+ 0
takovd, Ze QI % 0 pro kaZdou otevienou I" takovou, ze 0 & I'C G.
Zvolme a = {a,};" ¢ G. Existuje § > 0 takové, Ze Q(a, §) C G- Polozme

. 0 » 0
bin = an Pro i F n, by = a, + bk b; = {bin}n=1. Pak o(a, b;) = 57

takze Q(b.,;, -2) C Q(a, 6) C G. Jeito mnozina [; = _Q(bi, g) jest ote-

viend a 0 4 I'; C G, existuje bod ¢;e Q. Pro 4 = k jest
5)/2 5 5
__1/_ = Q b'u bk\' é Q(bi, Ci) + Q(Ci, C]g) + Q(Ck, bk) < Z —i-. Q(ci; Ck) + Z’
ted ’ -
Y /2 —1 _
0(Ci, &) > 56 > 0 pro i + k.

Tedy @ neni relativné kompaktni podle 17°13.
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17"2. Kompaktni prostor je metricky prostor P takovy, Ze z kaZdé
" posloupnosti - bodi prostoru P lze vybrati konvergentni posloupnost.
To je zfejmé topologicks vlastnost. Jezto bodovéd mnofina @ vnofend
_do metrického prostoru P je metricky prostor, nemusfme uZ defino-
vati, co je to kompaktni bodovd mnoZina.

. Mnozi autofi nazyvaji kompaktni kaZdou bodovou mnoZinu vno-
fenou do prostoru (v nafem smyslu) kompaktniho a bodové mnoZiny
(v naSem smyslu) kompaktni nazyvaji v sobé kompakini (insichkompakt,
compact en soi, selfcompact). :

1721, Metricky prostor P je kompaktm, kdy% a jen chyz 7e dplny
a relativné kompakini.

Dikaz. 1. Kompa.ktni prostor P je tdplny. Necht‘ P je kompaktn{
prostor vnoreny do metrického prostoru @. Necht z, ¢ P, x € Q, z,—> .
Jeito P je kompaktni, Ize z {#,} vybrati {y,} tak, %e existuje lim y, ¢ P.
Avsak lim y, = « podle 7°1'2. Tedy = ¢ P. Tedy P jest uzaviend pod-
mno%ina prostoru @ podle §:3:3. Tedy P je tiplny prostor podle 1551,

II. Kompaktni prostor je relativné kompaktni podle 15711,

IIT. Necht P je tiplny relativné kompaktni prostor. Kdyz z, € P,
lze z {x,} vybrati cauchyovskou posloupnost. Ale cauchyovskd po-
sloupnost v P je konvergentni. Tedy P jest kompaktni.

17-2'2. Bodovd mmnofina @ vnofend do kompakiniho prosioru P
je kompakini, kdyZ a jen kdyZ je v P uzavfend.

Dikaz. 1. Necht @ je kompaktni. @ jest uzaviend v P podle
1521 a 172°1.

II. Necht @ je uzaviend v P. Podle I7'1°l a 17°2'] @ je relativné
kompaktni, Podle 1522 a 17-2'| @ jest viplny prostor. Tedy @ je kom-
paktn{ podle 17-2°1.

17-23. Bodovd mmno¥ina Q vnofend do euklidovského E,, je kom
pakini, kdyZ o jen kdyZ je omezend a uzaviend v Ep,.

Dikaz. 1. Necht @ je kompaktni. @ jest omezend podle {7:1'5
a 172'l. Q jest uzaviend v E, podle 155" a 17-2°[.

II. Necht Q je omezend a uzaviens v E,. @ je relativné kompak‘bni
podle 17:1'5. @ je tplny prostor podle 15°1'3 a 15-2'2. Tedy @ je kom-
paktn{ podle 17-2°1.

17°2:4. Urysohniiv prostor U 7e kompakini. , ’

Dikaz. Necht n=1,2,8,... Ozname 4, mnoZinu véech - po~

sloupnostf {#;};2; takovych, %e: pro & > n jest #;=0, pro 1 S i<n
jest x; = 7" kde ¥; je celé &slo a |y;| < n. Jest A,.cu a 4, je
koneéné, mnoima

@

. 2 @
Je-li déno & >0, zvolme = tak, zl<6 Z <n ”62
t=n+1

Pak se lehko doksZe, %e pro kady bod z e U jest o(z, An) < 8. Tedy
-U je relativnd kompaktn{ podle 17* l 4. Ze 7'3'1 a 833 se lehko odvodi,

E. Gech: Bodové mnotiny. 8
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ze U je uzaviend podmnozina prostoru H, takZe U jest dplny prostor
podle 1514 a 152-2. Tedy U je kompaktni podle 17-2:1.

17-2'5. Metricky prostor P je separabilni, kdy% a jen kdy?% ewistuje
relativné kompakini prostor @ homeomorfni s P. - :

Dakaz. 1. Necht @ je relativné kompaktni. Je#to koneé¢nd mnozina
je spocetnd, podle 16*1'6 a 17°1'4 @ je separabilni. JeZto separabilita
je topologicka vlastnost, také prostor P homeomorfni s @ je separabilni.

1T. Necht P je separabilni. Podle 165 existuje bodovd mnoZina
Q@ |C7U homeomorfni s P. @ je relativné kompaktni podle 17:1*1, 17-2°1
a [7-2:4.

17-2'6. Kompakini prostor je separabilni.

To je dulezity dusledek véty 17-2'5.

173. 17'3'l. Necht P je metricky prostor. Necht A C P, BC P,
A =0 34 B. Necht A je kompakini. Pak existuji body ye A, ze A
takové, %e

o(y, B) = min e(z, B) = o(4, B),
Ze. !

o(z, B) = max g(z, B).
zed

Kdy?Z d(B) < oo, existuji body ue A, ve A takové, Ze
d(u, B) = min d(z, B),
Zed

d(v, B) = max d(z, B) = d(4, B).
Zed

Dikaz. Existuji posloupnosti {y,} a {z,} takové, Ze
Yned, z,e A, oYy, B) > inf o(z, B), o(zn, B) - s&p o(z, B).
Zed Z

Jeito A je kompaktni, existuje posloupnost {y'n} vybrand z {y.},
posloupnost {#'n} vybrand ze {zx} a body y € A4, z € A takovsé, Ze y'p— v,
2’y — 2, takZ¥e podle cvié. 910 jest o(y¥'n, B) — o(y, B), 0(2'n, B) =
— o(z, B) Podle 7-1-2 jest Lim o(y'y, B) = lim 0(Yns B), lim g(2'y, B) =

= lim p(zy, B). Tedy ¢(y,B)= mf o(z, B) = mm o(z, B), oz, B) =

= sup o(z, B) = ma,x o(x, B). Ex1stence bodu’ » a v se dokédZe stejné,

vy]deme-h od d(z, B) misto od p(z, B) a uZijeme-li cvié. 971 misto
cvié. 9-10.

I73'2. Necht P je meiricky prostor. Nechi ACP, BCP, A =+
=% @ =+ B. Necht A a B jsou kompakini. Pak existuji body y, € A, y, € B,
z,€ A, % € B takové, %e

0¥ %) = rmjl o(z;, ) = (4, B),
' :,:B

0(z,, zg) = max (%, ¥;) = d(4, B).
e
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Dikaz. Podle [7-3-1 (v. té% 17°1°2) existuji body y,eA z, e A

takové, Ze
oly,, B) = o(4, B), d(z, B) = d(4, B).

Podle 17°3"| existuji body ?l:q)E B, z; € B takové, Ze o(y;, ¥») = o(y;, B),
21, 29) = d ’ = d(zy»
o |27)3 3. [lz\}eé;’i’)]P =g=(?01 je kompakini prostor. Existuji body y e P,
z e P takové, Ze
oy, z) = max o(zy, ;) = d(P).
T

To je zvléstni piipad véty 17°3-2, nebot d(P) = d(P, P).

17°3'4. Necht P je metncky prostor. Nechk ACP, BCP, A &+
+ 0 = B, AB= 0. Necht A je kompakini a necht B jest uzaviend v P.
Pak o(4, B) > 0.

Ditkaz. Necht naopak g(4, B) = 0. Podle 17°3*| existuje bod y € 4
takovy, %e p(y, B) = 0, tedy yeE. To je spor, nebot ye A, B= B
AB = 0.

I17'4. 17°4°|. Necht mno¥ina A C E, jest neprdzdnd, omezend a uza-
viend. Pak existuji éisla min A a max 4.

Dikaz. Zvolme ¢&slo ce E; tak, %e 4 C E[z > ¢]. Podle [7-23

z
a 1731 existuje &éislo y e A takové, Ze g(c, y) = min g(c, z). Aviak
Ted

olc,z) =x—e¢c, g(c,y)=y—c. Tedy y—c=min(z—c), tedy
zed
= min . Podobné pro maximum.
Ted

17°4°2. Necht f je spojité zobrazeni kompakiniho prostoru P na
melricky prostor Q. Pak Q je kompakini.

Diikaz. Necht y,eQ(n=1,2,3,...). Existuji body z,eP ta-
kové, Ze f(%n) = yYn. Jeito P je kompaktni, existuji indexy i, < i, <
<t3<... takové, Ze existuje lim z; = z ¢ P. JeZto f je spojité,

n—>w
jest lim y; = f(z) € Q. Tedy z {y,} lze vybrati konvergentni posloup-
R—>®

nost {y;,}.

17°4'3. Necht P je kompaktm prostor. Necht | je komelnd spojitd
funkce v oboru P. Mno#ina f(P) je omezend a uzaviend v E,. E:matun
isla min f(4) a max f(4).

Ditkaz. f(P) je kompaktni podle 1742, Tedy podle 17-2:3 a 17-4°I.

I7°4'4. Nech? | je spojité zobrazeni kompakiniho prostoru P do
metrického prostoru Q. Pak | je stejnomérné spojité.

Diikaz. Necht z, e P, yne P, o(xn, yn) > 0. Médme dokdzati, Ze
olf(%4), f(yn)] = 0. Predpoklddejme opak. Pak existuje &islo 8 >0
a indexy 4; < 1y < 33 < . . . takové, Ze g[/(xin), f(#i,)] > 6 pro viecka n.
Jeito P je kompaktni, 1ze z posloupnosti indext {¢,} vybrati posloup-

8.
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nost {jn} tak, %e existuje lim z;, = z ¢ P. Je#to o(zs, ¥a) — 0, je také
lim y;, = 2. Jeito zobrazent f je spojité, jest lim f(;,) = f(2), im f(y;,) =
= f(2), tedy (v. cvié. 9-12) lim g[f(;,), f(y;,)] = 0, co% je spor.

.- IT4'5. Necht P je kompakini prostor. Necht | je koneénd spojitd
funkce v oboru P. Pak [ je stejnomérné spojitd.

To je zvlé&tni pifpad véty 17-4+4.

17°4'6. Necht f je prosté spojité zobrazeni kompakiniho prostoru P
na metricky prosior Q. Pak inversni zobrazeni f_; je spojité, t. §. zobrazend f
je homeomorfni.

Ditkaz. Kdy% mnozina A jest uzaviend v P, podle (722 4 je
kompaktni, tak¥e mnoZina f(4) podle 17'4'2 je kompaktni. Tedy f(4)
jest uzaviend v @ podle 15°5°1 a 1721, Tedy pro ka¥dou mnozinu ‘4
uzavienou v P plati, Ze mnoZina f(4) jest uzaviend v @, takZe zobrazen{
f—1 je spojité podle 9-2,

175, 17'5°1. Necht P je kompakini proator. Necht pron =1, 2,3, ...

jest Ay C P, Au %0, ApD Ani1. Pak HA + 0.
" Dakaz. Pron— 1,2,3,... podle |7 | 4 existuje konecna. mno#ina

K, C P takovs, Ze o(z, Ky) < l pro kaidy ze P. Tedy HA,, +0

podle 1572 a I7-2°1.
17°6°2. Torzeni véty 16772 Ize doplniti vyjrokem, e mno¥ina H 4,
je kompakini.*) n=1
Dikaz. Necht a, e HA (n=1,2,3,...). Pak jest ay € 4,, takZe

podle dikkazu véty 15 7 2 lze z {as} vybrati konvergentnf posloupnost
{b,,} Pro n>i+4+ 1 jest bpediyr, tedy limb,e A;.1C A4 tedy

Qo

hmb,,enA Tedy z ka%dé posloupnosti {a,} bodu prostoru HA

i=1

Ize vybrati posloupnost {b,}, kterd mé limitu v HA._.
i=1
17'5'3. Nechf metricky prostor P meni kompakini. Pak existuji
uza,vfené mnofiny A, CP(n=1,2, 3 ..)takové, e Ay, =0, Ay DAy +1,

HAn—ﬁ

n=1
. Dikaz. Ex:stu]e posloupnost {24}s—1 bodd prostoru P, ze které
nelze vybra,tx konvergentnf posloupnost. Z 8:3'3 soudfme snadno, Ze

mnoimy A,.—z(x.) jsou uzaviené. ZreJme Ay +0, 4, D Ans1,

HA = 0.
n=1

~ %) O prostoru P se zde (stejn® ]a.ko v 1572) nepi‘edpoklé.dé. Ze je
kompa,ktni nybrZ pouze (sr. 17°2'1), %e je plny.
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17°5°4. Nuind a postatujici podminka, aby metricky prostor P byl
kompaktni, jest: Ke ka#dému systému Q otevienych mnofin takovému,

ZX P, existuje koneény systém U, C AU takovy, Ze ZX == P,
XeA
Diikaz. I. Necht P je kompaktni. Podle 1622 a IT" 2 6 exnsbu]e

posloupnost {X,} takovd, Ze Xped, Z X, = P. Polozme A, = P —

n=1

n oo -
—SX,-. Jest Ap= A, ApD Apti. Jest HA,,: P—ZX =
=1 1

takze podle 17-b'l existuje index n takovy, Ze 4, = @, tedy z X;=P.
II. Necht P neni kompaktni. Podle |7°5'3 exmtu]i uza,vrené mno-

¥iny A, CP takové, %e A, +0, Ay DApi1, HIA,, = @. Polozme
n=

[
G, = P-— A,. Pak mnoZiny G, jsou oteviené a jest ZG,,: P—

n=1
-—HA,.—P kde#to prom=1,2,3,. ]estZGn—P HA,._-

n=1
= P A, + P.

17°6. Necht P je libovolny metricky prostor. Oznaéme P* systém
viech kompaktnich podmnoZin prostoru P vyjma mnoZinu #. Kdy%
A € P*, Be P*, existuji (v. 17°3"]) redlnd é&isla

u(4, B) = max g(z, B),
zed
u(B, 4) = max g(y, 4).
yeB
Polozme .
0*(4, B) = max {u(4, B), w(B, A)}.
Kdyz A = B, zfejmé g*(4, B)=0. Kdyz A = B, je budto A — B =+ 0,
tak¥e u(4, B) > 0 (nebot B = B podle 1521 a 17-2°1), nebo B — 4 =0,
takZe u(B, A) > 0. Tedy pro 4 = B je vidy o*(4, B) > 0. Zfejmsé

~ je vidy o*(4, B) = g*(B, A4). Je-li také:-C ¢ P*, pak podle cvié¢. 66 jest
pro zed a YeB:

o(z, 0) < o(, y) + e(z/, 0L e(z, y) + w(B, C),

tedy
oz 0 < min o(z, y) + u(B, ) = (= B) + (B, 0) <
Ye. . '
i < u(4, B) + u(B, C) < o*(4, B) 4 0*(B, 0),
5 _
(4, C) < 0*(4, B) + o*(B, 0)
a stejné : :

w(C, 4) < 0%(4, B) + 0%(B, 0); .
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tedy
o*(4, 0) < 0%(4, B) + ¢%(B, C).

Tedy o* je metrika v P*. Metricky prostor (P*, o*) = P* nazveme
Hausdorffovym nadprostorem prostoru P, -

176°l. Kdy? A,e P*(n=1,2 <) AsP*, pak

u(A,A,,)—-)O@A C Lim 4,,.

Ditkaz. 1. Necht (A4, Ay)— 0. Necht a € 4; dokéZeme, Ze @ € Lim 4,,.
Jest g(a, 4,) < max (z, 4,) = u(4, 4,), tedy g(a, 4,) — 0. Podle
17-3°1 existuje bodT:z‘:.l € A, takovy, Ze o(a, ay) = o(a, A,). Jest p(a, a,) —
— 0, tedy a, — a. Jeito a,e Ay, jest a eLim A,

II. Necht A C Lim A4,. DokdZ%eme, %e u(4, A,) — 0. Predpokls-
dejme opak. Pak existuje &fslo 6 > 0 a indexy i, < i, < i3 < ... takové,
%e u(d,A;) >0 pro viecka n. Existuji body b,ed takové, Ze
0(bn, Ay) = max g(x, 4,) = w(4, 4,). Jeito A je kompaktni, lze z po-

zed

sloupnosti {i,} vybrati posloupnost {j,} tak, %e existuje lim b, =acA.
Jeito A C Lim A, existuji body a,e 4, takové, %e a, — a. Jeito
bj, — a, an — a, jest e(bj,, a;,) = 0. Tedy existuje index m takovy,
Ze (b, a;,) < 0. Aviak wu(4,4;, )= o(bj,, 4;,) = n::n 0(by,, ®) <
im
< o(by,,; @j,) < 8. To je spor, nebot u(4, 4,,) >0, jetto jm je ¢len
posloupnosti {i,}.
17°6'2. Necht A, e P* m=1,2,8,...), A ¢ P*. Pak je v¥dy

w(Ap, A) >0 = Lim 4, C 4
a kdyZ P je kompakini, je také
Lim A, CA = u(dy, A) - 0.

Dikaz. 1. Necht u(A,, A) — 0. Necht a e Lim 4,; dokéfeme, Ze
aecA. Jetto aeLim A,, existuji indexy i, < iy<<i3<<... a body
ay € 4;, takové, Ze a,—>a. Jest g(an, 4) S < rzna,x oz, 4) = u(4;,, 4),

G ‘I,”
tedy o(an, A) — 0, takie podle cvié. 9-10 jest g(a, 4) =0, t. j. a cd.
Aviak 4 = A podle 1521 a 1721,

II. Necht P je kompaktni a necht Lim A, C 4. DokéZeme, Ze
w(Ay, A) — 0. Predpoklddejme opak. Pak existuje éislo § > 0 a indexy
n<p<ig<..., ‘takové, Ze w(4;,A) > 0 pro viecka n. Existuji
body a, € 4, takové, Ze g(an, A) = max g(z, 4) = u(4,, A). Jeito P

zedy,
je kompaktni, lze z posloupnosti {i,} vybrati posloupnost {j,} tak, Ze
existuje lim aj, = a € P. Jeito a; e 4; , Lim A, C 4, jest a ¢ 4, tedy
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o(a, 4) = 0, takZe podle cvi¢. 910 jest o(aj,, 4) — 0, t. j. u(4;,, 4) = 0.
To je spor, nebot’ posloupnost {j,} je vybrdna z {ix} a u(4; , 4) > 6 >0
pro viecka .

17:6°3. Necht Ape P* (n=1,2,3,...), 4« P* Kdy% prostor P
je kompakini, jest tehdy a jen tehdy A, —> A (vzhledem k metrice p*),
kdyZ Lim A, = A (ve smyslu odst. 8'8). KdyZ P je libovolny metricky
prostor, je tehdy a jen tehdy A, — A, kdy: [1] Lim 4, = A, [2] mno-

€0

fina A+ D Ay je kompakini.
n==1

Ditkaz. 1. Necht A, A. Pak o*(4,,A4)— 0, tedy jednak u(4, 4,)—
— 0, takZe podle 17°6"1 jest 4 C Lim Ay, jednak u(4,, 4) — 0, takZe
podle 1762 jest Lim A, C A. Jeito vidy Lim A, C Lim 4,, jest
Lim 4, = A. T

II. Necht A, — A. Necht z,eAd + D, A; Kdy% z,eA pro ne-
i=1

i<
kone¢né mnoho indexu # nebo kdy% existuje index ¢ takovy, Ze z, € 4;
pro nekoneéné mnoho indexu n, lze z {x,} vybrati posloupnost, kterd

mié v 4+ ZA limitu, nebot mnoZiny 4 a A4; jsou kompaktni. Ne-

nastane-li zé,dny z obou pfipadu, existuji indexy i, < i, <<t3<...
takové, %e z {z,} lze vybrati posloupnost {y} tak, Ze y,e4;, pro

viiecka n. Jest o(yn, 4) < max gz, 4) = u(4;,, 4) < o*(4,, 4). Jeito
T Zed;

Ty

n
A, > A, jest o(yn, A) — 0. Podle 17-3'| existuji body z,,sA takové,
Ze 0(Yns 2n) = 0(Yn, 4), tedy e(y,., z,) > 0. Je¥to A je kompaktni,
existuji indexy n, < my < n3 < ... a bod a € 4 takovy, Ze hm z,,k = a.

Jeito o(¥n, 2a) —> 0, jest llm y,.k =a. Tedy z posloupnostl {xn} lze

vybrati posloupnost {y,,,_}k 1, kterd méd v ACA+ ZA hmltu

Tedy mnozina A4 -+ ZA, je kompaktni.
I11. Necht Lim A,l = A a necht budto P je kompa.ktni nebo mno-
¥ina 4 + ZA,, je kompaktni. Podle [7'6°1 jest w(d4, A,)— 0. P

n=1
dikazu véty 17°6°2 bylo uZito pfedpokladu, Ze je P kompaktni, pouze
pii tvrzeni, Ze z posloupnosti {a,}, kde a, € A4, lze vybrati konver-
gentni posloupnost' toto tvrzeni plyne viak i z pfedpokladu, e mnoZina
A+ ZA je kompaktni. Tedy w(ds, A)—> 0. Jeito u(d, A,) — 0,

u(A,,, A) — 0, jest g*(4,, A)—0, t. j. 4, — A.
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17-6'4. Necht metrické prostory P a Q jsou homeomorfni. Pak jejich
Hausdorffovy nadprostory P* a Q* jsou homeomorfni. Uréitéji: Necht
f je homeomorfni zobrazeni prostoru P na prostor Q. Pro X ¢ P* nechf
o(X) = f(X); pak @ je homeomorfni zobrazeni prostoru P* na prosior @*.

To je disledek véty 1763 (v. téZ cvic. 9-21 a vétu 1742).

17°6°56. KdyZ P je uplny prosior, také P* je uping prostor.

Diikaz. Necht {Ap}n-1 jest cauchyovskd posloupnost vzhledem

k metrice g*. Polotme B, = ZA Pak jest B, +0, B,D Bp;1,

B, = B,. Zvolme index m a cfslo 6 > 0. Jezto mnoimy A; jsou kom-
paktni, podle [7°1"4 pro kadé i existuje kone¢ns mnotina K; takovs,
Ze xed; = p(x, K;) < }46. Jeito {4,} je cauchyovskd posloupnost,
existuje index p > m takovy, %e pro n > p jest u(4,, 4,) < 346. Kdyz
xedn, n>p, jest o(z, 4dp) < u(dp, 4p) < 1}6 tedy existuje bod
yedyp oz, y) < 46. Z toho snadno vychdzi, e pro ka¥dy bod z€ By,

plati, Ze o(z, ZK,)< 0. Tedy podle 15°7"2 mnoZina 4 = I—IB,, je

neprézdns. Podle 1752 A je kompaktni, tedy A4 e P*. Zvolme e >0.
Jeito {4,} je cauchyovskd posloupnost, existuje index g takovy, Ze
pro i >q, j > q jest u(4;, 4;) < de.

Zvolme n >gq. Kdyz xeAd, je zeB,= EA,-, takZe existuje
i=

bod 2'e€ ZA takovy, Ze po(w,2') < je; existuje index i>n>g¢

takovy, ze z € Ag; jest (', 4y) < w(di, 4n) < e, takde podle cvi-
deni 66 je o(x, An) < o(x, 2') + o(2', 4Ap) < €. Tedy pro n >¢q, xe 4
je o(z, 4,) < ¢, takZe pro n >gq je u(4, 4,) < &, t. j. 'u(A, A,) - 0.
Zvolme opét n > q. KdyZz z € 4,, pak pro kaidé i > n je o(z, 4;) <
< u(Ay, A,) < }e, tak¥e pro ka?dé i = n existuje > bod y;ed; CB;
takovy, %e o(z, ¥;) < Je. Podle tvrzen{ uéinéného (a pak dokézaného)

na podétku dikazu véty 15'7°2 lze z posloupnosti {y;}, vybrati po-
sloupnost kterd md limitu z e 4. JeZto o(z, ¥;) < de, podle cvié. 9-12
je o(x, 2) < ¢, tedy g(x, 4) <e. Tedy pro n >gq, ze 4, je o(x, 4) < &,
takZe pro n >gq je w(dn A)< ¢, t. j. u(dn A)— 0. Jeito také
'u(A Ay) > 0, je g*(4q, 4) - 0, t. . An— A, takZe posloupnost {4.}
je konvergentni (vzhledem k metrice p*).

[7'6'6. KdyZ P je relativné kompakini prostor, také P* je rdatwné
kompakini.

Ditkaz. Zvolme &islo 6 > 0. Podle 1714 exlstu]e konednéd mnoima
K C P takovd, Ze g(z, K) < J pro kaidy xeP. Oznaéme R systém
viech podmnoZin mnoZiny K, vyjma mno%inu @. Zfejmé K je koneénd
podmnoZina prostoru P*. Zvolme A e P*. Poloime B = E[zeK,

P
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o(z, 4) < 8]. Snadno se dokdZe, e Be R a Ze g*(d4, B) < 4. Tedy
prostor P* je relativné kompaktni podle 17°1°4.

17°6'7. Kdy% P je separabilni prostor, také P* je separabilni.

To je dusledek vét 17-2'5, 17°6°4 a 17:6°6.

17'6'8. Kdy% P je kompakini prostor, také P* je kompakini.

To je dusledek vét 17-2°1, 17'6'6 a 17°6°6.

I7°7. Necht K = @ je dany kompaktni prostor. Necht P je dany
metricky prostor. Oznaéme PX mnoZinu viech spojitych zobrazeni f
prostoru K do prostoru P.

Kdyz fe PK, ge PK, poloime p(x) = o[f(x), g(x)] pro ze K. Ze
cvi¢. 9:12 se snadno odvodi, Ze @ je koneénd spojitd funkce v oboru K.
Podle 17°4°3 existuje ¢&islo max olf(x), g(x)]; toto &islo oznadime o™ (f, g).

Kdyz f=g, zfejmé e*(/,g)—O kdyZ f<4=g, zfejmé o+(f,g) > 0.
Ziejmé vidy ot(f,g9) = o*(g,f). KdyZ také h e PE, pak pro kaidy
zeK jest o[f(z), k(%)< elf(2),9(2)]+ olg(2), (=)< o+ (f.9)+ 0 * (9,h),
tedy ot (f, h) < ot (f, 9) + ot (9, k). Tedy p* je metrika v PE, Kdekoli
v dal$fm mluvime o PX, méme na mysli vidy metncky prostor (PK ot).
Nésledujici ti¥i véty ]sou ziejmé.

177" l. Kdy% K obsahuje jediny bod, pak prostory P a PE 7aou
18ometricke.

1772, Kdy# kompakini prostory K =0 a L jsou homeomorfm,
pak prostory PK a PL jsou isometrické.

V773, Kdy? prosiory P a Q jsou isomeirické, pak prostory PI*

a QX jsou isometrické.

17°7'4. Kdy% prostory P a Q jsou homeomorfni, pak prostory PK
a QX jsou homeomorfni. -

Dikaz. Necht ¢ je homeomorfni zobrazeni prostoru P na prostor @.
Kazdému f e PE piifadme zobrazeni D(f) prostoru K do prostoru Q
takto: obrazem bodu z e K pii zobrazeni @(f) je bod ¢[f(x)]. Snadno
se dokaze, Ze @ je prosté zobrazeni prostoru PX na, prostor @X; mime
dokdzati, Ze obé zobrazeni @ a ®D_; jsou spojitd. Necht tedy f,. € PE,
f € PE; miame dokézati, %e

fn—> [ <> D(fn) > D(f).

Oznaéme H, a H, resp. Hausdorffovy nadprostory prostora K X P
a K X Q. Pro ze K, yeP necht y(z, y) = [, p(y)]. Snadno se na-
hlédne, %e y je homeomorfni zobrazeni prostoru K X P na prostor
K X Q. Pro Z e H, necht ¥(Z) = y(Z). Podle 17°6"4'¥ je homeomorfni
zobrazen{ prostoru H; na prostor H,.

PoloZzme :

Fy= E[‘”e K, y= fn(x)], F= E["”€ K, y= f(=)],
G = Blac K, 2 — glfh(a)l G E{z <K, 2= glf(z)]}.

(2,2)

Snadno se dokd¥e (sr. 17'42), %e Fye Hl, FeH, G,¢H, @ Hz»‘
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a e Y(F,) = G, Y(F) = G. Jeito zobrazeni ¥ je homeomorini, je:
Fp— F <> Gy — G. DokéZeme, Ze: f, — f<>F,— F. Stejné by se
oviem dokdzalo, Ze: ®(f,) > D(f) <> G, — G, takie bude vskutku
dokéazéno, %e: f, — f <> D(f,) - D(f).

Necht piFedné f,—f v prostoru PE. Zvolme &> 0. Existuje
index p takovy, %e pro n > p jest o+ (fn, f) < &, tedy o[fa(®), f(x)] < &
pro kazdy z e K. Je-li z ¢ K, jest [, fo(x)] € F,, a [, f(x)] € F & vzdi-
lenost bodi [, fa()], [, f(x)] v prostoru K X P jest rovna g[fa(%), f(x)].
Tedy pro n>p: zeF, = o2, F) <e, zeF = o(z, Fy) < ¢, takie
pro » > p vzdilenost F, od F v prostoru H, jest mensi nez &. Tedy
F,— F v prostoru H,.

Necht za druhé F, — F v prostoru H,. Zvolme ¢ > 0. Podle 9'6°|
a 17'4'4 existuje 6 > 0 takové, Ze

zeK, ye K, ol y) < 8 = olf(), f(®)] <5 -

MiZeme piedpokladati, Ze 6 < % Existuje index p takovy, Ze pro

n > p vzdédlenost F, od F v prostoru PX je mensi neZ §. Necht n > p,
z € K. Pak [z, fo(x)] € F,, tak¥e existuje bod [y, f(y)] e F (tedy y e K)
takovy, Ze

ol(@, fa(@)), (3 (1)1 =Vie(@ OF T+ elal@), AP <6< 5 (1)

takle o(x, y) < 9, tedy olf(x), f(1)] < 5, tedy

ol(, f(2), (9 HeN < Viela, 9)F + elf@), FOPF <

PR
<l/§2+( ]/1(8)2+(%)2<%€- @)
Podle (1) a (2) jest
elfa(2), f(y)] < 7 elf(@), f(y)] <

tedy o[fa(2), f(2)] < &. Tedy pro n > p jest o* (f, f) <, takZe f, — f
v prostoru PE.

177'5. KdyZ K 0 je kompakini prostor a P je dplny prosior,
pak PE je dping prostor.

Diikaz. Necht {f,} je cauchyovskd posloupnost v prostoru PK.
Ke kaidému & >0 existuje index p(e) takovy, Ze pro m > p(e),
n > p(e) jest max o[fm(), fn(2)] < e. Z toho nédsleduje, Ze pro kaidy
z € K jest {fu(z)} cauchyovsks posloupnost v prostoru P. Jezto prostor P
jest uplny, lze ke kazdému z e K prifaditi f(x) e P tak, Ze fu(x) — f(z).
f je tedy zobrazeni prostoru K do prostoru P. Pro kazdé & > 0 jest

ze K, m > p(e), n > ple) = elfm(2), fa(x)] <,
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tedy podle cvis. 9'12
e K, m > ple) = olfm(2), f(x)] =

Zvolme index m > P (?3-) Podle 9'6'1 a 17'4°4 existuje 0 > 0 takové,

Ze
A &
zeK, yeK, oz y) < 6 = olfu(z), fn(¥] <3 -

Necht ze K, ye K, o(x, y) < 4. Pak
olf(x), {1 < elf (@), fm(2)] + olfm(), fm(¥)] +

+ et (<5 +5+5 =

Tedy zobrazen f je spojité, takZe f Pl‘ Mimo ton > p(e) = ot (fa, )<
< &, tedy f, — f, t. j. posloupnost {fn} je konvergentm (v prostoru PK),
IT°7"6. KdyZ K =+ 9 je kompakini prostor a P je separabilni prostor,
pak PE je separabilni prostor.
Ditkaz. Podle 16°1°3 existuje spotetnd mnoZina 4 husté v P,
Zvolme 6 >0. Pro n=1,2,3,... oznatme @D, mnoZinu téch fe PK,
pro néz

zeK, yeK, ola,y) < = elf(a), ()] < {3.

Podle 96'| a 1744 jest > @, = PK. Pro ka#dé n podle 17'1*4 existuje
n=1

kone&nd posloupnost {c;}i, (body c; a éislo m jsou z&vislé na n) bodi
prostoru K takové, %e ke ka?dému z ¢ K existuje index ¢ takovy, Ze

1
o, ¢;) < o Oznaéme 2, mnoZinu téch posloupnosti {a;}j~;, pro

né% a; e A: Podle cvié. 3'14 mnoZina 2, je spotetnd. Kazdé posloup-

nosti {a;}i—, ¢ U, pritadme prévé jedno zobrazeni feP,, pii temsi,
je-li to mo#né, zvolme f tak, aby bylo e[f(c;), a;] < 46 pro 1< i < m.
Necht ¥, je mmoZina_ viech zobrazeni pfifazenych jednotlivym po-

sloupnostem {a;}i~; € An. oima 'I’,‘ je spodetnd podle 341, takie
podle 36 také mno¥ina ¥ = z‘I’,,, je spocetni.
: n=1
Necht nyni je déna libovolné fe PE_ Existuje index n takovy,
Ye f e ®D,. Jeito A je hustd v P, existuje posloupnost {a;}i~; takovi.
%e o[f(ci), ai] < 6 pro 1 < i < m. Necht g ¢ P, je to zobrazeni, které

bylo ptifazeno posloupnosti {a;}ie1. Pro 1< i< m jest p[g(ci), ] <
< 19, tedy o[f(cs), g(c:)] < 46. Je-li zlibovolny bod prostoru K, existuje

- index ¢ ta.kdvy, %e o(z, c;) <%. Jeito [ e Dy, g €Wy C Dy, jest
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elf(®), f(e:)] < 19, elg(), g(ci)] < 19, tedy elf(2), 9(2)] < olf(x), fc:)] +
+ elf(e:), g(ei)] + olg(), glei)] < 8; takZe o*(f, g) < 6. Tedy kaZdému
} € PK lze piifaditi g ¢ ¥ tak, e g+(f g) < 6. Jezto mnoZina ¥ je spo-
tetnd, PK je separabilni podle 16°1°6.

Kdyz P je kompa,ktm PK pemusi byti komp&ktni (v. cvié. 17°17).

17-8. Necht K je kompaktnf bodové mnoZina vnofend do prosto-
ru E,. Pfedpoklidejme, Ze K obsahuje asponi dva rizné body. Podle
1723 a 1741 existuji body

a = min K, b = max K.

Jest a << b. Polozme J = E[a < ¢ < b]. Jest K C J; miZe byti K = J.

t
Styéngm intervalem (intervalle contigu) mnoZiny K nazveme interval
S=Eu<t<v](ueE;, veE;, u<<v) takovy, Ze: [1] §.K=0;
t .
[21 we K, ve K.

17'8°1. Mno%ina J — K je disjunkini soudet vdech styénijch intervald
mnoZiny K.

Dikaz. 1. Necht 8= E[u< t<<v] je styény interval. Zrejme

el u<v< b, tedy SCJ jeito S . K =0, jest SCJ—K. .
II. Necht &, —E[u1<t<vl], Sz-—E[ug<t<'ug] jsou dva

styéné intervaly. Necht’ ce;S’l;S’2 Jeito S, . K 0, vye K, jest v, =
= min K . E[t >cl;jeito S, . K =0, vy € K jest v, = min K . E[t> c].

Tedy v = vz a podobne se dokéZe u; = uy. Tedy S; = 8,. Tedy systém
styénych intervali je disjunktni.
III. Necht ceJ — K. MnoZiny K'= K . E[t>c] a K"=K.

E[t< c] jsou kompaktni (v. 17°2°3); jest beK ae K", tedy K +

=1=¢=1=K' Podle 17'4°| existuji body v = min K’, w = max K” . Jest
ulcSv;jeitoce —K,ueK,veK, jest u<c<<wv, t.j. ceS=
= E[u <t < v]. Ztejmé S je styény interval,

|7 8°2. , Systém styénijch intervalis je spoé’etny
To plynez 16°1°5, 1621 a 17'8".

17'8'3. Necht acE,, beE;, a <b. Nechf IMN je disjunkini (event.
prézdny) systém intervali tvaru Elu <t <v], kde a Sl u<v< b,
t

Pak existuje pravé jedna kompakini mmoZina K C E, takovd, % a =
= min K, b = max K a Ze M je systém jejich styéngch intervali.
Dikaz. Polotme J = E[a,< t<b], M= %{ Ziejmé M CJ.

Existuje-li hledané mnoima,, musi podle |7'8'| byti rovna J — M,
Polo¥me tedy K = J — M. Mno%ina M jest (v. 8'53) oteviend v E,,
tak¥e K jest uzaviend v E; a omezens, tedy kompaktni. Ziejmé a =
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= min K, b = max K. Zbyvé ukézati, e I je systém styénych inter-
vali mnoZiny K.
Necht 8 = E[u <t < v]e M. Jest S C M, tedy SK = 0. Kdyby
: ,

bylo v e M, existoval by interval S; e I, v e 8,. Lehko se vidi, Ze by
pak bylo 88, &0, 8 =% 8;, coZ je spor. Tedy ve K a podobné u € K.
Tedy kazdy SN je styény interval. Jezto podle 17°8'1 M je disjunktni
soudet viech styénych intervali, soudime snadno, e také obricené
kazdy styény interval patii do N.

Ozna¢me na okam¥ik M, mnoZinu viech posloupnosti {ju}n=1:
jejich% kaidy ¢len j, mé jednu ze tfi hodnot 0, 1, 2, a M, mnoZinu
viech {in}n=1, ]e]lchi ka¥dy ¢len md jednu z obou hodnot 0, 2. Je
zndmo (v. na pf. K. Rychlik, Uvod do elementdrni teorie Ciselné,

kap. III), Ze: [1] kdy?Z {jn} € M,, pak . 3 eJ,kde J = E[O <t 1]:

[2] kdyZ ted, t = 0, t =1, a kdy% ex:stu]e index m ta.kovy ze t 3™

je &islo celé, existuji pravé dveé posloupnosti {js} € M4 takové, Ze Z g ¢
n=1

(vezmeme-li m co nejmensi, pak z obou éisel jy,, je pravé jedno rovno 1
a pro n >m je stdle v jedné z obou posloupnosti j, =0 a ve druhé
jn=2); [3] kdy% teJ a kdyZ %4dné z &fsel ¢.3" neni celé, existuje

pravé jedna posloupnost {jn} € M takovd, Ze 2 %—’; =t (a jest nekoneéné
. n=1
mnohokrét j, = 0 a nekoneéné mnohokrét j, == 2). Oznaéme D mno-
%inu viech &fsel . ;l“ kde {i,} € M,. Mnotina D se nazjvé (Cantorovo)
n=1

diskontinuum. PoloZme
' S=E}<t<3 0y
t

kdyz n=1,2,3,... a kdyZ kaidy z indexi 4,,1,,...,4, mé jednu
z obou hodnot 0 a 2, poloime

St 'n—E[Z 3h+3”+1<t< 2 3"+3ﬂ+1] 2

Oznaéme YN systém sloZeny z intervalu »(1) a ze viech intervalu (2).
Snadno se nahlédne (sr. I783), %e mnoZina D je kompaktni Ze
min D=0, max D=1 a %e IN je systéra styénych intervalé mnoZiny D.
PoloZme :
Hy= E[OS t< 3, H, E[§< t<1);

kdyZ n=2,3,4,... a kdyZ kaidy z mdexu 2y, ¥gy « « -, ¥y M4 jednu
z obou hodnot 0 a 2, polofme

. it 1
Hi.i.-...f,.=1§[g 2t z 3b+' ]
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Pak je s disjunktnimi sc¢itanci napravo:

S = Hy+ H,

apro n:=— 1,23, ...
J— S+ ES;, + S, + oo+ BSi,] = Bl i, g
tedy

x

p=1] XHi, i,

n=1

Ke kazdému z € D existuje pravé jedna posloupnost {i,} e M, takova,
~ (4 v v v 7 v .
Ze x-= Z [ snadno se presvédéime, zZe pak je

ne |

@D 1'
Xr — *‘" S ][H,, F
v = 3n tlaedy
17-8'4. Necht P =0 je kompakini prostor. Pak existuje spojité
zobrazent | diskontinua D na prostor P.
Dikaz. 1. Zvolme & >0. Podle 17°1*4 existuji body apeP
(1< k<< m) v konetném poétu takové, Ze

Zvolme h=1,2,3,... tak, ze m < 2% (Cislo h muiZeme zvoliti vétsi
nez pmdep.sanv 01slo) a polozme ap = ay, pro m + 1< k< 20 Pak
jest

&
>

(ar, 0).

Ml

L

i

Body aj (1 < k< 2%) mlZzeme oznaciti b, i,
iys Tas - - -, 7, MA nékterou z obou hodnot 0 a 2. Polozme

Q(bisi,.ipy 0) = Pisi,.i

kde kazdy z indexu

I
Pak jest

P = ZPin‘e.. d(Pixie---ih) <20

A

a mnoziny Pj, .

i jsou neprdzdné a kompaktni (v. 17-2:2).
II. Vychéazejice od daného prostoru P, provedme pravé popsanou

konstrukei, volice § = ¢islo b ozna¢me Ah,. Vychazejice od kterého-

vg| ~

koli z 2" prostort Pii,. iy provedme stejnou konstrukei znovu, volice

. 1 oy . e v xg . v v

9 = 53 muzeme piedpoklddati, Ze ¢islo A md ve viech 2 pripadech
2

stejnou hodnotu, kterou oznac¢me h,— h;. Dostaneme ke kazdému

P;‘,,;:wih1 2h—hs prostort P, i, . Vychézejice od kteréhokoli z 2% pro-
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1
“gtort Py ; 4, PIOV edme opét stejnou konstrukei, volice = * 54
a volice pokazdé stejnou hodnotu ky — h, pro k. Takto pokratujice,
dostaneme prirozend ¢isla h; << hy < b3 < ... a kompaktni mnoZiny

Py;, i, (kazdy z indexi mé jednu z obou hodnot 0 a 2) takové, Ze
n

1
&(Pii,..ip) < g (1)
P = ZP;;, iy, (2)
Pigy.ip, = ZPuis.iy, , > (3)

kde napravo sumacni indexy jsou i;, +1» ihn“" i,,” +1-
Kazdému bodu te D patii pré,ve jedna posloupnost {in} e M,

takové, Ze ¢t = Z . Mnozina

Qo
;!,:_I;Pf,i,...ihn @)

podle (1) a (3) obsahuje prévé jeden bod (v. 157°l, 172'1 a 172:2),
ktery oznadime f(f). Tim dostaneme zobrazeni f diskontinua D do
prostoru P. ' :

Ke kazdému z € P podle (2) a (3) existuje aspon jedna posloupnost
{in} € M, takovd, %e x ndle#f do mnoZiny (4). Tedy f je zobrazeni D na

prostor P.
' +(0)

Zvolme bod £, = 2 ¢ D, tedy {in"} ¢ M,. Necht e >0. Urdeme

“ 31:

m tak, e 2—™ << g. Lehko se dokéze, Ze: [1] toeH( )( ) (o), [2] kdyzZ

(s B - - $hy) =+ (5175 82, - . o $4)), DK @ty Hiiyiy) 2 3,. - Tedy pro

tsD,]t—t0|<§h—';jestteH tedy pro teD, [t—1i, | <

{020 ’...;5;;:’

1, i, .
< ms t _‘1215;'.’ {‘l«,,} EM!.]eSt f(t) EP"(IO)i(z‘))...i;“::, tedy QU(t),. f(to)] é

<d(P )< 2—m < ¢ Tedy zobrazeni f je spojité.

( )( ) 4
17 9. Ptawme, e P je lokdlné kompakini (tm Kleinen kompakt
neboli lokal kompakt, localement compact, locally compact) prostor,
kdy% P je metricky prostor a kdy% ke kaZdému x € P existuje okolf U
takové, Ze jeho uzavér U je kompaktni. Lokdlni kompaktnost je ziejmé
topologickd vlastnost.
17°9'1. Metricky prostor P je separabilni a lokdlné kompakini



120

tehdy a jen tehdy, kdy% je homeomorfni s otevienou podmnozinou kompakt-
niho prostoru.

Diikaz. 1. Necht @ je oteviend podmnoZina kompaktniho prostoru Q.
Necht P je homeomorfni s @. Mdme ukézati, e P je separabilni a lo-
kélné kompaktni. JeZto obé vlastnosti jsou topologické, staéi je od-
voditi pro @ (misto P). G je separabilni podle 16°1°2 a 17-2°6. Necht
« € G. Pak @ jest okoli bodu x (v prostoru @), takZe podle 10°1-2 existuje
okolf U bodu z takové, Ze U C G. Mnotina U je kompaktn{ podle 17-2:2,
Jeito U C @, jest U= GU, U= QU, t. j. U jest okoli bodu z v pro-
storu G a U jest uzdvér mnoZiny U v prostoru G. Tedy @ je lokilné
kompaktni.

II. Necht P je separabilni a lokdlné kompaktm Jeito P je se-
parabilni, podle 165 existuje podmnoZina G Urysohnova prostoru U
homeomorfni s P, tedy lokdlné kompaktni. Uzdvér G mnozZiny G v pro-
storu U je kompa.ktn{ podle 17-2- 2 a 17-2'4. Zbyvé ukdzati, Ze mno-
¥ina @ jest oteviensd v @, tedy %e mnoZina G — @ jest uzaviend v Q.
Predpoklédejme opak. Pak existuje (v. 8:3-3) posloupnost  {xn} takovd,
%e x, e @ — @, %e existuje lim z, = x ¢ G, ale %e nenf x ¢ @ — G, takie
jest x e Q. Jezto @ je lokilné kompaktni, existuje mnoZina V oteviend
v @, obsahujicf bod z a takovi, Ze jeji uzdveér V, v prostoru G je kom-
paktni. Podle 8-7'l jest Vo= GV, kde (stejné jako v dalSim) pruh
znadéf uzédvér v prostoru U. Podle 8:7°5 je V = GW, kde mnoiina_,_ W
jest oteviend v UJestG=QV +(@—V)=GV + (G— W) CGV +

GCVo+ (U—W). )

Mnotzina V, jest uzaviensd v U podle 7°2:2; mnoZina U — W je také
uzaviend v U, jefto W jest oteviend v U. Tedy mnofina na pravo
v relaci (1) jest uzaviens v U, takie (v. 8'4) jest GC V,+ (U— W),
tedy GW C Vo, C G Jetto z, — z ¢ W a jelto mnozina W jest oteviens
v U, existuje index p takovy, %e pro n > p jest z, € W, tedy z, e GW,
tedy z, € @, coZ je spor.

17'92. Metrickyj prostor P je separabilni a lokdlné kompakini
tehdy a jen tehdy, kdy% existuje kompakini prostor Q a bod a € Q takovy,
Ze mnoZina Q — (a) je homeomorfni s P.

Dikaz. I. Necht @ je kompaktni prostor; necht ae@; necht
@ — (a) je homeomorfni g8 P. Mno#ina @ — (a) jest oteviend v @; tedy
P je separabilni a lokélnd kompaktni podle 17°9"]. -

" IL. Necht P je separabilni a lokélné kompaktni prostor. Podle
179"l existuje kompaktni prostor K = (K, p) a oteviend mnoZina
G C K homeomorfni s P. Oznaéme @ mnoZinu sklé,da]ici se ze viech
bodi mnoZiny G a z jediného nového prvku ktery oznatme a. Roze-
znévejme dva pifpady. _



121

IIx. Necht P je kompaktni, takZ¥e také G je kompaktni. Podle
" 17°1"2 je d(G) < oo. Definujme koneénou funkei gg Vv oboru @ X @
takto: pro z € G, ¥ € @ necht go(%, y) = (%, ¥): pro € G necht g(a, x) =
= 0o(2, a) = 1+ d(G); konetnd necht pgy(a,a)= 0. Snadno sc pre-
svédcéime, %e g, je metrika v @, %e prostor (@, go) je kompaktni; jeZto
parcidlni metriky v @ urdené jednak metrikou ¢ v K D@, jednak
metrikou g, v @ D & jsou totozné, P je homeomorfni (dokonce totoZny)
s mnoZinou @ — (a) vnorenou do @.

II8. Necht P nenf kompaktni, takie ani @ nenf kompaktni. Podle
17-22 je @ & G, takie K — G =+ @; jeito G jest oteviend v K, K —@Q -
jest uzaviend v K, tedy kompaktni podle |7-2-2.

Definujme koneénou funkci g, v oboru @ X @ takto: pro ze @,
y € G necht

0o(#; ¥) = min [o(z, ¥), o(x, K — G) + o(y, K — @)]; (1)

pro ze@ necht gy(z,a)= gya, z) = o(x, K — @); konetné necht
00(@,a)=0. Pro ze¢@, ye@ je ziejmé go(x,y)= go(y,z), dile gy(z,y)=0
v piipadé z = y a g¢(z, y) > 0 v piipadé = < y, nebot je o(x; K—G)>0
pro z €@, jeito K —G =K —G.

Definujme koneénou funkei g, v oboru K x K takto: pro z e G,
y € G necht g,(z, y) = o(2, y); pro xe G, ye K — G necht g,(z, y) =
= 0,(y, ) = o(, K — G); pro x ¢ K — @, y ¢ K — @ necht g,(z,y)=0.
Pro z €@, y € @ nazveme na okam?ik fetézem od z do y ka¥dou ko-
nednou posloupnost {u;}i~1 takovou, %e: [1] u;e K pro 1< i< m;
[2] u, = « v pifpadé ze G a u;, e K— G v ppadé z=a; [3] um = ¥
v piipadé ye G a up, e K — @G v pipadd y = . Cislo

m—1

Z 01(%i; %i+1) (rovné 0 pro m = 1)

i=1

nazveme délkou fetézu {u;}i=;. Snadno se doké¥e, e Proze@, ye@
existuji fetézy od z do y a Ze &islo gy(2, ¥) je nejmensf z délek viech
takovych Fetézi. '

Necht z¢Q, y €@, z¢ Q. Existuje Fetéz {u;}i~, od = do y, jeho
délka je gq(z, y); existuje Fetéz {u;}immy1 od y do z, jeho¥ délka je
00(y; 2); pak (" je fetdz od z do z a jeho délka je jednak > gq(, 2),
jednak = 0¢(2, y) + @o(#, 2)- Tedy 4%, ¥) + 0o(¥: 2) = eo(2, 2).

Tim je dokézéno, Ze g, je metrika v . DokaZme, %e prostor (Q, g,)
je kompaktni. Necht tedy {z.};" je bodové posloupnost v Q. Méme
dokdzati, Ze lze z {%,} vybrati posloupnost vzhledem k metrice g, kon-
vergentni. To je zrejmé, kdyZ x, = a pro nekoneéné mnoho indexi =.
V opadném piipads lze z {2} vybrati {z's}; tak, Ze ' € G pro viecka n.
MiiZe se st4ti, Ze existuje &fslo & > 0 takové, %e pro nekoneéné mnoho

E. Gech: Bodové mnoZiny. 9
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indextt m; < my<mg<... je stile o(2y, K —G) >¢. Pak je pro
viecka 1
n e K—Qx(K —G,2) =L

Mnozina Qz(K — G, &) jest oteviend v K, tedy L je uzaviensd v K,
tedy podle 17-22 L je kompaktni prostor (vzhledem k parcidln{ metrice
uréené v L metrikou g prostoru K). Tedy z '{x'ni}.}'le Ize vybrati {:l/-n}]m
tak, e existuje bod y e L takovy, Ze g( Yn» Y¥) = 0. AvSak Qo(”/m IS
< o(Yn, ), takie také po(ya, y) — O, t. j. posloupnost {y,} je konver-
gentni vzhledem k metrice g Zbyva. piipad, kdy ka%dému £ > 0 lze
piifaditi index p tak, Ze pro n > p je stdle p(2'y, K — @) < ¢. Pak je
0o(Z'n, @) = o(2'y, K — G) — 0, tedy z', —a vzhledem k metrice g,.

Zbyvi dokdzati, Ze obé parcidlni metriky uréené v G jednak metri-
kou p v K D @, jednak metrikou g, v @ D G, jsou mezi sebou ekvivalentni,
t. j. %e pro z, € @, z € G jest '

o(Zn, ) = 0 <> go(2y, ) - 0.
Kdy#z predné o(zn, ) — 0, je go(Zn, ) — 0, nebot pg(2n, ) < o(%n, ).
Necht .7za druhé gg(as, ) > 0. Jeito ze@ a K—G=K—G, je
o(z, K — @) >0, takfe existuje index p takovy, Ze pron = p jest
0o(@n, @) < (@, K — @) < g(aw, K — @) + o(z, K — G). Podle (1) pro
”Z P JBSt Qo(xn: ) - @(xm x) takZze Q(xm x) — 0.

17°10. Ze 16°1'5 a 17°2'3 snadno nésleduje:

17°10°l. Euklidovsky prostor En(m=1,2,8,...) je separabilni
a lokdlné kompakini, ale neni kompakins.

Podle 179-2 existuje kompaktni prostor @ a bod a € @ takovy, %e E,,
je homeomorfni s @ — (a). Takovy prostor @ si nyni opatiime elemen-
tarnfm podtem.

Nazveme m- rozmémym sférickgm prostorem (m = 0, l 2,...)
a oznatme §,, mnozmu téch bodlt x= (o, 2y, . - -, Tm) euklldovského

En+1, pro nés Zx, = 1. Metrika v §,, jest oviem parcidlni metrika

obycejné metnky Vv Em+1. Prostor §, obsahuje prévé dva body, kde¥to
prostory S, (m =1,2,3,...) jsou nekoneéné. Z 96 a [7-2'3 plyne
snadno:

17°10°2. Sféricky prostor 8y (m = 0,1, 2, . ..) je kompakini.

17°103. Necht a € Spm. b eSm (m =0, 1,2,...). Existuje isometrické
zobrazeni | prostoru Sy na Sy takové, Ze f(a) = b.

Diikaz. 1. Dokazme, %e pro — 1 < 2 < m — 1 existuje isometrické
zobrazeni f; prostoru S,,‘ na $,, takové, Ze, kdyi f;(a) == (c,o, Cily + + o
Cim)> pak pro 0 < j < i jest ¢ = 0. Toto tvrzeni je trividln{ pro ¢ = —1.
Necht je spra,vné pri urditém ¢ (— 1 < ¢ < m — 2); stadf dokdzati, %e j je
sprdvné i pro ¢+ + 1. To je zfejmé, kdy% ¢; i+1=0.V opa,cnem pnpa,de
l;{)glozme Pro (o, Ty, . « - Tm) € Sm : P(To, Ty, . . oy Tm) = (Z'g, 41 - - » T'm)s

e .
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Cii+2 Ti+1 + Cii+1 id 2
Vc i1+ C%iis

—Cii+1 Tit1 -+ Ciit2 Tite

Vc i+l + ¢ i+2

2i=2;, 0 j<m, i+ 15§14+ 2.

Polozime-li ¢; + 1= (€ +1,0,Ci+1,1» - - -» Ci+1,m), kA€ Ci41,4641==0, Cip1442=
—Vcn+;+c.,.+g, Ci+1,j = Cij PrO 0j<m, i+1 #7 +i+t 2,
nahlédneme snadno, %e cj41€8m, Ze €i41;,=0 pro 0 i< i+ 1,
Ze @ jest isometrické zobrazeni prostoru Sm na S, a %e @(cit1) = G-
Hledané isometrické zobrazeni f;1; se ziejmé dostane, poloZime-li
fi+1(x) = p—a[fi(z)] pro z e S

II. Podle I (kde volime ¢ = m — 1), existuje isometrické zobra-
zeni f' prostoru'S, na S, takové, Ze budto f(a)= (0, ..., 0,1) nebo
f'(@)= (0, ..., 0,—1). Jeito existuje isometrické zobrazeni k prostoru
S» na §,, takové, Ze kA (0,...,0,—1)= (0,...,0, 1) [stadi voliti f(z,,
Zyy e Tpy) = (— Zgy — Xy, . . ., — Ty)], muZeme predpokladati, Ze
f'(@) = (0, ..., 0, 1). Podobné existuje isometrické zobrazeni f” prostoru
Su na S8, takové, Ze f"(b) = (0, .. ., 0, 1). Polozime-li f(z) = f"—i[f (z)],
dostaneme isometrické zobrazeni f takové, Ze f(a) = b.

17°10'4. Necht aeSm(m—l 2,3,...). Prostory En a Sy — (a)
j8ou homeomorfni.

Dikaz. Podle 17103 muieme predpoklidati, Ze « = (1,0, . . ., 0).
Pro (zg, 2y, . . ., ) € S — (@) poloZme f(zg, zy, . . -, Tm)= (Y5> Y2» - - =
ym), kde

I+1 ==

’
Zite =

X,

=g USi<m), (1)

Snadno se vypocte, Ze rovnice (1) jsou ekvivalentni s rovnicemi
i=1 2?/1' .
o=, = A< m). @

Z toho nésledu]e snadno, Yo f j je prosté zobrazeni prostoru Sm —(a) n
En a %e obé zobrazen( f a f_; jsou spojitd.

Cviceni.

17-1. KdyZ P a Q jsou relativnd kompaktni prostory, pak P X @
je relativn® kompaktni prostor.

17-2. Kdy% P a @Q jsou kompaktni prostory, pak P X @ je kompaktni
prostor. :
17-3. Kdy% mno#iny A c P a B c P jsou relativnd kompaktni, pak
A + B je relativnd kompaktni.

9‘
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17-4. KdyZ mnoZiny Ac P a Bc P jsou kompaktni, pak 4 + B
je kompaktni. .

17-5. Necht A c P. Uzavér A je kompaktni, kdyZ a jen kdyZ z kazdé
hodové posloupnosti {z,} v 4 lze vybrati posloupnost konvergentni (v pro-

storu P; limita nemusi néleZeti do A4).
17-6. Necht P je kompa.ktm prostor. Necht 4,c P, 4, DA

Necht G jest okoli mnoZiny HA”. Existuje index m takovy, Ze 4, c ¢
n=1
pro viecka n > m.
17-7. Necht @ je uplny obal metrického prostoru P. P je relativné
kompaktni, kdy%? a jen kdyZ @ je kompaktni.
Metricky prostor P nazyvé se polokompakini (halbkompakt), kdyZ
)

= > A,, kde kady sditanec je kompaktni.

n=1 .

17-8. Necht P je polokompaktni prostor. Bodové mmnoZina 4 c P
je polokompaktni, kdy% a jen kdyZ je F_(P).

17-9. Isolovany metricky prostor je kompaktni, kdyZ a jen kdyZ je
koneény.

17-10. Necht Ac E,, Bc E,. Necht A +@ 3= B. Necht A jest
uzaviend a necht B jest omezend. Pak existuje bod y ¢ 4 takovy, Ze

ely, B) = 1;131 o(z, B) = o(4, B).

17-11. Necht A C E,, BC E,. Necht 4 + @ + B. Necht 4 a B
jsou uzaviené; necht A Jest omezend. Pak existuji body y,e4, y,¢B
takové, Ze

o(Y1 ¥2) = m& (%, zs) = 9(4, B).
Z,EB

17-12. Necht f je spojité zobrazeni metrického prostoru P do me-
trického prostoru Q. Necht A c P je kompaktni. Necht ¢ > 0. Pak existuje
d > 0 takové, Ze

zed, yeP, o(z, y) <= 8 < glf(x), A(y)] < e.

Ve cvié. 17-13—17-16 P* je Hausdorffiv nadprostor prostoru P.

17-13. Xdy% P neni uplny, ani P* neni dplny.

17-14. Kdy% P neni relativnd kompaktni, ani P* neni relativné
kompaktni.

17-15. KdyZ P neni separabilni, ani P* neni separabilni.

17-16. Kdyﬁ P neni kompaktni, ani P* neni kompaktni.

17-17% Kdy¥ P=K = B0 <¢ < 1], kdyk f(t) = pak z po-

sloupnosti {f,} nelze vybrati posloupnost v PE konvergentni. Tedy y 23
neni kompaktni, aé K a P jsou kompaktni.

17-18. Odvoditi v&tu 17'6'7 p¥imo, bez uZiti vét 17-2'6, 17'6'4 a 17'6°6.

17-19. Odvoditi vétu 167 z v&t 165, 1724 a 17-6:8.

17-20. Oteviend podmnoZina lokélné kompa.ktniho prostoru je lo-
kélnd kompaktni prostor.

17-21. Lokélnd kompaktni prostor je tehdy a jen tehdy polokom- -
paktni, kdy% je separabilni.

17-22. Necht plati pfedpoklady a oznadeni v 17°9-2. Necht f je homeo-
morfni zobrazeni prostoru P na @ — (a). Necht {z,} je bodové posloupnost
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v P. Tehdy a jen tehdy jest f(x,) - a, kdyZ z {z,} nelze vybrati konver-
gentni posloupnost.

17-23.* R (v. 94) je kompaktni prostor.

17-24. Necht ac¢E,, beE;, a<b, P=E[a <t <b]. KdyZ ¢ > 0,

t
& > 0, necht ¥(«, c) znamend systém vSech konednych funkei f v oboru P
takovych, Ze
zeP, ye P = [f(x)—fly) | Scla-—y "

Kdy% x > 0, necht &(«) =Z ¥Y(a, c). O funkei f v oboru P pravime, Ze

>0
spliiuje Lipschitzovu podminku ¥fadu o, kdyZ f e @(a). KdyZ [ € D(x),
a > 1, pak f je konstanta. Necht 0 < a < f <1, tak¥e @D(x) D D(f).
Necht ¢ > 0. Kdy% f, € ¥(«, ¢), f; e P(x, c), necht
o(fp f2) = I;m';‘ | falz) — fo() |-
Pak Y(x,c) = [WP(x,c), 0] je Uplny prostor. MnoZina
: D(B) . ¥(a, c)
je prvé kategorie ve ¥(x,c). Z toho nasleduje podle. 1582, Ze existuje
funkece fe @(x) takové, Ze pro %4dné B > « neni fe @(B). Dokonce lze
dokézati, Ze existuje funkce, kterd spliiuje Lipschitzovu podminku ¥édu o,
ale pro Zadnou volbu é&isla f > « a intervalu Q@ = E[a, <t X bJjc P
t
parcialni funkce Jfg nespliiuje Lipschitzovu podminku Fadu f.

17-25. Vysloviti t. zv. Borelovw (Heine-Borelovou) vétu. Vznikne
z v8ty 172'3, interpretujeme-li slovo kompakini ve smyslu véty 17-54.

KAPITOLA 1V.

Mira a integral.

§ 18. MnoZinovd télesa a o-télesa.

18°1. V celé kapitole necht je déna pevnd mnoZina P = @. Budeme
ji nazyvati prostor (nemusi to oviem byti metricky prostor) a jeji prvky
budeme nazyvati body. Body budeme znaéiti malymi latinskymi pfsmeny
a bodové mnoginy, t. j. podmnoZiny prostoru P, budeme znaditi velkymi
latinskymi pismeny. Vedle bodovych mnoZin budou se vyskytovati
v nasich ivahdch jeSté jiné mnoZiny, jejichZ prvky budou bodové mno-
Ziny, tedy systémy bodoviych mnofin; ty budeme znaditi velkymi §vaba-
chovymi pismeny. Specielné I bude znamenati systém vdech bodovych
mnozin, tedy vSech podmnoZin prostoru P. .

V této kapitole budou se vyskytovati funkce dvojiho druhu; jedny
budou miti za obor bodovou mnoZinu A C P a budeme je nazyvati
bodové funkce, druhé budou miti za obor systém bodovych mnoZin
AC P a budeme je nazyvati mnodinové funkce.
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