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v P. Tehdy a jen tehdy jest f(xn) -> a, když z \xn) nelze vybrati konver
gentní posloupnost. 

17-23* R (v. 9"4) je kompaktní prostor. 
17-24. Nechť a eE19 be E l f a < b, P =-- E[a <; t £ b]. Když c > 0, 

t 
<x > 0, nechť ^ ( a , c) znamená systém všech konečných funkcí / v oboru P 
takových, že 

XeP, yeP => \f(x) — f(y) \£c\ x—y ! \ 

Když x > 0, nechť &(<x) = ]J? W(<x, c). O funkci / v oboru P pravíme, že 

splňuje L i p s c h i t z o v u p o d m í n k u ř á d u <x, když f € &(<x). Když / e &(<x), 
<x > 1, pak / je konstanta. Nechť 0 < <x < fi = 1, takže &(<x) D <P(fi). 
Nechť c > 0. Když fx € W(<x, c), f2 e W(<x, c), nechť 

f?(/i» h) = max | /-.(a:) — f2(x) |. 
íTíP 

Pak W(<x, c) = [íř^oc, c), Q\ je úplný prostor. Množina 
0(P) . W(<x, c) 

je prvé kategorie ve W(<x, c). Z toho následuje podle I5'8°2, že existuje 
funkce / e &(<x) taková, že pro žádné /? > <x není / c <P(jff). Dokonce lze 
dokázati, že existuje funkce, která splňuje Lipschitzovu podmínku řádu a, 
ale pro žádnou volbu čísla f$ > <x a intervalu Q = E[a x „ £ ^ &J C P 

ř 
parciální funkce /Q nesplňuje Lipschitzovu podmínku řádu fí. 

1725. Vysloviti t. zv. Borelovu (Heine-Borelovou) větu. Vznikne 
z věty I7*2"3, interpretujeme-li slovo kompaktní ve smyslu věty I7'5"4. 

KAPITOLA IV. 

Míra a integrál. 
§ 18. Množinová tělesa a cr-tělesa. 

18" I. V celé kapitole nechť je dána pevná množina P =(= 0. Budeme 
ji nazývati prostor (nemusí to ovšem býti metrický prostor) a její prvky 
budeme nazývati body. Body budeme značiti malými latinskými písmeny 
a bodové množiny, t. j . podmnožiny prostoru P, budeme značiti velkými 
latinskými písmeny. Vedle bodových množin budou se vyskytovati 
v našich úvahách ještě jiné množiny, jejichž prvky budou bodové mno
žiny, tedy systémy bodových množin; ty budeme značiti velkými švaba
chovými písmeny. Specielně ^ bude znamenati systém všech bodových 
množin, tedy všech podmnožin prostoru P. 

V této kapitole budou se vyskytovati funkce dvojího druhu; jedny 
budou míti za obor bodovou množinu A C P a budeme je nazývati 
bodové funkce, druhé budou míti za obor systém bodových množin 
51 C ^ a budeme je nazývati množinové funkce. 
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Množinovým tělesem (Mengenkorper, corps d9ensembles) nazveme 
systém 21 C ^ takový, že: 

[1] 21 + 0; 
[2] 4 ,621, -4 2€2l=>-4 1 + .42€21; 
[3] .4 , € 21 , A2€<&=>A1 — A2€<&. 
Zřejmě: 
I8"l I. ^ je množinové těleso. 
18" I "2. Nechť 21 je množinové těleso. Pak 0 € 21. 
Důkaz. Podle [1] existuje 4 € 21. Podle [3] je 0 = A — A € 21 
18" I "3. Nechť 21 je množinové těleso. Pak 

4,621, 4262l--> 4 , ^ 2 6 2 1 . 
Neboť A1.A2 = A1 — (Ax — 42). 
18-1-4. Nechť 21 C ^ . Nechť: 
[1] 21 + 0; 
[2] .4,621, 4L,e21, .4 1 . .4 2 = 0 = > 4 1 + 4 2 6 2 l ; 
[3] .4.1*21, ^ 2 6 2 l = > 4 , - ^ 6 2 1 . 

Pak 91 je množinové těleso. 
Důkaz. Nechť Ax e 21, A2€ 21. Máme dokázati, že A1 + 4 2 e 21. 

Podle [3] jest 4 2 — Ax € 21. Ježto AX(A2 — 4,) = 0, podle [2] jest 4 , + 
+ (A2 — A±) € 21. Avšak A1 + A1 = A1+ (42 — Ax). 

18" I -5. Nechť 21 C c?>. -VecAř: 
[1] 21 + 0; 
[21 -4,621, ^ 2 6 2 l = > 4 , + ^ 2 6 2 1 ; 
[3] -4,621, A2€<21, A13A2^A1 — A2€%. 

Pák 21 je množinové těleso. 
Důkaz. Nechť A1 € 21, -42 6 21. Máme dokázati, že 4., — A2€ 21. 

Podle [2] jest Ax + A2€ 21. Ježto 4 , + .4 2 0 42 , podle [3] jest (4, + 
+ A2) — A2 € 21. Avšak Ax — 4 2 = (.4, + A2)—A2. 

18-2. I8'2"l. iVecAť 21 C C-P, 21 4= 0. -Pafc existuje (a je zřejmě jedno
značně stanoveno) minimální množinové těleso nad 21, t. j . množinové 
těleso $0 takové, že: [1] £ 0 D 2 l ; [2] když S£ je množinové těleso a když 
^321, pak g ^ s v 

Značíme $ 0 = í(2l). 
Důkaz. Podle I8"l"l existuje aapoň jedno množinové těleso nad 21. 

Tedy existuje průnik §,0 všech množinových těles nad 21. Lehko se 
přesvědčíme, že -£0 = č(2l). 

Následující dvě věty jsou zřejmé. 
18"2"2. Nechť 0 + 21 C ^ • 21 je množinové těleso, když a jen když 

21 = *(2l). 
18-2-3. Nechť 0 + 21 C 33 C *(2l). Pak *(<23) = í(2t). 
Vlastnost oc: -Řekneme, že systém 21 C ^ m á vlastnost oc, když 

[1] 0 e 21; [2] je-li .4, e 21,4 2 e 21, pak každá z obou množin AXA2 a .4,— 4 2 

je disjunktní součet konečného poctu množin systému 21. 
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I8'2"4. Nechť <2l C ^ má vlastnost <%. Pak množinové Meso t (<2l) je 
systém všech disjunktních součtu konečného počtu množin systému 21. 

w. 
Důkaz. I. Označme 93 systém všech disjunktních součtu 2 -̂> 

i = L 

Ai e 21. Máme dokázati, že 93 = t(S&). Zřejmě 21 C 93 C *(21), takže stačí 
dokázati, že 93 je množinové těleso. 

m 
I I . Nechť B € 93, B' e 95, BB' = 0. Jest £ = 2 ^£ s disjunktními 

i .=i 
ro+n 

^ i € <2l, -B' = 2 Ai s disjunktními 4 € € <2l. Ježto 5 5 ' = 0, jest _B + JB' = 
i = w + l 

w+n 
= 2 Ai s disjunktními .4ť e <2l. Tedy 

B € 95, B' € 93, -BB' = 0 ---> .B + S ' € 93. 

III . Nechť JB € 93, -B' € 93. Jest B = 2 -4i s disjunktními Ai e <2l, 
i = l 

B' = 2 --4'j s disjunktními JI', e 21. Ježto <21 má vlastnost oc, jest AÍA'J-~ 
1=i 

= 2 Anij1z s disjunktními J . "^ e <2l. Zřejmě množiny A"ijk(\ <^ i <1 m, 
£=L 

m n j>^ 

1 < ? ' < » , 1 <; * <_ Jty) jsou disjunktní a BB' = 2 2 2 - - V T e d y 
ť=i j=iifc=i 

.B e 93, -B' e 95 => # B ' e 95. 

IV. Nechť J? € 93, -B' € 93. Jest B = 2 A{ s disjunktními ^ € <2l, 
i = l 

n 
B ' = 2 - 4 ' , s disjunktními A'?€*>&. Jest 

?=i 
m n 

B-^B' = 2U(^i-^i) 
Í = U = 1 

n • 
a sčítanci I~I (^i — -^'i) ( l ^ * = m ) J s o u disjunktní. Ježto <2l má 

? = i 
n 

vlastnost a, jest Ai — -4',-e 93, takže J 7 (4 ť — .4',-) € 93 podle III , 

tedy J5 — Br e 93 podle I I . Tím je dokázáno, že 

_Be93, JB;€93 =>.B — B ' € 9 3 . 
V. 93 je množinové těleso podle 18" I "4, I I a IV. 
Systém (21, 93). Nechť P a Q jsou dva dané prostory (t. j . dve 

dané množiny 4= 0). Nechť ^ a Q je systém všech podmnožin resp. 
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prostoru P a prostoru Q. Když 21 C ^>, ^ C f l , pak (21, 93) znamená 
systém všech množin tvaru A X B, kde AL € 21, B € 93. 

I8"2"5. Nechť 21 C °P, 93 C Q- -tfecftf sí/síémí/ 21 a 93 maýí vZas/-
nost <x. Pak systém (21, 93) má vlastnost oc. 

Důkaz vychází snadno z fakta, že 
(A, X A2) . (Bx X B2) = (AXBX) X (A2B2) 

a že je s disjunktními sčítanci 
(Ax X A2) - (B, X B2) = [(A, - BJ X A2] + [(A&) X (A2 - B2)]. 

I8"3. Nechť nyní P = Ev Nechť 3i C ty je systém skládající se 
jednak z množiny 0, jednak ze všech jednobodových množin (a), kde 
ae E1? jednak ze všech intervalů tvaru E[a < t < b], kde «€ Ei, 

t 

b e Ei, a < b. Pak -£i = £(3i) je velmi důležitý příklad množinového 
tělesa. Snadno se verifikuje, že 3i má vlastnost oc, takže podle I8"2"4 
^ i J e systém všech disjunktních konečných součtů množin systému 3i-
Zřejmě každý omezený interval, tedy interval kteréhokoli z tvarů 

E[a < t < b], E[a<gt < b], E[a <t<Lb], E[a£t<^b] (1) 
t t t t 

náleží do systému ££-. 
Obecněji nechť P = Em(m = 1, 2, 3, . . .). Nechť 3w C °$ je systém 

všech množin tvaru Ax X A2 X . . . X -4W, kde 4̂̂  c 3i- Nechť ^ w == 
= t($m). Z I8"2"5 vychází indukcí, že systém 3w má vlastnost <x, takže 
podle I8'2'4 množinové těleso -£-«-, je systém všech disjunktních koneč
ných součtů množin systému 3w 

18"4. Množinovým a-tUesem (a-Korper) nazveme systém 21 C ^ 
takový, že: 

[l] 21 4=0; 
00 

[2] An€<%(n= 1 ,2 ,3 , . . . ) --> 2 ^ * * 2 1 ; 

[3] -4 l € 2l , A2€<&=>A1 — -42
We2l. 

Následující dvě věty jsou zřejmé. 
I8"4"l. Množinové a-iMeso je množinové tUeso. 
I8'4"2. ty je množinové a-tUeso. 
I8"4a3. Nechť 21 je množinové a-téleso. Pak 

oc 

Ane<% (n =- 1, 2, 3, . . .) => Y\A„ c 21. 
» = i 

Neboť 
00 00 

Y[An=A1-Z(A-An). 
n=l n=l 

18-4-4. NecM 2 1 C ^ . -tVec¥ 
[1] 51 + 0; 
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[2] pro každou disjunktní posloupnost {An}y , An e 21, jest 2 An. e 21; 
w - 1 

[3] .4, € 21, -42 € 21 =-> A, ~ A2 e 21. 
Pak 21 ?e množinové o-téleso. 

Důkaz. Podle [1] a [3] je 0 € 21. Nechť Ax e 21, A2 e 21, -4-,,42 = 0. 
oc 

Pro ^ ^ 3 položme An=0; pak je ^ + ^ 2 = 2-4 / ř, tedy ^ + 
« = i 

+ ._42e2l podle [2]. Tedy 21 je množinové těleso podle I8"l"4. Nechť 
oc 

An € 21 (n = 1, 2, 3, . . .). Máme dokázati, že 8 = 2 An € 21. Položme 
n«-l 

Bj = Av Bn+1 = An+X — ^Ai (n = 1, 2, 3, . . .). Ježto 21 je množi-

00 00 

nové těleso, je Bn e 21. Avšak ]?An= ^? Bn a součet napravo je 
7ř = l W = 1 

disjunktní, takže 8 € 21 podle [2]. 
I8"4"5. Nechť 21 C ^ . -VecAř: 
[1] 21 4= 0; 

oo 

[2] ^ e 2 1 ( ^ - = l , 2 , 3 , . . . ) => 2 ^ » ^ 9 l ; 

[3] ^ c21, .4,c21, i * ! D 4 2 =>!!" ! — -42c2l. 
-Pa& 21 ýe množinové o-téleso. 

Důkaz. Nechť Aj e 21, -̂ 2 € 21. Máme dokázati, že Ax — A2 € 21. 
To plyne z 18" I 5. 

I8"5. I8"5"l. Nechť 21 C ^ J 21 4= 0. -Pa& existuje minimální množi
nové o-těleso nad 21-

Značíme je T(21). Důkaz jako u věty I8"2"l. 
Následující tři věty jsou zřejmé: 
I8'5"2. Nechť 0 =|=2lC<^P- 21 je množinové a-tlUso, když a jen 

když 21 = T(21). 
18-5-3. Nechť 0 4= 21C 23 C T(21). -Pa& T(<8) = T(21). 
18-5-4. ATecAř 0 4= 21 C <£- Pak *(2l) C T(21). 
I8"5"5. NecAř 21 C C.P, 21 4= 0, má následující vlastnost: Je-li Ax e 21, 

00 00 

-42e21, pak AXA2= 2-4'i, A — ^ 2 = 2 A"i> We-4#ic2I, -4V21 
W = l W - = l 

a 06a součty jsou disjunktní. Nechť 21C £ C T(21); Nechť (£ má násZe-
00 

ťř^žcž vlastnosti: [1] ifcřyíř #rače£ 2 C» Je disjunktní a když Cn€(£ 
w = l 

00 

( n = 1 ,2 ,3 , . . . ) , pak 2 Cn * <£. [2] Když Cne <£ a Cn D Cw+i (n = 
w = l 

00 

= 1, 2, 3 , . . .), pafc I7C» « <£• Pafc /esť £ = T(91). 
» = I 
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Důkaz. I. Řekneme, že (£ C ^ má: [1] vlastnost <pv když 31C 6 ; 

[2] vlastnost <p2, když je ]> -&\» € S, kdykoli součet nalevo je disjunktní 
w = l 

00 

a sčítanci En náležejí do (£; [3] vlastnost <pz, když J~[j_7w€ (£, kdykoli 
» = i 

En D JfcVi-i a JS7W € 6 (w = 1, 2, 3, . . .). Podle předpokladu (£ má vlast
nosti <pv <p2 a 9?3. Tedy existuje průnik (£0 všech systémů g c ^ s vlast
nostmi <pv <p2 a <p3 a jest 31 C (£0 C (£ C T(31), tedy (v. I8"5"3) r(3í) = 
="- T(^0) " ^(S)- Zřejmě (£0 má vlastnosti 9^, <p2 a g?3. Stačí dokázati, 
že (£0 je množinové cr-těleso, neboť pak T(31) = T((I 0 ) = (£0 C £ C 
CT(<£) = T(31), tedy £ = T(31). 

II . Zvolme množinu A e 31 a označme (£j systém všech množin 
(7 € (£0 takových, že AC e (£0. Jest (£x C (£0- Když Ax € 31, pak J 2 € (£0 

podle vlastnosti ^ systému Q£0. Podle předpokládané vlastnosti sy-
00 

stému 31 jest AXA = 2-4'i s disjunktními A'i e 31 C (£0- Tedy .4-yi e (£0, 
ť=*i 

ježto (£0 má vlastnost 9?2. Tedy Ax e 31 => -^j-á e d0, tedy 31 C (£i, 
t. j . (£- má vlastnost <pv Ježto (£0 má vlastnosti <p2 a 9?3, zřejmě i (£-. 
má tyto vlastnosti. Tedy (£x má vlastnosti <pv <p2 a g?3, takže (£x 3 (£0. 
Ježto také (5^ C £0 , jest (£x = (£0. Tím je dokázáno, že 

_4€3l, Ce£0=>ÁCe(í0. 

III . Označme (£2 systém všech množin (7 e £ 0 takových, že 

r € g 0 = >O r€e 0 . 
Jest (£2 C (£0. Ve I I bylo dokázáno, že (£2 má vlastnost <pv Ježto (£0 

má vlastnost <p2 a 9?3, zřejmě i d 2 má tyto vlastnosti. Tedy (£2 má vlast
nosti <pv <p2 a g?3, takže (£2 D (£0. Ježto také (£2 C (£0, jest (£2 = (£0. Tím 
je dokázáno, že 

c1 € e0, c2e<z0=> cxc2 € e0. 
IV. Nechť Cn €&0(n= 1, 2, 3, . . .). Položme Ex = Cv En^ = 

00 oo 

== o„+1. En. Pak T =- FfC" = n ^ » a -S* 3 ^«+i (» = 1, 2, 3, . . .). 
n=l n = l 

Podle I I I soudíme indukcí, že En e (£0 pro všecka n. Ježto (£0 má vlast
nost 9?3, je T € (£0. Tím je dokázáno, že 

00 

Cne<Z0(n = 1,2,3,...)^ nC»*Go-
« = 1 

V. Zvolme množinu A e 31 a označme (£3 systém všech C € (£0 

takových, že A — C e <£0. Jest (£3 C <£<>. v Když .4' € 31, pak _á' € <£0 

podle vlastnosti g^ systému (£0. Podle předpokládané vlastnosti sy-
00 

stému 31 jest A—A'=^Ai s disjunktními Ai e 31 C (£0. Tedy 
i-=i 
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A — A' € (£0, Ježto do m á vlastnost <p2. Tedy A' e 21 => A — .4' € (£0, 
tedy 21 C (£3J t. j . (£3 med vlastnost q?v 

00 

Nechť součet 2 Gn Í e disjunktní a nechť Cn e (£3 (n = *> 2> 3, . . .). 

00 . ° ° 

Pak -á — C» c <£0, takže podle IV je Yl (A ~ G«) € &<>• A l e I J (-4—C,) = 
n=l n-i 

00 00 00 

= A — 2 Cn, tedy A — 2 Cn € <£0, tedy 2 #n € <£3>
 ť- j . (£3 má vlast-

n = l n = l n = l 

nost <r2. 
# 00 

Nechť Cn e 6 3 J 67, D Cn+1 (n = 1, 2, 3 , . . . ) , takže f l ^ n e (£0 podle 
« = i 

vlastnosti <p3 systému (£0. Ježto Cn e (£3, jest A—on e (£0, takže podle I I I 
je Cn(A — o„+i) = ^ o „ — on+ieSo- Ježto (£0 má vlastnost <p% 

a ježto (4 — ox) (^o„ — on+1) = 0, (ACn — Cn+1) (ACm — Cm+1) .-.- 0 
pro l<Ln<m, jest (4—OJ + 2 (AGn—Cn+i) e do- Avšak (A— Cx) 

n=l 
00 00 ° ° 

+ 2 (ACn—Cn+1) = A—Y\Cn. Tedy 4 — IT c» e C0, tedy 
n = l n = l n = l 

00 

rTCwcdg, t. j . (£3 má vlastnost q>s. 
n = l 

Tedy (£3 má vlastnosti q>l9 q>2 a 993, takže (£3 D (£0. Ježto také 
(£3 C (£0> Jest (£3 = (£o- T1111 Je dokázáno, že 

Ae<%, Ce(Z0=>A — O£(£0. 

VI. Označme (£4 systém všech C e (£0 takových, že 

r €e 0^O—P e (£ 0 . 
Jest (£4 C (£o- Podle V (£4 má vlastnost (px. Ježto (£0

 m ^ vlastnosti 
(p2 a 9?3, zřejmě i (£4 má tyto vlastnosti. Tedy (£4 má vlastnosti g^, ^2 a 
y3, takže (£4 D (£0. Ježto také (£4 C (£o> Íe s t £4 = (£0. Tím je doká
záno, že 

Cjedo, C2€<£0 => C1 — C2€^0. 

VII. Z vlastnosti 9>2 systému (£0
 a z e VI následuje podle I8'4"4, 

že £0 Je množinové c-těleso. 
I8"6. V tomto odstavci P je metrický prostor. Řekneme, že A C P 

je Bordova množina (urěitěji Borelova množina v prostoru P) nebo 
že A je B(P), když A náleží do minimálního množinového cr-tělesa 
nad systémem všech uzavřených podmnožin prostoru P. Řekneme, 
že 21 C ^ J e bordovská base prostoru P, když T(21) je systém všech 
Borelových množin. 

I8"6"l. Když P je metrický prostor, pak systém všech uzavřených 
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množin, systém všech otevřených množin, systém všech G<$ a systém 
všech Fa jsou borelovské base. 

Důkaz. Nechť <£, ©, ^a, ®d, 93 znamená resp. systém všech 
uzavřených množin, systém všech otevřených množin, systém všech Fa, 
systém všech G<$, systém všech Borelových množin. Máme dokázati, že 

r(<8) = T(@) = T(gy = T(®«) = <8. 
Jest T&) = 93 podle definice systému 93. Ježto 93 je množinové 
cr-těleso, je $ C & C 93 = T(<5), tedy r(<S„) = 93 podle I8"5"3. Podle 
13-3-5 je © C &, tedy © C 93, takže podle I8"4"3 je ®0 C 93. Tedy 
podle 13-2 je £ C ®s C 93 = T ( # ) , tedy T(®3) = 93 podle I8'5'3. Podle 
18-4-3 je © C ®Č C r(®), takže podle 18-5-3 je T ( © ) = T(®6) = 93. 

I8"6"2. Nechť P a Q jsou metrické prostory. Nechť množina B1 

je B(P); nechť množina B2 je B(Q). Pak množina Bx X B2 je B(P X Q). 
Důkaz. I. Nechť © x , © 2 a @i2 znamená systém všech otevřených 

množin resp. vP, vQ &vP X Q. Nechť 93i., 932 a 93i2 znamená systém 
všech Borelových množin resp. vP, vQ&vPxQ. Definujeme-li 
systém (93i, 932) jako v odst. I8"2 (str. 127), máme dokázati, že 

(93i,93 2)c93- 2 . (1) 
I I . Zvolme 6r e © ! a označme 93' 2 systém všech těch B € 932, pro 

něž G X B € 93 i2. Podle cvič. 813 je © 2 C 93'2. Snadno se dokáže, 
že 93' 2 je množinové c-těleso. Tedy 93'2D T ( © 2 ) , t. j . (v.1861) 93'2I)C232. 
Ježto také 93' 2 C 932, jest 93' 2 = 932. Tím je dokázáno, že 

G€®v B € % = > f f x f i 6 9 5 1 2 . 

I II . Zvolme B0 e 932 a označme 93'i systém všech těch B c 93i, 
pro něž B X B0e 93i2. Podle l i j e ®x C 93V Snadno se dokáže, že 93' x 

je množinové cr-těleso. Tedy 93' a D T(@I) = 93 1 . Ježto také 9 3 ^ 9 3 ^ 
je 93'i = 93a. Tím je dokázáno, že B € 93i, B0 e 932 => B X B0 e 93i2, 
t. j . že platí (1). 

I8a6"3. Nechť P a Q jsou separabilní prostory. Nechť Qli je bore-
lovská base v P; nechť 5l2 je bordovská base v Q. Pak (Qlj, SUJ (v. odst. I8"2, 
str. 127) je borélovská base v P X Q. 

Důkaz. I. Nechť symboly ©j, © 2, ©i2, 93i, 932, 93 i 2 mají stejný 
význam jako v předešlém důkaze, podle něhož jest. (93i, 932) C ( Ši 2 , 
tedy (*2li, S2l2) C 931 2. Ježto 93i2 je množinové cr-těleso, je tudíž T(51I, 
$12) C 93i2, takže stačí dokázati, že také 931 2 C T(<21I, <2l2). Ježto 931 2 = 
= T(@I 2 ) podle 18-6-1, stačí dokázati, že ©i ? C r(%, <2l2). 

I I . Ježto P a Q jsou separabilní, existují posloupnosti {G'n}T 
a {G"n}f, jejichž cleny tvoří otevřenou basi resp. prostoru P a pro
storu Q. Podle cvič. 168 množiny G'm X G"n (m, n = 1, 2, 3, . . .) 
tvoří otevřenou basi prostoru P X Q. 

I I I . Zvolme A e 2lx a označme 93' 2 systém těch B e 932, pro něž 
A X B € T(%, 5l2). Zřejmě ( 2 i 2 c 9 3 ' 2 . Snadno se dokáže, že 93'2 je 
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množinové cr-těleso, takže <23'2 D ^ í ^ ) = ^3a- Ježto také <33'2 C 95*, 
je <23'2 = 93.- Tedy 

-4 € Ql„ n = 1, 2. 3, . . - => 4 X C c (%, 21,). 

IV. Zvolme index w a označme ^ ' i systém těch B e 95i, pro něž 
BxQ'» cx {%,%). Podle I I I jest %C 33V Snadno se dokáže, že 
<23'i je množinové c-těleso, takže <23'i D r(%) =93.-.. Ježto také <8\ C 95a, 
je <23 'i = 9 5 ! . Tedy G'm X 6ř"w e T ^ J , 5l2) P r o každý pár indexů m a n. 

V. Ježto G'm X G ^ e T Í ^ l j , ^ ) , ježto množiny G'm X <?"„ tvoří 
spočetnou otevřenou basi prostoru P X Q a ježto T Í ^ I J , 5I2) je množi
nové (T-těleso, podle 16" I "I je @12 C TO-HI, 2Í2). 

I8'6"4. NecAť' m = 1, 2, 3, . . . Systém 3 m (v. odst. I8'3) je borelov-
ská base prostoru Em. 

Důkaz. I . Nechť ® x a QSi znamená resp. systém všech otevřených 
a systém všech Borelových množin prostoru Ej. Nechť 3 ' i je systém 
všech intervalů tvaru E[r < t < s], kde r a 5 jsou racionální čísla 

t 
a r < s. Lehko se dokáže, že 3 ' i je spočetná otevřená base prostoru E1 ? 

z čehož následuje snadno, že 3 ' i C ©1 C T ( 3 ' I ) , tedy T ( 3 ' I ) = T Í © ^ = 
= (23i (v. 18-6-1). Ježto 3 i D 3 ' i > J e s t T ( 3 I ) D r(3 ' i ) . N a druhé straně 
je patrné, že 3 i C <23i, tedy T ( 3 I ) C ^ V Tedy T ( 3 } ) = <23i. 

II. Věta je tedy správná pro m = 1. Indukcí se dokáže podle 
I8'6'3, že je správná pro každé m. 

Cvičení. 

Ve cvičeních 18-1—18-8 P je metrický prostor. 
18-1. Systém všech omezených množin je množinové těleso. 
18-2. Systém všech množin, které jsou v P současně uzavřené i ote

vřené, je množinové těleso. 
18-3. Systém všech množin, které jsou současně F0(P) i (*0(P), je 

množinové těleso. 
18-4. Systém všech množin, které jsou současně Bda(P) i Fff(5(P), 

je množinové těleso. 
18-5, Systém všech řídce rozložených množin je množinové těleso. 
18-6. Systém všech řídkých množin je množinové těleso. 
18-7. Systém všech množin prvé kategorie je množinové cr-těleso. 
28-8. Systém všech množin s řídkou hranicí je množinové těleso. 
18-9. Systém & všech konečných bodových množin je množinové 

těleso. Množinové cr-těleso T(&) je systém všech spočetných bodových 
množin. 

18-10. Když systém 31 C 9> je takový, že 
[1] 31 * 0, 
[2] Ax e 31, A2 e 31, AXA% = 0 => Ax + A2 e 31, 
[3] A1 e 31, A2 e 31, A1DA2=> A± — A2€ 31, 

pak 31 nemusí býti množinové těleso. To se dá ukázati už příkladem, ve 
kterém prostor P je konečný. 

Pravíme, že systém 31 C ^ má největší prvek M, když: [1] M e 31; 
[2] A e 31 =-> A c M. 

18-11. Nechť systém 31 C ^ má největší prvek M. Nechť 
[1] A1 e 31, A2 e 31 => Ax + A2 e 31, 



131 

[2] A € 91 => M — A c 91. 
Pak 91 je množinové těleso. 

J8-12. Nechť 91 je množinové těleso. Nechť M c -P. Pak systém 
91 j , -- E[X e 91, X C M] je množinové těleso. Když M e 91, pak M je 

největší prvek systému 91^. 
18-13* Ve cvič. 18-12 lze slovo těleso nahraditi slovem cr-těleso. 
18-14. Nechť systém 91 C *$> má největší prvek M. Nechť 

.A-, e 91, A2 e 91 => -4i — -42 c 91. 
Pak 91 je množinové těleso. 

18-lí). Nechť množinové těleso 91 má největší prvek M. Nechť 
oo 

An c 91 (n = 1, 2, 3, . . .) => n -4W c 91. 
n=-l 

Pak 91 jo množinové <r-těleso. 
18-10. Ve cvič. 18-14 a .78-15 nelze vynechati předpoklad existence 

největšího pivku. 
Ve cvičeních 18-17 a 18-18 P je metrický prostor a Q c F. 
18-17. Množina A c Q je B(^), když a jen když existuje množina 

A0c P taková, že: [1] A = QAQ, [2] i 0 je B(P). 
78-18.* Nechť (3 je B(P). Množina .A c Q je B(G). když a jen když A 

je B(P). 
Ve cvič. 18-19 a 18-22 jsou P a, Q dva dané prostory, 91 4= 0 je systém 

podmnožin prostoru P, 93 =j= 0 je systém podmnožin prostoru Q, takže 
(v. odst. 18*2) (91, 93) je svstém podmnožin prostoru P x Q. 

18-19* (ř(9l), í(93)) C í(9l, 93), (T(91), T(93)) C T(91, 93). Postup důkazu 
je podobný jako u věty I8'6"2. 

m 
18-20* Nechť 91 je množinové těleso. Nechť A = ^A^ A e 91, 

t = l 
Ai e 91, Ai =t= 0. Pak existují neprázdné disjunktní množiny A\ e 91 

u 
(1 ^ A <̂  u) takové, že AL = V .A'^ a že každá z množin .A^ je rovna součtu 

Á=I 
některých z množin A\. 

18-21* Nechť 0 =# 91 C <£. Nechť M € 91. Nechť 
9l* = E [ X C M , _x:<.9t]. 

Pak jest X 
*(9l*) = E[.Y c M, X € í(9l)], T(91*) = E[X C M, X e r(9l)]. 

V" V" 

18-22.* Nechť .M-^91, -M2€93, 91* = E [ I c -»flf X €91], 93* = 

= E [ r c M 2 , F<.93]. 

Pak jest 
í(9l*, 93*) = E[Z c M- x M2, Z € í(91, 93)], 

z 
T(91*, 93*) = E[Z c M1 x M2, Z e T(91, 93)]. 

§ 19. Aditivní a <r-aditivní množinové funkce. 

I9"l. Nechť m = 1, 2, 3 , . . . Pro 1 <£ i <L m nechť c* € R. Když 
existuje index i takový, že c$ == oo, když však c$ > — oo pro každé i, 
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klademe (v celé kapitole) 2c$ = oo. Když existuje index i takový, 
í = i 

že Ci = — oo, když však Ci < oo pro každé i, klademe (v celé kapitole) 

2cť = — oo. Když existuje index i takový, že Ci = oo a také index i 
m 

takový, že Ci = — oo, pravíme, že součet 2 C * í e bezvýznamný a rovnici 
i = l 

m 
2 C Í = C považujeme za nesprávnou pro každé c e R. 

Nechť / je množinová funkce v oboru 21 C ^ Pravíme, že funkce / 
jest aditivní, když: [1] existuje A c21 taková, že — co < f(A)< oo; 

[2] je-li A = ^?Ai s disjunktními sčítanci (w = 1, 2, 3, . . .) a je-li 
i = l 

-4i« 21 (1 <I i <I n), A e <2I, pak f(A) = 2/í-4.)- -*«&* ^l je množinové 

téZeao, lze podmínce [2] dáti jednodušší tvar: 

At e 21, -4, £ 21, ^ M , = 0 => f(A,) + f(A2) = / (A + A2). 

I9"l"l. NecM f je aditivní množinová funkce v oboru Qlď^P- NecM 
0 e 51. PaJfc /(0) = 0. 

Důkaz. Existuje A e <2I taková, že /(4) =# ± oo. Jest /(4) + /(0) = 
= f(A + 0) = /(.á), tedy /(0) = 0. 

19" I "2. Nechť f je aditivní funkce v množinovém tělese 21- Nechť 
A e 21, B e 21, A C -B. Pak 

/(4) = oo => /(.B) = oo, f(A) = — oo => f(B) = — oo. 
IM&az. Jest _B — Aefy, A.(B — A) = 0, B = A + (B — A), 

tedy /(JJ) = f(A) + f(B — A), takže pro f(A) = ± oo jest /(£) = f(A). 
V celé kapitole klademe: 

O . oo = O . (— oo) = 0; c . oo = (— c) . (— oo) = oo, 
c . (— oo) = (— c) . oo = — oo pro c e El5 c > 0. 

Zřejmá je věta: 
I9"l"3- Nechť f je aditivní množinová funkce v oboru 2 1 C ^ . 

Nechť c c Ei- Pak cf je aditivní funkce v oboru 21. 
19" I "4. Nechť f je množinová funkce v množinovém tělese 21 C ^ -

Nechť A e 21, -Bc2l. Nechť f(A)= oo, f(B) = — oo. Pak funkce f 
není aditivní. 

Důkaz. Nechť naopak / je aditivní. Jest AB e 21, -4 — -B c 21, 
B — Aety, AB .(A—B) = 0 = AB.(B — A), tedy 

f(AB) + f(A-B) = f(A)=x>, (1) 
f(AB) + f(B - A) = f(B) = - oo. (2) 
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Ježto ABQB, f(B) = — oo, podle I9"l"2 jest f(AB)< takže,oo 
podle (I) jest f(A — B ) = oo. Podobně podle (2) je f(B — .4) = — oo 
Avšak (A — B) (B — A) = 0, takže 

f[(A -B) + (B — A)] = f(A —B) + f(B-A) = oo + ( - oo), 
což je spor, neboť napravo je bezvýznamný součet. 

I9"l""5- Nechť 21 C °P, 0e<Zl. Nechť fx a f2 jsou aditivní množinové 
funkce v oboru 21- Nechť pro žádnou A e 21 není ani h(A) = — /2(-4) = oo 
ani —h(A) = h(A) = oo- P a k h + h ?e aditivní funkce v oboru 21. 

Důkaz. Podle předpokladu součet fx(A) + f2(A) není bezvýznamný 
pro žádnou A e 21. Položme <p = /j + /2. Podle I9"l'l je <p(0) = 0. 

m 

Nechť Ai e 21 (1 <I i ^ m), B e 21, B = ^A{ s disjunktními sčítanci. 

Máme dokázati, že 

<p(B) = 2<p(Ai)- (1) 
£ = 1 

Jest 
cp(Ai) = h(Ai) + f2(Ai), <p(B) = fx(B) + f2(B). (2) 

Ježto /j a /2 jsou aditivní, jest 
m m 

fi(B)= 2h(Ai), f2(B) = 2h(Ai). (3) 
i= l i = l 

Když z čísel /*(*<4i) (i = 1, 2, . . ., ra; i = 1, 2) není žádné . = + oo, 
plyne (1) přímo z (2) a (3). Předpokládejme, že některé z čísel 

f,(Ai) (l£i£m) 
je rovné + oo. (Ostatní případy by se vyšetřily stejně.) Pak plyne 
snadno z prvé rovnice (3), že: předně h(B) = oo, za druhé je h(Ai) > — oo 
pro každý index i (1 <I i <1 ra), za třetí existuje index i0 (1 ^ i0 <^ m) 
takový, že/jí^á^) = oo. Ježto h(B) = oo, je /2(J5) > — oo, takže podle 
(2) je <p(B) = oo. Ježto f2(B) > — oo, podle (3) je f2(Ai) > — oo pro 
každé i (1 5^ i <£ ra). Ježto /Í(-4Í) > — oo, /2(-4i) > — oo, /xC-^) = oo, 

m 
podle (2) je <p(Ai) > — co (l<±i<Lm) &<p(Aifi) = oo.Tedy 2 9 ^ ) = co, 

i = l 
takže platí (1). 

I9"2. Pro i= 1, 2, 3 , . . . nechť c* € R. Když pro žádné n= 1, 2, 3 , . . . 
n n 

součet 2 °i n e n * bezvýznamný a když lim 2 c* = c € R (v e smyslu 
i = l w—>oo i = l 

oo 
odst. 9"4), klademe (v celé kapitole) 2<>i = c. V každém jiném případě 

i=i 
oo oo 

pravíme, že součet 2 C * í e bezvýznamný a rovnici 2 C * = c považujeme 
i = l i = l 

za nesprávnou pro každé c e R. 
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Zřejmě: když O <J_ c-i<^ oo pro každé i, pak součet _̂ V4- není bez-
?: i 

co 

významný a jest 0 <L 2 _ c i ^ °0-
. i 

Nechť / je množinová funkce v oboru 5Í C °p. Pravíme, že / je 
a-aditivní (také se říká totálně nebo absolutné aditivní nebo v širším 

00 

smyslu aditivní), když: [1] / jest aditivní, [2] j e l i A = 2/(^4?:) s dis-
?:=i 

00 

junktními sčítanci a je-li A/e51, .-4 €51, pak f(A) = ^f(Ai). Zřejmá 
i="l 

je věta: 
I9"2"L Nechť f je funhce v množinovém tělese 51 C C P- / 1e a-adi-

tivní, když a jen když'. [1] /(0) = O, [2] ýe-Zi A. €51 a je-li A — 2 ^ i 
?;-i 

oo 

s disjunktními J ^ € 51, pak f(A) = z_,f(Ai). 
í = i 

I9"2"2. Nechť f je a-aditivní funkce v množinovém tělese 51- Nechť 
00 

AM e 21, A„ C A„ + i (w = 1, 2, 3, . . .); nechť ^An « 21. Pa& 

lim f(An) = f [2 AJ. (4) 
n->oo \w=l / 

Důkaz. I . Existuje-Ii index p takový, že f(Ap) = oo, pak podle 

I9"I"2 jest f(An) = oo pro všecka n^> p a /( 2 ^ U J = = °°> takže relace 
V = i /^ 

(4) je správná. Podobně, když existuje index p takový, že f(Ap) = — oo. 
I I . Nechť tedy — oo < f(An) < oo pro všecka n. Položme B1 = 

n oo oo 

= Av Bn + 1 = An + 1 — An. Jest Bn € 51, An= ^BÍ9 ^An= ^Bn 
i=l n=l n=l 

a poslední součet je disjunktní. Tedy 

( oo \ / co \ co 

2-4» = / 2-Bi = 2 / ( j B i ) = 
n=l f \? = 1 / i = l 

n I n \ 

= lim 2/(-5.) = lim / 2Bi) = i i m /(-4»). 
n->oo í = l 71—>-oo \ť = l / 7l->oo 

19 "2'3. Nechť f je a-aditivní funkce v množinovém tělese 51- Nechť 
00 

,4W e 51, ^U D -4n + i (^ = !» 2 , 3, . • .); ^ecM I~I-4* e 21- ^ ^ ' existuje 
n=l 

E. Čech: Bodové množiny. 10 
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index p takový, ze — oo < f(Av) < oo. Pak 

lim f(An) 
tt->co -'(Й4. 

Důkaz. Pro w ̂ > /; jest AnCAp, takže podle 19" I "2 jest — oo < 

< f(An) < oo pro všecka w ^ ^ a podobné také — oo < /( l l-4 n } < oo. 
\ » = i / 

Jest 
00 oc 

^ p = n ^ » + 2 ( ^ n —-4n+l) 
?t=7» tt=p 

oc- a-

a množiny f j^w = TI An, An — An+1 (n = p, p + 1, p + 2, . . .) 
M=-JJ tt = l 

jsou disjunktní a náležejí do <2I. Tedy 

( oo \ oo 

VL4» + 2/(--»---«.+i)-
n=p / n-p 

Ježto i l n 3 i ! Í n + i , jest 
f(An) = f(An+1) + f(An-An+1), 

takže 

( 00 \ 00 

n ^ » + 2[«--.)-/(--.+i)]= 
tt=p / i = p 

= / ( n - U + /(̂ )̂ -U m /(--»). 
tedy 

lim f(An)=flf[An)=flf[An). 
w->oo \?i--=/j / \n=l I 

19 "2 "4. Nechť f je konečná aditivní funkce v množinovém tUese 21. 
Nutná a postačující podmínka, aby f byla a-aditivní, jest: 

An c <H, .4* D An+1, Y[An = 0 => lim / ( ^ = 0. (5) 
w=i 

Důkaz. I. Podmínka je nutná podle 18" I "2, 19"I "I a I9"2"3. 
00 

II . Nechť platí (5). Nechť součet ^An je disjunktní a nechť 
n-=l 

oc / 00 \ 00 

^» * '21, 2 A - 21- Podle 19-2-1 stačí dokázati, že/ 2 A « = 2 f(A*)-
n = l \ n = l / w = l 

oo oc n—1 

Položme Bn = 2 Ai- Pak £ n = 2 M — 2 -*i« 21. 5 » 3 B»+i» 
t = » i = l i = l 

00 

Y[Bn = 0- Tedy podle (5) jest lim f(Bn) = 0. Avšak 
n=l 



139 

( 00 •»—1 \ / QC \ til—1 \ / 00 \ /i—-l 

2-4*- 2-4* = l 2 ^ - / 2-4* =/ 2^* -2' ( * 4 i ) -»=i í = i / \*=i / \ť=-i / V - i / ť--i 
Tedy 

/(2-4*) = lim 2 /(-4*) = 2/(-4*)-
\ í = l / «-i>oo i--l ť=^l 

I9'3. I9"3"l. Nechť systém 21C ^ má vlastnost <x (v. str. 126, 
dole). Nechť f je aditivní m,nožinová funkce v obořte 21. Když a jen když 
neexistují množiny A1 e 21, -42 e 21 takové, že f(A1) = co, f(A2) = — oo, 
existuje aditivní funkce qj v množinovém tělese £(21) taková, že parciální 
funkce <p<& jest identická s f. Existuje-li funkce <p, je stanovena jedno
značně a: [1] když — oo < f(A) < oo pro každou A e 21, pak — co < 
< <p(A) < oo pro každou A e £(21); [2] když f(A)_.Q pro každou A e 21, 
pak <p(A) I> O pro každou A e £(21). 

Důkaz. I. Když existují Ax e 21, -42 e 21 takové, že /(-4X) = oo, 
f(Ao) — — oo, pak <p> neexistuje podle 19" I "4. Tedy můžeme před
pokládati, že buďto 

-4e21=>/(-4)> — o o (1) 
nebo 

i Í€<H=>/ ( .4)< oo. 

Pro určitost předpokládejme, že platí (1). 
II . Ježto 21 má vlastnost oc, jest 0 e 21 a podle I8"2'4 ke každé 

množině B e £(21) existují disjunktní množiny .4 je 21 takové, že B ~ 
m m 

= 2 ^ i - P1"0 stručnost řekněme, že _Ai je normální vyjádření množiny 
? = 1 i = l 

B e £(21). Existuje-li <p, pak 
•m 

<P(B) = 2/(-4*)-
ť = i 

Tedy, když *y existuje, jest jednoznačně stanovena a: [1] když — oo < 
< f(A) < oo pro každou A e 21, pak — oo < <p(A) < oo pro každou 
A e £(21): [2] když f(A) _ O pro každou A e 21, pak <p(B) _ O pro každou 
-Be£(2l). 

m n 
III . Nechť -Be£(2l) a nechť -B = 2 ^ - = 2 ^ ' ? J s°u d v ě n o r -

í = i y=i 
mální vyjádření. Jest AiA'j e £(21), takže existují normální vyjádření 

Hj 
A,A'.j = ^Cijk. Jest 

* = i 
n n Hj 

AÍ = AÍB- 2^iA
f
j = 2 2 Ci,*: 

y=L ? - l * = i 

10* 
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jest Ai€$l, Ciframi a množiny Cijk (l<Lj<Ln, l^k^Pij) jsou 
disjunktní. Tedy, ježto funkce / jest aditivní, jest 

n Pij 

/(-!.) = 2 IfiCvň. 
9 = 1 k=l 

Podobně se najde, že 

/(-4'/) = 2 2/(0**). 
i=l k=l 

takže 
m m n Hj n 

2/(-4«)= 2 2 2/(cf«.)=2/(--/i)-
i = l i = l ; = l jfc=l ; = 1 

IV. Podle (1) a III můžeme definovati jednoznačně funkci tp 
m m 

v oboru í(21) kladouce <p(B) = 2/(-^i)> Je"tt 2-^ť normální vyjádření 
ť=i í = i 

množiny JB e í(2l). Je-li A € Ql, pak -4 je své vlastní normální vyjádření, 
tedy <p(A) = f(A), t. j . <p<& = f. 

V. Nechť B € *(2l), -B' € *(<2i), BB'=0. Máme dokázati, že <p(B+B') 
m 

= 9?(J5) + <p(B'). Nechť 2 ^ * 3e normální vyjádření množiny B; 
í = i 

m+w 
nechť 2 -̂ i 3 e normální vyjádření množiny B'. Ježto JB-B' == 0, 

í==m+l 
m+w 

zřejmě 2 -̂-U je normální vyjádření množiny B + .B'. Tedy 
ť=i 

m+w m m+w 

9(5 + B') = 2 /(-4<) = 2/(-4i) + 2 /(--.) = <PW + 9(S'). 
i=l ť=l i = m + l 

19-3-2. iVecftř s^tém S&Cty má vlastnost oc (v. str. 126 dole). 
Nechť f je aditivní funkce v množinovém tělese £(Ql). Nechť parciální 
funkce fa je o-aditivní. Pak f je a-aditivní. 

00 

Důkaz. Nechť Bn € í(2l), -B € *(<2l) a nechť JS = 2 Bn s disjunktními 
w = l 

00 

sčítanci. Máme dokázati, že 2 f(sn) = /(-B)- Pro každé n podle I8"2"4 
w = l 

je .Bn-= 2-^wť s disjunktními Ani€
qH a podobně 5 = 2 c ? s dis-

ť-=i ?-=i 
junktními Oyc^, Ježto funkce / jest aditivní, jest 

/(*») = 2 IfiAnfit). Í(B) = Íf(Ojf. (1) 
1 = 1 7 = 1 3=1 



141 

' ijn 

Ježto "21 má vlastnost a, jest AniC} = ]> Dijhi s disjunktními Dřji-n € 21. 

Jež to funkce fa je or-aditivní, jest 
oo Pn rijn 

v -/(o,-) = 2 2 2 / ( I w , /(^«ic,) = 2 /(#«.»). (2) 

Z (1) a (2) vychází, že /(P) = ^ f{Bn). 
/ r - l 

Cvičení. 

Í0-Í. Položme /i(0) = O, fx(A) = oo pro 0-j=-4c P. Označme /2(A) 
počet bodů množiny A c P, když A. je konečná, a položme /2(̂ 4.) = °°» 
když AL je nekonečná. Když AL c P, položme: /3(A.) = O, je-li A konečná, 
/3(A.) == oo, je-li A nekonečná, fá(A) = O, je-li A spočetná, fá(A) = co, 
je-li A nesj)očetná. Pak fl9 /2, /3, /4 jsou aditivní funkce v oboru ŠJ>. Funkce 
/i» /2 a /á j^ou or-aditivní. 

19-2*. Nechť P je množina všech přirozených čísel. Když neP, A c P-
nechť fn(A) znamená počet těch i e P, pro něž současně i <̂  n a ú i . 

Označme 51 systém těch A[ c P, pro něž existuje lim — f n(A). Když A e 51, 

položme cp(A) = lim —- fn(A). Pak 99 je aditivní funkce v oboru 51. 

19-o. Systém 51 ve cvič. 19-2 není množinové těleso. 
19-4.* Nechť 0 e5í C ^ . Nechť fx a/2 jsou or-aditivní funkce v oboru 5b 

Nechť pro žádnou A e5í není f\(A) = —f2(A) = 00 ani —f1(A) = f2(A) = co. 
Pak fx + f2 je or-aditivní funkce v oboru 51-

19-ó. Ve větě 19*2*1 nelze vynechati předpoklad, že 51 je množinové 
těleso. 

19-6. Ve větě 19*2*3 nelze vynechati předpoklad — 00 < f(A ) < co. 
19-7. Ve větě 19*2*4 nelze předpoklad, že funkce / je konečná, na

hraditi předpokladem, že f(A) > — co pro každou A e 51. 
19-8* Nechť / je nezáporná aditivní funkce v množinovém tělese 51. 

Nechť A € 51, B e 51, A. c B. Pak f(A) £ f(B). 
19-9. Nechť / je aditivní funkce v množinovém, tělese51. Nechť A e 51, 

B e 51, A c B => f(A) <L f(B). Pak funkce / je nezáporná. 
19-10* Nechť /je nezáporná aditivní funkce v množinovém tělese 5b 

( n \ n 

^Ai\£^f(Ai). 
í = l / í = l 

§ 20. Obecná teorie míry. 
20" I. V celém odstavci předpokládáme: Je-dáno množinové těleso 

21 C °P; je dána konečná nezáporná cr-aditivní funkce ju v oboru 21* 
Množinu M C. P nazveme shora ju-měřitelnou, když existuje po-

0n °o 

sloupnost {An}™ taková, že An e 21 (w == 1, 2, 3, . . .), 2 ^ n D ^ « 
n = l 
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Označme SSJí/i systém všech shora /^-měřitelných množin. Následující 
dvě věty jsou zřejmé: 

20-1-1. M€^SlfMi M' CM => M' €<3Rr 
oo 

20-1-2. Mn €<3XtĚ (n= 1,2,3,...) =>2Mn€ <3RM. 
w = l 

Z nich plyne: 
20"I"3. SOI? je množinové a-lMeso. 
Zřejmě 21 C 9)^, takže podle 20"l"3: 
201 "4. T ( 2 1 ) C 3 R „ . 
Je-li M € yjl^, označíme | M \p a nazveme horní (také se říká vnější) 

00 

fi-mhrou množiny M infimum množiny čísel 2, M-4/j), kde {An}i pro-
« = i 

00 

bíhá všecky posloupnosti takové, že An e 21, ^ AnZ) M. Zřejmě 
» = i 

0 ^ \M\fi£ oo. 

Následující dvě věty jsou zřejmé: 
20-1-5. Nechť M € 90^, Mf C M. Pak \M'\^ \M |„. 
20"l'6. Nechť Mn €<%tlí(n= 1, 2, 3, . . .). Pak 

Імn 
n=г 

й 2 I мл i„. 
« = 1 

Množinu N QP nazveme fi-nulovou, když N e <z£ft/l a | iV (̂  = 0. 
Systém všech ^-nulových množin označíme 9^- Z 20*I"I a 20"I *5 plyne: 

20*17. Nt<n„N,cN=>N'*%.. 
Z 20*1*2 a 20*1*6 plyne. 

00 

20-1-8. Nn 6 9l„ (/i=l, 2, 8 , . . . ) => 2-V» « 9 V 

Z 20*1*7 a 20*1*8 plyne: 
20*1*9. 91,. je množinové a-téleso. 
20-1-10. tfecW AeS&. Pak \A\„ = /i(A). 
Důkaz. I. Položme A1 = A,An=0(n = 2, 3, 4,. . . ) . Pak An e<2l, 

OO OO 

2 An D ^á, tedy | .4 |„ ̂  J,/i(An) = fi(A). 
« = 1 W = l 

II . Nechť \A \p<fji(A); máme dojíti ke sporu. Ježto \A\ll< 
< fi(A), existují množiny An € 21 (n = 1, 2, 3, . . .) a číslo c € E--. takové, 

oo oo n 

že 2^*3-4, ŠM^-tX c < M^)- Položme Bn = ^AÍA. Ježto 21 
w = l w = l i = l 

je množinové těleso, je Bn € 21- Ježto /j je nezáporná aditivní funkce 
n oo 

v oboru 21, podle cvič. 198 a 1910 je /*(..B„) <^ 2/J(-4Í) <I 2 M-4*) < c-
ť=i í = i 
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Ježto A— 2*Bn, -&nC-B«ii, -6«e2l, -4 6 21 a ježto // je or-aditivní 
n = l 

funkce v oboru 21, podle I9'2"2 je /u(A) = lim/i(J3M). Ježto /.i(BH) < c, 
je jbi(A) <I c, což je spor. 

Množinu LQP nazveme /.i-méřitelnou, když každému e > 0 lze přiřa-

diti posloupnost {An}i takovou, že An e 21, 2 An D i , 
« = i 

2 --.»—--
! » = l 

< 

< e.*) Označme e^ systém všech /^-měřitelných množin. 
M-i-ii. 9 ^ c e „ . 
Důkaz. Nechť N € 9 V Zvolme e > 0. Existují množiny An e 21 

00 00 

takové, že 2 ^ » 3 t V > J,MAn)<e. Podle 20"I 5, 20 16 a 201 10 
n = l n = l 

je 

2-4.,—-V 
»=1 

Tedy # • . £ „ . 

< 2 A« £ 21 -*» u=2 M--«) <e-
n = l A* »-=l 

n = l 

20*1-12. Nechť Ln e £„ (* = 1, 2, 3, . . .). Pafc 2 A, € *-V 
n=l 

Důkaz. Zvolme e > 0. Existují množiny An% (n,i= 1, 2, 3, . . .) 

^ Ani— Ln\<^. Jest 2 /íAniD 

00 00 
П = l ť = l 

00 00 

2 2 Am— ЋL» й 2 12 Am—Ln I < 2 k = 
П=l Џ П=l I ť = l \fЛ П=1Љ 

takové, že Ani € 21, 2 ^ ^ ^ 
ť = l ť = l |AÍ - 5 " n = l ť = l 

oo o o o o oo oo / oo \ 

3 2 A* a ježto 2 2 ^ ~ 2 LnC 2 2 ^ ť — ^n , dle 20-|"5 
n = l n = l ť = l n=\ n = l \ ť = l / 

a 20" I "6 jest 
n = l ť = l 

oo 

Tedy 2A.*ÍLV 
20-IM3. Nechť Le£,., L' Í £ „ I D i ' . P«& L — L'e£„. 
Důkaz. I. Dokažme, že 

^ e 2 l , £e£„=>,á£6£,.. 
Zvolme e > 0. Ježto L e £,,, existují množiny An e 21 takové, že 

< e. Jest .4.4.. e SH, 2 AAn 3 A--* a podle 2-4»DA 
« = i 

20' t "5 jest 

2AП-L 
n = i 

00 

^AAn — AL 
n = l 

n=l 

< e. Tedy _áZ, e e^. 

*) Ježto An c 31, 2 X ° L> Jes t L € ^ t e d y 2 ^ » ~ L € 3Rj,(P°dk 
n=l » - l 

00 

20-1-3 a 20" I-4), takže číslo I HA
n — L \/i je definováno. 

n = i 
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II. Dokažme, že 

AeW, LeQ„, A-jL^A—LeQ^. 

Zvolme e > 0. Ježto L e 2^, existují množiny An <= Ql takové, že 

%AnЭL, 
n—\ 

2A„-L < e. Ježto fi je nezáporná aditivní funkce 

v množinovém tělese 51, podle cvič. 19'8 posloupnost \[ÁA . 2^ť)í 

neklesá a jest 0 ; _ / J I - 4 . 2 ^ * ) . = l*(A) < °o. Tedy posloupnost 

\[ÁA 2 ^ * ) | 3e konvergentní (v prostoru E-J, tedy je cauchyovská, 

takže existuje index p takový, že 

n>p=> 0^/ÁA . %AA—/ÁA . 2 - 4 i ] < ě . 

Ježto 2A„ 
| W = 1 

< e, existují množiny Bn e 51 takové, že 2 Ltn D 
w = l 

D*2,An — L, 2 f*(sn) < fi. Položme Cx = AAl9 Cn+1 = AAn+1 — 
w = l w = l 

n 

— 2-4* (w = 1, 2, 3, . . .). Množiny Cn (n = 1, 2, 3, . . .) jsou dis-
í = l 

oo oo p 

junktní a náležejí do 51. Jest 2 Cn3A. 2 An—%An. Avšak 
w = p + l w = l w = l 

pro q > p je 

2 p(Cn) = p[ 2 Cn) = JA.2An-A.2An) = 
w=p t I \n=p+l I \ w = l w = l / 

-= JA . 2Anj—/*U • 2 -U) < e, 
00 

tedy 2 /*(Cn) ^ c- J e s t 

w = p + l 

^ —Lek —£^)+(^ Í#»; (!) 
\ w = i / \ w = l / \ w = l / w = l 

jest 

A—2,AneSBi,Bn€9l. (2) 
w = l 
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Jest 
VI V \ co "1 co / p \ 

u - 2 ^ „ + 2*» - ( ^ - Í ) C 2 ^ » + M L - 2 ^ » c 
L\ n=l / n=l J n=l \ n=l / 

oo / oo p \ 00 00 

C 2 Bn + [A . I An— I An C 2 Bn + 2 Cn, 
n=\ \ n=\ n=\ f n=\ n=fj-}-l 

tedy 

I r/ p \ 00 "I 00 00 

\\A — 2Anh2Bn\-(A-L) tl<]2f*(Bn)+ 2 M^nX^e. (3) 
L\ n=l / n=] J n=l n=p+\ 

Podle (1), (2), (3) a ježto číslo a > 0 je libovolné, jest A— LcZ^ 
III. Nechť nyní Le £„, Lf € £„, i D i ' . Zvolme e > 0. Ježto 

00 00 

L e Qp, existují množiny An e *2l takové, že 2 An D L, ^ An — 
n=l n=l 

— L 1̂  < s. Podle I jest -4WL' e £/ť, takže podle II je An — L' = 
00 

= An — AnL* € 2^. Tedy existují množiny Bni e tyi takové, že ^Bni 3 

DAn — Ľ, 
i=\ 
00 

25 . . . - (A„ — L')\< | - . Ježto 2 2 Bni D 2 -*. — 
í = l I/i -"* n=l i = l n=l 

o o o o / o o \ oo I" oo 
-L'DL-L'&2 lBni-(L-L')C \IA„-L)+ I 2-?»< — 

»=i ť=i \»=i / »=i Lí=i 

— (An — L') , podle 20-1-5 a 20" I "6 jest 

\llBni—(L-L') 
»=1i=l 

< ІAn-L 
» = i + 

+ 2 
n = l 

2BПІ — (AП—Ľ) 
i = l •i » = ! - < 

Ježto e > 0 je libovolné, jest L — L' e £,,. 
Z vět 18-4-5, 20*1-12 a 20-1*13 následuje: 
20*1'14. Sip je množinové o-teleso. 
20-1-15. Jest T(3r)C£„. 
Důkaz. Podle 20"I-14 stačí dokázati, že SlCfi,,- K<*yž Ae<%, 

položme Ax = A, An = 0 pro n = 2, 3,4,. . . Pak jest An e 5i a podle 
19-11 a 20-1-10 jest 

2-4. —-4 
» = i 

=-|0|/1--.^(0) = 0, 
takže -á € 2p. 

20a|-|6. Nechť LeQ^. Pak existuje posloupnost {Ln} taková, že: 
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[1] LneCf,, [2] množiny Ln jsou disjunktní, [3] O <^ | 2in 1̂  < oof 

[4] 2Ln = L. 
w = l 

oo 

Důkaz. Existují množiny An e Ol takové, že 2 ^w D L. Položme 
n=l 

n oc 

£ , = Av B,+i = An+1 — 2 ^ » (» = 1, 2, 3, . . .). Pak jest 2 #» 3 -& 
ť - 1 M — l 

a množiny Bn jsou disjunktní. Ježto Ol je množinové těleso, jest' 
00 

Bn € Ol- Položme Ln = LBn. Pak je 2 Ln = L s disjunktními sčítanci 

a podle 20-1-14 a 20-115 jest A-e£„ . Podle 20l"5 a 20-|"IO jest 
O ^ I A J , ^ I -Bn U = M-BnX 00. 

Poznámka. Je-li dáno množinové těleso $ C 2^ takové, že L c 5$ 
a že .4 € Ol => AL € .&, pak podle našeho důkazu je také Ln e ^ . 

Horní yM-míra množiny L e 2^ se nazývá krátce /j,-míra množiny L. 
20" I '17. fi-mira jest o-aditivní funkce v oboru 2^. 
Důkaz. I. Nechť L € £„, L' e £„, £ 1 / = 0. Dokažme, že | £ + 

+ 2/ |/4 = j Z, ^ + | 2/ |„. Předpokládejme opak. Podle 20" I 6 jest 
| L + L' \p < j L \/Á + | L' 1̂ , takže existuje £ > 0 takové, že 

\L + L'\/Á + 6e<\L\fÁ+\L'\fi. 

Ježto .L e C^, 2/ c 2^, existují množiny An e 01, A'n e 01 takové, že 

2-4.Э-Ł, 2-4'.D2.', 
W = l ł * - = l 

2-4-
» = i 

< e , 2-4'.-i.' 
W = l 

< £ . (4) 

Položme 

Ą = 4 l f B\ = A\ — Av Bn+1 = An+1—%(Ai + A'І), 
І=l 

B'n+1 = L ' „ + i - J > І + A'Ą -An+г (n = 1, 2, 3, . . .). 

Pak jest Bn € 01, B'n e 01, systém všech- množin 

Bn, B'n (n = 1, 2, 3, . . .) 

je disjunktní, dále jest 
00 00 00 00 

2д»+ 2я'»=2^»+2^'» 
, n - l n=l w = l w-*! 

(б) 

a konečně jest 

І-4.cІд.+ І«-vІ-ť.. І-4'.cІ.в'.+2l--..2--ľ-. (6) 
w = l w = l w = l w = l w = l w = l n = = l и = = 1 
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Podle (4) a (5) jest 

2 * » + 2B'nCL+L'+(2An-L\+(fA'n-L'\ 
»=1 n=l \n=i I \n=l I 

takže podle (4), 20" I "5 a 20" I "6 jest pro všecky indexy p9 q 

i»=i 
Avšak (v. 20-1 10) 

2 Bn + 2 B'n < I L + L' |„ + 2B. 
n=l /* 

Í Bn + Í 5 ' J =J Í Bn + Í 2?'J = Í ,u(2?„) + Í M(B'n 
n=l n = l |A« \ n = l n = l / n = l n = l 

takže 2 t*(Bn) + Í fi(B'n) < \ L + L' |„ + 2e. Tedy 
n—1 n = l 

oo oo 

2 MB«) + 2 M(B'n) <z\L + L'\lt + 2s. 
П = l n = l 

(7) 

Podle (4) a 20'l"5 a ježto LL' = 0, jest 2 An . 2 A'n < 2e, takže 
n = l n = l p 

oo oo oo oo 

existují množiny Cn e $1 takové, že 2 An • 2 A'n C 2 cw» 2 ^(C*) < 
n = l n = l n = l n = l 

00 00 00 

< 2e. Podle (4) a (6) jest L C 2 £ » + 2 Gn, tedy | L |„ ̂  2 /"(#») + 
n = l n = l n = l 

00 00 00 

+ 2 M°n) <; 2 P(Bn) + 2e. Podobně \L'\„<z 2 f*{B'n) + 2e, tak-
n = l n = l n = l 

že ze (7) následuje, že 
\L\„+ \L'\„<1\L + L'\l, + Oe, 

což je spor. 
00 

II. Nechť Ln e Q^, L e £^ a L = 2 A* s disjunktními sčítanci. 
n = l 

Máme dokázati, že | L \/Jl = 2 |Ai U- Předpokládejme opak. Podle 
n = l 

00 

20" I "6 jest \L\n< 2 I Ai |/i9 takže existuje index 2? takový, že 
n = l 

£ ln < 2 I Ln \r Avšak podle I je 2 I -*» U 
П = l П = l 

2^я 
n = l 

ježto 

2 l B C i > podle 20"I"5 dostáváme spor 
n = l 

V 

2 
n = l 

L \џ < 2 I A, lя = 
3? 

2-Ł» 
я = l 

й\L\v 
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20*1*18. Ke každé M e<$l„ existuje ZeT(2l) taková, že 
MCL, \M\„=\L\„. 

Důkaz. Pro n= 1, 2, 3,... existují množiny Ani e <2l (*= 1, 2, 3,...) 

takové, že %^-DM, %ji(Ani) £ \ M |„ + —, takže (v. 20*1*6 

a 20*1*10) 
ł = l ť = = l 

2^> 
í = l 

= I ^ U + r П 

Položme Ln = ^Ani. Pak jest Z„ e TC21) &MCLn, \ Ln \„ £ \ M \„ + 
i = l 

] °° 
-t- —. Položme L = Y[Ln. Pak jest 2, e T(21) (V. 18*4*3) a M C L C Ln, 

І = l 

takže podle 20*1*5 jest \ M \M<:\L\fl<z\M \„ +—, tedy \L\„ = 

= \M\„. 
20*1*19. iVectof Me<M„, \ M \„ < co. Nechť existuje mnošina 

Le2„ taková, ze L C M a že | M \M = | L \„. Pak jest M e £„. 
Důkaz. Podle 20*1*15 a 20*1*18 existuje množina L' eQ„ taková, 

žeMcL' a že | M \M = \ L' \„. Tedy LcL' a | L |„ = | 2/U < oo. 
Podle 20*1*14 jest L'— Le£„, takže podle 20*1*17 jest \L'\„ = 
= \L' — L\„+\L\„, tedy | Z ' — L\„ = 0. Ježto JřCZ ' , jest 
M — LCL' — L, takže podle 20*1*7 a 20*1*11 je M — £ e £ „ , tedv 
Jlf = Z + (Jf — Z) e £„ podle 20*1 *I4. 

20*1*20. tfecAÍ Mn e SDÍ̂ , Jkf„ C Mn+1 (n = 1, 2, 3, . . .). Pa& 

2мn П = l 
= lim |Jf»U. 

2>ů.íra~. Podle 20*1*5 jest | Mn \„<L \Mn+i \„<> 2мn 
» = i 

lim | Mn \ft existuje a jest 

, takže 

;> lim | .Jřn |„. Podle 20* I'18 lMn 
n = l p 

existují množiny Ln e 2^ takové, že Mn C Ln a | Mn \M=\Ln \p. 
OO 

Položme L'n = Y[Lx. Pak jest L'ne£„ (v. 18*4*3 a 20*1 • 14) a MnC 

C L'n C Ln, takŽe"(v. 201 5) jest \Mn\„=\ L'n \„. Jest L'n C L'n+l, 

takže podle 19*2*2, 20*1*14 a 20*1*17 jest ІĽ„ 
П = l 

=-= lim | L n \fl = 

Um | Mn |„. Avšak 2 L'n D 2 Mn, tedy (v. 20*l"5) 
П = l n = l 

IĽn 
»=1 

> 
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:> 
oo 

Цмn 
w = l 

, takže 
џ 

00 

2мn 
П=l џ 

oo 
> j im | Mn \џ , jЄSt 2мn 

n=l / 

;_ lim | Mn |̂ . Ježto také 

= l im | Mn \/Á. 

2м, 
я = l 

> 

20"I"21. NecM M e^St^. Existuje LeQ^ taková, že MQL a že 
pro každou X e £? jest | MX \fA = | LX \fJl. co 

Důkaz. Existuje posloupnost {An}i taková, že An e 21, ^AnZ) M. 
« = i 

n oo 

Položme J ? n = 2 ^ i - Pak jest .Bwe2l, -Bw C-B»+.j, 2 s » 3 -̂ • P o d l e 

ť = l n=l 

20" I" I jest MBn€(JSllA, takže podle 20"l"18 existují množiny LneQ^ 
oo 

takové, že Jf2?n C Ln, | Jf2ín |„ = | Ln |„. Položme L'n = O £<• P a k 

2/„e£„ (v. 18-4-3 a 20-1-14) a Jf2?n CL'nQLa, takže *J Jf2?n |„ = 
oo oo 

= |2/„|„ (v. 20-1-5). Položme L = 2 L'n. Jest M = ^MBn CL 
» = i »=.i 

a 2.- e £„. 
Zvolme X e £ „ . Jest MBnQL'n, takže podle 20*1*5 jest 

| MBn-X |„ + | Jř2?nX | „ ^ | 2 / « - X |„ + \L'n X |„. 

Avšak podle 20'I*I4 jest L'n — X e £ „ , 2/„Xe£„, takže podle 20*1 17 
jest 

| L'n - X |„ + | 2/„X |„ = \L'n |„ = | Jf2?„ |„. (8) 

Tedy | MBn — X |„ + | Jf2?«X |„ <, | Jf2?« |„. Podle 20*1 *6 je také 
| Jf2*„ — X |„ + | Jf2i„X |„ ̂  | Jf2?„ |„, takže 

| Jf2?„ - X |„ + | Jř2?nX |„ = | Jř2?n |„. (9) 

Podle 20*1*5 a 20-1*10 jest 

oe3R„, oC2?n-=>0<=|o|„<J2?n|„ = KB»)< O). 
takže podle (8) a (9) a ježto MB„ C L'n, 
| MBnX U = I MBn | „ — I MBn-X |„>_. | 2 / n | „ - | 2 / n - X |„ = 

= I L'nX |„. (10) 
00 00 

Ježto BnC2?n+1, 2 BH?M, L'nC2/n+1, 2 L ' n = L, podle 20'I*20 
» = i » = i 

jest 
| JfX |„ = lim | Jf2?»X |„, | LX \,> = lim | 2.-'„X |„, 

takže podle (10) jest | J f X | „ ^ | LX |„. Ježto Jf C A podle 20*1*5 
je také | MX |„ <, | LX |„, takže | JfX |„ = | 2.X |„.. 

20*1*22. i\leeiW MQP. Nutnou a postačující podmínkou, aby bylo 
M e £,,, jest existence množin C aN takových, žeC = M + N, Ůe T(QI), 
NeWr 
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Důkaz. I. Podmínka stačí podle 2047, 20441, 20444 a 20445. 
II. Nechť M € £^. Pro n = 1, 2, 3, . . . existují množiny Ani e tyi 

00 oo -. 

( ť = 1,2,3,...) takové, Ž e i f c 2 ^ m > \ ^Ani —M \fi<—. Po-
i=-l i = l W-

00 oo 

ložme C =. J I 2 ^ni, -V = o — ^ . Pak jest i í Co, tedy C = M + N, 
#1 = 1 * = 1 

00 

dále C € T(2l) (V. l8-4"3), konečně pro n = 1, 2, 3, . . . jest _N C 2 ^ — 

i = l 

— J¥, takže podle 204 4 a 204 "5 jest N e 30^, | N |„ < — pro všecka 
n 

n, tedy | JV U = 0, t. j . Ne^. 
20" I "23. Nechť M CP. Nutnou a postačující podmínkou, aby bylo 

M€ £„, jest existence množin C a N takových, ze M = C + N, Ce r(^í), 
Ne9lM. 

Důkaz. I. Podmínka stačí podle 20441, 20444 a 20445. 
II. Nechť M e 2^. Pak M e 30^, takže existují množiny An e *2l 

oo oo oo 

takové, že 2 -̂ n D -M"• J e s t 2 An € T(21)> takže 2 An — M c 2^ podle 
• > i = l w = l w = l 

204 44 a 20445. Podle 204 "22 existují množiny D a K takové, že 

( oo \ oo 

J4An — M\ + K, Derffl), Ke&p. Položme D0 = D. 2 - 4 
« = l / n=l 

00 

-y = Z l f 2 - 4 » . Pak jest JD0€T(2l) a (v. 2047) Ne^. Položme 
n=*i 

00 

C = 2 -̂ fi — -Do- Pak je C e r(tyí) a lehko se přesvědčíme, že M = 
n=l 

= c + .y. 
20'2. Nechť opět <2Í je dané množinové těleso a ^ je daná konečná 

nezáporná or-aditivní funkce v oboru <2l. Pro L e £,, položme <p(L) = 
= \L\tt. Pak platí (v. 20440 a 20447): 

[1] <p je a-aditivní funkce; 
[2] parciální funkce <p<% jest identická s [i; 
[3] <p je nezáporná funkce. 
20*24. V oboru £„ je u-míra jednoznačné stanovena vlastnostmi 

[-]> [2], [3]. 
Důkaz. i. Dokažme napřed, že pro každou £ € £^ je <p(L) <1 \ L \^. 

Nechť naopak <p (L) >\L\fl. Pak existují množiny An € <2Í takové, že 
^ . oo n 

ZAn DL, ^ /^(An) < <p(L).Fóloime B1 = A1, Bn+1 = An+1 — ^Ai 
n~L w = l ť = l 

W W 00 

(» = 1, 2, 3, . . .). Pak jest Bnc<%, 2-4* = 2-B., 2 > » D L a součet 
i = l i = l n = l 
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* n I *ř v 

2-Bw je disjunktní. Podle cvič. 1910 je 2 / ' ( ^ í ) ^ /*( 2-^* 1 = 
» = i ť « i \f--i / 

( n \ » ii cc 

2&i = 2 / " ( ^ ť ) = 2 y ( A ) , t e d y 2 ^(-»*) < ř ( i ) . Ježto p je 
i T / *=-i í = i y - i 

cr-aditivní v oboru £„, jest 2 9? (A) = 9?I 2 BX tedy 9?! 2 ^ J < 9?(£). 

To je spor, neboť <pl 2 - ^ * 1 ^ ř W P o d l e c v i e . -70<?. 

II . Nechť pro nějakou Z c £„ jest 99 (Z) #=| ^ U- Podle I jest 
9?(L)< I £ I,,. Jako v I určeme disjunktní množiny Bn e Ql tak, že 

L C 2 ^w J e s t ^-Sw € £/ť a i = 2 ^ w s disjunktními sčítanci. Tedy 
« = 1 n=í 

<p(L)=2<P&Bn), I i U = 2 I •£*» .#.• P o d l e 1Je <p(LBn) £ I i-5w L. 
n = l w = l 

Ježto yj(i) < I Zr 1̂ , existuje index 2? takový, že <p(LBp) < \ LBP L. 
Podle I je O £ <p(Bp — LBP) £ \BP — LBP ^ £ p(Bp) < 00, tedy 

p(Bp) = <p(Bp) = <p(LBp) + <p(Bp — LBP) < | LB^ + \BP — LBP |„ 
= \Bp\r = p{Bp), 

což je spor. 

Vlastnostmi [1] a [2] není ^-míra vždy jednoznačně stanovena 
v oboru £/ť (v. cvič. 20'7); avšak (sr. 201 15): 

20'2'2. V oboru rffl) je fi-mira jednoznačné stanovena vlastnostmi 
[1] a [2]. 

Důkaz. I. Zvolme A e 51 a dokažme, že 

CeTtfH), 0CA=>V{0)=\G\II. 

Položme 51* = E[Z C A, X e 51]. Podle cvič. 25-£Z je T(51*) = E[Z c .4, 
-f x 

Z e T ( 5 1 ) ] - Položme <£ = E [ZeT(51*) , y(Z) = | Z |„]. Zřejmě 51* 

C <£ C T(51*). Máme dokázati, že £ = T(51*). 

Nechť o„ e (£ a nechť součet 2 o» je disjunktní. Pak^ I 2 ^n) = 
n = i \»=i / 

29>(C«). 
я = l 

Ion 
я = l 

2o» 
> г = l 

= 2 I C. |„, <p(Cn) = I C» U, tedy v I f Cn ) = 
w=-i \n-=l / 

t.j.2o„e(L 
» = 1 

Nechť o„e<£, o„ D on+1. Jest tp{Cl)=\C1\^ ježto oiC-4, 
-4 I, = I*{A) 4= + OO, podle I9-I-2 je | o. \„ #= + 00. Tedy podle 
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19-2-3 je vlfjCnJ^ ----rtGi). 

( oo \ I oo 

n = 1 / |n -= 1 

TlOш 
n = l 

== lim | Cn \fi. Ježto ??(0W) 

, t. j. n^*e-
» = i 

Nyní vychází z I8"5"5, že (£ = T(2l*). 
II. Nechť O c T(21). Pak O € 90^, takže existují množiny An e 21 

oo n 

takové, že ^An D O. Položme JSj = Al9 Bn+1 = .4W+1 — 2 -^* 
n =-= 1 ť = l 

oo oo 

(n == 1, 2, 3, . . .). Pak jest Bn e 21, 2 &n 3 C a součet 2 ^w je dis-
n = 1 w =-1 

00 

junktní. Tedy 0 = 2 CBn s disjunktními sčítanci, takže <p(C) = 
n = l 

- 2 ? > ( ^ ) > I C ln = 2 I CBn U- Podle I je však tfGfl;) = | 0 5 n ;'„, 
w = l w = l 

takže y(0) = 1 0 1,. 
V předcházejícím důkaze bylo užito nezápornosti funkce fi pouze 

pro existenci funkce s vlastnostmi [1] a [2]. Tedy platí obecnější věta: 
20"2'3- Když f je konečná o-aditivní množinová funkce v množi

novém télese 21, pak existuje nejvýš jedna o-aditivní množinová funkce cp 
v oboru T(21) taková, ze parciální funkce q><& jest identická s f. 

20"3. V tomto odst. jsou P a Q dva dané prostory (t. j . dvě dané 
množiny =)= 0). ty je systém všech podmnožin prostoru P: Q je systém 
všech podmnožin prostoru Q. Předpokládejme, že je dáno množinové 
těleso 21 C ^ a konečná aditivní funkce fa v oboru 21, dále množinové 
těleso 23 C Q & konečná aditivní funkce fa V oboru 23. Později při
pojíme předpoklad, že funkce fa a (i2 jsou nezáporné a <r-aditivní. 

Definujme konečnou množinovou funkci pt12 v oboru (21, 23) 
(v. odst. I8"2) takto: 

A € 21, B e 23 => fat(A XB) = fa(A). fa(B). 

20"3"l. fa* 1e aditivní funkce v oboru (21, 23). 
Důkaz. Nechť Aety, Bety, -4 ť € 2i , -Bť€ 23 (1 £ i<L m)\ nechť 

m 

A x B = 2 iAi x s*) s disjunktními sčítanci. (1) 
i = l 

Máme dokázati, že 
m 

• pAA) .^(B) = 2 fhUU) • Héfii). (2) 
ť = l 

Zřejmě stačí, provedeme-li důkaz za předpokladu, že At =)= 0 4= B ť pro 
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1 < i < m. Pak z (1) snadno následuje, že A = 2 Ai> B = 2 B%. 
— — £ - 1 1 = 1 

Ježto <2l a 93 jsou množinová tělesa, podle cvič. 1820 existují dis
junktní množiny A'x € ̂  (1 ̂  A^Lu) a disjunktní množiny B'v e 93 

n 

(\<v<v) takové, že A\ =j= 0, že B'v =# 0, že A = 2 ^'/> -B = 

= 2 B'v, a že pro každé i existuje podmnožina Ui množiny U složené 
v = l 

z čísel 1, 2, . . ., u a podmnožina VÍ množiny V složené z čísel 1, 2, . . ., v 
takové, že 

Ai=^A\, Bi = 2B'v. 
MJÍ veVi 

Tedy 

Ai X Bi = 2 (4'A X J5'„) s disjunktními sčítanci, 
(VMř/ixFi) 

takže podle (1) 
m 

AxB=2 2 (A'xXB'v) 
Í = \(KVWJÍXVÍ) 

s disjunktními sčítanci. Mimo to je však také 

A x B= 2 iA'* X -B'„) 
U,vHUxV) 

a jest i ' ; X -B'-, 4= 0. Porovnáním následuje, že 
m 

P X F = 2 ( P » X F ť ) s disjunktními sčítanci. 
i = l 

Ježto ^ a fji2 jsou aditivní, je 

Ah(-4) = 2/*M'x), fi2(Bi)= 2M#V), 
teUi véVi 

takže 

2 /hUi) - Pi(Bi) = 2 2 ft^d • fh(#v) = 
1 = 1 í^KVMt l i xFi) 

= « JSxFl" 1 ^ 0 ' ^ ^ = 2 Pil*'*) • 2 A(^)-
(/,v)e(í7xy) A = 1 v = = 1 

Avšak 
r^l(^) =.2^ lU'A) , /H(B) =2^ 2 (-B',), 

takže platí (2). * v"1 

B. Čech: Bodové množiny. -Q 
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Systém (21, 95) má podle I8"2'5 vlastnost <x. Tedy podle I9"3'l 
a 20'3"l lze určiti právě jedním způsobem konečnou aditivní funkci <p 
v množinovém tělese t(S2l, 93) tak, že parciální funkce $>(<&,<&) jest 
identická s fx12. Bez obavy z nedorozumění budeme psáti /Á12 místo cp, 
takže nyní p,12 je množinová funkce v oboru í(*2t, 93). 

V následujícím předpokládáme, že fa je konečná nezáporná 
or-aditivní funkce v oboru 21 a že fi2 je konečná nezáporná a-aditivní 
funkce v oboru 93. 

20"3"2. fi12 je konečná nezáporná a-aditivní funkce v oboru í(Ql, 93). 
Důkaz*) I. //,32 je konečná nezáporná aditivní funkce v oboru 

t(^í, 93) podle I9'3"l. Zbývá dokázati, že fi12 je a-aditivní v oboru 
* ( * , 93). 

II. Podle I9'3'2 stačí dokázati, že fi12 je a-aditivní v oboru (Ql, 93). 
Nechť tedy A € <21, JS e 93, -4» € 21, J5W e 93 (n = 1, 2, 3 , . . .) a nechť 

co 

A X B = ^An X Bn 8 disjunktními sčítanci. (3) 
ra=l 

Máme dokázati, že 
00 

ftM) • fhW = 2 fh(An). MB*). (4) 
W = l 

Předpokládejme opak. Pro každý index p je ^ 1 2 I 2 ^w X .Bnl = 

v v v 
= 2 IhiiA* X -Bw) = 2 /"i(-4w) . MBn)l ježto 2 A x £ „ C i X i 5 , 

w = l w = l w = l 

podle cvič. 19*5 je tedy 2^ i (^« ) 'Msn)^MA) .ft2(B). Tedy, ježto 
w = l 

rovnici (4) máme za nesprávnou, musí býti levá strana větší než pravá. 
Ježto funkce //a a fi2 jsou nezáporné a konečné, existuje tedy e > O 
takové, že 

oo 

2 ftWn) - IH(Bn) < fa(A) . |>2(.B) — é]. 
n=l 

III. Podle cvič. 3'ííť existuje prostá posloupnost {<ph}T, jejíž 
členy tvoří právě systém všech konečných stoupajících posloupností 
přirozených čísel. Je-li 

<Ph = {ki}ili, (5) 

rozeznávejme dva případy podle toho, zda jest či není 
m 

2^{Bki) = fJL2(B)—e. (6) 
i = l 

*) V. Z. Lomnicky et S. Ulam, Fundam. Math. XXIII, 1934, str. 247 
až 249. 
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V prvém případě položme Gh = Yl^k^ ve druhém Ch = 0, takže 
i = l 

CA € $1 pro každé h. 

IV. Položme Dx = Cv Dh+1 = Gh+1 — 2 Cr (h = 1, 2, 3, . . .). 
r = l co 

Pak je Dh e 21, množiny Dh (h = 1, 2, 3, . . .) jsou disjunktní a 2 Dh= 
A = l 

= 2<?A-
A = l (A) 

V. Při daném indexu h a při označení (5) nechť v součtu 2 
n 

probíhá n právě hodnoty kv k2, . . ., km. Při daném indexu n nechť 
w 

v součtu 2 probíhá h právě ty hodnoty, pro něž při označení (5) 
A 

některé z čísel ki (1 _.. i ; _ m) je rovné w. 
VI. Při daném n pro každý z indexů A v součtu 

M 

2 /MA.) 
A 

est DhCGhC -4n. Ježto množiny Z>̂  jsou disjunktní, jest (v. cvič. 19*8) 
[n] 

2 /^I(-DA) ^ ^i(-4«), 
A 

tedy 
oo co [n] 

2 th(An) Msn) ^ 2 /"2(^») • 2 ihWh). 
n=l n=l A 

Ježto (JLX a //2 jsou nezáporné funkce, je dovoleno napravo vyměniti 
pořádek sumací, takže 

oo 00 (A) 

2 fh(An) flz(Bn) ^ 2 *.(->*) • 2 tefin)- (7) 
w = l A = l n 

Při označení (5) jest 
(A) m 

2 Mfi») = 2infih). 
n i=l 

Je-li Z>ft 4= 0, je také o/, =)= 0, takže platí (6), z čehož plyne 

t*i(Dh).Z Mz(Bn)^/h(Dk).[Mz(B) — e]> (8) 

a to platí ovšem (v. I9' l ' l) i v případě Dh = 0. Ze (7) a (8) následuje, že 
00 00 

2 t*Mn) • MSn) ^ ÍMB) — «] • 2 ftW . (9) 
« = 1 A=-l 

1 1 * 



156 

VII. Zvolme bod x e A a označme Nx množinu těch indexu n, 
pro něž je x e An. Vylučme triviální případ B — 0, takže ze (3) plyne, 

CO 

že A =-- 2 -An, takže Nx 4= 0. 

Předpokládejme nejprve, že množina Nx je konečná. Pak existuje 
index h takový, že při označení (5) množina Nx se skládá právě z čísel ki 
(1 ^ i :> w>). Ze (3) a z definice množiny N^ následuje snadno, že mno-

m w 

žiny BJZI. (1 <I i < m) jsou disjunktní a že 2 ^ k - ~~ ^ ' takže 2^/i2(Bj,;) = 

----- /i2(B), takže platí (6). Tedy jest Cj? = j j-4/-., tedy jest # e GV 
i=--l 

Obraťme se k případu, kdy množina Nx je nekonečná. Pak existuje 
stoupající posloupnost {JCÍ}ÍL\, jejíž členy tvoří právě množinu Nx. 
Ze (3) následuje opět snadno, že množiny B^. (i = 1, 2, 3, . . .) jsou 

00 

disjunktní a že 2^Bjc.= B. Ježto ^ 2 je konečná o"-aditivní funkce 
i ---•=• l 

co 

v oboru Q3, jest Z,/i2(Bjc.) — /u2(B), takže existuje index m takový, 
i - 1 

že platí (6). Existuje index A takový, že platí (5), načež jest opět C^ — 
m 

ť—i 
Tedy ke každému x e A existuje index h takový, že xeCjh, t . j . 

CO 00 00 

A C 2 Gh- Zřejmě je také 2 ch C A, tedy 2 C* = -4, takže (v. IV) 
co 

.4 = 2 Dh s disjunktními sčítanci. Ježto /^ je or-aditivní funkce 

co 

v oboru <2I, je 2 fa(Dh) — ft.(-4), takže (9) dává 
A=I 

00 

2 ^i(-4w) • ^(-Sn) ^ A î(-4) • [//2(
B) — £]> 

w --= 1 

což je spor. 
Podle 20'3"2 můžeme všecky výsledky odst. 20" I aplikovati nejen 

na funkce /ix a /i2, nýbrž i na funkci /JL12. Pro jednoduchost pišme 

I - H . \B\2, \G | 1 2 ) <$li, 9%, 9Jl12, &, £2 , e12 , 9 ^ , 9 1 * 9} 1 2 

resp. místo 

i "r- l/̂ i' I -*-* I/W2' I ^y l/Wi'2' JvC/^i? JJC/í.,? vJC/í.l2? /̂ťX5 ^ / Í 2 ' ^-tfi2' -̂ C/íjj JC/í2, JC/ť12« 
V následujícím jest O . 00 ---= 00 . O == O a c . 00 = oo . c = 00 pro 

c c R, c > 0. 
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20*3*3. Nechť X e T(5Í), Y e T(93). Pak 

\xx r |„=- |Z | 1 . | y | 1 . (io) 
Důkaz. I. Podle 20*1*15 a podle cvič. 1819 jest Xe2lt F e £ 2 , 

X X Y e £12, takže obě strany rovnice (10) mají význam. Podle 20* I* 10 
rovnice (10) je správná, když X e ^ l , Ž e 93-

II. Zvolme A e 51, B e 93. Položme <2l* = E[X 6 <2l, X C A], 

93* = E[X e 93, X CB\. Podle cvič. 1821 je T(21*) = E[X e T(51), 
-Y Ar 

-X C A], T(<23*) = E[Z 6 T(<33), X C -B]. Zvolme B0 e <23* a označme <2T 
_Y 

systém těch X «= T ^ * ) , pro něž | X \x . | B0 |2 = | Z X B0 |12. Jest 
00 

2T C T(21*) a podle I jest $1* C 21'. Nechť Xn e 21' a nechť X = 2 * • 
w = - l 

s disjunktními sčítanci. Jest | Xn | x . |JB0 |2 = | Xn X B0 | x. a podle 
oo oo 

20-1*17 jest | X |, = 2 I -?« li, \XxB0 \„ = 2 \XnX B0 |12, takže 
n -=-1 w =-1 

00 

X e a : . Nechť X„ e 2T, X„ D X „ + 1 , X = TT X„. Podle 20*1*5 a 20*1*10 

jest -0 <I IZj |, ^ | -á |, = 0.(.á) < oo, tedy 0 <, | X, |, . | B0 | 2 £ 
UM)-MBo) < co. Jest | Xn |j . | B0 |2 = | X„ x B0 |12 a podle 19*2*3 
a 20*1-14 jest | X |x = lim | X„ |lf | X x B0 |12 = lim | X„ X B0 |12, 
takže XeQI' . Ježto "21* je množinové těleso, soudíme z 18*5*5, že 
31' = T(2l*), tedy že 

X e T (51*), £„ e 93* => i X | x . |.80 | 2 = ' | X X B0 | l 2 . 

Zvolme X e TC21*) a označme 93' systém těch Y e T(93*) , pro něž 
| X |j . | Y |- = | X x J |1 2. Jest 93' C T(93*) a právě bylo dokázáno, 

00 

že 93* C 33'. Nechť Yn e 93' a nechť Y = 2 r „ s disjunktními sčí-
» = ] 

tanci. Jest | X |, . | Yn | t = | X X F„ | l t a podle 20*1*17 jest | Y | a = 
00 QO 

= 2 I Y» I*. I i X T I,, = 2 í * X F„ |12, takže Y e 93'. Nechť 
» = 1 W = l 

0 0 ^ 

r„6 93', r„DF„+i, 7 = n r „ . Podle 20*1*5 a 20*1*10 jest 0£ 

^ I -f li"= I -4 li -=.«i(-4) < " o o , 0 ^ | r , |a*g I B 12 = ^ ( 5 ) < oo, tedy 
° = I - í li • I ̂ i |2 < oo. Jest | X |j |. F„ |a = | X x F„ |12 a podle 19*2*3 
a 20*1*17 jest | F |, = lim | J , |„ | X x T |12 = Um | X X Yn |12, 
takže r e 9 3 ' . Nyní vychází z 18*5*5, že 9 3 ' = T(93*) . 

Tím je dokázáno, že rovnice (10) je správná, když existují mno
žiny A e -a, B e 93 takové, že X C A, YQB. 

III . Nechť XeT(<2l), FeT(93). Pak jest XeSDÍj, Te=0ř2, takže 
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existují množiny Ane <2I a Bn c <23 takové, ž e l C ^ ^ T C 2 B»-
n=l n=l 

w* n 
Jest 2 Ai € 2l> 2 -Sy € ̂ ' t a k ž e P o d l e J I Je p r o v š e c k y indexy w 

ť = l 7=1 
n 

ť-i i 

n 

Г 2'Ą 
y--i 2 

n n 

x2^xг2^ 
ť=-i Ӯ=I 

12 

Avšak podle 19*2*2 a 20*1*17 jest 

X |j = lim X ^ І І 
i = l 

lim 

| X X У| 1 2 = Um 

Г . 2 Ą 
í = i 

XŽAІXYŽB, 
12 i = l 7=1 

Tedy platí (10). 
20*3*4. -VeeiV X egW„ ? £ % ««6o -f «91., ?«SC.2- JPa* JMí 

Důkaz. Pro určitost předpokládejme, že Xe9"Jl-, F e ^ . Ježto 

X e gjjj, existují množiny -4„ e 'Sil takové, že X C 2 --»>• Podle 20" I' 18 

existuje množina Z e T(93) taková, že F C Z a | Z |,t = 0. Podle 20*3*3 

0. 
n = l 12 

4 2 -

jest | An X Z Lj = 0, takže podle 20' I '8 jest 
Tedy podle 20*1*7 je | X X Y |12 = 0, t. j . X X Y e <&,, 

' 20-3-5. Jesí T(£X, £2) C £12 a 
L1 e£ l5 -02e£2 => | A |. . | -% I, = I ^1 X - . |12-

iMitez. Nechť ^ e ^ , i-2e£2. Podle 20*1*23 existují množiny 
o, e T(QI), o2 c T(93), -V. € 91., # 2 e 9*2 takové, že £. = o. + iVl5 i 2 = 
= o2 + iV2. Pak jest -d X L2 = (oa X o2) + (o, X IV.) + (N, X o2) + 
+ (N, X N2). Prvv sčítanec náleží do T(?1, 93) (v. cvič. 18-19) a ostatní 
sčítanci podle 20*3*4 náležejí do 9*12, takže LXX Lse £J2 podle 20* I * 11, 
20*1*14 a 20-1*15. Podle 20" I "5 a 20*1*6 jest 

| 0 1 | 1 < ^ | 2 i 1 | 1 ^ | C l | 1 + | - V 1 | , - - | o , | . , 
takže | Li |, = | oi li, a stejně se dokáže, že | Lz |2 = | o212 a \L{x 
X L L, = \(L X o2|12. Avšak podle 20*3-3 jesf| o, X o2 |12 = | o. |.| o2 |„ . 
takže | L, X L2 l12 =\L1\1.\LZ | t. Ježto bylo dokázáno, že (£-, £2) C 
C £12, jest Tíft/fi.) C £12 Podle 20*1*14 v 

Když c c P x Q a k d y ž * e p> ye **' P° l o z m e 

^ 0 ) = B[(*. y) € o], <A(o) = E[(a;, ?v) e o], 
takže * 

aVoJCi 5 , <r%(C)Co,, 
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<? = 2t(«) X a"x(C)] = ŽWfAC) X (y)]. 
XtP veQ 

20-3-6. -Věc** Z e T(£ . , £,). Pot 
y e Q => (/„(J.-) e £,, . . . 
x e P =>a\(L) e £2. (11> 

Důkaz. Označme & systém těch Z e r (£v £2), pro něž platí (11). 
Máme dokázati, že & = T(£j., £2). Zřejmě (£,, £2) C & C T(£I, £-), takže 
stačí dokázati, že ^ je množinové cr-těleso, což plyne snadno 
z 20114. 

20-3-7. Neckf L e =!0ÍÍ2. Pak 

yeQ^o'y(L)e<mv 
x e P => ff»,(L) e <3JÍ2. 

Důkaz. Ježto Z e 90^, existuje posloupnost {c„}f taková, že 
00 

£n € t(2l, <8), 2 ^ - 3 - ^ - Podle I8'2"5 systém (91, 93) má vlastnost oc9 
71 = 1 kn 

takže podle I8"2"4 pro každé n existují konečné posloupnosti {Ani}i==i 
*n 

a {-Bwí}?=i takové, že Anie%, Bnie<® a C w = 2 ^m X B n í. Tedy 
4=L 

oo *n 
2 2 Am X -Bwí 3 L, takže 

n = l i = l 
oo ^n 

n = l i = l 

a podobně %€ P => o"x(L) e 5W2. 
20"3"8. --VedW Jf € <3W12. Pajfc orófo/e J. € T(<21) fafawá, & Jf C A X #. 

Ztáte. Jest Jf C 2 <?«> k d e <?* € í(5i, 93). Jest (v. I8"2"4 a I8"2"5) 
n = l 

"•n 

Cn= ^AniXB^, kde -4wi€<2l, .Bni€<23. Tedy J f C - 4 x Q , kde 
i = l 
oo *n 

^ = 2 2^m€T(3i) . 
n = l i = l 

20"4. Nechť nyní P = E-.. Definujme 3-. C ^ a % = *(3i) jako 
v odst. I8"3. Systém 3i se skládá jednak z množiny 0 a z jednobodo-
vých množin (a), jednak z intervalů E[a < t < 6]. Když 4 = 0 a když 

í 
A = (a), položme A-04) = 0. Když A = E[a < * < 6], položme Aj(̂ 4) = 

t 
= 6 — a. Tím je definována konečná nezáporná množinová funkce Xx 

v oboru 3i-
20"4"l. Áj je aditivní funkce v oboru 3i-
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Důkaz. Nechť Ai€% (l<Li<,m), A e % a nechť A= 2 ^ * 
í = i 

m 

s disjunktními sčítanci. Máme dokázati, že 2^i(-^*) = = ^i(^)- ^ P**" 
i = l 

pádech -4 = 0 a -4 = (a) je to zřejmé. Nechť tedy A = E[a < í < b], 
t 

Zřejmě můžeme předpokládati, že Ai =t= 0 pro l ^ i ^ w a ž e pořádek 
množin .4i je takový, že 

1._ i < j <\ m, x e Ai, y € Aj => x < y. 

Pak ukazuje snadná úvaha, že číslo m = 2n — 1 je liché, že pro liché 
i = 2j—1 jest Ai = E[aj < t < bj], že pro sudé i jest X±(Ai) = 0 

t 
m 

a že bj = «;+] pro 1 <1 j _.. n — 1, ax = a, bn = b. Tedy 2^i(^U) = 
ť = i 

n n 

= 2 h(AU-\) = 2 (bJ — aj) = b — a = ^(A). 
y = i j=i 

V odst. I8'3 jsme si všimli, že systém 3X má vlastnost oc. Tedy 
podle I9'3"l a podle 2Q'4'I existuje právě jedna konečná nezáporná 
aditivní funkce (p v oboru SJj taková, že parciální funkce (p<$x je iden
tická s Xv Bez obavy z nedorozumění pišme Xx místo q>, takže ^ je nyní 
aditivní množinová funkce v oboru Qv 

2Q'4"2. Ax je o-aditivni funkce v oboru Qv 

Důkaz. Podle I9'3"2 stačí dokázati, že Ax je cr-aditivní funkce 
v oboru 3j . Nechť tedy An€% (n = 1, 2, 3, . . .), -4e3 i a nechť 

00 00 

A = 2 -^n s disjunktními sčítanci. Máme dokázati, že 2 K(An) = 
n = 1. w = 1 

= ^(-4). V případech -4 = 0 a _4 = (a) je to zřejmé. Nechť tedy 
A = E[a < t < b]. Zřejmě můžeme předpokládati, že An 4= 0 pro 

všecka n. Když An je jednobodová množina, položme An = (an) = 
= (bn); v opačném případě položme An = E[aw <t<bn]. Ježto L 

t x 

je nezáporná aditivní funkce v množinovém tělese 5-,, podle cvič. 29'8 
m I m \ 

je pro všecky indexy m: 2 ^i(^») = h ( 2 ^ * ) <L h(A). Tedv 
n=--l \n-=l / 

00 00 

2 %i(An) ^ K(A), takže zbývá uvésti ke sporu předpoklad 2 ^i(-4 ) < 
w = l , n=l 

< Aj(-4). Pak existuje e > O takové, že 
oo 

2l1(An) + 6e<l1(A), 
n = l 
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t. j . že 
QC 

2 (bn — «л) + в e < 6 — a. 

Položme n — 1 

A'n = E^an-^<t<bn + ^ 

B\ = •-Җa-
t 

— є<t<a + є], B'2= ҖЬ — є < t < b + є] 
t 

Zřejmě 
00 00 

E[a£t<±b] = ZAn+ (») + (b)C 2 -4'» + £ ' i + *V 
í n = I n = 1 

Množina M = 'E[a^t=\b] je kompaktní (v. I7'2'3): množinv A'n 

t 

(n = 1, 2, 3, . . .), B\ a 2ž'2 jsou otevřené v prostoru E1? takže mno
žiny MA'H, MB\ a MB'2 jsou otevřené v prostoru M. Tedy podle 
I7'5'4 existuje konečná množina N indexů n taková, že 

A C E | > ^ t £ b] C 2A'n + B\ + B'2, 
t n*N 

takže podle cvič. 19'8 a 19'10 jest 

*l(--) ^ 2 W») + W , ) + W2), 
neN 

t. j . 6 — a ^ ^ ^ f t » + ^ ) —^o»—^jj + (a+«) — (a-nc) + (6+«)— 

— (6—c) = It\
bn-an + ~n) + ^s£ 2(bn-an) + Qe, 

7lcN\ * I w = l 
což je spor. 

Nechť nyní P= Em. Definujme S m C ^ a $ m = í(3w) jako 
v odst. I8'3- Systém 3™ se skládá z množin tvaru 

A = A1xA2X....xAm, (12) 
kde A{ € 3i- Položme 

m 

km(A)=Y\ly{Ai). 
? = 1 

Tím je definována konečná nezáporná množinová funkce Xm v oboru 3w 
20"4'3. Aw je aditivní funkce v oboru 3w 
Důkaz. Pro n=\ je nám to známo; nechť to platí pro m = n 

a dokazujme pro m = n + 1. V odst. I8"3 jsme si všimli, že systém 3n 
má vlastnost oc, takže podle 19"3"I existuje konečná nezáporná aditivní 
funkce <p v oboru ^n taková, že parciální funkce y%n jest identická 
s ln. Když ve větě 20"3"l za P, Q, P X Q, <2l, 93, fa, fa dosadíme 
resp. En, Ex, En+i, 5n, §i> <P> -̂ í, vyjde snadno, že Aw + i jest aditivní 
funkce v oboru 3w+i-
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Ježto systém 3w má vlastnost oc9 podle I9"3"l a 20"4"3 existuje 
právě jedna konečná nezáporná aditivní funkce <p v oboru $ m taková, 
že parciální funkce <p^m jest identická s Xm. Bez obavy z nedorozumění 
pišme Xm místo gí>, takže Xm je nyní aditivní množinová funkce 
v oboru -£w. 

20"4"4. Nechť m, n = 1, 2, 3 , . . . -řát/z ve 20"3 za P, Q9 <%, 93, 
fa, ii% volíme resp. Em, En, $m, $», Am, K, V0^ fa* ť̂-H, &) = Qm+n 
a //12

 = Am+n> 

Důkaz. Jest (v. cvič. 1819) 

3m+n = (3m, Si.) C (?m, $») = (*(3ro), *(3n)) C *(&., 3») = *(3m+n), 

tedy 
OW+ÍI C (xLw, ^w) C '(9m+n)) 

takže (v. 18-2-3) 
H^w, ^n) = í(3w+n) = <^m+n' 

Obě funkce //12 a Am+M jsou aditivní v množinovém tělese $ w + 9 l . 
Máme dokázati, že jsou identické. Ježto S m + » = í(3m+w) a ježto 
systém 3w+w m á vlastnost a, podle 19"3" I stačí dokázati, že jsou identické 
parciální funkce 

(th2hm+n a ttm+nhm+n. 
To je však zcela zřejmé. 

20"4"5. Am je o-aditivní množinová funkce v oboru ^m. 
Důkaz. Pro m = 1 to platí podle 20"4?2, a platí-li to pro m = n9 

podle 20"3"2 a 20"4"4 to platí i pro m = n + 1. 
Nyní můžeme aplikovati teorii odst. 20" I na euklidovský prostor 

P = Em, volíce [i = Xm9 21 = ^w*) Míra, ke které takto dospějeme, 
nazývá se Lebesgueova. V teorii Lebesgueovy míry mluvíme stručně 
o (horni) míře a o (shora) měřitelných a nulových množinách místo 
o (horní) //-míře a o (shora) ^-měřitelných a //-nulových množinách 
a píšeme | L \ a £(Em)9 9*(EW) místo | L ^ a £„, ^ . Následující 
věty 20'4'5—20"4"8 se vztahují na Lebesgueovu míru v Em (m = 
= 1, 2, 3,. . .). 

20"4'5. Každá množina M C ETO je shora méřitélná a jest 

d(M) < 00 => I M I < 00. 
To je zřejmé. 
20"4'6. Každá spočetná množina M C Em je nulová. 
To platí pro jednobodovou množinu podle 20" I "10, tedy pro 

každou spočetnou množinu podle 20"l"6. 
20"4"7. Nechť LeQ(Em)- Nechť e > 0 . Pak existuje otevřená mno

žina OcEm taková, že L C G,. \ G — L \ < e. 

*) Připomeňme si (v. I8'6'4), že T ( S W ) je systém věech Borelových 
množin. 
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Důkaz. I. Nechť L e 3m. Když L = 0, stačí voliti Cř = 0. Když 
L 4= 0, jest L = A 1 X A 2 X . . . X Am, kde pro 1 i m je buďto 

m 

A i = (ai) = (bi) nebo Ai = E[at < t < 6ť]. Jest \L\= I~J(6ť — o*). 
t i - i 

m 

Existuje <5 > 0 takové, že ]~|(&i — a>i + 2á) < | L | + Položme 
i = i 

G = G1 X G2 X . . . X Gm, kde Gi = — <5 < í < 6ť + <5]. Pak mno-
t 

m 

žina G jest otevřená a jest \ G \ — Xm(G) ~ — a% + Jest 

LcG, tedy G — L e í \L\ + \G-L\ = 
= \G\<\L\ + e, tedy |G — L \ < e . 

n 

II. Nechť L e Pak jest L = 2 Ai s disjunktními ^ € 3m-
i = l 

g 
Podle I existují otevřené množiny Gi 3 A i takové, že | Gi — A i | < • 

n 

Nechť G = Množina G jest otevřená, jest 6? D L a jest 
i = i 

n n 

G — L c Ž í G i — Ai), tedy\G — L \ £ 2 \ G i — A i \ < e -
i =1 i=1 

III. Nechť ¿ e £ ( Em)« Pak existují množiny An-e takové. 

že 2 ^ D ^ a I 2 ^ — I < Podle II existují otevřené 
n = 1 w. = 1 2 

G "sp 
množiny "J An takové, že | Gn — An I < ^-rr- Nechť G = > Gn. 

2 + n==i 

(00 \ 00 

2 TO •— I + 2 — n = 1 / n = 1 00 00 

— 4»), tedy i f l t - L l ^ l X ^ n - ^ l + S l G . - ^ n K e . 
w = 1 n = 1 

20-4-8. iVecfeť i <= £(E Nechť £ > 0. Pak existuje uzavřena mno-

žina F C Ew taková, že F CL, | L — í7 | < e. 

ZHMraz. Jest Eme£(Em), tedy (v. 20*1*14) Em — £e£(Em). Podle 
20"4"7 existuje otevřená množina tr taková, že (? D Em — L a |6ř — 
— — L) | =1 GL | < e. Nechť F = Em — G. Pak í7 jest uzavřená, 
í1 C i a L — F =GL, tedy | Z/ — F \ < e. 

Když za P, Q, P X Q dosadíme resp. Em? Em+wj mamě 
(v, 2Q"4"4) ve větách 20"3"4—20*3*6 důležité vztahy mezi Lebesgueovými 
měrami v prostorech Em, En a Em+n-

20*4*9. V Ex existují (lebesgueovsky) nemeritelné množiny*) 

*) V. obecnější větu 2I"4"3-
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Důkaz. Rozdělme reálná čísla do skupin tak, že dvě čísla x a y 
dáme do stejné skupiny, když a jen když číslo x — y je racionální. 
Vybereme z každé skupiny právě jedno číslo x, a to tak, že 0 ^ x <^ 1. 
Nechť A je množina všech vybraných čísel a pro každé racionální z 
nechť A(z) = E[t — ze A], takže A = A(0). Lehko se dokáže, že 

t 
množiny A(z) jsou disjunktní, | A(z) \ = \A \ pro každé racionální z. 
Nechť {rn}i je prostá posloupnost, jejíž členy tvoří množinu E [ — 1 <^ 

í 
^ t<L 1; £ je racionální]. Jest 

E [ o < : í f 

takže podle 20" I "5 jest 

K[0=t=l]clA(rn)C'E[—l = t=2], 
t n=i t 

1= | 2^)!^3. 
n = l 

Kdyby množina A byla měřitelná, zřejmě by každá množina A(z) 
byla měřitelná, takže podle 20" I "17 by bylo 

2җrn) = 2 I A(rn) 
» = i 

2--(»•..) rovné 0 nebo oo podle Ježto | A(rn) | = | A |, bylo by 
\n = l 

toho, zda | ^ 4 | - = O ě i ! ^ 4 | > O a oboje je spor. 

Cvičení. 

201. Když P e 3R^ pak 93^ = <J>. 
20-2. Nechť Z, c 3Dt#/; nechť JLL <• £„ pro každou množinu AL e 21. Pak 

20-5. Nechť L e 2^; nechť | L \ < oo. Nechť L = L± + L2; nechť 
I Li U + ! ̂  .„ = I i .„- Pak £-. 6 £„, £ 2 e £„. Předpoklad \L\fA< co 

je podstatný. 
20-4. Předpoklad | M \ < oo ve 20" I'19 je podstatný. 
20-5. Množiny Lx e 2^, L2e2/i nazveme ekvivalentní, když Lx—L2€3l/Á, 

L2 — L1 € 31 „. Systém £ lze rozděliti ve třídy tak, že každá L e £ je právě 
v jedné třídě a že dvě množiny L1 e £ a, L2e £ jsou tehdy a jen tehdy 
ve stejné třídě, když jsou ekvivalentní. Když množina Li e 2^ je ekviva-

00 00 00 oo 

lentní s L\ € £ , pak V Li a V L\ jsou ekvivalentní, TTL i a ^"[--''i jsou 
i = l ť = l i = l i = l 

ekvivalentní, Lx — L2 a J^^ — L\ jsou ekvivalentní. Když L1e2pa> L2* £ 
nechť 

Q(LV L2) = min (\L1 — L2\lA+ \L2 — LX \/Á, 1). 

Když Lx a I/x jsou ekvivalentní a když .L2 a L\ jsou ekvivalentní, pak 
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Q(L19 L\) = Q(L29 Lf
2). Nechť ^ c 2^ obsahuje právě jednu množinu 

z každé třídy mezi sebou ekvivalentních množin. Pak ^ je metrika v &. 
20-6. Nechť {Ln}™ je cauchyovská posloupnost v prostoru ($?, Q) 

(v. cvič. 20-5). Z {Ln} lze vybrati posloupnost {2/w}" tak, že o(L'n, L'm) < 

< — pro 1 < n < m. Položme 
2n -

oo oo co co 
Mi = 2 UL'i> M « = n 2L'i-

n = \i=n n = l i=n 
Pak jest 

o(Ln9 MJ -> 0, Q(Ln9 M2) -> 0, Q(M19 M2) = 0. 
Tedy (&, Q) je úplný prostor. 

20-7.* V oboru £ nemusí býti ^-míra jednoznačně stanovena vlast
nostmi [1] a [2] vyslovenými na začátku odst. 20"2. Nechť P = Ev K = 
= E[0 < t < 1], H = E[í = 0] + E[í = 1]. Nechť systém <&0 se skládá 

t t t 
ze všech těch A e^ (v I8"3), pro něž A c K; nechť systém Ql se skládá 
ze všech množin některého z obou tvarů A a AL + H, kde -á e 510. Pro A e *2l0 

nechť ^(^.) = p(A + fř) = lx(A) (v. 20"4). Pak 51 je množinové těleso 
a fi je konečná nezáporná or-aditivní funkce v oboru 51. Systém £ se skládá 
z těch množin L c Ex, pro něž KL € £( Ej), a pro každou L e 2^ je | ir | = 
= | KL | (napravo je Lebesgueova míra). Pro L e £ položme: [1] g9(£) = 
= | L | , když buďto současně 0 c -k a 1 € _C nebo současně 0 e Ex — L 
a 1€E1—L; [2] ?(.L) = | L ^ + 1, když 0eE1 — L9leL; [3] ?(£) = 
= \L \ — 1, když 0eL9 1 e Ex — L. Funkce <p má vlastnosti [1] a [2], 

20-8. Nechť fxx a fi2 jsou konečné nezáporné tr-aditivní funkce v mno
žinovém tělese 91. Pro každou A € 51 nechť ^(A) = fi2(A). Pak je £^ D £^ . 
S K * - ' * , . . a 

20-0. Tvrzení věty 20-3"8 lze zostřiti takto: Existují _á e T(51), 5 c T(<23) 
takové, že Jkf c A X -B. 

20-10.* Nechť M c E w . Nechť e > 0. Pak existuje otevřená množina 
# c E w taková, &e M c G9 \G \ = \M \ + e. 

20-11. Lebesgueova míra Cantorova diskontinua je rovná nule. 
20-12. Nechť a c E l f b eEl9 a < b. Nechť 0 = c < 6 — a. Pak existuje 

disjunktní posloupnost {Qn}™ intervalů 

Qn = B[un < K t ) J c E [ a < í < 6 ] 
t t 

taková, že: [1] každé racionální číslo intervalu E[a < t < b] náleží do 
t 

00 00 

2 ^n» -2- 2 A l ^w) = 6 — a — c - Z t o h o následuje podle l7-8'3: Ke 
n = l w = - i 

každému c takovému, že 0 _ c < b — a, existuje kompaktní množina K 
řídká v E[a = í = 6] a taková, že | K \ = c. 

ť 

20-J3. Pro í c E w nechť g(X) = | X |. Pak g je aditivní množinová 
funkce v oboru všech částí prostoru E m . Q není cr-aditivní; ani parciální 



funkce Q& není cr-aditivní, je-li ® systém všech otevřených podmnožin 
prostoru E w . 

§21. Obecná teorie integrálu. 

21" I. Pro celý odstavec učiníme stejný předpoklad jako v odst. 20" I. 
Opět Qpt znamená systém všech ^-měřitelných množin. 

Nechť L e .2^ a nechť / je funkce v oboru L. Pravíme, že funkce / 
je fi-m&řitelná, když pro každé c e E1 množina 

E[f(x) < c] 
x 

je /^-měřitelná. Následující tři věty jsou zřejmé (v. 20" I "14): 
2I"I"I. Konstanta je /jt-méřitdná funkce v oboru LeQ^. 
21" I "2. Nechť f je ju-méritélná funkce v oboru í c ^ a nechť M C í , 

M e 2^. Pak parciální funkce fu j*> ii-mVritdná. 
21 "I"3. Nechť L w e ^ (n = 1,2,3, . . .); pro každé n nechť fn je 

jLi-měřitelná funkce v oboru Ln. Když x e Lm . Ln, nechť fm(x) = fn(x), 
°° 

takže existuje funkce f v oboru 2 A* taková, že f(x) = fn(x), kdykoli 
»=i 

x e Ln (n = 1, 2, 3, . . .). Pak f je /i-méřitelná funkce. 
Z 20-1-7 a 20-1-11 plyne: 
21 "I"4. Když N je fi-nulová množina, pak každá funkce v oboru N 

je fi-mífitdná. 
21 "I"5. Necht f je (i-m&ritelná funkce v oboru i e f i^ . Nechť B 

je Borelova množina v prostoru Ěv Pak množina E[/(#) e B] je fi-meři-
telná. x 

Důkaz. I. Když ae Ev b e Ev a< b, pak množina E[a <^ f(x) < b] 
X 

je /^-měřitelná, neboť (v. 20" I "14) je rovná množině 

E[/(*)<&] — E[/(a )<a] . 
X X 

II. Nechť G jest otevřená množina v prostoru Ev Každému 
z e G lze přiřaditi číslo ó(z) > 0 tak, že 

ue Ev \u — z | ^ ó(z) => ueG. 

Množiny E[ \u — z \ < d(z)] jsou otevřené v G. Podle 16" I "2 a 16" I "5 
u 

G je separabilní prostor, takže podle I6"2"2 existuje v G bodová po

sloupnost {zn} taková, že 2 ^\\u — zn\ < á(zw)] = G, takže tím spíše 
w = l u 

oo 

2 E[>.. — á(z..) £ u<zn+ d(zn)] = O, 
П = l U 
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tedy 
QC 

2 E[z„ — d(zn) = f(x) < zn + S(zn)] = E[j(x) e o], 
n = 1 x x 

takže E\f(x)eO] je ^-měřitelná podle I a 20" I 14. 
a? 

III . Označme © systém všech otevřených množin v prostoru E1? 

takže (v. I8"6"l) r(@) je systém všech Borelových množin v E^ 
Označme (E systém těch B e r(@), pro něž E[/(a;) e B] je /^-měřitelná. 

X 00 

Máme dokázati, že (E = T(@). Když i?OT e £ , podle 20"I'I4 je ] > X * <£• 

Když B e £ , -B' e £ , podle 20 114 je B — B' e (£. Tedy (E je množinové 
a-těleso. Podle I I je © C (E, tedy T(@) C (E. Ježto také (E c r(©), jest 
<E = r(@). 

21' I "6. Nechť f je /jt-m&řitdná funkce v oboru L e 2^. Pak E[/(a?) = oo] 
X 

a E[/(ÍC) = — oo] jsou jbi-méHtelné množiny. 
X 

Důkaz. To je (v. I8"4"3 a 20" I "14) důsledek identit 
oo 

E[/(.r) = oo] = L — 2 Etft*) < n ] , 
x n = l x 

00 

*-[/(*) = — oo] = Vf --[/(*) < - »]• 
a; n = l x 

21 "I"7- Nechť f a g jsou /.i-můřitelné funkce v oboru L e 2^. -Pafc 
E[/(tf) > rt*)], E[/(a) ^ (?(*)], E[/(a) = 9(»)] 
a; a- .r 

ý«(Mi fjL-méřitelné množiny. 
Důkaz. Nechť (v. cvič. 3ml) {rn}n=i je prostá posloupnost, jejíž 

členy tvoří množinu všech racionálních čísel. Pak tvrzení je (v. 20"I"14) 
důsledkem identit 

00 

EM*) > g(x)] = 2 (%(») < ' J — --[/(*) < ' J ) , 
a; w = l a; a; 

Erfítr) ^ flr(*)] = L — E[g(x) > /(«)], 
a; a; 

E[/(.r) = g(aj)] = B[/(*) ^ ?(*)] - E[/(*) > tfa,)]. 
ÍC « .r 

V následujícím opět O . oo = O . (— oo) = O, c . oo = (— c) . 
. (— oo) = oo, c . (— oo) = (— c) . oo = — oo pro c e R, c > 0. 

21 "I"8. Nechť f je fi-m&řitélná funkce v oboru L e 2^. Nechť c e E^ 
Pak cf je fi-méřitelná funkce. 

Důkaz. Pro c = O podle 21 "I"I, pro c > 0 podle identity (ae Ej) 

E[c/(.r) < a] = Ћ\f(x) < ^], 
x ~L 1 
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pro c < 0 podle identity 

Җcf(x)<à] = a] = E\f(x) > ! j , 

neboť množina napravo je //-měřitelná podle 214"5 a 21 "I"6. 
214 "9. Nechť f a g jsou fi-meřitdné funkce v oboru LeQ^. Pro 

x e L nechť: [1] <p(x) = f(x) + g(x), když součet napravo není bezvýznam
ný* [2] <p(%) = 0, když součet f(x) + g(x) je bezvýznamný. Pak <p je 
fi-m&Htelná funkce. 

Důkaz. Označme M množinu těch x e L, pro něž součet f(x) + 
+ g(x) není bezvýznamný. Jest 

L — M = E[/(#) = oo]. E[g(x) = — oo] + B[/(a?) = — oo]. V[g(x) = oo], 
a? a; x x 

takže množina 1/ — M, a tudíž i množina .Jf, je //-měřitelná. Podle 
2144 a 214 "3 stačí dokázati, že parciální funkce <PM je //-měřitelná. 
Nechť opět {rn} je prostá posloupnost všech racionálních čísel. Pak 
je pro c € Ei 

oo 

%>*(-») < c] = 2 {--[/(*) < r»] • --&(*) < c — ' « ] } . 
* w = l a; a; 

takže Etyjf (g) < c] je //-měřitelná. 
a; 

V následujícím | oo | = \ — oo | = oo a pro oce Ev oc > O jest 
ooa = 00. 

21440- Nechť f je fi-méřitelná funkce v oboru L e 2^. Nechť oc e E1? 

oc > 0. Pa& funkce \f\* je fjL-měřitdná. 
Důkaz. Nechť ceEv Když c > O, pak 

_i_ i_ 
E[\f(x) | * < c] = E[0 <;/(*) < c*] + E[0 >/(») > — c"] , 

ÍB a; a; 

takže (v. 214'5) množina E[|/(a;) |* < c] je //-měřitelná; a to platí 

i pro c ^ O, neboť pak E[| f(x) |* < c] = 0. 
X 

21441. Nechť f a g jsou fi-mlřitdné funkce v oboru LeQ^. Pak 
f .g je fi-mlřitdnÁ funkce,. 

Důkaz. Položme 
M, = E[/(*). g(x) = 0], M2 = E\f(x). g(x) = oo], 

X X 

M3 = E[/(»). g(x) = — oo], Ml = L — (M1 + Mi + Ma). . 
X 

Snadno se přesvědčíme, že množiny Mv M2 a M3 (a tudíž i M4) jsou 
//-měřitelné, takže podle 214 4 a 214 "3 stačí dokázati, že parciální 
funkce (/{7)M4 je //-měřitelná, tedy že pro ceE1 množina M4 . E[/(#) . 

. gr(a?) < c] je /^-měřitelná. To však plyne z vět 214"7 až 21440, 
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neboť 
Má . E[/(a) . g(x) <c] = Mé. E{[/(z) + g(x)f < [f(x) - g(x)f + 4c}. 

X X 

21442. Nechť {fn}T je posloupnost fi-méřitelných funkcí v oboru 
LeZp. Pro xeL nechť Fx(x) = supfn(x), F2(x) = inffn(x). Pak Fx 

a F2 jsou fi-měřitdné funkce. 
Důkaz. To je důsledek identit 

oo 

E[F2(X)< C] = 2 Wn(*)< C], 
x n — lx 

F1(x) = —ini[-fn(x)]. 

21443. Nechť {fn}T je posloupnost fi-meřitdných funkcí v oboru 
LeQp. Pro xeL nechť F^x) = íimfn(x), F2(x) = limfn(x). Pak Fx 

»->cx) W->oo 

a F2 jsou /jL-méřitelné funkce. 
Důkaz. Nechť gn(x) = sup U(x), hn(x) = inf U(x). Podle 21442 

fezn i^n 

gn a hn jsou ^-měřitelné funkce. Zřejmě však Fx(x) = inf gn(x), F2(x) = 
= sup hn(x), takže podle 21442 také Fx a F2 jsou ^-měřitelné funkce. 

21444. Nechť f je //,-m&řitdná funkce v oboru L e £^. Pak existuje 
posloupnost {fn} funkcí v oboru L taková, že: [1] fn jsou konečné /t-měři-
telné funkce a množiny fn(L) jsou konečné (t. j . každá funkce fn 

nabývá jen konečného poctu hodnot), [2] f(x) = lim fn(x) pro každý 
XeL, [3] když xeL, /(#) I> O, pak 0=\fn(x)^fn+1(x); když xeL, 
f(x) £ O, pak O ^ fn(x) ^ fn+1(x). 

Důkaz. Když O £ i < 2*n, ^ £ f(x) < %-±±-, nechť fn(x) = p 

když 0£i< 2*n, _ ^ = /(íK) > _ i ± i , nechť /„(*) = - p když 
f(x) I> 2n, nechť fn(x) = 2n; když f(x) <£ — 2n, nechť fn(x) = — 2n. 
Pro každé c c E2 množina E[/W(ÍC) < c] jest rovná některé z množin 

X 

0, B[/(*) ^ --J-] (1 ^ i £ 2-»), E^) < |j] (1 £ i £ 2-»), i, 

které jsou vesměs //-měřitelné, takže funkce fn jsou /j-měřitelné. Ostatní 
vlastnosti funkcí fn jsou zřejmé. 

21445. Nechť Leg^, \L\IÁ< oo. Nechť f je konečná funkce 
v oboru L; nechť {fn}T je posloupnost konečných /i-m&řitélných funkcí 
v oboru L taková, že fn(x) -> f(x) pro každý XŽL. Nechť e > 0. Pak 
existuje množinaM C L taková, žeM e Qp, \L — M \/i< eažeparciální 
funkce JM je stejnomérnou limitou (v. I4"2) posloupnosti {(fn)M}-

Důkaz. I. Funkce / je ^-měřitelná podle 21443. 
E. Čech: Bodové množiny. 12 
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II . Nechť jsou dána čísla d > 0 a ry > 0. Nechť An = E[|/n(a?) — 
a? 

— /(*) I < fl- Pak AncL a, podle vět 21 17 až 2 N I 0 jest An€Q/4. 
00 

Nechť _9#=-ri--.. t a k ž e fi»Ci, £„C-Bn+1 a Bn€2,P (v. I8'4'3 
ť ----- n 

00 

a 20"I" 14). Ježto fn(x)->f(x) pro každý xeL, jest ^?Bn = L. Podle 
n=-l 

I9"2"2 a 20" I "14 jest oo > | i 1̂  = lim | Bn \[l, takže existuje index p 
takový, že \L — Bp \fA < rj. 

III . Pro m = 1, 2, 3, . . . lze podle II určiti množinu Cm a index km 

tak, že Cm e £„, Cm C L a že: [1] | Om 1̂  < —, 

[2]n>km, xeL — Cm=> \fn(x)—f(x)\< — -

00 00 

NeohťJf-=-2. — 2 C1™-Pak Jf e£„,ilí c £ , | £ — M |„ =- | 2 ^ U ^ 
ro =-1 m = 1 

^ 2 \°mU < 2 ó^ = e a m i m ° t 0 
m = І m = l' 

n>km, xeM => | /„(#) — /(a;) | < —, 

ta.kže fM je stejnoměrná limita posloupnosti {(fn)M}-
21 "2. I v tomto odstavci učiňme stejný předpoklad jako v odst. 20" I. 

Z množinových funkcí /x v oboru 21 a A-t v oboru $1 (v. odst. 20"4) 
odvoďme množinovou funkci v v oboru č(2i, 5-J stejně, jako jsme 
v odst. 20"3 odvodili množinovou funkci [i12 v oboru £(21, 95) z množi
nových funkcí fa v oboru 21 a /i2 v oboru 95. 

2I"2"I. Nechť LeQp. Nechť f je nezáporná /t-méřitelná funkce 
v oboru L. Položme 

M = E[xeL, 0<^t<f(x)]cPx Ev 

Pak množina M je v-mefitdná. 
Důkaz. Podle 2I"I'I4 existuje posloupnost {fn}i nezáporných 

konečných /^-měřitelných funkcí v oboru L taková, že množiny fn(L) 
jsou konečné a že pro každý xeL jest fn(x) 5^ f(x) (n = 1, 2, 3, . . .) 
a fn(x) -> f(x). Jest 

oo 

M = 2Mn, Mn=E[xeL, 0£t<fn(x)], 
n = l {xtt) 

takže (v. 20" I "14) stačí dokázati, že MneQv. To však plyne podle 
20"3"5 a 21 "I"5 z fakta, že, když c* (1 ^ i<L kn) jsou všecky hodnoty, 
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kterých nabývá funkce fn, jest 
kn 

Mn = 2 {E[/„(x) - *] X E[0 £ t < a]}. 
i = 1 X t 

2I"2"2. Nechť L e £^. Nechť f je fi,-mefitelná funkce v oboru L. 
Položme 

N = E[a? 6 i , č = /(a?) 4= ± oo]. 
(a?, O 

P a k ,esl N ř 9 t , . 
Důkaz. Podle 20'I "16 existuje posloupnost {Ln}f taková, že 

co 

L e 2^ 0 <^ I L |^ < oo a L = 2 ^ - J e s t 

n = i 
00 

# = 2 # n , # n = E[a; ^ L w , t = f(x) ± ± oo], 
n = i (a;,í) 

Zvolme £ > 0. Jest 
oo 

# w = 2 Hni, Nni = E[a? € Ln, t = f(x), (i — 1) 8 £ \t \ < ifi]. 
i = l (aj.í) 

Položme 
Lni = E[x e Ln, (i — I)e<L | /(a?) | < ie], 

takže * 
00 

2LniCLn 
'i = 1 

a 
Nni C Lni X E[(ť — 1) s £ I t I < ie]. 

Podle 211-2 a 2 | - i ' 5 je i . , 6 ^ takže podle 20 T5 a 20-35 je 
| Nni \v£ 2e . | i n i |/(. Podle 20* 1 5 a 2 0 I 6 jest 

00 00 

\Nn\v£2\Nni\v£2e2 \Lni\r 
i = 1 i = 1 

0C> OO 

Ježto součet 2*Lni je disjunktní, podle 20"!"17 je 2 I Lm U = 
i = l 

ž, Aгi 
i = l 

<1 I Ly i \jU, takže O <1 | Nn \9 <^ 2e | Ln \(Á. Ježto O <1 | L П \fl 

< oo a ježto číslo £ > O je libovolné, jest | Nn |„ = O, tedy O <^ | A7 |„ <^ 
00 

<; 2 | -V„ | - = 0, tedy | N |, = O, t . j . tf e 9V 
n = l 

Pro každou funkci / v oboru L C P nechť /+ a /— jsou funkce 
v oboru L takto definované: 

když /(a;) I> O, nechť f+(x) = f(x), f~(x) = O, 
když f(x) £ O, nechť f+(x) = O, /-(a;) — — / ( s ) , 

12* 
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takže pro každý x e L jest 
f+(x) :> 0, f - ( x ) ¡> O, f ( x ) = f + ( x ) — f - ( z ) , I f ( x ) I - f+(x) + f - ( x ) . 

Zřejmá je věta: 
2I"2"3. Když f je ju-mefitelná funkce v oboru L e pak /+ a f— 

jsou ju-méřitelné funkce. 

Nechť nyní / je daná ^-měřitelná funkce v oboru L e Qf/. Podle 
21 "21 a 21 "2"3 množiny 

M+ = E [ x e L , 0 < t < f+ ( x ) ] 
(X, t) 

a 
M - = E [ x e L, 0 ^ t < f - ( x ) ] 

(x, t) 

jsou ^-měřitelné. Když není současně | M+ \v = \ M~~ |„ = oo, pak 
číslo | M+ \v—| M~~- \v nazýváme integrálem (určitěji: ju~integrálem) 

funkce / v oboru L (říkává se, že L jest integrační obor) a značíme je 

f f ( x ) d j u . 
L 

Když | M + \v = | M~ |v = co, řekneme, že f f ( x ) dju neexistuje. Když 
L 

netoliko / f(x) dju existuje, nýbrž je také — oo < / f(x) dju < oo, 
L ' L 

pak řekneme, že / f ( x ) dju je konvergentní. Když M QL, M e pak 
* r místo J da (v. 2*4) píšeme J f(x) dju. 

M M 

Zřejmá je věta: 

2I"2"4. Nechť f je ¡u-meřitelná funkce v oboru L e Pak jest 

f f ( x ) dju = f f+ ( x ) dpt — i f—(x) dju L L L 
za předpokladu, ze buďto levá nebo pravá strana existuje. 

2 1 "2 5 . Nechť c e E a , L e Pak 

J o dju = c | L 
L 

Důkaz. Podle 21 "2'4 stačí dokazovati pro £¡>0. Pak je však 
podle 20'3"5 

f c dju = | E[a? 6 L, 0 ^ t < c] = | L X E[0 ^ t < c] |„ - c | L ĵ . • 1 

L (x,t) ' t 

21 "2 6 . Nechť f je libovolná funkce v oboru N e Pak f f ( x ) dju = 0. 

Důkaz. Funkce / je /¿-měřitelná podle 21 "I "4. Podle 20"3"4 jest 
N X Ex € takže podle 20" I "7 je | M+ \v=\ M~ |„ = 0,. tedy 
f f ( x ) dju = 0. 
L 
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21 "2'7. Nechť f je /bi-méřitdná funkce v oboru L e £,, taková, že 
ff(x) dfi existuje. Pak pro každou množinu X C L, X € Q^ existuje 
L 

ff(x) d/i = <p(X) a tp je a-aditivní množinová funkce v množinovém 

a-ťelese (v. cvič. 18*13) E [ I c A X «.£„]. 
x 

Důkaz. I. Nechť / je nezáporná funkce. Pro XQL, X c 2^ jest 
(p(X) = | M(X) |„ kde 

M(X) = E[> € X, 0 £ t < f(x)]. 
(x,t) 

Je-li Xn QL, XneQft a jsou-li množiny Zw disjunktní, pak také mno-

( 00 \ 00 

2 Xn I = 2 -3-f (-Xw), takže 
w = l / w = l 

( o o \ I oo 2*» = 2 i w»)k *• j-
w = l l\v n = \ 

<P\2x») = Z<p(xn). 
\n = í I n = l 

II. Opusťme předpoklad, že f(x) ^ 0. Pak se důkaz snadno * 
dokončí podle 19"I"2, 2I"2"4, cvič. 194 a I. 

21 "2"8- Nechť f ag jsou funkce v oboru L € £,,- Nechť f je fi-mtřitdná. 
Nechť E[/(a?) =(= g(x)] e 9 V Nechť existuje ff(x) dfi. Pak g je fi-mlři-

x L 

telná a 
fg(x) d/i = ff(x) dfi. 

L L 

Důkaz. Funkce g je /^-měřitelná podle 21 "I"2, 21 "I"3 a 21'I"4. 
Položme N = E[f(x) #= g(x)]. Podle 2I"2"6 a 21 "27 jest 

X 

ff+(x) dfi = ff+(x) dfi = fg+(x) dp = fg+(x) dp 
L L—N L—N L 

a podobně 
ff-(x) dfx = fg-(x) d/i, 

L L 

takže stačí aplikovati 2I'2"4. 
2I'2'9- Nechť f je fi-méřitelná funkce v oboru L c £„; nechť existuje 

ff(x)dfJL. Pak 
L 

ff(x) dfi > — oo => E[f(x) = — oo] c 9 U (1) 
L x 

ff(x) dfji < oo => E[/(s) = oo] e <&„ (2) 
L x 

takže (v. 20 19) 
— oo < ff(x) dfji < oo => E[f(x) = ± oo] e 9 ^ . 



174 

Důkaz. Nechť A = E[/(a) = 0 0 ] = B[/+(a?) = 00]. Jest 
X X 

M+ =~R[xeL9 0=t<f+(x)]^E[x€A9 0=t<f+(x)] = 
(*,«) (», t) 

= Ax E[0<:*], 
t 

takže podle 20"I"5, 20"3"5 a 2|-|a6 jest 

ff+(x)dp=\M+ \W^\A |„ .oo. 
/ i 

Když předpokládáme, že ff(x)d/j,<ao, jest ff+(x) dfx < 00, tedy 

00 > I A \f4. 00, tedy | A |^ = 0; tím je dokázáno (2). Stejně se dokáže 
i (1). 

21 "2" 10. Nechť f a g jsou p-měřitelné funkce v oboru L e £/f. Nechť 
existují integrály 

Sf(x) dp, fg(x) dp (3) 
L L 

a nechť součet tíchto dvou integrálů není bezvýznamný. Nechť <p je funkce 
v oboru L taková, ze <p(x) = f(x) + g(x) pro každý x e L takový, ze součet 
f(x) + 9(%) nen^ bezvýznamný. Pak funkce <p je jbi-m&řitélná a jest 

ff(x) dfi + fg(x) dp = f<p(x) dp. (4) 
L L L 

Důkaz. I. Nechť funkce / a g jsou konečné a nezáporné a nechť 
každá z nich nabývá jeři konečného počtu hodnot. Nechť ai (1_\ i <^ m) 
jsou všecky hodnoty, kterých nabývá /; nechť bj (1 ^ j _.. n) jsou všecky 
hodnoty, kterých nabývá g. Nechť A^ = E[/(#) = a{] ( 1 . _ i 5^ m)\ 

x m n 

nechť Bj = T&[g(x) = bj]. Jest AÍBJ e£^ a í = ^ 2 ^ ^ s ^ s _ 

a; i = . l 7 = 1 
junktními sčítanci, takže podle 21 "2"5 a 21 "2"7 jest 

m n 

7, i = l ? = 1 

/g(a;) d^ = 2 2 fy I AiBi l#» 
/, i = i 7=1 

/v(*)<V« = 2 2 ( « Í + 6 Í ) I M U 
X i = l ;-=i 

z čehož následuje (4). 
I I . Nechť funkce / a g jsou nezáporné, takže <p = f + g. Podle 

21 "I"14 existují posloupnosti {fn} a {gn} konečných //-měřitelných 
funkcí v oboru L9 z nichž každá nabývá jen konečného počtu hod
not, takové, že pro každý xeL jest 0^\ fn(x) <^ fn+i(x) <^ f(x)9 0 ^ 
<I gn(x) <; gn+i(x) < g(x)9 fn(x)-+f(x)9 gn(x)^g(x)9 tedy také 0 ^ 
^ U%) + 9n(x) <L fn+i(x) + gn+i(x) <£ 9>(cr), fn(x) + grw(a;) -> y>(a). Tedy 
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(5) 

E|> € L, O <: t < f(x)] = 2 E t * € .L, O <; t < fn(x)l 
(x,t) » - l <*.*) 

E[* € i , O <; t < fn(x)] C E|> € L, O £ t < fn+1(x)l 
(X, t) (*, *) 

takže podle 19*2-2 je 
ffn(x) d/l - > ff(x) d/JL. 
L L 

Podobně je 

fgn(x) d/jL -> fg(x) d/x, f[fn(x) + gn(x)] d/i -> f<p(x) d/i. 
L L L L 

Avšak podle I je pro každý index n: 

ffn(x) d/i + fgn(x) d/i = f\Jn(x) + gn(x)] d/i, 
L L L 

takže platí (4). 
III. Nechť / a g jsou libovolné /^-měřitelné funkce v oboru L. 

Ježto součet integrálů (3) není bezvýznamný, není ani 

ff(x) d/jL = — fg(x) d/i = co, 
L L 

ani 
— íf(x) d/x = fg(x) d/ji = co, 

L L 

takže podle 2|-2"9 (v. též 20" 17 a 20" I 9) jest Ne^, kde 
N = E[/(a) = - g(x) = oo] + E[— f(x) = g(x) = oo]. 

X X 

Tedy parciální funkce <pN je ^-měřitelná podle 21 "I"4. Parciální funkce 
q>Lr-N je ^-měřitelná podle 21 "I'9, neboť L — NeQ„ podle 20" I "I I 
a 20-1-14. 

Zřejmě 

x e L — N => o <; <p+ <; /+ + g+} o <; <p- <\ f- + g-. 

Když xeL — N, <p+(x)< co, smíme položiti 

u(x) = f+(x) + g+(x)—<p+(x); 

když xeL — N, <p~(x)<co, smíme položiti 

v(x) = f-(x) + g-(x)—cp-(x); 

když xeL — N, <p+(x)< co = <p—(x), je definováno u(x) a položme 
v(x) = u(x); když xeL~N, (p-(x) < co = <p+(x), je definováno v(x) 
a položme u(x) = v(x); když xeN, položme u(x) = v(x) = 0.*) 

*) Zřejmě není nikdy <p+(x) = <p-(x) = oo, takže u(x) a v(x) je defi
nováno pro každý x e L. 
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Z 21 "I"3 a 21 "I"9 vychází snadno, že u a v jsou jw-měřitelné funkce 
v oboru L. Snadno se přesvědčíme, že 

* l r-(*) + ír-<*) = ?>-(*) + »(*>• ( 6 ) 

Mimo to jest zřejmě 
x € -L => w(a;) = w(a?) ̂  0. (7) 

Ze (6) a (7) následuje podle II, že 

f<p+(x) dџ + fu(x) dџ = ff+(x) dџ + fg+(x) dџ, 
L—N L—N L—N L—N 

f<p-(x) dџ + fu(x) dџ = ff-(x) dџ + fg-(x) dџ. 
L—N L-N L—N L—N 

(8) 

Ježto integrály (3) existují a jejich součet není bezvýznamný, není 
možné, aby pravé strany obou rovnic (8) byly rovné oo. Ježto u(x) ^ 0, 
je tedy 

0 <L fu(x) d/t < oo. (9) 
L—N 

Podle2l"2"6 a 2I"2'7 jest ff+(x) dp = / / + (x) dp a stejně pro funkce 
L L—N 

g+, /—, g—, <p+, <p—, takže (8) lze psáti 

f<p+(x) dfi + fu(x) dfi = ff+(x) d/i + fg+(x) d/i, 
L L—N L L- QQ\ 

f<p-(x) d[i + fu(x) dfi = ff-(x) d/z + fg-(x) dp. 
L L—N L L 

Z (9), (10) a 21 "2"4 následuje (4), máme-li na paměti, že integrály (3) 
existují a že jejich součet není bezvýznamný. 

21"2"11. Nechť f a g jsou /.i-m&řitélné funkce v oboru LeQ^ takové, 
íe ff(x) dfi a fg(x) dp, existují. Nechť N = E[/(a) > g(x)] € 9 ^ . Pak 

L L x 

ff(x)d/i£fg(x)dp. (11) 
L L 

Důkaz. Podle 2I'2'6 a 2I"2"7 jest ff+(x) d/i = ff+(x) d/i a stejně 
L L—N 

pro funkci g+. Ježto 
x e L — N => f(x) ^ g(x), 

podle 20" I "5 jest ff+(x) dp<\ fg+(x) d/i, t. j . 
L—N L—N 

0£ff+(x)dp=fg+(x)dp. 
L L 

Stejně se dokáže., že 
0£fg-(x)d/jt£ff-(x)dp. 

L L 

Odtud a z 21-2*4 následuje (11). 
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21 "2" 12. Nechť f je /i-méřitelná funkce v oboru L e 2^. Nechť budto 
je | L \fl < oo nebo nechť existuje ff(x) d/i. Nechť m e Ev Pak 

L 

E[f(x) < m] € CR, => //(*) d^ = m . | L |,„ (12) 

W(x)>m]e<3lft => ff(x) d ^ = m . | L ^ 

Důkaz proveďme třeba pro (12). V případě \ L\/Jl= oo můžeme 
souditi takto: Podle 21"2"11 jest fmd/jL_ff(x)d/ji\ ale podle 21 "2"5 

L L 

je fm d/jL = m . | L \IÁ. 
L 

V případě | L \[A < oo není podaný důkaz úplný, neboť je třeba 
ještě dokázati, že ff(x) d/i existuje. Položme N = ~E[f(x) < m]. Podle 
2I-26 a 2I-27 jest 

f[f(x)— m]-d/i= f [f(x) — m]-d/i= f0.dp = 0, 
L L—N L—N 

takže podle 2I"2"4 existuje /[/(#)— m] dtu a jest 
L 

f[f(x)—m]dp=0. 
L 

Podle 2T2-5 je však 

fm d/i = m | L \/Á, tedy — oo < fm d/i < oo. 
L L 

Tedy podle 21 "2" IO existuje ff(x)d/x a jest 
L 

ff(x) d/i = f[f(x) — m] d/i + fm d/u, = fm d/i = m \ L 1̂ . 
L L L L 

21 "2" 13. Nechť f je /i-mifitdná funkce v oboru LcQ^. Integrál 
ff(x) d/x je konvergentní, když a jen kdy i je konvergentní integrál 
L 

f\ f(x) | d/jt. Mimo to je pak 

\Sf(x)dp\<f\f(x)\d/A. 
L ~L 

Důkaz. To plyne z 2I"2"4 a z fakta, že podle 21 "2" IO je 

/I f(x) | d/l = ff+(x) d/JL + ff-(x) d/JL. 
L L L 

21 "2" 14- Nechť f a q> jsou /i-m&fitdné funkce v oboru L € £^. Nechť 
E[| f(x) | > <p(x)] € 9 ^ . Nechť fq)(x) d/i je konvergentní. Pak ff(x) d/i 
x L L 

je konvergentní. 
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Důkaz. To plyne z 2I"2"4 a z fakta, že podle 21 "2" 11 je 

0<L ff+(x) d/i_ fcp(x) d/x < oo, 
' L L 

O ^ ff-(x) d/i <: f(p(x) d/i < oo. 
L L 

21 "2" 15. Nechť f je /i-méřitdná funkce v oboru LeQ^. Nechť 
\L\tl< oo. Nechť existuje množina N e 9 ^ taková, ze parciální funkce 
ÍL-N je omezená. Pak ff(x) d/u je konvergentní. 

L 
To plyne z 2I"2"5 a 2 I 2 I 4 . 
2I'2'I6. Nechť f je /i-měřitelná funkce v oboru i c f i^ . Nechť 

existuje ff(x) d/i. Nechť c <• Ev Pak 
fcf(x)dpL = cff(x)d/i. (13) 

L L 
Důkaz. I. Nechť funkce / je konečná a nabývá jen konečného počtu 

hodnot. Nechť ai (1 5^ i ^ m) jsou všecky hodnoty funkce / a nechť 
m 

Ai='E[f(x) = ai]. Pak jest AÍCQ^ a ^Ai = L s disjunktními sčí-
x i = l 

tanci, takže podle 2I"2"5 a 2I"2"7 jest 
m m 

ff(x) d/x=_ai\Ai |̂ , fc f(x) d/i= _ OXÍ \ Ai ]„, 
L ? = 1 L ť = l 

z čehož plyne (13). 
II. Nechť funkce / je nezáporná a nechť c ^ O . Podle 21 "I"14 

existuje posloupnost {fn} konečných /^-měřitelných funkcí, z nichž 
každá nabývá jen konečného počtu hodnot, taková, že pro každý 
x € L jest O 5^ fn(x) <I /w+i(#) _. f(x). Tedy platí (5), takže podle 
I9"2"2 jest ffn(%) d/x -» ff(x) du. Podobně fc fn(x) d/jb -> fc f(x) d/i. 

L L L L 
Avšak podle I je fc fn(x) d/i = cffn(x) d/jt, takže platí (13). 

L L 

III. Nechť funkce / je nezáporná. Když c 2> O, platí (13) podle II. 
Když c < O, podle 2I"2"4 jest fc f(x) d/i = — f\ c \ f(x) d/x, takže 

L L 
opět platí (13). 

IV. Opustíme-li předpoklad, že / je nezáporná, platí (13) podle III 
a 21-2-4. 

21 "2" 17. Nechť f a <p jsou/A-méřitdné funkce v oboru LeQ^. Nechť 
f<p(x) d/i je konvergentni. Nechť T£[<p(x) < 0] € 9 V Nechť m e E-. Pak 
L • x 

E[/(a;) < m] e 9 ^ => ff(x) (p(x) d/i^m fcp(x) d/i, (14) 
x L L 

EL7(#) > m1 € 9̂ A* =>• ff(x) V(x) d/4s ^ m ftp(x) d/ji. 
x L L 
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Důkaz proveďme třeba p r 0 (14). Podle 20"I "7 a 20" I "9 jest 
N = E[(f(x) ^ m) <p(x) < 0] c 9 ^ , 

X 

takže podle 2I"2"6 a 2I"2'7 je 
f[(f(x) — m)<p(x)]-du^ f [(f(x) — m)<p(x)]-d/t = 0, 

L p-B 
takže podle 2I"2"4 jest 

f(f(x) — m)(p(x)d^Q. 
L 

Podle 21 "2" 16 je však 
fm <p(x) d[x = m f<p(x) d/u, tedy — oo < /m <p(x) d/u, < co, 

L L L 
takže podle 2I"2"8 a 21"2" 10 je*) 

ff(x) <p(x) dfx = f(f(x) — m) <plx) dfx + fm <p(x) d/i^m fcp(x) d/u. 
L L L L 

21 "2" 18. Nechť {fn}T j^ posloupnost /i-méřitelných funkcí v oboru 
L € Qp. Pro x e L, n = 1, 2, 3, . . . nechť fn(x) <^ /w+i(#). Nechť existuje 
$fi(%) ty a ?cs* 4= — °°- -P°* jest 
h 

lim $fn(x) dfji= / lim fn(x) d^. 
L L 

Důkaz. Ježto jfn(cc) <L fn+i(x), pro každý x € L existuje lim fn(x) = 
= <p(x) a jest fw(sc) 5^ <p(x). 

Položme N = E[/X(x) = — oo], takže N € 9 ^ podle 2I"2"9. Nechť 
X 

n = 1, 2, 3, . . . Pro ar 6 -V nechť un(x) = 0; pro a; € L — N nechť 
un(x) = /»(#) —/i(aO, když /-.(a?) < oo a un(x) = 0, když fx(x) = oo. 
Podle 2/-/"/, 2I'I'2, 211% 2/l"6 a 2I"I"9 jsou utl(n= 1,2,3,...) 

ju-měřitelné funkce v oboru L. Pro xeL — N jest fn(x) = h(x) + un(x). 
Pro xeL jest 0<[un(x) _\un+i(x), takže existuje lim%»(#) = u(x) 
a jest ^(x) ^ 0. Pro x*L — N jesťg?(a;) = fx(x) + u(x). Podle 21 "I"13 
u je /^-měřitelná funkce v oboru L. Ježto ww(a;) ^> 0, u(x) I> 0, jest 

fun(x) d[i=\An \v, fu(x) d[jL=\B \y, 
L L 

kde 4 
An = ~E[xeL, 0<t< un(x)], 

B = E[x e L, 0 < t < u(x)]. 
(x,t) — 

oo 

Jest An C An+1, B = 2 -<-»> t a k ž e Podle I9"2"2 a 2 I * I jest | 5 |„ =. 
W - = l 

*) Dle 21-2-9je EJ>(-c) = ± oo] € ^ a zřejmě f(x) <p(x) = \j(x)—m\<p(x) + 
x 

•f m<p(x) pro <p(x) =(= ± oo. 
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=-- lim | An \v. Podle 2la2a8 a 2I"2'I0 a ježto fft(x) dfi > — oo, 

M n l v ^ O , | £ | v ^ 0 , jest 

ffn(x)dfJL=\An\v+ff1(x)df,, 
L L 

f<p(x) dfi = I B \v + //-(*) d^, 
takže L -& 

f<p(x) dfi = lim //„(a;) d/u. 
L L 

21 "2" 19. Nechť <p je fj,-m&řitelná funkce v oboru LeQp taková, ze 
f<p(x) dfi je konvergentní. Nechť {fn}T je posloupnost fi-m&řitdných 
L 
funkcí v oboru L taková, ze pro xeL. a pro n = 1, 2, 3, . . . jest 
| fn(x) | <I <p(x). Pak jest 

lim ffn(x) dfi ^ / lim fn(x) d/u, (15) 
L L 

Hm ffn(x) dfi<\f lim fn(x) d/i. 
L L 

Důkaz proveďme třeba pro (15). Položme gn(x) = inf fi(x), takže 

gn(x) <\ gn+i(x) a lim gn(x) = Hm fn(x). Ježto | fn(x) \ <\ <p(x), je také 
\gn(x) \<L<p(x), takže podle 21 2'14 (v. též 21I "I 12) integrály 

ffn(x)dfi, fgn(x)dfx 
L L 

jsou konvergentní. Podle 21 "2" 11 jest 
i I> n =>'fgn(x) d/t <; fU(x) dfi, 

L L 

takže také 
fgn(x)dfj,<Lwt ffi(x)d/i = vn. (16) 

L i^n L 

Jest Hm ffn(x) d/i = lim vn. Podle 21 "2" 18 je však 
L 

f Hm gn(x) dfi = lim fgn(x) d/i 
L L 

a pravá strana je <^ Hm vn podle (16). Tedy 

/ lim gn(x) d/z <I Kin vn, 
L 

což dává (15). 
2I"2"20. Nechť <p je fi-m&řitelná funkce v oboru LeQp taková, že 

f<p(x) dfx je konvergentní. Nechť {fn}i je posloupnost fi-méřitdných 
L 
funkcí v oboru L taková, £e pro xeL a pro n = 1,2, 3 , . . . jest 
i fn(x) | 5^ q>(x). Nechť N QL, Ne 9 ^ . Nechť F je funkce v oboru L 
taková, že 

xeL — N=> fn(x) -> F(x). 
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Pak je 
lim ffn(x) d/A, = fF(x) d/x. 

L L 

Důkaz. Podle 21 '2' 19 je 
/ lim fn(x) d/z <1 lim ffn(x) d/j, <I íím ffn(x) d/i <1 / lim /n(a;) d/i. 

L L L L 
Podle 21-2-8 je však 

/ lim fn(x) d/i = fF(x) d/i = f í iS fn(x) dju. 
L L L 

21-2-21. NecM f a g jsou /i-m&ntelné funkce v oboru L e £„. NecM 
E[/(z) < g(x)] € 9 ^ . NecM 

— oo < ff(x) d/x = fg(x) d/i < oo. 
L L 

Pak E[/(*) + g(x)] € 9 V 

Důkaz. Položme Nt = E[f(x) < g(x)], N2 = E[f(x) = ± oo], Nz = 

= -E[g(x) = ± oo], N = N± + N2 + Nz. Jest ^ e ̂  a podle 2I2"9 

jest # 2 6 9 ^ , NzeVlr, tedy . l V c ^ podle 2 0 I 9 . Pro xeL — N 
položme <p(x) = f(x) — g(x); pro x e N položme <p(x) = 0. Pak <p je ne
záporná ^-měřitelná funkce (v. 21"I"2, 21 "l"3 a 21 "I"9) v oboru L. Podle 
21-2-10 jest f[g(x) + <p(x)] dp = fg(x) d/x + f<p(x) d/i = ff(x) dp + 

L L L L 
+ f<p(x) d/j,. Avšak N e9^ a pro xcL — N jest g(x) + <p(x) = f(x); 

L 

tedy f[g(x) + <p(x)] dp = ff(x) d/i podle 21-28 (v. též 20"17). Ježto 
L L 

ff(x) d/x + f<p(x) d/jL = ff(x) d/x #= ± oo, jest /a>(a?) dii = 0. 
L L L L 

Nechť N'n = E <p(x) >^\ (n = 1,2,3,...), takže N'n € £„. Ježto 

<p je nezáporná funkce, jest (v. 2I"2"7) 

f<p(x) d/x > 0, f<p(x) d/jL>0, f<p(x) d/jL + f<p(x) d/i = f<p(x) du = 0, 
N'n Ir-N'n — N'n L-N'n L 

tedy f<p(x) d/x = 0. Avšak podle 2IB2B5 a 21 '2' 11 jest 

IV' KT' 

Tedy | N'n | , = 0, t. j . #'„ € 9 V Zřejmě však B[f(x) + ,7(3;)] C N + 
00 

+ 2-^'n. takže E[/(a;) + g(x)] e 9*„ podle 20" 1*9. 
n = l as 
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21 "3. Jako v odst. 20"3 předpokládejme: Jsou dány prostory P 
a Q, množinová tělesa S l C ^ a ^ C Q a konečné nezáporné o--aditivní 
množinové funkce fa v oboru 21 a [i2 v oboru 93. Jako ve 20"3 defi
nujme konečnou nezápornou cr-aditivní množinovou funkci fi12 v oboru 
*(9l,^5). Jako ve 20"3 pišme 

I -<* li. I B li. I o lu. Si. £2. £i2> OTi, % , 9*12 

resp. místo | .4 |iMl atd. Když CCP X Q, xeP, yeQ, definujme 
množiny o\(C) a o"x(C) jako ve 20"3 (str. 158 dole). 

2l"3i'. NecM Ae£l9 CeQ12, CcAx Q.*). Pro xeA položme 
<p(x) = \o"x(C) |2 (to lze podle 20"3"7). Pak <p je fi^méřitelná funkce 
v oboru A a jest 

f<p(x) djux=\C |12. 
A 

Důkaz. I. Zvolme množiny -4 c d , BeQ2 tak, že | A |x < 00, 
-B |2 < 00 a položme 

£*-. = E[X eQv Xc A], £ * 2 = E [ F e £ 2 , F C -B]. 

Podle cvič. 25-22 je 

r te* ! , £*2) = E[Z * r (£ l 5 £2), Z C i X Í ] . 
z 

Označme (při daných množinách A a B) (£ systém těch C c r^*-^ £*2), 
pro něž tvrzení naší věty je správné. Pak jest (£ C *(£*i> 6*2) a podle 
20-3-5 a 21-2-5 jest (£*-., £*2) C <L 

Nechť Cn € (£ (n == 1» 2, 3, . . .) a C = 2 ^w s disjunktními sčí-

tanci. Dokažme, že C € (£. Pro # €-4 nechť ^(a;) == | o"z(C) |2, gpn(a?) = 
00 

= I o"x(Cn) \2. Zřejmě o"x(C) = 2 'o"x(C») s disjunktními sčítanci, 
n = l 

00 

takže podle 20"I" 17 a 20"3"6 jest <p(x) = 2 ^ní^) P r o každý xeA. 
w = l 

Podle 21-2-10 jest 
n n 
y ' /^(cr) d/i1= f 2 ?>ť(a) fy-. 

ť = i A .4 ť=-i 

a podle 2I"2"I8 jest 
» n 

lim / 2 9^) <K = / l i m 2 9>i(#) dr^l-
»->oo _4. i = l _á n->oo i = l 

*) K dané množině C c Ci2 existuje vždy (v. 20'I"15 a 20"3'8) množina .A 
taková, že A e2l9 C c A X Q. 
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Tedy 
00 00 

fqtx)ňnL= 2 I9'»(a:)á>1 = 2 l o » | 1 2 = | o | 1 2 , 
--- n = l A n = l 

kde poslední rovnost je důsledek věty 20" I "17. Tedy O6<£. 
00 

Nechť Cn e <£, on D o,l+1 (w = 1, 2, 3 , . . •), o == TJ o„. Dokažme, 

že o e £ . Podle 20-1 -5 a 20"35 jest | o,. |12 £ \ A x B J12 = | A |x | £ | t 

< co. Opět nechť -?(-,) = | <--.(C) |„ q>n(x) = | <r%(on) |, pro 
x e A. Ježto ox e (£, je oj C A X B, tedy <r%(ox) C 5 , tedy O <I ^(s) = 
= I *VCy |, ̂  | J3 |, < OO. Zřejmě ^.(o..) D ff"*(o„+i), tr%(o) = 

CO 

= T\o'*{Cn), takže podle 19*2-3, 20117 a 20-3"6 jest 
n = l 

# e -4 — JV => <p(x) = lim 9?n(a;). 

Ježto O <1 ?>»(-**) 5^ <Pi(%) pro a: € 4 a ježto JVi(aO d[ix je konvergentní, 

podle 21-2-20 jest 

fcp(x) dfa = lim f<pn(x) d/ix = lim \Cn\12=\C |12, 

kde poslední rovnost je důsledkem vět I9"2'3 a 20" I "17- Tedy Oc(£. 
Nyní následuje z I8"5"5>*) že £ = T(£*-., £*2). Tím je dokázáno, 

že naše věta je správná, když předpoklad A e £1, C € £12, C C - 4 X Q 
nahradíme předpokladem 4 e £1? JS € £2, C e T(£19 £2), O C 4 X JB, 
[ 4 \± < oo, | B |2 < oo. 

II . Nechť A e £1? O € £12, O C 4 X Q. Podle 20" I 22 existují mno
žiny Cx e T(5Í, 93) a N± e <3l12 takové, že O, = C + Nv Podle 20" I "23 
existují množiny O2 € T(21, 93) a N2e 9^12 takové, že C = C2 + N2. 
Ježto A e £ l9 existuje množina -4<°) € T(21) taková, že .4<°> D 41. Položme 
C0=CX. (4(0) X (2). Jest Oo € T ( « , 93), ť?2 e T(2l, 93) a O2 C C C Co, 
C0 — C2CN1 + N2, takže (v. 20"I"7 a 20"I"9) jest O0 — O2€9l12. 
Ježto O0 e rffl, 93), jest (v. 20"I'15) C0 e £12, takže existuje posloupnost 

00 

{Dn}? taková, že Dn e *(<&, 93) a ]> Dn D C0. Položme Ex = Dl9 
1 w = l 

n 

^ B + 1 = !>„+! — 2 A (*• = 1, 2, 3, . . . ) . Pak posloupnost {#„}» je 
ť = l 

oo 

disjunktní, jest 2í7w € £(21, 93) a 2 En D ČV Ježto 21 a 93 jsou množi
l i 

nová tělesa, mají vlastnost oc (v. str. 126 dole), takže systém (21, 93) 
má (v. I8"2'5) vlastnost oc; tedy (v. I8"2"4) pro každé n jest En = 

*) Do 18*5*5 je dosaditi (£*-., £*2) za 51. Ježto £*x a £*a jsou množi
nová tělesa, má (v. 18*2*5) systém (£*-., £*2) vlastnost <x (v. str. 126 dole), 
tedy tím spíše vlastnost, která se v 18*5*5 požaduje na systému 51. 
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= 2 (A'in- X B'^) S disjunktními sčítanci, kde -4'-.n c 51, JB'^6 9 5 . 

00 * » 

Jest 2 2 (^íw X B'in) D C0. S malou změnou označení můžeme říci: 
n =--1 ť -=-• 1 

existují posloupnosti {-4n}J° a {-Bn}í° takové, že .-4n e 21, Bn e 93 
00 

a O0 C 2 (̂ w X -Bw)> kde součet napravo je disjunktní. Pro x € A<°> 
n = l 

nechť 
<p(x) = \o\(C) |2, y>(x) = \a\(C0) |2, XW = \o\(G2) |2; 

pro x e A(°\ n = 1, 2, 3, . . . nechť 
y»(*0 = I a\[C0 . (An X Bn)] |2, Zll(a?) = | a\[C2 . (.4n x Bn)] |2. 

Podle 20-1 15, 20-1-17 a 203-6 jest pro *€.4«» 
00 00 

ip(x) = 2 ^,(ie), X(x) = 2 *»(*)• 
» = i » = i 

Podle I je pro každé n 

f Ynixyáfti = | o0 . (An X Bn) |12, 
4 < 0 ) 4 ) í 

/ ^»(*)d,«i = I o2 • (-4„X -Bn) |12. 

Podle 20-1-5, 20-1-10 a 20-3'3 je 0 ^ | o0 . (An x Bn) | 1 2 = : | An x 
X 5 » I12 = fh(A*) • MBn) < oo- Ježto o0 D o2, o0 — o2 e 9^-, je také 
\C0.(AnxBn) — Cz.(AnXBn)\12e

<^i3, tedy | o0 . (An X Bn) | u = 
= | oa . (J[n X £„) |12. Mimo to pro každý x e A®) je 0 <, #„(a;) <, 
<:y»(*), takž© podle 21*2-21 je E[a;ei<0)4n, ¥>»(*) + *„(a:)] e 9 V Pro 

X 

x e A<°)— An je £„(a;) = y»(a;) = 0, takže E[aj e A«», y>n(x) =)= Xn(x)] e 9*x. 
X 

00 

Zřejmě E[a;6il<0), y,(x) 4 = ^ ) ] c 2 E [ * e i ( ° ) , V»(*) 4= K»0)]> takže 
* n = las 

E[ar ě ̂ <°), v(*) #= ^(a;)] 6 9 î- Zřejmě X(x) <L <p(x) ^ ip(x) pro xeA^), 
X 

takže E[«€4(o), (̂a-) ^F (p(x)] € ^ Podle 20"I" 17 jest 
X 

00 00 

I ^o l„ = 2 ICo • (-U X 5») |12 = 2 / V»(«) dv"i-
• - 1 » = l i « » ) 4 n 

Pro xeA<f»-^An je yB(aj) = 0, tedy podle 21-27 

/ tpn(x) d/i1= f xpn(x) dfa, 
A®) A«»An 

je 
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takže 
00 

I <?o I12 = 2 / Wn(x) fyv 
n = 1^(0) 

Podle 21 "2" 10 je však pro každé n 
n n 

2 fv>i(x)fyi= / 2 ¥*(*)% 
i - l i ( O ) ,4(0) i = 1 

a podle 21 "2" 18 jest 
n oo 

lim / 2 Wi(x) <-K = / 2 ViM d l̂y 
w->oo^(0)i = l j^(O) i = l 

takže 
00 

/ y>(x) dfh = 2 / iM*) d/*i = I c0112. 
4(0) » = l 4 ( 0 ) 

Podle 21-2-8 je fip(x)dfi1= f<p(x)d/i1. Pro a;e4«» — .4 j e 

4<0) 4(0) 

<p(x) = 0, takže podle 21'2-7 je f<p(x)d/i1=f<p(x)dfJi1. Ježto o2C 
4(0) 4 

C o C oo, Co - C2 * SRu, je | o | u = | oo lia- Tedy /?(*) <K = I o |12-
4 

21*3*2. -/VecAt* oe9^12. -ATecAř M je mnoiina téch xeP, pro nkí 
o"*(C) e 9 ^ . Pak P — Me <RV 

Důkaz. Podle 20"3-8 (v. též 20* I'15) existuje množina AeZt 

taková, že oC-4 X Q. Když » e P — A, zřejmě crVo) = 0, tedy 
P — ACM, tedy P — i f = .4 — M. VroxeA nechť y(.r) = | o\(C) |2, 
takže .4 — M = E[<p(x) > 0]. Podle 21-3" I jest 

X 

f<p(x) <K = | C | 1 2 = O = / O d^, 
4 4 

takže podle 21-2-21 jest | ~E{<p(x) > 0] | x = O, t . j . 4̂ — Jf e 9 V 
X 

2T3-3. .iVecAř' oťfija. -.VecAt? /e Jf mnoiina těch xeP, pro niž 
ď'x(C) e£2. Pak P — Me<3lv 

Důkaz. Podle 20-|'23 jest C = U + N, U e T(<H, 93), ^ c ^ . 
Podle 20*3*6 jest (Aío") e £2 pro každý xeQ. Mimo to zřejmě o\(C) = 
= o\(U) + o"x(N), takže podle 20*1*11 a 20*1*14 

oK
x(N)egis=>o"x(C)e23. 

Tedy P — M e ^ podle 21*3*2. 
21*3*4. Nechť f je /i-méHtelná funkce v oboru Ceg.^. Pro kaídý 

xeP definujme funkci fx v oboru ox"(C) takto: fx(y) — /(*, y)- Nechť 
E. Cech: Bodové množiny. 13 
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je M množina tich xeP,pro niž: [1] o\(C) «, £2, [2] fx je u2-mlřitelná 
funkce v oboru o\(C).*) Pak P — Me^. 

Důkaz. Nechť {rn}™ je posloupnost všech racionálních čísel. 
Množina E \j(x, y) < rn] je ^12-měřitelná. T e d y p o ( i le 2I"3"3 existuje 

množina Nn e 9^i taková, že 

xeP — Nn => E[fx(y) < rn] € £ 2 . 

Podle 2I'3'3 také existuje množina JV̂  € 9 ^ taková, že 

xeP — N0=>o"x(C)sQ2. 
00 

Nechť N = 2 Nn, tedy N€<311 (v. 20" I 9). Stačí (v. 20" I "7) dokázati, 
w=0 

že P — N C M. Nechť tedy xeP — N. Ježto N0 c N, jest o\(C) e £2 . 
Nechť c e E-=. Stačí dokázati, že T&lfx(y) < c] c £2. Existují indexy 

y 

n1<n2<n3< . . . (^ >̂ 1) takové, že rUi < c> lim r„ť == c. Ježto 
^ C N, jest E[/,(y) < rn.] 6 £2. Avšak 

00 

W*(y) < c] = 2 E[/*(žť) ^ *•«,]. 
y i = l 2/ 

Tedy Ef/^y) < c] € £2 podle 20" I 14, 
y 

21 "3"5- .AfecAf -4 c £1? J5 € £2, JVeciW / je fil2-mlřitelná funkce v oboru 
A X B taková, že f f(x, y) du12 existuje. Pro každý x*A definujme 

AxB 

funkci fx v oboru B takto: fx(y) = f(x, y). Nechť K je množina tich xeA, 
pro niž funkce fx je fi2-mlřitdná a ffx(y) dju2 existuje. Nechť q> je funkce 

B 
v oboru A taková, že q>(x) = f fx(y) d/j,2 pro každý xeK. Pak 

B 
ff(x,y)dji12=f(p(x)dp1. (1) 

AxB A 
Poznámka. Zpravidla se píše ff(x, y) dfi2 místo ffx(y) dfi2. 

JO J D 

Důkaz. Nechť / nabývá pouze hodnot 0 a 1. Nechť C = E[/(ÍS, y) = 1]. 

Pak ce£12, CCA X B a (v. 2I'25 a 2l-2~7) 
ff(x,y)dfh2=fl .dftu= \C\12, 

,AxB C 

takže podle 2T3I 
ff(x, y)d/ivt=fy)(x)úfi1, 

AxB A 

*) Ty body xeP, pro něž o"x(C) = 0, počítáme do množiny M. 
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kde ip(x) = \o"x(C) |s- Ježto / je nezáporná funkce, K je množina těch 
xe A, pro něž funkce fx je ^-měřitelná. Podle věty 2I"3"4 (do které 
za C dosadíme A X B) jest A — Ke<3lv Nechť M je množina těch 
x e A, pro něž a\(C) €.£2. Podle 2I"3'3 jest A — M e <3lv Pro x e MK 
jest podle 2I"2"5 a 21 "27 

<p(x) = ffx(y) d[j,2= fl dfi2 = ip(x). 
B a"x(C) 

Podle 20" I "9 jest A — MK = (A — M) + (A — K) e <3lv Tedy podle 
21-2-8 

ftp(x) dfa = f<p(x) d[iv 
A A 

takže platí (1). 
II. Nechť funkce / je konečná, nezáporná a nabývá pouze koneč

ného počtu hodnot. Nechť Ci (1 __ i __ m) jsou všecky hodnoty 
funkce /; nechť Ci = E[/(ÍC, y) = cj. Nechť fi (1 <_ i __ m) je funkce 

(*, y) 
v oboru A X B taková, že fi(x, y) = 1 pro (x, y) cfy a f%\x, y) = 0 

m 
pro (z, i/) e (A X £ ) — d, takže / = 2 <>iU N e c h ť jři (1 __ i __ m) 

i = l 
je množina, která odpovídá funkci fi tak, jako množina K odpovídá 
funkci /. Nechť <pi (1 <_ i <_ w) je funkce v oboru .4 taková, že <p%\x) = 

m 
- ffi(x, y)djíía pro xeK{. Podle 20"I'9 a 2I"3"4 je A — K.Y[Ki = 

1* m m í = = 1 

= - 4 — ^ + 2 ( ^ — ^ ) 6 ^ ! . Pro * € * . f l ^ i Je 
í = l i = l 

<P(X) — ff(x9 y) d[i29 <pi(x) = ffi(x9 y) d/i29 
B B 

m 

tedy <p(z) = 2,C0i(x) podle 2 I _ I 0 a 2!-2'l6. Podle týchž vět je 
І = l 

m 

/ /(«, -y) d^a - 2 Ci / h(.x>y)fy* 

w m 

/ .2 Ci9?ť(:r) d^x = 2 c* / W(*) ^ 1 

Podle 2I"2"8 jest 

Podle I jest 

Tedy platí (1). 

m 

f .2 ci<P*(x) dth = f V(x) d^i' 
A i^i A 

f h(z, y) dfi12 = f <pi(x) d[iv 
AxB A 

13* 
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III. Nechť funkce / je nezáporná. Podle 21" I "14 existuje posloup
nost {fn)i konečných /^-měřitelných funkcí v oboru A X B, z nichž 
každá nabývá jen konečného počtu hodnot, taková, že pro každý bod 
(x, y) e A X B jest 0 <£ fn(x, y) <I fn+i(x, y), fn{x, y) -> f(x, y). Nechť 
Kn (n = 1, 2, 3, . . .) je množina, která odpovídá funkci fn tak, jako 
množina K odpovídá funkci /. Nechť <pn (n = 1, 2, 3, . . .) je funkce 
v oboru A taková, že <pn(x) = ffn(x, y) d/i2 pro xe Kn. Podle 20" I "9 

B 
oo oo 

a 21-3-4 je A — K . Y]Kn = (A—K) + ^{A—Kn)e^l1. Podle I I 
n-=l n=l 

jest 
ffn(x, y) dp12 = f<pn(x) d/uv 

AxB A 
oo 

Nechť xp a \pn jsou funkce v oboru A takové, že: [1] pro xeK . [\Kn 
n=í 

oo 

jest xp(x) = <p(x), xpn(x) = <pn(x), [2] pro x e A — K . Yi^n jest xp(x) = 
n = l 

= 0 = rpn(x). Podle 21 "2"18 jest xpn(x) -> \p(x) pro každý x e A a podle 
2I"2"M jest 0<^y)n(x) <Lxpn+i(x) pro každý xeA. Tedy podle 2I"2"I8 
jest 

f\pn(x) d/i± -> fxp(x) d/iv 
A A 

Podle téže věty jest 

ffn(x, y) d[i12 -> ff(x, y) d[i12. 
AxB AxB 

Podle 21-2-8 jest 
fxp(x) dfa = f<p(x) d[xv fxpn(x) dfa = f<pn(x) djuv 
A A A A 

Tedy platí (1). 
IV. Obraťme se posléze k obecnému případu. Nechť Kx a K2 

jsou množiny, které odpovídají funkcím /+ a /— stejně, jako množina K 
odpovídá funkci /. Podle 21 "3'4 jest A — K± e <R19 A—K2e $lv Nechť 
<px a <p2 jsou funkce v oboru A takové, že <p±(x) = ff+ (x, y) dfi2 pro každý 

B 

x e Kx a <p2(x) = ff~(x, y) d/i12 pro každý x e K2. Podle III jest 
B 

ff+ (x, y) d/t12 = f<p±(x) dpv ff-(x, y) d//12 = f<p2(x) d/uv 
AxB A AxB A 

Podle 2I"2"4 jest 

/ f(x,y)d[i12= f f+(x,y)d[x12— f f-(x,y) d/i12. 
AxB AxB AxB 

Ježto integrál nalevo existuje, aspoň jeden z obou integrálů napravo 
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je konvergentní. Pro určitost nechť třeba / f—(x, y) du12 je konver-
AxB 

gentní. Pak f<p2(x)d/jL1 je konvergentní, takže podle 21 "2*9 N = 
= Efa(x) = ~ao]c<3t1. Podle 20"I 9 jest N + (A—K1K%) = N + 

+ (A—K1) + (A—K%)€<311. Pro xeK1Kt — N = A — [N+(A — 
— K±K2)] podle 2I"2'4 jest <p(x) = <p1(z)—<p2(x), takže podle 21"2" 10 
jest 

f<p(x) dfa = f<px(x) Afix — f<p2(x) dfa. 
A A A 

Tedy platí (1). 
21-4. Nechť nyní P = Em. Ve 21 "I volme <2l = <Šm (v. 183) 

a /* = %m (v. 20'4). ATO-měřitelné funkce v oboru L e Qzm = £(Em) na
zývají se krátce měřitelné (určitěji lebesgueovsky měřitelné) funkce. 

2I"4"I. Nechť f je spojitá funkce v oboru L € £(EW). Pak f je měři
telná funkce. 

Důkaz. Nechť c € E-L- Množina E[/(a;) < c] podle 9"5 jest otevřená 
X 

v L, tedy (v. 8'7'5 a 20" I "14) je měřitelná. 
21 "4"2- Nechť f je funkce v oboru I e £ ( E w ) . / je měřitelná, když 

a jen když pro každé e > 0 existuje množina F uzavřená v Em a taková, 
ze F QL, \L — F \<E a ze parciální funkce fF je spojitá. 

Důkaz. I. Nechť pro n = 1, 2, 3, . . . existuje uzavřená množina 

FnQL taková, že \L — Fn \ < — a že parciální funkce fF je spojitá. 
n n 

00 

Položme M =_ Fn. Pak jest Fn C M, tedy L — MQL — Fn, tedy 
n = l 

\L — M\<L\L — Fn\<—9 tedy \L — M\ = 0, tedy L — Me 
n 

e<-fl{Em). Nechť ceEv Pak jest 
00 

Erj(*) < c] = 2 WF„(X) < c] + B\ýL-M(x) < c]. 
x n—\ x x 

Jest ~E[fFn(x) < c] e £(E.») podle 21 4-1, E[/j_jf(as) < c] e 9*(E„,) podle 

20-1-6! tedy E[ / (x)<e]€£(E- , ) podle 20111 a 20"|-14. Tedy / je 
X 

měřitelná funkce. 
II . Nechť / je měřitelná funkce v oboru Le2(Em) a nechť / je 

konečná a nabývá jen konečného počtu hodnot. Nechť a$ (1 <^ i <^ m) 
jsou všecky hodnoty, kterých nabývá /. Nechť -4ť = E[/(a;) == a ť], 

a; 
m 

takže Ai e Q(Em) a -̂  = 2 -̂U s disjunktními sčítanci. Nechť e > 0. 
í = i 
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Podle 20'4"8 existuje uzavřená množina Fi ( l_^i_^m) taková, že 
m 

Fi C -4i a \Ai — Fi | < — . Nechť F = T Fim Množina F jest uzavřená 
m Í=-I 

w 

(v. 8"3"4), jest FCL a i ~ í c 2 (-4* — ̂ ) , tedy \L — F\<L 
ť-=i 

m 
i= 2 I Ai — Fi | < e. Parciální funkce fF. jsou konstanty a tedy 

i = i l 

m 

jsou spojité. Ježto množiny Fi jsou uzavřené, ježto _F = 2 -̂ i a ježto 
ť= i 

parciální funkce fF. jsou spojité, podle cvič. 9'5 také parciální funkce fF 

je spojitá. 
III. Nechť / je libovolná měřitelná funkce v oboru L€Q(Em). 

Podle 21 "I"14 existuje posloupnost {fn}T konečných měřitelných funkcí 
v oboru L, z nichž každá nabývá jen konečného počtu hodnot, taková, 
že fn(x) -> f(x) pro každý x e L. Podle II existují uzavřené množiny 

o 

FnCL (n = 1, 2, 3, . . .) takové, že \L — Fn\< —^ a že parciální 
funkce (fn)Fn jsou spojité. Nechť (v. cvič. 9'18) <p je homéomorfní 
zobrazení prostoru R na interval E[---- 1 <1 t _^ 1]. Pro x € L 

nechť grn(a?) = cp[fn(x)]9 g(x) = <p[f(x)]. Nechť 0 = Yl^n- Množina 0 
w = l 
00 

jest uzavřená (v. 8"3"5), jest 0CL a, L — 0=^ (L — Fn), tedy 
w = l 

00 00 

\L^®\<i2 \ L — F»\<2 S £ T = i- Parciální funkce (/,.)* jsou 

spojité, takže zřejmě i funkce (grw)<p jsou spojité. Ježto /w(#) -> /(#), 
zřejmě grw(#) -> g(x). Funkce (gn)# jsou konečné a podle 21 "4" I jsou 
měřitelné; funkce gr<p je konečná. Tedy podle 20"4"8 a 2I"I"I5 existuje 

uzavřená množina F C @ taková, že | 0 — F | < — a že funkce gr> 

je stejnoměrnou limitou posloupnosti {(gn)F). Podle |4"5"l funkce gF 

je spojitá, takže zřejmě i funkce fF je spojitá. Ježto L — F = (L — 
— 0)+(0 — F), jest \L — F\£ \L — 0\ + \0 — F\<s. 

V případě P = Em, fi = Xm se ^-integrál nazývá Lebesgueův 
integrál. Lebesgueův integrál se značí zpravidla 

ff(x) dx místo ff(x) din,. 
L L 

Často se také píše x = (xl9 x29.. ., xm) a 

ff(xv x2,. . .9xm) dx± dx2 . . . dxm místo ff(x) dx. 
L L 
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Základní věty o Lebesgueově integrálu se dostanou z vět odst. 21 "2, 
volíme-li P = Em, [i = Xm (a <2t = $ m ) . * ) Věta 2I"3"5 (s volbou P = 
= Em, Q = Ew, -P X Q = Em+nt fil = "w> /^2 ^ *»» ^12 = = ^m+ra) J e 

t . zv. Fubiniova veta. Pomocí té to věty se výpočet integrálu v Em 

redukuje n a (ra-krát provedený) výpočet integrálu v Ev Tomu je zdánlivě 
n a překážku, že integračním oborem n a levé straně není libovolná 
množina C e £12, nýbrž množina tvaru A X B, A c £1? B e £2 ; to však 
nevadí, neboť obecně (v. 21 "I"3 a 2I"2"7) pro C C - 4 X 5 jest 

ff(x)dji12= f <p(x)dft12, 
C AxB 

kde (p(x) = f(x) pro xeC, q>(x) = 0 pro x € (A X B) — C. 
21 "4"3. V Ew existují (lebesgueovsky) neměřitelné množiny. 
Důkaz. Pro Ei je t o pravda podle 20"4"9. Nechť při určitém m je 

to pravda pro Em a dokažme, že je to pravda pro E w + i = Em X Ei-
Podle 20'4"9 existuje neměřitelná množina A C Ev Nechť M = Em X A. 
Stačí dokázati, že M je neměřitelná. Předpokládejme opak. Ježto 
| Em | = oo > O, podle 2I"3"3 (kde klademe Em, Ei, M místo P, Q, C), 
jest A měřitelná, což je spor. 

Cvičení. 
21ml. Nechť H je nějaká množina hustá v Ei (na př. množina všech 

racionálních čísel). Nechť / je funkce v oboru L e £ . Funkce / je ^-měři
telná, když a jen když množina E[/(Í») < c] je ^-měřitelná pro každé c c H. 

x 
21-2. Nechť / je /^-měřitelná funkce v oboru L c £ . Množina těch 

c c E l f pro něž | E[/(a?) = c] | > O, je spočetná. 
x 

21*3. Nechť {/n} je posloupnost ^-měřitelných funkcí v oboru L e fi^. 
Nechť C je množina těch x € L, v nichž existuje a je konečná lim fn(x). 
Pak C € £^. 

2hé. Nechť p > 1. Nechť / a g jsou ^-měřitelné funkce v oboru L e 2p 
takové, že integrály 

v 
f | f(x) \* d/i a / | g(x) I*"* d/i 
L L 

jsou konvergentní. Pak také 
/ f(x) g(x) d/i 

L 
je konvergentní a jest (HÓlderova nerovnost pro integrály) 

\ff(x)g(x)dv\=U\f(x)pdi*]p. U\g(x)f~'%] p . 
L L L 

Důkaz se provede napřed podle (2) v 7*2 pro případ, že funkce / a g j s o u 

konečné a nabývají jen konečného počtu hodnot. 
*) Vztah mezi Riemannovým a Lebesgueovýin integrálem (pro m ==. 1) 

je (ve zobecněném tvaru) objasněn větami 23"5'6 a 23'5"7. 
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21-ó. Nechť p I> 1. Nechť / a g jsou /u-měřitelné funkce v oboru _ € E^ 
takové, že integrály 

f\f(x) fdjii a f\0(x)\*dp 
L L 

jsou konvergentní. Nechť <p je funkce v oboru _ taková, že g9(#) = f(x) + 
+ (̂̂ O P ro každý ÍC C JD, V němž pravá strana má význam. Pak 

/ I ?(*) lPd/* 

je konvergentní a jest (Minkowského nerovnost pro integrály) 
_1 _ i. 

[/!?(*) |*d/.]* ^ [/| /(*) | 2 , d ^ ] P + [/ I ž7(*)lPd/*f. 
L L L 

Při důkaze se užije (3) v 7'2. 
21-tf. Nechť p i> 1. Nechť _ € £ . Nechť <Ž>p je systém všech /*-měřitel-

ných funkcí / v oboru L, pro něž / \ f(x) \vd/.i je konvergentní. Když 
L 

f1 e 0p9 f2 € 0p9 zvolme funkci f12 v oboru _ tak, že f12(x) = f±(x) — f2(x) 
pro každý x € L9 v němž pravá strana má význam, a položme 

j _ 

e(A./.) = ̂  l/u(*) lp<W. 
Číslo Q(fl9 f2) je funkcemi /-_, /2 jednoznačně určeno. Funkce fx € 0p a /2 € # p 

nazveme ekvivalentní, když Ef/^a;) 4= /2(-c)] C 9Ť> . Jest Q(fl9 f2) = 0, když 
x " 

a jen když f± a /2 jsou ekvivalentní. Když f1€0pa> gX€ &p jsou ekvivalentní 
a když f2€0pa,g2e 0p jsou ekvivalentní, jest Q(fl9 f2) = Q(gl9 g2). Systém 0p 

lze rozděliti ve třídy tak, že každá /eí> je právě v jedné třídě a že dvě 
funkce fx e 0p a f2 e 0 jsou tehdy a jen tehdy ekvivalentní, když jsou ve 
stejné třídě. Nechť W c 0p obsahuje právě jednu funkci z každé třídy 
mezi sebou ekvivalentních funkcí. Pak Q je metrika ve W . 

21-7. Nechť / je /t-měřitelná funkce v oboru _ c £ taková, že / f(x) dpu 

je konvergentní. Nechť <p je c-aditivní množinová funkce v oboru E[X€£ , 

X c L] taková, že 

X e £„, X c L9 aeEl9 b € El9 a < b9 Y = B[sc e X, a < f(x) < b] 
* • X 

implikuje 
a\Y\/Á = <p(Y)=b\Y\/Á. 

Pak <p(X) = í f(x) d/i pro každou X e £„, X c L. 
X * 

21-8. Ve 21 _al9 vynechme předpoklad \fn(x) \ = <p(x) a nahraďme 
jej předpokladem fn(x) „ 0. Pak z obou nerovností 1. c. tvrzených prvá 
je správná, ale druhá může býti nesprávná. 

21-9. Z 2I"4"2 lze odvoditi tuto větu. Nechť / je funkce v oboru 
L e £( Em). f je měřitelná, když a jen když existuje množina M c L taková, 
že: [1] M je Gd(Em); [2] L — M€<3l(Em); [3] parciální funkce fM]e prvé 
třídy. 
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21-10.* Nechť fi a v mají stejný význam jako ve 21'2. Nechť L € 2^. 
Nechť /je nezáporná funkce v oboru L. Nechť množina 

E[ar cL, 0 <_ t < f(x)] 

je v-měřitelná. Pak funkce / je //-měřitelná. Důkaz se provede pomocí 2I'3'3 
(v. též cvič. 21-1). 

Nechť nyní P je metrický prostor a nechť B c P je Borelova množina. 
Nechť /je funkce v oboru B. Pravíme, že / je Baireova funkce, když pro každé 
c e Ex množina E[/(o;) < c] je Borelova. 

x 
21-11. Funkce první třídy (speciálně spojitá funkce) v oboru B c B(P) 

je Baireova funkce. 
21-12. Baireova funkce v oboru B e B (Em) je (lebesgueovsky) měřitelná. 
21-13. Ve větách 2I-M-2l- |-3 y 2M"B—2M-I4 a v e cvič. 21-1 o, 21-

lze nahraditi /4-měřitelné funkce Baireovými funkcemi, když současně 
nahradíme //-měřitelné množiny Borelovými množinami. 

§ 22. Množinové funkce s konečnou variací. 

22"I. V celém odstavci předpokládáme: 21 C ^ je dané množinové 
těleso; / je daná aditivní množinová funkce v oboru 21. 

Pro každou množinu A e 21 položme 

V(A) = sup f(X), V(A) = - inf f(X), 

kde X probíhá všecky množiny takové, že X e 21, XQA. Tím jsou 
funkci / přiřazeny dvě nové množinové funkce F a F v oboru 21. Určitě ji 
píšeme V = Vf, V = Vf. Funkce F a F s e nazývají resp. horní a dolní 
variace funkce /. 

Z 18-1-2 a 1911 plyne: 
22"l"l. Jest 

0 <_ V(A) _g oo, O <_ V(A) <_ oo 

pro každou množinu A e 21. 
22'I "2. V a V jsou aditivní množinové funkce v oboru 21. 
Důkaz proveďme třeba pro V. Nechť A e 21, B e 21, AB = 0. 

Máme dokázati, že V(A + B) = V(A) + V(B). Nechť X probíhá 
všecky množiny takové, že X e 21, I C - 4 ; nechť Y probíhá všecky 
množiny takové, že Y e 2Í, Y QB. Pak. jest 

V(A) = sup f(X), V(B) = sup f(Y). 

Jest Z + Ye<%,X+YcA+B. Obráceně, když Z e ? ! , ZCA + B, 
X = AZ, Y = BZ 

jest 
Xe<&, XQA, Ye<%, YQB, X+Y=Z. 

Tedy _ 
V(A + B) = mj>f(X+Y). 
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Ježto AB = 0, jest XY = 0, tedy 
f(X +Y) = f(X) + f(Y) £ V(A) + V(B), 

takže 
V(A + B)£V(A) +V(B). 

Na druhé straně 
f(X) + f(Y) = f(X +Y)£ f(A + B), 

tedy _ _ 
f(X) + V(B) =-= f(X) + sup f(Y) £ V(A + B), 

takže 
V(A) + V(B) = sup f(X) + V(B) £ V(A + B). 

Tedy 
V(A + B)= V(A) + V(B). 

Pro každou A e 21 položme 

V(A)=V(A)+V(A); 

to lze, neboť podle 22" I" I pravá strana není bezvýznamná. Tím je de
finována nová množinová funkce V = Vf v oboru 21. Nazýváme ji 
totální variací funkce /. Z 22"I"I plyne: 

22-1-3. Jest 
Ofg V(A)£ oo 

pro každou množinu A € 21. 
Z 22"I"2 plyne podle 22"I"I a cvič. 192: 
22" I "4. V je aditivní množinová funkce v oboru 21. 
22" I "5. Pro každou množinu A €21, pro kterou rozdíl V (A) — V (A) 

není bezvýznamný, jest 
f(A)=V(A)-V(A). 

Důkaz. Nechť A Č Ql a nechť rozdíl V (A) — V (A) není bezvýznam
ný, takže podle 22'N buďto V(A) e E.. nebo V(A) e Ex. Nechť X 
probíhá všecky množiny takové, že XeQl, XQA, takže 

V(A) = sup f(X), - V(A) = inf /(X). 

Ježto 21 je množinové těleso, probíhá A — X stejné množiny jako X, 
takže 

f U ) = sup /(yl — Z), — V(A) = Mf(A — X). 
Ježto / jest aditivní, funkce, jest 

f(A) = f(X) + f(A - X) <: f(X) + sup f(A —X) = f(X) + V(A), 
tedy 

f(A) £ V(A) + inf f(X) = V(A) - V(A). 
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Podobně 

f(A) = f(X) + f(A — X) _> f(X) + míf(A - X) = f(X) - V(A), 

tedy _ 
f(A) _> sup f(X) - V(A) = V(A) - V(A). 

Tedy f(A)= V(A)— V(A). 
Pravíme, že / má konečnou variaci (nebo že je to funkce s konečnou 

variací), když totální variace Vf je konečná funkce, nebo, což je zřejmě 
totéž, když horní i dolní variace Vf a Vf jsou konečné funkce. Z 22" I "5 
plyne: 

22" I "6. Funkce s konečnou variaci je konečná. 
Dokonce podle 22"l"l a 22"I"5: 
22" I "7- Když f má konečnou variaci, existují konečné nezáporné 

aditivní množinové funkce v oboru 21 takové, že f = f± — f2. Lze voliti 
na př. /_ = Vf, f2 = Vj. 

22" I "8. Nechť /_ a f2 jsou konečné nezáporné aditivní množinové 
funkce v oboru 21. Nechť f = /_ — /2. Pak jest pro každou množinu A c 21: 

fi(A)=V(A), f2(A)=V(A), 

takže (v. 22"l'l) / má konečnou variaci. 
Důkaz. Nechť X probíhá všecky množiny takové, že X e 21, X C A. 

Jest 

f(X) =. fx(X) - ux) <; fx(X) <: /X(Z) + h(A -x) = fx(A), 

tedy _ 
V(A) = supf(X)£f1(A). 

Podobně 

- f(X) = - fx(X) + f2(X) £ f2(X) £ f2(X) + f2(A -X) = f2(A), 

tedy 
V(A) = -wíf(X)£f2(A). 

22" I "9. Nechť f je konečná aditivní funkce v množinovém tUese 21. 
Nechť existuje a-aditivní funkce q? v množinovém a-tělese T(2I) taková, 
že parciální funkce qx^ je identická s f. Pak f má konečnou variaci. 

Důkaz. Nechť naopak existuje množina A e 21 taková, že třeba 
Vf(A) = oo. Ježto <p(A) = f(A) =f= ± oo, podle 19"I'2 je q>(B) 4= ± oo 
pro každou množinu B takovou, že i?€T(2l), BQA. 

Sestrojíme rekurentně posloupnost {An}i takovou, že 

An e 21, An C A, An+1 c An, Vf(An) = oo, | f(An) \ _> n — 1 
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Volme Ax = A. Nechť při určitém n je již sestrojena Ane^í. Jest 
Vf(An) = oo, takže existuje množina C taková, že 

O€<21, CQAn, f(C)>\f(An)\ + n. 
Jest (v. 22-1-2) 

Vf(C) + Vt(An — C) = Vf(An) = oo, 

takže buďto Vf(C) = oo nebo Vf(An — C) = oo. V prvém případě lze 
voliti An+i = C, ve druhém An+i = -4 W — C*) 

oo 

Ježto 4 W e <2l, jest -B = J I ^/- € T(^l) P o d l e •8"4"3- J e ž t o ^n+i C -4W, 
w = l 

ÍP(-4W) = /(^n) 4= ± oo, podle 19-2-3 jest 
| tp(B) | = lim | <p(An) | = lim | /(.4W) 11> lim (n — 1) = oo, 

což je spor, neboť B e T021), B C -4. 
22" I" 10. NecM f je konečná a-aditivní funkce s konečnou variaci 

v množinovém tělese S&. Pak Vf a Vf jsou a-aditivní množinové funkce 
v oboru <2l. 

Důkaz. Dokažme třeba, že V je a-aditivní. Nechť tedy Ane^í 

(n = 1, 2, 3, . . .), A e <2l a A = 2 -4* s disjunktními sčítanci. Máme 
w=i 

oo n n 

dokázati, že V (A) = 2 V(An). Podle 22" I "2 jest 2 V{At) = 7 ( 2 Ai)-
n=l i = l i = l 

n n 
Podle 22MI a podle cvič. 198 jest V (2 -4.) <T V(A). Tedy £ F(^ť) <. 

»=i i = i 
<1 7(4), takže 

ÍF(J„)<F(4). 
n = l 

Nechť 

| F ( ^ ) = c < F ( 4 ) . 
n = l 

Pak existuje množina B taková, že B « 91,5 C A, f(B) > c. Jest B = 
00 

= 2 ŵ-B s disjunktními .4J3 c 31. Ježto / je or-aditivní, jest 
Í I = I 

oo 

c < f(B) = 2 /(--i*-*)-
W = l 

*) Jest 
I KAn) | ;> /(4J = /(O) + f(An -C)>\ f(An) \ + n + f(An - O), 

tedy 

"V f(An — C)<—n, | f(A — O) | > «. 
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Ježto AnBe<&, AnBcAn, jest f(A„B)£ V(An). Tedy 

c<2f(AnB)£ji V(An) = c, 
n = l n = l 

což je spor. 
22"2. V tomto odstavci činíme stejný předpoklad jako v odst. 20*1. 

Mimo to je dána množina L e £,, a množinové o*-těleso & takové, že 
£ C £„ a že 

AeW^ALe®.*) 
22'2"l. NecM <p je konečná o-aditivní množinová funkce v oboru R. 

Existuje množina L0e& taková, ze pro Xe§> platí: 
XcL0=><p(X)^0, 

XcL — L0=><p(X)<:0. K ' 
Důkaz. Podle 22" I "9 [kde místo /, %, x(S&) vezmeme resp. <p, &, &] 

<p má konečnou variaci. Podle 22'I'10 Vv a Vv jsou konečné (T-aditivní 

funkce v množinovém tr-tělese &. Pro n = 1, 2, 3 , . . . existují množiny 

An<• &, AnCLtakové, že<p(An) > VV(L) — i Když I ^ . I C i n , 

jest 

VV(L) ~^< <p(An) = <p(X) + <p(An - X) <, <p(X) + VV(L), 

tedy <p(X)^- ^ Tedy 

Vv(An)£^-

Když XeR, XcL — An, jest 

7,(2.) ^ y(^„ + Z) = <p(An) + 9 (Z) > VV(L) - i + tfX), 
2» 

tedy <p(X) < &• T e d y 

Y ^ - - ^ - - . 
1 
2»' 

Nechť -Bn = J l -̂ i- P a k í e s t Bne&, SwC-Bn+i. Mimo to BncAn, 
i=n 

takže 
^ ( J S ^ ^ F ^ , , ) ^ ^ . (2) 

*) Zřejmě také 
A e T(21) => ALZ, e £ , 

takže také LeR. 
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Dále jest L — Bn=2 (L — A*), tedy pro p = n, n+ 1, n + 2 , . . 
І=П 

jest podle cvič. 19'8 a 19'10: 
v 1 1 

F j T ( ^ - ^ ť ) l < Í VV(L-Ai)£ 2 2 r < 2 ^ = i ; 

avšak podle I9'2'2 jest VV(L — Bn) = H m F ^ Í (X — 4.)J, takže 

VV(L-.B„)^2ÍÍ=i- ( 3 ) 00 

Nechť £ 0 = 2-~n. Ježto 5 n C 5 n + 1 , podle 19-2-2 jest V_V(L0) = 

= lim r>CBn)? "tedy podle (2): V^LJ^O, takže podle 22" I" I 
Vv(L0) = 0. _ (4) 

Mmo to podle 19-2*3 jest VV(L — L0) = lim VV(L — £„), tedy podle (3): 

VV(L — £0) ^ O, takže podle 22" I ~ I 

VV(L — L0) = 0. (5) 

Rovnice (4) a (5) znamenají, že platí (1). 
22'2'2. NecM <p je konečná nezáporná a-aditivní množinová funkce 

v oboru $%. NecM e > 0. Existují mnoíiny An (n = 0,1, 2 , . . . ) takové, 

ze:[l]An€^(n = 0,l,2,...); [2] A0 «r &„; [3] L = J4Ans 
n-Q 

nimi sčítanci, [4] pro n = 1, 2, 3, . . . jest 

X € Jfc X C An => fi(n — 1) | Z |„ ^ p(Z) ^ cn | Z („. 

Důkaz. I. Nechť | £ 1̂  < oo. Pro n = 1, 2, 3, . . . definujme množi
novou funkci \pn v oboru & takto: yw(Z) = <p(LX) — sn \ LX \/i. Pak 
ipn je konečná cr-aditivní funkce v oboru .&, takže podle 22"2" I existuje 
množina Bn e & taková, že pro Z €,&, XQ.L platí: 

Z C ^ - ^ ^ Z J ^ e n l Z ^ , 

I C i - 5 w = > y(Z)<£ sn | Z !„. 
00 00 

Nechť A1 = L — 2Bn, An+1 = Bn — j -B< (« = 1,2, 3 , . . . ) , .4 0 = 
W = l i=n+l 

00 00 

=- £ — ~> -4W. Pak jest An € ^ (n = 0, 1, 2, . . .) a L = "> 4 s dis-
w = l w-=0 

junktními sčítanci. 
Zřejmě A0 je množina těch bodů xeL, které náležejí do neko

nečně mnoha z množin JBn (n = 1, 2, 3 , . . . ) , takže pro n = 1, 2, 3 , . . . 
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jest -40c2-Bť. Tedy A0 = 2 Cm s disjunktnímiCni €&,CniCBiy takže 
г = w 

00 

<p(A0) = ^<p(Cni)I> 2 e í I c»< U -= M 2 I Cm \/i = m I Ao U 
ť=n ť=n ť=n 

Ježto <p(A0) < oo, e > 0, jest | A0 ^ = O, t. j . -40 € 9 ^ . 
Nechť n= 1,2,3, . . . , Xe$l, XcAn. Pak je přední I C V i 

(je-li zatím n I> 2), tedy <p(X) ^e(n — 1) j X \lA (a to platí i pro n = 1, 
ježto y je nezáporná funkce); za druhé je X CL — Bn, takže y(X) _! 
<̂  en | X 1̂ . 

II. Nechť \L\n= oo. Podle věty 20"I" 16 a podle poznámky 
k cit. větě existují množiny Li € ^ (i -= 1, 2, 3, . . .) takové, že | Li \tx < 

00 

< oo a že .L = 2 £* « disjunktními sčítanci. Podle I pro i = 1, 2, 3,. . . 
ť=i 

existují množiny Ain (n = 0, 1, 2, . . .) takové, že Ji íw c ^ , A^ e 9 ^ , 
oo 

i ť = 2 ^ťn s disjunktními sčítanci a že pro n = 1, 2, 3, . . . jest 
n=0 

x <=£, i c 4 ^ « ( » — i) I -z l-^^-fí^w. I -r U-
00 

Nechť A = 2^ťn (n = O, 1, 2, . . .). Pak jest An € ®( n = O,1, 2 , . . .) 
ť= i 

oo 

a .L = 2 -<*» s disjunktními sčítanci. Podle 20" I "9 jest -40 * 9fy*. Nechť 
n = l 

oo 

X € $, IC-4„. Pak je Z = 2-^i s disjunktními XLt- C Ain. 
ť= i 

Jest 

<p(X) = ^<p(XLi) £^en\XLi\fl = en\X [„, 
ť= i ť= i 

00 00 

<p(X) = 2<P(XL,) = 2 «(» — 1) I ^A- | , = «(n — 1) | X \r 
ť=i ť=i 

22"2"3. Nechť <p je konečná a-aditivní množinová funkce v oboru $%. 
Pak existuje konečná /i-m&řitdná bodová funkce f v oboru L taková, že 
ff(x) d/i je konvergentní a množina N e 9 ^ , N e ŠŠ taková, že pro každou 

l e f i jest 
<p(X) = <p(NX) + ff(x)díi. (6) 

X 

Důkaz. I. Nechť funkce <p je nezáporná. Pro n = 1, 2, 3,. ., podle 
22'2'2 existují množiny Ani e & (i = O, 1,2, . . .) takové, že Ano e 9 ^ , 
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L = 2 Ani s disjunktními sčítanci a že pro i == 1, 2, 3, . . . jest 
i - o 

xe^,xcAni=>^\x |„<; tfz) <: £ | z u. (?) 
Nechť indexy w, i _; 1, j' > 1 jsou takové, že | -4»i. -4^+!^- \fi > 0. 

Podle věty 20" I "16 a podle poznámky k cit. větě existují množiny 
Bk€® (k= 1 ,2 ,3 , . . . ) takové, že | Bk ^ < oo a Ani . An+U = 

oo 

= 2 Bk. Podle 20" I "6 existuje index k takový, že \Bk\fM> 0. Podle (7) 
fc=i 

jest 
t^\Bk\li^<p{Bk)£^\Bk\ft, 

Ježto 0 < | 5* |„ < oo, jest 2 (i — 1) <£ j , j — 1 <; 2i. Tedy 

i ^ l , ? ^ l , | - 4^ . - 4 . + w U > 0 => I? — 2 i | < , 2 . (8) 
OC 

Ježto L = 2 ^n* s disjunktními sčítanci, lze pro n = 1, 2, 3, . . . 
n = l 

definovati bodovou funkci /w v oboru L takto: 
i l 

xeAno=> fn(x) = 0, x eAni (i = 1, 2, 3, . . .) => fn(x) = — - - . 

Zřejmě fn je konečná nezáporná //-měřitelná funkce v oboru L. 
Položme 

Nn = AnQ + -4w+i,o + 2 Ani • An+ij, 

kde součet 2 s e vztahuje na ty páry indexů i, j , pro něž jest i_\ 1, 

7 ^ 1 , \i — 2 i | > 2 . Jest i\Tw€^; ježto -á^SN, . a ježto platí (8), 
OO 

jest Nn € 9 ^ . Položme JW = 2 Nn. Pak jest iV € ̂ , JV e 9 ^ a pro 
n = l 

n = 1, 2, 3,. . . jest iV o Am. 
Nechť xeL—N. Nechť w== 1,2,3,... Ježto L—NQL— Am = 

oo 

= 2 ^ni> existuje index i >̂ 1 takový, že a; € Ani. Podobně 
ť-=i 

existuje index j^>l takový, že x eAn+ij. Ježto L — NCL — Nn, 

jest | j — 2i | £ 2. Jest /w(z) = - ^ - , /n+i(a:) = ?-^TT, tedy /*+i(z) — 

- k(x) = 1~2llt
1^ takže I /»+i<*> - /•(*> I = ^ " r T e d y P r o 
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" 1 1 
p = 1, 2, 3,. . . jest | fn+P(x) — fn(%) I ^ Z čjfiZi = 2 ^ = 2 ' t a k ž e P°" 
sloupnost {fn(%)}T je cauchyovská a tudíž konvergentní (v prostoru E_). 
Tedy existuje konečná bodová funkce / v oboru L taková, že 

x € N => f(x) = 0, x€L — N=> f(x) = lim fn(x). 

Ježto fn jsou nezáporné funkce, také / je nezáporná. Ježto fn jsou 
//-měřitelné funkce, podle 21 "I" 13 (v. též 21"I"3) také / je //-měřitelná. 

Přistupme k důkazu rovnice (6) předpokládajíce nejprve, že 
00 

I X 1̂  < oo. Pro n = 1, 2, 3, . . . jest L = 2 Ani s disjunktními scí-
i = 0 

tanci a AnoCN, takže 
oo 

x = ^z + 2 (Au* — N) 
1 = 1 

s disjunktními sčítanci. Tedy 

9P(Z) - ?>(#Z) + 2 9>(^«i* — -V) (9) 
i = l 

a podle (7) jest 

l^l\AniX-N\lt__<p(AniX-N)<^\AniX-N^. (10) 

Pro xeAniX — N jest fn(x) = ^ - , tedy (v. 2I-25) 

i — 1 
| Л n i J Ł — Л | , ^ - | A i * - N \џ = f _ fn(x) dџ. (11) 

Mimo to pro x e AniX — N jest | fn(x) — f(x) | = lim | fn(x) — fn+P(x) \ __í 
P-+CO 

£_é-ž> *edy (v- 21-2-4, 21-2-5, 21-210 a 2T2II) 

| / fn(x)dp- / f(x)ůfi\ = \ f Un(x)-f(x)]dM\< 
AniX-N ^„iX-iř *niX-N ~ 

£ f \U(x) - f(x) I ó> <_ - L I AniX - N \„t 
AniX—N -

takže podle (10) a (11) 

\<p(AniX-N)- f f(x)d/jl\<_-n_-3\AniX-Nl 

Podle 21-2-6 a 2I'2"7 je však 

(12) 

ff(x)d^= 2 / f[x)úp, 
X i = l AniX—N 

E. Čech: Bodové množiny. 14 
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takže podle (9) pro n = 1, 2, 3, . . . jest 

| <p(X)-<p(NX)-f f(x) dp | __ J L ^1 I ^ n ť Z - N I, <_ ^ 3 | Z |„ 

z čehož následuje (6). 
Zbývá dokázati (6) v případě | X |„ = co. Podle věty 20'I "16 

a podle poznámky k cit. větě existují disjunktní množiny XkeR 
oo 

(k = 1, 2, 3, . . .) takové, že Z = 2 -*-*. I * * U < °°- J e ž t<> I i * U < 
* = i 

< oo, máme již dokázáno, že 

<p(Xh) = <p(NXt) + ff(x)<ifi. 

Ježto množinová funkce <p je tr-aditivní, jest 
OO 00 

cp(X) = 2 cp(Xk), cp(NX) = 2 <P(NXk) 
A: = l fc = l 

a podle 21 "2*7 jest 
oo 

//(*)<-/* = 1 ff(x)d^ 
X h = \Xk 

Tedy (6) platí, i když \X\lx= oo. 
II. Opusťme předpoklad, že cp je nezáporná. Podle 22" I "9 cp má 

konečnou variaci a podle 22"I"10 (v. též 22"l"l) Vq, a Vv jsou nezáporné 
a-aditivní množinové funkce v oboru $ . Tedy podle 'I existují ^-nulové 
množiny Nv N2 a nezáporné /^-měřitelné bodové funkce f± a f2 v oboru L 
takové, že pro každou množinu X e & jest 

V9(X) = Vv(N1X) + ff1(x)d/Jl, 
x (13) 

F , ( Z ) = F t J ( ^ i Z ) + //,(*) d̂ i. 
— — x 

Nechť N=N1+Ni, takže Ne^, NQL. Podle (13) a 2|-2'6 
jest _ _ 

F„(tfX) - VJNjX), VV(NX) = V/NJC), 
tedy _ _ 

VV(X) = V9(NX) + //.(*) ty, 
x 

VV(X) - VV(NX) + fU(x) ty, 
. — — x 

takže podle 2I"2"4 a 22" I "5 platí (6), volíme-li f = fx — f2. 
Nechť cp je or-aditivní množinová funkce v oboru 5?. Pravíme, 

že cp je totální spojitá (také se říká absolutní spojitá), když cp je konečná a 

Ne®, \N\fl = 0=xp(N) = 0. (14) 
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22'2"4. Nechť (p je množinová funkce v oboru 5?. cp je a-aditivní 
totálně spojitá funkce, když a jen když existuje fi-meřitelná bodová funkce f 
v oboru. LJ taková, že ff(x) dju je konvergentní a ze pro každou množinu 

L 
X e & jest 

(p(X) = ff(x) dfi. (15) 
x 

Důkaz. I. Když platí (15), pak podle 2I"2"7 (p je cr-aditivní 
v oboru 5?. Když ff(x) d/L je konvergentní, pak funkce cp je konečná 

L 
podle 19" I "2, takže (p je totálně spojitá podle 21 "2"6. 

I I . Nechť (p je cr-aditivní totálně spojitá funkce. Pak cp je konečná, 
takže podle 22"2"3 existuje ^-měřitelná bodová funkce / v oboru L 
a množina N e 9^> Ne5? taková, že platí (6). Podle (14) je cp (NX) =- 0, 
takže platí (15). 

22"2"5. Nechť (p je a-aditivní totálně spojitá množinová funkce 
v oboru 5?. Pak existuje a-aditivní totálně spojitá množinová funkce xp 
v oboru E [ I e £fl, X Q L\ taková, že parciální funkce y)$> jest identická s (p. 

To*plyne z 2I"2"7 a 2 2 2 4 . 
22"2"6. Nechť (p je konečná a-aditivní množinová funkce v oboru &. 

cp je totálně spojitá, když a jen když každému e > 0 lze přiřaditi d > 0 
takové, že 

I ^ , | X | „ < < 3 = > \<p(X)\<e. (16) 

Důkaz. I. Když platí (16), zřejmě platí i (14), takže (p je totálně 
spojitá. 

I I . Nechť (p je totálně spojitá a nechť s > 0. Podle 22"2"4 
existuje ^-měřitelná bodová funkce / v oboru & taková, že ff(x) d/i 

je konvergentní a že pro l e ^ platí (15). Pro n = 1, 2, 3, . . . defi
nujme funkci fn v oboru L t a k t o : 

| f(x) | <; n => fn(x) = f(x), 
f(x) > n => fn(x) = n, 

f(x) < — n => fn(x) = — n. 

Zřejmě fn jsou ^-měřitelné funkce v oboru L, jest fn
+(x) -> f+(x), 

fn—(x) -> f—(x), 0<^ fn
+(x)<Lf+(x), 0<^fnr~(x) <1 f~(x) pro každý xeL 

a integrály ff+(x) d/u, ff~~(x) dju jsou konvergentní, takže podle 21 "2*20 

jest 

- fťn(x) dfj, -> ff+(x) dfi, ffň(x) dpi -> ff~~(x) dtu. 
X X X X 

Všecky čtyři právě napsané integrály jsou konvergentní (v. 21 "2" 13 
a 21 "2* 14). Tedy (v. též 2 I " 2 Í I ) existuje index p takový, že 

14* 
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0=Sf+(x)dfi~ff+(x)dfl<^, 
Li LJ •"• 

0=ff-(x)dfi~fi-(x) dfi<^ 
IJ Li •-" 

Podle 21-27, 2 I 2 I 0 a 21-211 jest 

O <. //+ (x) dfi — ff+(x) dft = /[/+ (x) — f+(x)] dfi <. 
X X X 

<zfy
+(x)- f+(x)]dfi + /[/+ (x)-f+(x)] dfi = 

X L—X 

== /[/+ (*) - ti (*)] ty = //+ (*) fy - //+(*) fy 
L L L 

a stejně s f—, /jT místo / + , / + . Tedy 

Z e ^ => 0=ff+(x)dfi — ff+(x) fy < ^-, 
X X * 

X e & => O <, /r-(«) fy — ff-(x) dfi < i- • 
X X * 

Volme nyní d = £-. Nechť l e ^ | X \„ < d. Podle (15) a 2I'2'4 

jest 

\f(X)-ffP(x)dfi\<±. 
x * 

Podle 21-2-5, 21-2-11 a 2 I 2 I 3 jest 

I ffP(x) dp\£f \fp(x) \dLi£fpdLi = p\X\fi<pd = ^, 
X X X A 

tedy | tp(X) \<e. 
22"2"7. Nechť f je Li-méřitelná bodová funkce v oboru L taková, že 

ff(x) d/j, je konvergentní. Nechť q> je o-aditivní totální spojitá (v. 22"2"4) 
Lt 

množinová funkce v oboru & taková, še pro X e $ plaii (15). Pak je pro 
X e & 

VV(X) = ff+(x) fy, VV(X) = ff~(x) dfi, V9(X) = f | f(x) | fy. 
x — x X 

Důkaz proveďme třeba pro Vy. Zvolme X 0 e.&. Když F c ^ 
a T C X 0 , pak je 
<P(Y) = fm dfi = //+ (x) fy - ff~(x) dfi £ //+ (x) dfi £ //+ (x) fy, 

T T T T X. 

tedy _ 
V9(X0)£ff+(x)dfl. . (17) 

x0 
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Zvolme £ > 0 . Podle 22"2"4 (kde místo ^ volíme E[X e 2^, XcL]) 
x 

a podle 22'2a6 existuje á > 0 takové, že 

XeQ^XcL, \X\/i<d^\ff(x)dp\<e. 

Zvolme opět X0€Š% a položme M = E[> € X0, f(x)^0]. Pak jest 
X 

M C -3-o a -3-f e £/*. Tedy existuje posloupnost {An}t taková, že 
oo oo oo 

An € <2Í, M C 2 An, \Ž An — M\ll<d, tedy také M C 2 ---U = 
íl = l íl = l W = l 

= y ^ J C i , | Y — J f | „ < í . Jest 

<rt-n-=//(*)<-/* = //(aO<-A*+ / /(-0<V*. r JÍ r—JÍ 

ff(x)áfl = ff+(x)čft = ff+(x)čfi, | / /(a;)d ř»|<e . 
.sf JÍ x0 r—M 

Tedy Ye5l, FC-řo a 
<p(Y)^ff+(x)dp-e, 

x, 
takže 

P,(*o) ^ / / + ( * ) ty —«- (18) 
x0 

Ježto e > O je libovolné, podle (17) a (18) jest FV(Z0) = //+(«) ty. 
x0 

Nechť 9? je or-aditivní množinová funkce v oboru ^ . Pravíme, že 
<p je singulární, když existuje množina jN € 5? taková, že N e 9i/i a že 

Xe®, XN = 0=><p(X) = O. 

22'2'8. Nechť <p je konečná a-aditivní množinová funkce v oboru ^ . 
Pak lze určiti právě jedním způsobem dvé konečné a-aditivní množinové 
funkce <p1 a <p2 v oboru & tak, že: [1] 99 = 9^ + <p2, [2] qx jest totální 
spojitá, [3] 9?2 je singulární. 

Důkaz. I. Určeme bodovou funkci / a množinu N podle 22"2'3. 
Pro X eŠŠ položme 

<px(X) = f f(x) áfif <p2(X) = <p(NX). 
x 

Zřejmě 9?2 je konečná (r-aditivní singulární funkce. Podle 22"2'4 q>x je 
cr-aditivní totálně spojitá funkce. Zřejmě <p = <p± + 9?2. 

II. Nechť <p = <px + 9?2 = y)! + xp2, kde <pv <p2, rpv \p2 jsou konečné 
cr-aditivní funkce v oboru ^ , <p± a \px jsou totálně spojité, 9?2 a ip2 jsou 
singulární. Lehko se dokáže, že cr-aditivní funkce <p± — y)x = y)2 — <p2 

je současně totálně spojitá i singulární, z čehož ihned plyne, že jest 
identicky rovna nule. 

22'3. V tomto odst. jest P= Ew. Míra a integrál jsou míněny 
v Lebesgueově smyslu. Je dáno množinové cr-těleso .&, které obsahuje 
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všecky Borelovy množiny a jehož každá množina je měřitelná, tedy 
(v. 18-64) 

T($»)cac£(E-,). 
Mimo to je dána konečná množinová funkce q> v oboru ^ . 

Poznámka. Výsledky, ke kterým dospějeme, se snadno přenesou 
na obecnější případ, kde je dána množina L c £(Em), množinové cr-těleso 
^o s největším prvkem L takové, že 

-4 c r ( $ w ) => AL € ®o, 8o C £ (EJ , 

a konečná množinová funkce xp v oboru ^ 0 . Stačí za 5? voliti systém 
všech množin tvaru K0 + M, kde Ko € ^o> M € £(EW), LM = 0, a de
finovati funkci <p tak, že (p(K0 + M) = y)(Ko). 

Když c = (cv c2, . . ., cm) € Em
 a když s je kladné číslo, nazveme 

čtvercem o středu c a straně, s a označíme A(c,s) množinu těch 

(xv x2, . . ., xm) € Em, pro něž platí | xi — ci | <I - pro 1 <L i = m. 

Zřejmě každý čtverec náleží do %m, tedy do 5?. 
22'3"l.*) Nechť 0 4= M C Ew. Neckt ® ýe systém čtverců takový, 

že ke každému bodu x € M a ke každému e > 0 existuje čtverec A(c, s) e ® 
takový, ze x c A(c, s) a s < e. Pak existuje disjunktní konečná nebo ne-
konečná posloupnost {An}{ (k = 1, 2, 3, . . ., nebo k = oo) taková, ze 

k 

I Jf — 2 --»I = o. 
n = l 

Důkaz. I. Nechť množina M jest omezená. Předpokládejme, že 
M není podmnožinou součtu konečného počtu disjunktních čtverců 
systému ®, neboť jinak věta je triviální. Označme ©]_ systém těch 
A(c, s ) e ® , pro něž s^l. Zvolme A1€

($i1 tak, že AXM =)= 0. Nechť 
při určitém w byly již zvoleny disjunktní čtverce Ai = A(ci, Si) € ^)x 

(1 <1 i;_ w). Označme crw supremum množiny všech stran těch čtverců A 
n 

systému <£)v pro něž AM ^=0, A .2, Ai= 0;ze takové čtverce existují, 
i = l 

je zřejmé, neboť podle předpokladu M — 2 Ai =\=0. Zřejmě 0 < 
í = l 

<an<±l. Zvolme pak An+1 = A(cn+1, sn+1) tak, že An+1M 4=0, 
n 

dn + 1 - 2 ^ť = 0, |o» < *n + l ?= <*n-
Í = l OO 

Stačí dokázati, že | M — 2 Á* I = °- N e c h ť naopak a = | M — 
91 = 1 

00 °° 

— 2 An I > 0. Ježto čtverce ./Jn jsou disjunktní, jest 2 1 4 I = 
w = l w = -

*) To je t. zv. Vitaliova věta. 
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00 

= 1 2 An |. Ježto množina M jest omezená a MAn 4= 0, *„ < 1, jest 
n = l ' 

oo oo 

2 | -4» | < oo. Tedy nekonečná řada 2 I An | je konvergentní. Tedy 
n = 1 n = 1 

00 

existuje index p takový, že 5m . 2 | -4» | < *. Je-li A'n = A(cn, 5sn), 
n=p+l 

oo oo 

jest 2 \A'n\ < a=\ M — % AH\, takže (v. 20"I"5) existuje 
n=p+l n = l 

bod x € ikf — I 2 Zlw + 2 4'» . Jest xsM — ^An. Ježto množina 
\n = l n=p+l J n = l 

P 

2-^n jest uzavřená, existuje čtverec A* = A(c*, s*) € ̂ )± takový, že 
i = i 

P 

xeA* (tedy A*M #=0) a zl* . 2 ^n = 0. Kdyby bylo A*An = 0 
n = l 

00 

pro každé n, bylo by O < 8* :_ crn < 2sw+i> takže by řada 2 M» I = 
n = l 

oo 

= 2 sn hýla divergentní, což je spor. Tedy existuje index q takový, 
n = l 

že pro n = 1, 2, 3, . . . jest 
n<q=> A*An = 0, ale A*Aq 4= 0. 

P 

Ježto A* . ^ An = 0, jest q>p. Pro 1 <^ % < g jest A*An=0, 
n = l 

A*M 4= 0, tedy 5* <^ cr̂ -x. Ježto g > p, jest a € zj* — A\. Tedy 
zJ*./̂  4= 0 4= -4* — A'q. Z toho následuje snadno, že s* _̂ 2^. Avšak 
s* _.. or̂ —i < 2sq, takže máme spor. 

II. N e c h ť M n = E[xeM,n — 1 < g(a;,a>) < rc],kdew. = 1,2,3,... 
X 00 

a co = (O, O, . . ., 0) € EOT. Lehko se dokáže, že \M—^24 Mn\ = Q. 
n = l 

Pro každé n (= 1, 2, 3 , . . . ) nechť © n je systém těch Aje ©, pro něž 
zJ C-E[w — l<e(a;,ft>)<w]. ZI snadno vychází, že existuje disjunktní SpO-

JC OO 

četný systém Qn C ©n takový, že | Mn — 2 -4 | = 0. Nechť S = 2 ©»• 
J e © w n = l 

Pak 6 C ® , 6 je disjunktní spočetný systém a jest M — 2 ^ C 
A*& 

C\M — f Mn) + f (^»— 2 A)> takže | If — 2 -- I - 0. 
\ W = l / n = l Ac&n Ae<5 

Zvolme a e Em. Pro každé e > O označme A(e) supremum a k(e) 

infimum množiny všech čísel , A ' ,, kde O < s : _ e a bod ce Em 

I -4(c, 5) | 
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je volen tak, že a c A(c, s). Jest — oo _! &(e) <^ A(e) ._ oo. Když 
0 < t:x < e2, zřejmě 

k(£l) £ k(s2) = h(e2) £ h(ex). (1) 

Nazveme horní derivací množinové funkce <p v bodě a a označíme <p(a) 
infimum množiny všech čísel h(e); nazveme dolní derivací množinové 
funkce <p v bodě a a označíme <p(á) supremum množiny všech čísel k(e).*) 

Z (1) vychází, že je vždy 
— oo :_ <p(a) ;_ <p(a) £ oo. (2) 

Důležitý případ nastane, když <p(a) = <p(á)\ pak píšeme 

<p(a) = <p(a) = <p'(a) 
a číslo <p'(a) nazýváme derivací množinové funkce <p v bodě a; když 
<p(a) < <p(a), pravíme, že <p'(a) neexistuje. 
~~ Snadno se dokáže: 

22"3'2. Nechť a e Em, A e R. Tehdy a jen tehdy existuje <p'(a) a jest 
<p'(a) = X, Jedy z pro každý pár posloupností {cn}i, {sn}i, pro Jcterý 
on € Em, sn € Ev sn > O, sn -» O, a €A(cn, sn), jest 

<p[A(cn,sn)] ^ 

| A(<>n, Sn)\~> 

22"3'3- <p a <p jsou měřitelné bodové funJcce v oboru Em. 
DůJcaz proveďme třeba pro <p. Zvolme a e Ei- Položme A = 

= E[y>(a?) < a]. Máme dokázati, že AeZ(Em). Pro n = 1, 2, 3, . . . 

položme 

4 n = E L a ; ) < f l - - - , Bn= E L ( . r ) ^ a - — | . 

Pro £ = 1, 2, 3, . . . nechť ©Wfc je systém všech čtverců .d(c, 5) takových, 

že s < — a 9?[Zl(c, s)] < (a J | A(c, s) \. Lehko se dokáže, že pro 

x*An a e > 0 existuje čtverec A(c, s)€<£)nk takový, že xeA(c, s), 
s < e. Tedy podle 22'3'l při daných indexech n, k existuje konečná 
nebo nekonečná disjunktní posloupnost {---Uw}^ (u>nk = 1, 2, 3, . . . 
nebo unk = oo) taková, že AnU € <&nk, \ Tnk \ = O, kde Tnk = An — 

unk 

— 2 dnki. Položme 
= i 

unk oo oo 

Snk= 2 AnU, sn = Y\snk, s = 2sn, 
i=l k=l w = l 

*) V obvyklém označení jest ovšem q>(a) = lim h(s), <p(a) *= lim k(s). 
«->0+ "" e->0+ 
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Tn = 2 Tnk, T = Y\Tn. 

Ježto I Tnk I = 0, jest | Tn \ = 0, tedy | T | = 0. Ježto <dw*ť« S*, jest 
Serdm), tedy se£(E.J. Jest i » C S ^ + ^ tedy An C Sn + Tn, 

tedy ^c-s+r. (3) 

Zvolme x e Sn. Pak pro každé k existuje index i takový, že xe Anu e 

e ®nk, takže cp(AnU) < (* - ^ ) I 4 « I- P ř i P e v n é m n s t r a n y 6 t v e r c ů 

Anki jsou menší než —. Ježto - J T * " * 0 ' v y c h a z í snadno, že <p(x)<L 
00 00 

< o — — f t . j . že a; e S w . Tedy £w C -B„, takže S = 2 # * C 2 ^ = ^ -
— n »=1 n=l 
Tedy 

^ C 4 . (4) 
Ze (3) a (4) následuje, že 

A = S+AT. 

Jest S€£(E») a \ T \ = 0, tedy ^ y € g ( E w ) podle 20"l"7 a 20"l"ll, 
takže 4 € g ( E w ) . 

22"3"4. Nechť funkce <p je nezáporná a o-aditivní. Nechť množina 
G C E w je otevřená. Nechť AC_G. Nechť a e El9 a > 0. Nechť 

x e 4 => <p(x) > a. 
Pak je <p(G) ^ a | 4 |. 

Důkaz. Nechť ® je systém všech čtverců A takových, ze A QG, 
<p(A) > a | zl |. Lehko se dokáže, že ke každému xeA a ke každému 
£ > 0 existuje čtverec systému © obsahující x a mající stranu menší 
než e. Tedy podle 22*3" I existuje množina B C 4 taková, že | .4 — .B | = 
= 0 a disjunktní posloupnost {Ai}i==1 (k = 1, 2, 3, . . . nebo Zb = oo) 

k 
taková, že Ai e ©, 2 ^ i 3 -»• J e s t \B\£\A\=\B\ + \A—B\ = 

i = l 

= I B |, tedy 0£ | 4 | = | B \ £ | 2-4* I = 2 M i I a (v. cvič. J0-<5) 
i=l i=l 

<P(G) > <P&A<) = 2<P(4i) ^ « 2 M i I == * I 4 |. 
i = l i = l i = l __ 

22'3"5. .tVecAř <p je nezáporná a o-aditivní. Nechť M = !&[<p(x) = oo] 
Pak M C9KE.).-

Z t á t e . Zvolme a > 0. Podle 22"3"4 (kde volíme G = Ew, 4 = M) 
jest 9?(EW) =\a\ M \. Ježto a > 0 je libovolné, jest <p(Em) I> oo . | Jf |. 
Ježto funkce y je konečná, jest | I ř | = 0. 
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22'3'6. Nechť <p je o-aditivní. Nechť K je množina těch x c Em, 
jyro nH existuje <p'(x) a jest — oo < <p'(x) < oo. Pak Em— Ke 9^(Em). 

Důkaz. I. Nechť <p je nezáporná. Nechť L = T&[<p(x) > <f(x)], 
X 

M = E[y(x) = oo]. Zřejmě Em — K = L + M. Podle 2 2 3 5 jest 
X 

| M | = O, takže stačí dokázati, že | L \ = 0. Nechť naopak \L\>0. 
ÍPro n = l , 2, 3, . . . nechť Ln = E[x€L, Q(x,co)<n], kde co = 

oo x oc 

= (O, O, . . ., 0) € Em. Jest L=2Ln, tedy O < | L | <£ 2 I A» |, 
W =-1 » = 1 

takže existuje index n0 takový, že | Lno \ > 0. Položme H = Lno. 
Zřejmě 0 < \H\<oo. Nechť (v. 35" I a 3"5"2) {(rw, sw)}í° je po
sloupnost všech párů (r, s) racionálních čísel takových, že r > s > 0. 

00 

Zřejmě i? = 2#w> #n = E[a? € H,~cp(x) >rn>sn> <p(x)]. Jest O < 
n -••= \. x 

00 

< I H 1 .= 2 I ^» l» takže existuje index p takový, že | Hv \ > 0. 
w = l 

Zřejmě | Hv | < oo. Zvolme číslo £ tak, že rv > t > sv. Podle cvič. 2010 
existuje otevřená množina G taková, že HPCG, t\ Hv\> sv\G\. 
Označme © systém všech čtverců A takových, že A C G a <p(Á) < 
<C sv\ A |. Ježto <p(x) < sv pro a; € Hp, zřejmě ke každému x e Hv 

a ke každému e > O existuje čtverec A(c, s) e ©takový, že x € A(c, s) 
a s < e. Tedy podle 22"3" I existuje množina A CHV taková, že 
| Hp — A | = 0, tedy | A | = | Hv \, a disjunktní posloupnost {ZliV^i 

k 

(k = 1, 2, 3, . . . nebo k = oo) taková, že .71$ € ©, 2 ^* 3 -4- J e s t 

£ = 1 
* k k 

<p( 2 ^i) = 2 ?>( A) < 8P 2 Mi i = 
ť= i ť= i ť= i 

= Sp\2Ai\<sv\G\<t\Hv\ = t\A\. 
i = l 

t 

Nechť A = 2 Ái (1 < i < * nebo i = 1, 2, 3, . . .). Jest AD% C ADiA.x, 
7 = 1 — ~~ 

k 

2 ADi = A^Ai = A. Když & < oo, jest .4.D& = .4, takže pro 
i = l ť = l 
g = k jest rp | ADq \>t\A\; když & = oo, podle 20l"20 jest \A\ = 
= lim | ADi \, takže zase existuje index q takový, že rv \ ADq \ > 

k k 
> 11 A |. JestD q c 2 ^ i , takže podle cvič. 198jest^(Zg <; ?>( 2 ^i) < 

* = i í = = 1 

< £ I A |. Množina Dg jest uzavřená, takže podle I3"2 existují otevřené 
00 

množiny rn (n == 1, 2, 3, . . .) takové, že Fn D rn+1 a Y\r* = Dv 
n = l 
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Podle I9"2"3 jest <p(Tn) -> q>(Dq) <t\Á\. Tedy existuje index v takový, 
že <p(rv) <t\A\. Ježto ADq C Hp, jest <p(x) > rp pro x € ADq\ ježto 
-4Z>ff C rv, podle 22"3"4 jest <p(rv) = rp\ADq\. Tedy 

í | A | < r p | . 4 ^ | <; ,,(/;) < * | A \, 
což je spor. 

II. Opusťme předpoklad, že funkce <p je nezáporná*. Podle 22" I "9 
má <p konečnou variaci a podle 22"I"I a 22'I"10 jsou Vv a V9 nezáporné 
cr-aditivní funkce v oboru $ . Nechť množiny Kx a K2 mají k funkcím 
Vg, a V<p stejný vztah, jako množina K k funkci <p. Podle I jest 
\Em — K1\ = \Em — K2\ = 0. Podle 22"3"2 jest K D K±K2, tedy 
Em — KC(Em — K1) + (Em — K2), takže | Em — K \ = 0. 

22"3"7- Nechť {<pn}\ je posloupnost konečných nezáporných o-aditiv-
nich množinových funkcí taková, že <pn(Em) -> 0 a že pro n = 1, 2, 3, . . . 
a pro každou XeR jest q>n(X)^:<pn+1(X). Nechť M je množina téch 
x e Em, v nichž pro všecka n existují a jsou konečné <p'n(x) a jest 
<p'n(x)->0. Pak Em — Me<3l(Em). 

Důkaz. Pro n = 1, 2, 3, . . . nechť Mn je množina těch x e Em, 

•v nichž existuje <p'n(x) a jest | <p'n(x) \ < oo. Nechť M* = \\ Mn. 
w = l 

Podle 20"I"9 a 22"3"6 jest Em — M* c^KEm)- Lehko se dokáže, že pro 
x e M* a pro n = 1, 2, 3, . . . jest oo > <p'n(x) I> <p'n+1(x) >̂ 0, takže 
pro každý x e M* existuje ip(x) = lim <p'n(x) a jest 0 <^ tp(x) < oo. 
Nechť A='E[xe M*, y(x) > 0]. Stačí dokázati, že \ A \ = 0. Nechť 

X 

A = 2ÂІ, Ai = ЩxeM*,ìp(x) > -U . naopak | A \ > 0. Jest A = 2, -4*, -4* = El g € Jf*, ip(x) > - 1 . Pak 

existuje index j takový, že | Aj \ > 0. Pro každé n a pro x e M* jest 

<p'n(x) ^ V^K t ak že pro x € .4,- je g/w(aO > — pro všecka n. Tedy 

podle 22"3"4 jest <pn(Em)=\-r\Ai\ > 0 pro všecka n, což je spor. 

22'3'8. Nechť {<pn}i je posloupnost konečných o-aditivních množi
nových funkcí v oboru .&. Pro každou X e Ř nechť <pn(X) -> <p(X) 
a <pn{X)_\ <pn+1(X) (n = 1, 2, 3,. . .). Nechť M je množina téch x e ETO, 
v nichž existují a jsou konečné derivace <p'(x) a <p'n(%) (^ = 1, 2, 3, . . .) 
a jest <p'n(x)-+<p'(x). P^k jest Em — M €<y\(Em). 

Důkaz. O funkci <p stále předpokládáme, že je konečná. Položme 
Wn = <Pn — <Pn W — 9? — <Pv Pak Í s o u Wn a V konečné nezáporné množi
nové funkce v oboru & a funkce y)n jsou a-aditivní. Mimo to pro každou 
X e® je y>(X) ^ y>n+1(X) ^ xpn(X) I> 0, ipn(X)->xp(X). Nechť {X{}T 
je disjunktní posloupnost množin Xi € Ř. Pak je přední pro všecka n 
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( 00 \ 00 00 

2 * . = 2 *.(*.) ^ 2 *•(*.), 
i = l / i = l i = l 

tedy také 

( oo \ / 00 \ 00 

2 Xi)= lim Wn[ 2Xi)£2 V W 
i = l / w->oo \i-=i / i = i 

•o všecka n a m 

( oo \ / oo \ oo m 

2 Xi) ^ *J 2 Xi = 2 Vw(Zť) ^ 2 Vn(Xi)> 
i = l / \i = l / i = l i = l 

( oo \ m m 

2 ^ ^ lim 2 V»(̂ i) = 2 Kři), 
i = l / W->oo i==l i = l 

Za draň^ je pro všecka n a m 

tedy také 

*ít,Ф 
m oo 

Urn 2 V>(Xi) -= 2 ¥(--«)• 
m->-oo i = i i = i 

/£ \ £ 
\ І = I / І = I 

Tedy xp\ 2 -^i) == 2 V(̂ -<)» t a ^ z e funkce ^ J e c-aditivní; tedy také 
\i-=i / Í = I 

9 = W + 9>i Je c-aditivní. Podle 22"3'6 existuje množina N1€
<3l(Em) 

taková, že pro xe Em — N± existuje a je konečná derivace <Pi(x). Po
ložme %n = (p — <pn. Pak jsou Xn konečné nezáporné or-aditivní funkce 
v oboru $ a pro X e ̂  je <pn(X) -> O, <pn(X) I> <pn+i(X). Tedy podle 
22'3"7 existuje množina N2 €<^l(Em) taková, že pro xe Em—N2 existují 
a jsou konečné derivace %n(x) a jest %n(x) -i> 0. Zřejmě E m — M c 
C -Ví + N2, tedy Em — Me 9l(Em). 

Nechť M je libovolná podmnožina prostoru Em a nechť x e Em-
Pravíme, že # je bod metrické horní hustoty množiny M, když ke každému 
£ > O existuje d > O takové, že, když x e A(c, s) a s < d, horní míra 
I MA I množiny MA je větší než (1 — e ) . | A |.*) Pravíme, že # je 
bod metrické řídkosti množiny M, když ke každému e > O existuje 
á > 0 takové, že, když x € A(c, s) a s < d, horní míra | Jiř./1 | množiny 
MA je menší než e \ A \. Pravíme, že x je bod metrické hustoty množiny M, 
když x je bod metrické řídkosti množiny Em — M. 

22'3"9. Každý bod metrické hustoty množiny I ř c E m ]e bodem 
metrické horní hustoty množiny M. 

Neboť 
\MA\ + \(Em-M)A\^\A\. 

22*3*10. Když M C Em je měřitelná množina, pak každý bod me
trické horní hustoty množiny M je bodem metrické hustoty množiny M. 

Neboť nyní je (v. 20*1*17) 

\MA\ + \(Em-M)A\ = \A\. 

*) Při tom ovšem nemusí býti x *. M. 
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22'3"M. Nechť L € £(EW)- Nechť A je množina všech bodů metrické 
hustoty množiny L\ nechť B je množina všech bodů metrické řídkosti 
množiny L. Pak L — A e 9^( Em)> (E w — L) — B e $l( Ew). 

Důkaz. I. Z 20"4'7 následuje snadno, že existuje posloupnost {Gn}i 
otevřených množin taková, že 

GnDOn+1, flGnDL, I flGn-L\ = 0. 
n=l n=l 

Zvolme i = 1, 2, 3, . . . a položme i ^ = T&[Q(X, CO) < i], kde co = 

= (0, 0, . . ., 0) € Ew. Pro X € £(EW) nechť yn(X) = \ GnX \, <pin(X) = 
= tpn(Xr{) (n = 1, 2, 3, . . .), \p(X) =\LX\, <pi(X) = y(ŽJi). Snadno 
se přesvědčíme, že A = H&[y)'(x) = 1]. Zřejmě q?{n, \pn, <pi a rp jsou ne-

X 

záporné ^-aditivní množinové funkce v oboru £(E m ); mimo to funkce 
<Pin a <P% jsou konečné a jest <pifn+i(X) ;_ <p{n(X) pro každou X e £(EOT). 
Dále jest 

W(X)= \LX\^\xflGn\£\LX\ + \flGn-L\ = 
n=l n=l 

= \LX\=W(X), 

tedy podle 19-2*3, 20114 a 20MI7 
QO 

¥>(*) = Í x T I G» I = Km I *<?» I = lim V » W 
W = l 

pro každou J ř€£(E m ) takovou, že | X | < oo; ježto 

X ^ E J - ^ X / V ^ E ™ ) , I Z T Í I ^ I A K G O , 

jest 9?»(.X) = lim 9?iw(-3-") pro každou X e £(Em). 
Tedy podle věty 22"3'8 (do které dosadíme — <p{n a — <piza,<pna, <p) 

existuje množina C{ taková, že Em — C{ e 9^(EOT) a že pro každý xeCi 
existují derivace <p'in(x) a <p'%(x) a jest lim <p'in(x) = <p'i(x). Nechť C = 

00 

= 2 cJi-
i = l 

Nechť x e LC. Pak existuje index i takový, že x e LC^JTi* Ježto x 
náleží do otevřené množiny /<, existuje číslo* oc > 0 takové, že 

xeA(c,s), s<oc => A(c,s)cTi. (5) 
Ježto xeCi, existují derivace <p'in(x) a <p'i(x) a jest <př

in(x) -> <p'i(x). 
Z (5) následuje snadno, že <p'%n(x) = \p'n(x), <p'i(x) = \p'(x), takže ip'n(x) -> 

00 

-» y'(«). Ježto XŠLC n ŵ» J e s t xeGn pro každý index w. Ježto 

množiny ÉS, jsou otevřené, dokáže se snadno, že \pn(x)=l. Tedy 
\p'(x)=l, takže o? c E[y'(») = 1]- t e d y #e-4. Tím je dokázáno, že 
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LO C A, takže 
oo oo 

L — AcEm — C= 2 (Ti — C)C 2 (Em —Ci), 

takže L — Ae<3l(Em). 
II. Když množinu L nahradíme množinou E w — L, pak množina A 

přejde v množinu B, takže podle I jest (E w — L) — Be^Em). 
223"12. Nechť MC Ew. Nechť A je množina všech bodů metrické 

horní hustoty množiny M. Pak M — A €9^(EW). 
Důkaz. Podle 20"I"21 existuje množina Le2(Em) taková, že 

M C L a že | MX \ = \ LX | pro každou X € £(EW). Z toho následuje 
snadno, že A je množina všech bodů metrické horní hustoty mno
žiny L. Podle 22"3"9 a 22"3"ll jest \L — A\ = 0. Ježto M CL, jest 
\M — A | = 0. 

22'3'I3. Nechť f je měřitelná bodová funkce v oboru Em taková, 
%e ff(x) dx konverguje. Pro X e £(EW) nechť q>(X) = f f(x) dx*) Nechť 

--w -f 
M(f) je množina těch xe Ew, v nichž q>'(x) = f(x) + + oo. Pak Em — 
-M(f)€gi(Em). 

Důkaz. I. Nechť / nabývá pouze hodnot 0a 1.NechťL = E\j(x) = l], 
X 

tedy Í€£(E W ) . Nechť A je množina všech bodů metrické hustoty 
množiny L; nechť B je množina všech bodů metrické řídkosti mno
žiny L. Snadno se dokáže, že 

x e A => q>'(x) = 1 , x € B => q>'(x) = 0, 

takže AL+ (B — L)C M(f), tedy 

Em-M(f)c(L-A) + [(Em-L)-B], 

takže Ew — M(/) € CR( Em) podle 22"3" 11. 
II. Nechť / nabývá pouze konečného počtu hodnot vesměs ko

nečných. Nechť ai (1 <£ i <1 m) jsou všecky hodnoty, kterých nabývá L. 
Nechť Ai = E[f(x) = ai](\<Li=\ m), takže Ai € £(EW). Nechť U(x) = 1 

X 

pro xc Ai a /-;(#) = 0 pro xc Em — A^ Snadno se dokáže, že 
m 

M{f)3Umh), 
1 = 1 

takže E w — M(f) e 9*(EW) podle I. 
III. Nechť funkce / je nezáporná. Podle 2I'I'I4 existuje posloup

nost {fn}T konečných měřitelných funkcí v oboru Ew, z nichž každá 
nabývá jen konečného počtu hodnot, taková, že 0<^ fn(x) <^ fn+1(x) 
a fn(%) -> f(x) P r o každý x e Ew. Nechť q>n(X) = f fn(x) dx pro každou 

*) Tento integrál konverguje podle 19"I "2 a 2I"2"7-
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X e £(EW) Podle I I jest Em — M(fn) € 9t(Ew). Podle 2I"2"7 a 22"3"8*) 
existuje množina M0 taková, že Ew — M0€yi(Em) a že pro xeM0 

existují a jsou konečné derivace (p'n(x\ a <p (x) a jest <p'n(x) -> (p'(x). 
Zřejmě 

if(/)c-v.njf(/-), 
n=-l 

takže Em — M(f)eCfl(Em). 
IV. Přistupme k obecnému případu. Zřejmě M(f) D M(f+) . M(f—), 

takže Em — M(f)e^l(Em) podle III . 
22"3"I4. Nechť <p je a-aditivní totální spojitá množinová funkce 

v oboru £(EW). Nechť f je bodová funkce v oboru Em taková, ze existuje 
množina M e Em taková, že Em — M e yi(Em) a žé pro xeM jest f(x) = 
= <pr(x). Pak pro každou množinu Xe£(E w ) je <p(X) = f f(x) dx. 

x 
Důkaz. Podle 22"2"4 existuje měřitelná bodová funkce g v oboru E w 

taková, že (p(X) = f g(x) dx. Avšak fg(x) dx = f f(x) dx podle 2I"2"8 
x x x 

a 22-3-13. 
22'3"I5. Nechť <p je konečná a-aditivní množinová funkce v oboru $ . 

Nechť M((p) je množina těch x e Ew, v nichž (p'(x) existuje a jest rovná 
nule. Funkce <p je singulární, když a jen když Em — M(<p) €<Sfl(Em)» 

Důkaz. I. Nechť <p je nezáporná a singulární. Nechť | A | > 0, 
00 

kde A = E[(p(x) > 0]. Máme dojíti ke sporu. Jest A = 2 -̂ n> kde 
x n = \ 

An = E\(p(x) > — I; ježto | A \ > 0, existuje index p takový, že 

| Ap | > 0. Zřejmě existuje množina B C Ap taková, že 0 < | B | < oo. 
Ježto (p je singulární, existuje množina N €<3l(Em) taková, že 

Xt®, XN = 0 ==> (p(X) = 0. 

Ježto | N | = 0 < | B |," podle 20"4"7 existuje otevřená množina G 
taková, zeN CG,2\G\<\B\. Podle I3"2 existuje posloupnost {Tn}i 

oo 

otevřených množin taková, že rn"jrn+v | J Tn = Em — G. Jest 
n = l 

\B\£\Br»\ + \Q\<\Brn\ + l\Bp\, 

tedy | B \< 2 | fiT„ |. Podle 22"3'4 jest <p(rn) ^ - | 5Tn | > ^ | B I-
P Lp 

*) Abychom mohli užíti věty 22"3'8, musíme věděti, že funkce (pn 

jsou konečné, t. j . že ffn(x)dx konvergují. To plyne z předcházející p°" 
známky pod čarou podle 21 '2' 14. Podle 21'2" 11 je 9?W(X) <: g?(X) a podle 
21-2-18 je <p(X)-+<p(X). 
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Podle 19-2-3 jest <p( Em — G) = lim v(Tn), tedy <p( Em — G) ^ - | B | > 

> 0, což je spor, neboť (Em — G) N = 0. 
II. Nechť <p je singulární. Podle 22" I "9 <p m á konečnou variaci. 

Podle 22" I "10 V<p a V<p jsou konečné cr-aditivní množinové funkce 

v oboru 5?. Ježto <p je singulární, nahlédneme snadno, že Vq, a Vv jsou 

také singulární. Podle 22"l"l a podle I jest E m — M(V<F) e 9 K E J , 

E m — M^t^KEm). Podle 22-1-5 jest _M(<p) D J ř ( 7 , , ) . M^), takže 
Ew — Jf(^)€9^(Ew). 

III. Nechť Em — M(V)€^l(Em). Podle 22-2-8 existují konečné 
or-aditivní množinové funkce Vl a <p2 v oboru ^ takové, že <p = Vl + y2» 
že ^ jest totálně spojitá a že <p2 J

e singulární. Podle II jest Em — M(<p2) * 
€^(Em). Zřejmě M(<p1)DM(<p).M(<p2), tedy E w — M(Vl) e9l(Em), 
takže podle 22-3"l4*) (v. též 21"2"8) pro každou X € JS jest ^ ( Z ) = 0. 
Tedy <p = <p2, t. j . <p ]e singulární. 

22"3"I6. Nechť <p je a-aditivní totální spojitá množinová funkce 
v oboru .&. Nechť N je množina tich xeP, v nichž existuje <p'(x) a jest 
<p'(x)<0. Když N €(2H(Em)9 pak <p je nezáporná funkce. 

Důkaz. Má-li funkce / týž význam jako ve 22"3"I4**), pak podle 
22-3-13 jest ~E\j(x) < 0] € $l( Em). Tedy pro každou Xe ® jest ff(x)dx ^ 

:> 0 podle. 21 -2-11, t edy <p(X) ^ 0 podle 22"3" 14. 

Cvičení. 
00 

22'1. Nechť P je množina všech přirozených čísel. Nechť V cn je 
w = l 

absolutně konvergentní řada. Když A c P9 nechť: [1] <pn(A) = cn, když 
00 

ne A; [2] q>n(A) = 0, když n € P — A. Když A c P9 nechť f(A) = ]? <Pn(A). 
n = l 

Pak /je ff-aditivní funkce s konečnou variací v oboru ^ a pro každou-á c P 
jest F(.A) = /(_á+), F(.A) = —-/(^.~), kde 

AL+ = E[n € -4, cw > 0], A— = E[w c .4, cw < 0]. 
n n 

22'2. Pojem totální spojitosti závisí na volbě funkce /*; mluvme 
určitěji o totální /i-spojitosti. Jsou-li fa a fa dvě volby funkce fa pak nutná 
a postačující podmínka, aby se pojem totální ^-spojitosti kryl s pojmem 
totální /^-spojitosti, jest***): Ke každému e > 0 existuje d > 0 takové, že 

AL € 21, fa(A) < 6 => ^(-4) < e, 
A c 51, //2(-4) < <5 => ^-.(.á) < e. 

*) Aby se mohlo užíti věty 22'3'I4, je třeba definici funkce Vl rozšířiti 
z oboru & na obor £(EW); to se stane podle 22a2'5 (v tomto odst. je totiž 
L = E J . 

**) / existuje podle 22a3a6. 
***) Předpokládáme, že 91 C 5? (v. 22a2). 
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22-3. Vitaliova věta (22"3"l) zůstane v platnosti, když A(c9 s) ne
znamená čtverec, nýbrž kouli, tedy množinu těch (xl9 x29 . . ., xm) € E T O > 

m 
pro něž platí ^ (xi — ci)2 = s2' 

ť = i 
Ve cvič. 22-4 je P = E2, /* = ^2 a S je systém všech Borelových 

množin v Ea. 22-4. Nechť K± c E2 a K2 c E2 jsou disjunktní konečné množiny. 
Nechť M1 = E [(x + l ) 2 + y2 ^ 1], M 2 == E [ ( » — l ) a + y* £ 1]. Když 

(x,y) (x,y) # 
J5 e $%9 nechť: [1] /-.(-B) znamená diferenci mezi počtem bodů množiny KXB 
a počtem bodů množiny iř-j-B; [2] f2(B) znamená diferenci mezi Lebesgueo-
vými měrami množin MXB c E2 a M2B c E2; [3] U(B) znamená Lebesgueovu 
míru množiny E[0 <í #5^1- (x9 x) e B], Pak/i, f2 a /3 jsou or-aditivní množi-

x 
nové funkce s konečnou variací v oboru &. Funkce /x a /3 jsou singulární, 
funkce f2 je totálně spojitá. Když a e E2 — (-K̂  + -K-2), je f\(a) = 0; 
když aeKl9 je /'i( a) = °°; když a c K29 je /'i( a) = —_°°- Když a e E2 — 
— (Mx + M 2 ), je f'2(a)j= 0; když a € M-. — -M2, je 72(a) = 1* fja) = 0; 
když a € M 2 — Jkřj, je ^(a) = 0, /,(<*) = — 1; když a = ( 0 , 0), je ^(a) = 1, 
/2(a) = — 1. Když a = (#, y), kde budto a? =1= y nebo ÍC < 0 nebo a? > 1, 
je /V 0 ) = °5 k d y ž a = (x,x), 0 £x = 1, j e ^ ( a ) = oo, f±(a) = 0. 

§ 23. Bodové funkce s konečnou variací; Stieltjesův integrál. 

23"I. V celé kapitole nechť jsou pevně dána čísla oce R a jíe R 
taková, že oc < /?. Položíme P = E[í e R, a <£ £ <1 p]. V celé kapitole 

t 
nechť je pevně dána konečná funkce / v oboru P. 

V tomto odst. nechť 3°(P) je systém skládající se jednak z mno
žiny 0, jednak ze všech intervalů tvaru E[a ̂  £ < 6], kde <% <1 a < 

<b<Lf}. Snadno se přesvědčíme, že systém 3°(-P) m& vlastnost oc 
(v. str. 126 dole), takže podle I8"2"4 množinové těleso $°(P) = t[$°(P)] 

m 
se skládá ze všech disjunktních součtů 2-4*, Aie$°(P). 

i = l 
Definujme množinovou funkci A°f v oboru 3°(-P) takto: 

A°f(0) = 0, zd°/(E[« ̂  t < b]) = f(b) — f(a). 
t 

Podobně jako věta 20'4'l se odvodí: 
23"I"I. A°f je konečná aditivní množinová funkce v oboru 3°(-P). 
Obráceně platí, jak se lehko dokáže: 
23" I "2- Nechť q> je konečná aditivní množinová funkce v oboru 

3°(P). Nechť c e Ev Pak existuje pravé jedna konečná bodová funkce f 
v oboru P taková, že f(oc) = c a A°f = <p. 

Podle I9"3'l a 23"I "I existuje právě jedna konečná aditivní množi
nová funkce q> v oboru §.°(P) taková, že parciální funkce (p3*{P) jest 
identická s A°f. Bez obavy z nedorozumění pišme A°f místo y>, takže 

E. Čech: Bodové množiny. 15 
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nyní A°f znamená (konečnou aditivní) množinovou funkci v oboru 
Í ° ( P ) . 

O bodové funkci / pravíme, že má konečnou variaci, když množi
nová funkce A°f má konečnou variaci, což se dá zřejmě vysloviti i takto: 
Funkce f má konečnou variaci, když a jen když existuje fi e E_, /JL > 0 
takové, že 

m 
к _ % < h _ a2 < Һ _ • • • _ am < Ьm _ ß • Imьù—fыъ 

< = i 
йř-

Z 22'I'7 a 22"I"8 plyne snadno: 
23" I "3. Bodová funkce f má konečnou variaci, když a jen kdyí 

existují konečné neklesající bodové funkce /_ a f2 v oboru P takové, že 
/ = / i - / r 

Od tohoto místa předpokládáme (v celé kapitole), že / má konečnou 
variaci. Funkce /-_ a f2 vyskytující se ve větě 23" I "3 můžeme (v. 23" I "2 
a 22" I "8) a budeme voliti tak, že 

VÁ.f = A*tl9Vw = A»f2. (1) 

Nechť i = 1,2. Když a € P, a =}= oc, pak nechť U(a — 0) = sup U(x)\ 
x<a 

mimo to nechť U(oc — 0) = U(oc). Když ae P, a 4= /?, pak nechť 
U(a + 0) = inf U(x)\ mimo to nechť U(p + 0) = U(fi). Ježto /_ a f2 jsou 

x>a 
konečné neklesající funkce, zřejmě U(a ± 0) =)= __ CXD. Položme 

f(a — 0) = /_(_ — 0) — /a(a — 0), (2) 

f(a + 0) = f1(a + 0)-f2(a + 0). V ' 
Symboly f(a __• 0) mají tento význam v celé kapitole. 

Ježto /_ a /2 jsou konečné neklesající funkce, vychází snadno ze (2) 
a z definice čísel f(a __•()): 

a^ ^ -P, a;** < «, #» -> a => /(#*) -> f(a — 0), /3x 
^ ^ P, xn>a, xn->a=> f(xn) -> /(a.+ 0). 

Číslo f(a) — f(a — 0) nazveme levým skokem funkce / v bodě a; číslo 
f(a-\- 0 ) — f(a) nazveme pravým skokem funkce / v bodě a. Zřejmě: 

23" I "4. Funkce f je spojitá v bode aeP, když a jen když oba její 
skoky v bode a jsou rovné nule. 

23" I "5. Jest 

/(a)_/(a_o)_o=, { $ Z Ž S Z 3 I ^ - * - * . 
/ ( a )_ / ( ť ř-0)_o => {ffizž(

(:z0
oj=ftw-fl-Qi. 

{ia + 0) - «a. > 0 ==> í / l ( a + 0 ) ~ / l ( a ) = / (a + 0 ) _ f{a)' /(a + 0) /(a) _ 0 => ( /t(a + o) - /,(«) - 0, 

/(a + 0) - /(a) _ 0 => | / a ( a + 0 ) _ / a ( a ) _ , / ( a + o) _ /(a) |. 
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Důkaz proveďme třeba pro prvé z těchto čtyř tvrzení. V případě 
a = oc je to zřejmé. Nechť tedy oc < a _ /?. Položme 

/i(a) — fiia — 0) = 8i, f2(a) — f2(a — 0) = s2, 
takže f(a) — f(a — 0) = s± — s2, tedy s± _ s2. Ježto f2 je neklesající 
funkce, zřejmě s2 _ 0. Definujme konečné funkce <p± a <p2 v oboru P 
takto: 

a _ a; < a => <p±(x) = ^(s), <p2(x) = /2(a); 
a _ x _ i8 => ftí*) = fi(x) ~ s2> <P2ÍX) = f2Íx) — S2-

Ježto f±(a) — fx(a — 0) _ 82» /2(°0 — /2Ía — 0) = 82 a ježto funkce f± 

a /2 neklesají, zřejmě ani <px a 9?2 neklesají. Tedy A0<p± a ./J°g?2 jsou ne
záporné aditivní množinové funkce v oboru -£°(P). Ježto / = <p± — <p2, 
zřejmě A°f = A°<px — A°<p29 takže podle (1) a 22"I"8 jest 

A e $%P) => A*<p2(A)^ A°f2(A). • • (4) 

Pro A = E[# _ £ < a], kde a _ o; < a, plyne ze (4) 
t 

<p2(a) — <p2(x) _ f2(a) — f2(x), 
takže 

<p2(a) — <p2(a — 0) _ /2(a) — f2(a — 0). 

Zřejmě však <p2(a — 0) = f2(a — 0), <p2(a) = f2(a) — 82, takže — s2 _ 0, 
Ježto také s2 _ 0, jest 82 = f2(a) — f2(a — 0) = 0, tedy /(a) — /(a — 0 ) = 
= *i = / i ( a ) — /i(« — 0). 

Z vět 23-1-2—23-1-5 plyne: 
23" I "6. Když f je spojitá funkce s konečnou variací, pak existuji 

konečné spojité neklesající funkce f±a f2v oboru P takové, ze f = f± — /2. 
23"|-7. Nechť oc _ xx < x2 < . . . < xm _ p. Pak 

m ' m 

2 | f(n) - f(xi - 0) | + J |/(*i + 0) - /(ÍBÍ) | ^ F ^ í P ) < ob. (5) 
i = l i=l 

Důkaz. Zvolme čísla yt (1 _ i <; ra — 1) tak, že 
*i < th < %2 < V2 < - - • < ym-i < xm 

a položme y0 = oc, ym = fi. Ježto funkce fk (k = 1, 2) neklesají, zřejmě 
/*(«* + 0) — fk(xi —• 0) _ / 4(W) — /^(^-x) pro 1 _ i _ m. Odtud, z (1) 
a z 23" I "5 následuje, že levá strana v (5) jest 

2 m 2 m 

=- z 2 [/*(**) - /*(*. - o)] + 2 2 rfjí̂  + o) - /*(*,)] = 
fc=l 1 = = 1 k : = 1 í r = 1 

2 . w 2 w 

- Z Z r/*(a% + 0) - /*(*, - 0)] _ 2 2 [/*(*) - /*(y*-i)] = 
2 

= 2 x [/*(# - /*(*)] = v4*t(P) + v_ň.f(P) = vA>f(P). 
15* 
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Z 23" I "7 následuje, že pro n = 1, 2, 3, . . . je jen konečný počet bodů 

x e P, v nichž některý z obou skoků funkce / jest absolutně > — 

Tedy (v. 23-1-4) 
23" I "8. Množina těch x e P, v nichž f je nespojitá, je spočetná. 
23"2. Stále předpokládáme, že / je daná bodová funkce s konečnou 

variací v oboru P = E[oc ^ t<^ (f\. 
t 

Zvolme (v. 23" I "8) spočetnou množinu D C P tak, že funkce / 
je spojitá v každém bodě x c P — D. 

Definujme prostor ( = množinu) P* takto: P* se skládá jednak 
ze všech bodů množiny P — D, jednak z nových „bodů", přiřaze
ných jednotlivým bodům množiny D; každému bodu aep jsou při
řazeny právě dva body množiny P*, které označíme a — 0 a a + 0. 
Když a e P — D, nazveme jeho projekcí bod a sám; když a e D, nazveme 
bod a projekcí bodu a + 0 i projekcí bodu a — 0. Tedy projekcí každého 
bodu množiny P* jest určitý bod množiny P, při čemž každý bod mno
žiny P — D je projekcí právě jednoho bodu a každý bod množiny D 
je projekcí právě dvou bodů. 

Pro každou množinu A QP nechť A* znamená množinu všech 
těch bodů prostoru P*, jejichž projekce náležejí do množiny A. 

Označme 3(-P*) systém skládající se jednak z množiny 0 a ze 
všech jednobodových množin obsažených v P*, jednak ze všech množin 
tvaru 

(E[a < t < &])*, (1) 
t 

kde ot_\a<b_\f}. Snadno se přesvědčíme, že systém 3(-P*) má 
vlastnost oc (v. str. 126 dole), takže podle I8"2"4 množinové těleso 

m 
5£(P*) = í[3(P*)] se skládá ze všech disjunktních součtů 2 *̂> kde 

Ai^(P*). 
Definujme množinovou funkci Af v oboru 3C-3*) takto: [1] Af(0) = 

= 0, [2] když a € P — D, pak Af((a)) = 0, [3] když a e D, pak Af((a — 
~0)) = f(a)-f(a-0), Af((a+0)) = f(a+0)-f(a), [4] když A 
znamená množinu (1), pak Af(A) = f(b — 0) —f(a + 0). 

Podobně jako věta 20"4"l se odvodí: 
23"2"l. Af je konečná aditivní množinová funkce v oboru 3(-P*). 
Podle I9"3"l a 23"2"l existuje právě jedna konečná aditivní množi- . 

nová funkce q> v oboru ^(P*) taková, že parciální funkce <p%(p*) jest 
identická s Af, Bez obavy z nedorozumění píšeme Af místo <p, takže 
nyní Af znamená (konečnou aditivní) množinovou funkci v oboru 
$(P*). 

Zvolme opět konečné neklesající bodové funkce /x a /2 v oboru P 
tak, že platí formule (1) z odst. 23"I. Vycházejíce od bodových funkcí 
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/i & f%> odvoďme množinové funkce Af± a Af2 v oboru §,(P*) tak, jako 
jsme z bodové funkce / odvodili množinovou funkci Af.*) 

23"2'2. Množinová funkce Af má konečnou variaci a jest 

VAt = AfvV*f = Af29 tedy Af = Af± — Af2. 

Důkaz. Zřejmě Af(A) = Af±(A) — Af2(A) pro A €%(P*), tedy také 
pro A e -£(P*); podle 23" I "5 jsou Afx a Af2 konečné a nezáporné, takže 
(v. 22" I "8) Af má konečnou variaci a jest 

VM(X) £ Ah(X), ~VAt(X) = Ah(X). . 

Dokažme, že ~Vái(X) = Af^X); to stačí, neboť Af(X) = ~V*t(X) — 
— VJf(X) = Afx(X) — Af2(X). Podle 19'3'f stačí dokazovati pro 
Xe3(P*). Když množina X je nejvýš jednobodová, je to zřejmé 
(v. 23-1-5). Nechť tedy 

X = (E[a < t < 6])*. 
t 

Zvolme e > 0. Existují čísla a', b' taková, že a < a' < b' < b a 
AUX) = h(b - 0) — U(a + 0) < fx{V) - /x(a') + e = A»h(X') + e, 

kde X' = E[a! <: ť < 6']. Ježto Afx(X) < A^X') + e a J"/,. = F„. 
t 

existuje množina Y0 e $°(P) taková, že Y0QX' a 
.d/1(X)<.d°/(T0) + fi. 

Lehko se nahlédne, že existuje množina 7 e ? ( P * ) taková, iň YQX 
a že J/(F) = A°f(Y0). Tedy 

J/.(X) < Af(Y) + 8 <, Fj/tZ) + e. 
Ježto « > 0 je libovolné, je Afx(X) <\ V4f(X) <i Afx(X), tedy Afx(X) = 
= F J ; I ( Z ) . 

Výhoda zde zavedené množinové funkce Af před množinovou 
funkcí A°f z odst. 23"I je (v. cvič. 23'1) v tom, že platí věta: 

23"2a3. Af je a-aditivni množinová funkce v oboru -£(P*). 
Důkaz. Ježto Af = Afx — Af2 a ježto funkce Af, Afx a Af2 jsou 

konečné, stačí dokázati, že množinové funkce Af± a Af2 jsou or-aditivní 
v oboru S:(P*). Proveďme důkaz třeba pro funkci Afv Podle I9"3"2 
stačí dokázati, že Afx je (T-aditivní v oboru 3(-P*)> ž e tedy pro An c %(P*), 

oo oo 

A e 3(-P*)> AL= 2 An s disjunktními sčítanci jest -d/i(-4) == 2 ^/i(-̂ n)« 
*i = l n=l 

To je zřejmé, když množina A je prázdná nebo jednobodová. Nechť tedy 
A = (E[a < t < b])*, 

t 
kde <x<La<b=\lí. Připomeneme-li si definici systému 3(-P*) a de-

*) Množina D zůstává beze změny; všimněme si, že (v. 23'I "4 a 23'1*5) 
obsahuje všecky body x € P, v nichž některá z funkcí /-. a /a je nespojitá. 
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finici množinové funkce Afv vidíme, že stačí dojíti ke sporu z následu
jícího předpokladu: Nechť aieP, bieP, â  < 6ť; nechť CJCP: při 
tom každý z obou indexů i a j nabývá buďto všech hodnot 1, 2, 3, . . . 
nebo jen konečného poctu takových hodnot; nechť 

B[a < t < b] = 2 E [ « Í < t < bi] + _>>,), (2) 
t i t j 

kde množiny napravo jsou disjunktní. Nechť*) 

h(b — 0) - ft(a + 0) + 2lA(6| - 0) - /I(«Í + 0)] + 
^ * (3) 

+ 2[/i(<V + 0 ) - / x ( c , - 0 ) ] . 
i 

Ježto funkce fx neklesá, vychází snadno ze (2), že číslo, které 
se dostane, když napravo v součtech 2 a 2 dáme indexu i nebo / pro-

% j 

bíhati jen konečný počet jeho hodnot, jest nejvýš rovné levé straně 
ve (3). Tedy ze (3) následuje, že existuje e > 0 takové, že 

fi(b-0)-f1(a+0)-ás>2[fi(bi-0)-f1(ai+0)] + 
i 

+ 2[/ite + 0 ) - / 1 ( c ; - - 0 ) ] . 

Volíme-li kladná čísla u a Vj dosti malá, bude 
fx(b — u)> /x(6 — 0) — e, /..(a + u) < /x(a + 0) + e, 

/i(<V — «¥) > /i(<V — 0) — Jr, /..(c,- + q) < /,.(<* + 0) + | . 

takže podle (4) bude 

fi(b — u) — h(a + u)< 2[fx(bi — 0) — /..(ó, + 0)] + 

+ 2-/i(<v + «v)—/i(<v—«v)]-
Podle (2) však bude 

K = E[a + u <_ t <_ 6 — u] C 
t 

c 2E[«i < * < 6d + 2E[<v—«v < * < <v + ty]. 

Avšak množina K je kompaktní (v. I7'2'3) a průniky množiny K 
s množinami vyskytujícími se napravo v (6) jsou otevřené v K, takže, 
podle 17"5"4 existují indexy m a n takové, že 

m n 

E[a+^__í<_6 — w ] c 2 E [« í<* < 6ť] + 2 E[c> —«V <*«V + ty]-
t í = i « ?=i í rj\ 

*) Ježto funkce /-̂  neklesá v oboru P = E[a <I í <Í jí?)], vidíme snadno, 
t 

že každý z obou součtů napravo ve (3), má-li vůbec nekonečně mnoho členů, 
je konvergentní [a má hodnotu mezi 0 a fY(P) — /i(«)]. 

(5) 

(6) 



223 

Ježto funkce fx neklesá, následuje ze (7) snadno, že 
m 

f1(b — u)-f1(a+u)=2ífi(bi-0)-f1(ai+0)] + 

+ 2 ífi(c? + v?) — h (ci — VJ)1 

Ježto funkce fx neklesá, relace (5) a (8) si navzájem odporují. 
Podle 23"2"3 jsou Afx a zJ/2 konečné nezáporné cr-aditivní množinové 

funkce v množinovém tělese -£(P*), takže na ně můžeme aplikovati 
teorii odstavce 20" I. Zřejmě každá podmnožina prostoru P* je shora 
Zl/j-měřitelná i shora zd/2-měřitelná. Systém všech J/^měřitelných 
množin měli bychom podle 20"I označiti $tAfl; označme jej pohodlněji 
£(/i); v obdobném smyslu pišme £(/2). Místo ^-měřitelná a Af2-méri-
telná množina říkejme stručněji /^měřitelná a /2-měřitelná množina. 
Systémy Q(fx) a £(/2) podle 20" I'14 jsou množinová cr-tělesa; jejich 
průnik označme £(/), takže zřejmě i £(/) je množinové a-těleso. Mno
žiny systému £(/) nazveme /-měřitelné. Množinové cr-těleso T[-£(P*)] 
označme stručněji ^ ( P * ) . Lehko se dokáže (sr. I8"6"4 a cvič. 18' 18): 

23"2'4. Podmnožina A prostoru P* náleží do množinového a-tUesa 
5ťr(P*) tehdy a jen tehdy, když množina projekci všech bodů množiny A 
jest Borelova množina prostoru P. 

Podle 20" I 15 jest 
$a(P*)C£(/). 

Když Lx e £(/i), pak Afx-míru | L1 \Afl množiny L1 označíme struč
něji | Lx \fl a nazveme ji stručněji fx-mérou množiny Lx; obdobně máme 
f2-míru \L2\ft množiny L2e£(f2). Když L€^(P*), jest \L\h = 
= Af1(L), \L\u = Af2(L) podle 20" I 10. Specielně 

I P* \h = h(P) - fi("), I P* |/. = UP) - /,(«)- (9) 
Podle (9), 20" I "17 a cvič. 19'8 /x-míra je a-aditivní nezáporná omezená 
množinová funkce v oboru Z(fs) a stejně /2-míra v oboru £(/2). Když 
L € £(/)» položíme | L \f = | L \fl — \L\ft a číslo | L \t nazveme 
f-mérou množiny L. Tedy f-mira je a-aditivní omezená množinová funkce 
v oboru £(/), která však může nabývati i záporných hodnot. Zřejmě 

L€<£(P*)=>\L\, = Af(L). 

23"2"5. Necht q> je konečná a-aditivní množinová funkce v množi
novém a-tUe&e <£0(P)*) taková, že q>((a)) = 0 pro každou jednobodovou 
množinu (a), kde ae P. Nechť • c e Ev Pak existuje pravé jedna spojitá 
bodová funkce f s konečnou variací v oboru P taková, že f(a) = c a že 
Af(A) = q)(A) pro každou množinu A e^(P) . Pro každou množinu 
Le^a(P) jest \L\f = q>(L). 

*) Volíme D = 0, tedy P* = P. 
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Důkaz. I. Podle 22" I "9 <p má konečnou variaci. Nechť \px = Vy, 
y>2=Vy. Podle 22"I"I a 22"I"10 y)x a ip2 jsou nezáporné cr-aditivní 
množinové funkce v oboru -£a(P). Když a e P, pak 

Wl((a)) = V9((a)) = max (<p((a)), <p(0)) = 0, 

a podobně xp2((a)) = 0. Pro x e P položme 

9l(x) = c + y)x(E[oc £ t < x]), g2(x) = tp2(E[oc <L t < x]), 
t t 

takže gx a g2 jsou neklesající (v. cvič. 19'8) konečné bodové funkce 
v oboru P. Lehko se dokáže (v. I9'2"3), že gx a g2 jsou spojité, takže 
/ = 9\ — 92 Je spojitá funkce s konečnou variací v oboru P. Definujme 
fx a f2 jako obvykle, volíce fx(oc) = c, f2(oc) = 0. Bude f = fx—f2 = gx — g2. 
Z 22" I "8 se snadno odvodí, že pro každý bod x e P jest gx(x) >̂ 
I> fx(x), tedy 

¥>i(E|> <̂  t < x]) I> Afx(E[oc <̂  t < x]). 
t t 

Zřejmě f(oc) = c a Af(A) = <p(A) pro každou množinu A e §,(P). Tedy 
/-míra a 9? jsou dvě cr-aditivní množinové funkce v oboru -£a(P), jejichž 
parciální funkce v oboru -£(P) splynou s Af, takže podle 20'2"3 je 
<p(L) =\-L\f pro každou L c -£ff(P). 

II. Jsou-li / a F dvě funkce vyhovující našim podmínkám, pak 
pro každou A e §(P) je Af(A) = AF(A). Volíme-li A = E[a <^ t < x], 

t 
vidíme ihned, že f = F. 

23"3. Stále předpokládáme, že / je daná bodová funkce s konečnou 
variací v oboru P=E[oc <I *<^ jff]. Také fx, f2, D,P*, A*, §.(P*), 5:ff(P*), 

t 
£(/) a \L\f mají stejný význam jako dosud. Definujme bodovou 
funkci ip v oboru P takto: 

y,(x) = 2\j(d + 0)- f(d - 0)] + f(x) - f(x - 0), 
d 

kde d probíhá ta čísla d e D, pro něž oc <^ d < x. Podle 23" I "8 nabývá d 
jen spočetného počtu hodnot; když tento počet je konečný, pak vý
znam součtu 2 3e 3 a s n ý (neexistují-li vůbec čísla d, pak 2 znamená 

d d 

nulu), když počet hodnot, kterých d nabývá, je nekonečný, sestavíme 
všecka d nějakým způsobem v posloupnost {dn}™ a součet 2 znamená 

d 

součet nekonečné řady 
00 

2U(dn + 0)-f(dn-0)], 
w = l 

která podle 23" I "7 jest absolutně konvergentní, takže (v. na př. Petr, 
Počet diferenciální, str. 64) její součet nezávisí na tom, jakým způsobem 
sestavíme čísla d v posloupnost {dn}. 
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Odvoďme funkce f1a>^p2z funkcí f± a /2 stejně, jako jsme odvodili ^p 
z /. Zřejmě fp1 a ̂ p2 jsou neklesající funkce a podle 23" I "5 jest ̂ p = ^p1 — ^p2, 
takže (v. 23" l"3) ^p je funkce s konečnou variací. 

Při daných x e P, x' e P (x < x') položme na okamžik DQ = 
= E [dcD, x< d< x']. Pak jest, jak se lehko přesvědčíme, 

a 
¥>(*') - w(x) = f(x + 0) - f{x) + f(xr) - f(x' - 0) + 

+ 2 \J(d+0)-f(d-0)], { } 

kde řada 2 buďto má konečný počet členů nebo jest absolutně kon-
dcD0 

vergentní. Když nyní při daném x probíhá x' nějakou posloupnost {xn} 
takovou, že xn e P, xn> x, xn -> x, odvodíme z (1) snadno, že 
y>(xn)—y(x) -> f(x + 0 ) — f(x). Tedy pro každý xeP jest 

y>(z + 0) — y>[x) = f(x + 0) — f(x), 

a podobně se dokáže, že 

w(x) — w(x — 0) = f(x)—f(x—0). 
Tedy funkce <p = f — ^p je spojitá a podobně i funkce <p± = fx — ̂ p1 

a (p2 = f2 — ^p2 jsou spojité. Mimo to se lehko dokáže, že q>± a <p2 jsou 
neklesající funkce, takže q) = q>1 — cp2 je spojitá funkce s konečnou 
variací. 

Pravíme, že / je funkce skoků, když každému e > 0 lze přiřaditi 
konečnou množinu KeQP tak, že, když 

oc<L ax < bx=\ a2 < b2<L . . . <£ am < bm<L 0 (2) 
m 

a když Ke. E [a* <T t <I 6<] = 0 pro 1 <. i <I m, jest | 2 [/(&») — 
ť i = l 

- / ( o * ) ] | < « . 
23'3'L ^p, ^Pl a y>2 jsou funkce skoků. 
Důkaz stačí provésti pro funkci ^p. Ježto množina D je spočetná, 

existuje prostá posloupnost {dn}i taková, že dneD pro všecka n 
00 

a 2 W D - D . Víme (v. 23" 17), že řady 
n = l 

00 co 

2 I /«• + 0) - f(dn) I, 2 I /(<W - /(á» - 0) | (3) 
w=-T n = l 

jsou konvergentní. Zvolme e > 0. Z konvergence řad (3) následuje, 
že existuje index p takový, že 

2 I/(<*»+0)-/(eřn)|<í, | | /(*-)---/(*-— 0)[ < | . 
w = p + l -* n=p+l * 
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Zvolme Ke — % (d%). Nechť platí (2) a Ke. E [a* <£ t <£ 6J = 0 
ť= i * 

(1 __ í __ wi). Z (1) následuje snadno, že 

2 [y(*ł)—v(вi)] 
ť = i 

= 2 \f(dn+0)-f(dn)\ + 
n=p+l 

+ 2 \f(dn)—f(dn — 0)\<e. 
n=p + l 

23'3"2. Nechť f je funkce s konečnou variací v oboru P = E[# <£ 
í 

;_ í:_ ]8]. Nechť c € Ex. -Paifc foe určití jjravž jedním způsobem funkce <p 
a \p s konečnou variací v oboru P tak, že: [1] \p(oc) = c, [2] / = <p + \p9 

[3] 9? ?e spojitá, [4] y> ýe funkce skoků. 
Důkaz. I. Jedním způsobem byly již funkce <p a xp určeny. Při 

tom ovšem bylo \p(oc) = 0, ale při libovolně daném c stačí vzíti <p(x) — c 
a \p(x) + c resp. místo <p(x) a y>(a;). 

II. Nechť <px, \px a g?2, y>2 jsou dva páry funkcí s předepsanými 
vlastnostmi. Jest / = <px + \px = <p2 + \p2, takže lze položiti g = <px — 
— ¥>2 = ¥*2 — Ví* Ježto <px a 9̂ 2 jsou spojité funkce s konečnou variací, 
zřejmě také g je spojitá funkce s konečnou variací. Ježto tp± a xp2 jsou 
funkce skoků, zřejmě také g je funkce skoků. Ježto tpx(oc) = \p2(oc) = c, 
jest g(oc) = 0. Zvolme e > 0. Ježto g je funkce skoků, existuje konečná 
množina Ke taková, že, když platí (2) a když Ke. E ^ <^ t <^ 6ť] = 0 

pro 1;_ i ^ ra, jest | 2 g(bi) — g(<*>i) \ < £• Zvolme y e P, oc<y. 
i = l 

Ježto množina KeQ_P ]e konečná, existují čísla v* (0 <I i _I m) taková, 
m 

že w0 = a, um = y, Ui > Ui—X (1 ^ i <I m), Jř, . E[oc í=t<Ly]C 2 ( î)-
í i=0 

Zvolme á > 0 a položme ať = u^x + á, 64- = u{ — d. Existuje á0 > 0 
takové, že pro d < d0 platí (2) a Ke. E [ a í = ; t <; 6ť] = 0 (1 <£ i <I ra), 

t 
m 

takže pro 0 < ó < d0 jest | 2 [(?(«. — i) — ?(tt.-i + í)] I < £• Tedy 

také (ježto gr je spojitá) 
m 

г ^ l i m Ş t ø t ø — á) — g(щ~i+ ð)] 
í->.0 » = 1 i = l 

= 19(um) — ? W I = I ?(y) — g(<x) | = | sг(y) |. 

2\я(щ) —g(щ-гñ 

Ježto e > 0 je libovolné, jest g(y) = 0, t. j . gp̂ y) = <p2(y), y)±(y) = \p2(y) 
pro každý bod y € P. 

23"4. Nechť nyní — oo< oc < fi < oo, tedy P = E[<% <; t <£ £] C E-., 
t 

a nechť /je spojitá funkce s konečnou variací v intervalu P, takže 
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ve 23"2 můžeme voliti D = 0, tedy P* = P a $(P) = E[X € $-., 
x 

I C Í ] (§ x má stejný význam jako v I8"3), takže (v. I8"6"4 a cvič. 1818) 
-£a(P) je systém všech B(P) čili systém všech B(Ei) vnořených do P. 

Označme 5? systém všech množin tvaru Lx + j~/2, kde JLX C -P» 
^2 C Ex — P, £-. € £(/), i x € £(Ex), £ 2 € e(Ei) a položme ?>(£-_ + £*) = 
= | -Lx |/. Ježto £(/) a £(E-L) jsou množinová cr-tělesa, zřejmě i $% je 
množinové <r-těleso. Mimo to r(^±) C & C £(EX) a <p je konečná cr-adi-
tivní množinová funkce v oboru 5?. Tedy jsou splněny předpoklady 
z odst. 22"3 (kde volíme m = 1), tudíž i předpoklady z odst. 22"2 (kde 
dosadíme Ei, Xx a P resp. za P, /Í a £). 

23"4"l. čfoZo X € R ?e derivací (v klasickém smyslu) bodové funkce f 
v bodl c (ot < c < f})9 když a jen když X je derivací (ve smyslu odst. 22'3) 
množinové funkce q> v bode c. 

Důkaz proveďme jen pro — oo < X < oo (v. cvič. 23-2). 
I. Nechť X je derivací množinové funkce q? v bodě c. Když xn e P, 

# n -> c, #w =# c, pak množiny 

í E[c<; í <; aj- když xn > c, 

^* = J E|>n <^ í <^ c], když ÍCW < c 

jsou čtverce (ve smyslu odst. 22"3, kde m = 1) o straně \xn — c | -> 0 
a jest c€AncP. Tedy podle 22"3'2 

<P(An) = <P(An) ^ ^ 
1-4*1 |a?n— Cl"^ 

Lehko se však dokáže, že 

iÁ ) = tt(xn) — f(c), když xn > c, 

1 /(c) — f(xn)> když a;w < c, 
takže 

/(«») —/(c)_ y(A) , 
# » — C | Xn — C | 

t. j . f(c) = X. 
II. Nechť f(c) = X. Nechť An = A(xn9 sn) = E[ 11 — a,íř. | ^ JaJ, 

* 
C€2ÍW, sn>09 sn<c — oc9 sn</i — c, sn-+0. Podle 22'3"2 máme 
dokázati, že 

<p(An) __ <p(An) ^ ^ 
IAI *n "* 

Zvolme e > 0. Ježto /'(c) = X9 existuje d > 0 takové, že 

| / (<)- / (c) 
0 < | í — c | < ð = > < e , 
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tedy 
lt~c\<d=> \f(t)—f(c) — A(t — c)\£e\t — c\. (1) 

Ježto sn ~> 0, existuje index p takový, že pro n > p jest 0 < sn < ó. 
Lehko se dokáže, že 

Když n > p, jest \ (%n úz ísn) — o \ ̂  sn <. (5, takže podle (1) jest 
pro n > p 

I J\xn z b %sn) ~ / ( c ) Á(Xn -±2 2Sn C) I = 8 \xn' i l6'̂  C I = £ ^ > 

t edy 
|0?(JW) — A s n | <I 2 e í n , 

takže > Á. 

Z 22^3-6 a 23-4'l plyne: 
23"4"2. Nechť f je spojitá funkce s konečnou variací v intervalu 

P = E [ « ^ ^ j 8 ] c E 3 . P#& existuje nulová množina N QP taková, 
t 

ze funkce f má konečnou derivaci f'(x) v každém hode x e P — N. 
INTechť nyní / j e libovolná konečná funkce v intervalu P .= E[ac <^ 

<^ č <1 /?] C Ex- Pravíme, že / je totálně (nebo absolutné) spojitá, když 
každému £ > 0 lze přiřaditi <5 > 0 takové, že 

m 

<%^a1< b±^ a2< b2^ . . .^am < hm <^ /3, y {h — a*) < (5 (2) 

implikuje 

i = i 

< e. (3) 
I í « l 

J inak řečeno, pravíme, že / je totálně spojitá, když (v. 23"I) 
každému £ >> 0 lze přiřaditi d >> 0 takové, že 

,4 € ^°(P), \A\<Ó => \ A°f(A) | < e. 
23 "4"3. Totálně spojitá bodová funkce f je spojitá a má konečnou 

variaci. 
Důkaz. Spojitost je pa t rná z definice totální spojitosti, když 

ve (2) volíme m = 1. Zvolíme-li e ;> 0 a určíme-li příslušné d >> 0, 
pak existuje přirozené číslo & takové, že interval P je součet & intervalů 
délky menší než d, načež zřejmě 

oc <I % < 6-L <^ &2 < b2 <^ . . . <I &m < 6m <I /? => 

12 [/&)-/(«*)] 
i = i 

< &£, 

takže / má konečnou variaci. 
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23"4"4. NeeM f je totální spojitá. Pak /x a f2 (v. (1) v odst. 23" I) 
jsou totální spojité. 

Důkaz stačí provésti pro fv Zvolme e > 0. Ježto / je totálně spo
jitá, existuje d > 0 takové, že 

A € <£%P), | 4 | < í => | Zl°/(^) | < e. 
Avšak 

A»f1(A)=V^(A) = mVA°f(X), 

kde X probíhá množiny takové, že I e ? ° ( P ) , XQA. Tedy 

- á € $ o ( P ) > \A\<d^X€<£°(P), XCA => \A«f(X)\<e, 
takže 

A € $°(P), | 4 | < a => | 4%(.á) | £ e. 

Tedy /x je totálně spojitá. 
23'4'5. Bodová funkce f je totální spojitá (ve smyslu právě defi

novaném), kdy i a jen když množinová funkce <p je totální spojitá (ve 
smyslu odst. 22'2, kde za P, fi a L dosadíme resp. Ev At a P). 

Důkaz. I. Nechť <p je totálně spojitá. Zvolme e > 0. Podle 22"2"6 
existuje d > 0 takové, že 

1 ^ , | Z | < Ó = > \cp(X)\<e. 
m 

Nechť platí (2) a nechť X == 2 El>i < * < &d- Lehko se dokáže, že 
ť = i t 

m 
X € tf, | Z I < <5, y(X) = 2 [/(6c) — f(aůl takže platí (3). Tedy / je 

i = i 
totálně spojitá. 

II. Nechť / je totálně spojitá. Nechť N € ^(E-.), N C E[* < * < j8]. 
í 

Zvolme e > 0. Podle 23'4"4 /i je (nezáporná) totálně spojitá funkce, 
takže existuje d > 0 takové, že (2) implikuje 

m 

lUi(bi)-f1(ai)]<e. (4) 
i = i 

Podle 20'4"7 existuje otevřená množina G C E-, taková, že JÍV C O 
a \G\<d. Můžeme předpokládati, že 0 #= G C E[* < t < ff]. Podle 

í 
I7'8"l a I7"8"2 existuje disjunktní konečná nebo nekonečná posloupnost 
{Cn}\ (k = 1, 2, 3,. . . nebo k = oo) intervalů Cn = E[an < t < bn] C 

t 
k k 

CP taková, že G= 2 C%. Jest 2 (K — an)= \Q\<d. Ježto (2) 
n = l n-=l 

implikuje (4), dokáže se snadno, že 
k 

2 [/i(M-/i(an)]^s. 
n=- l 
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k 

Zřejmě však | Cn \h = /..(ÓJ - fx(an), takže £ t/i(*J - / iK)] = I O l._-

Tedy | O \h<Le, takže podle 20*I*5 jest | N | / . ^ e. Ježto e > 0 je 
libovolné, jest | N \h = 0. Tedy 

Ne<yi(Ex),Nc'&\*<t<P]^\N\h = 0. (5) 
t 

Ježto / je spojitá, také fx je spojitá, tedy | (oc) \fl = \ (/?) \fl = 0. Z toho 
následuje snadno, že v (5) můžeme předpoklad N C E[-x < t < /?] 

nahraditi předpokladem JV C B[a ^ í <I j8] = P. Tedy 

NeVl(E1),NcP^\N\,1 = 0. (6) 
Stejně ovšem 

JVe^Ei), #CP=>'|.Y|/.--0. 
Ježto obecně ?>(#) =\NP\fl—\ NP |/„ je tedy 

Ne<3l(E1)^<p(N) = 0. 
Tedy y je totálně spojitá. 

23-4-6. Když f je totálné spojitá, jest E[_YcP, XeQ(Ex)] c£ ( / ) -

Dá/ia... Nechť JřCP, XegíEx) . Podle 18-6*4 (v. též cvič. 1818) 
a 20-1-23 existují množiny -BeB(P), Ne2(E1), NcP takové, že 
X = B + N. Podle 23-2-4 jest B e 3.„(P) C £(/)• Podle (6) a 201 11 
jest .ZV e £(/). Tedy X e £(/). 

Nechť opět / je libovolná konečná funkce v intervalu P = E[a <_ 
t 

_5_. * __̂  0] C Ex. Pravíme, že / je singulární, když při libovolně daném 
e > 0 lze každé množině A e §°(P) přiřaditi množinu B e $°(P) tak, že 

5 CA, |-9|<e, \A»f(A—B)\<e. 
23"4"7. NecM f je singulární bodová funkce s konečnou variací 

v intervalu P*. Pak fx a /2 [v. (1) v odst. 23*1] jsou singulární. 
Důkaz stačí provésti pro fv Nechť e > 0. Zvolme A e $°(P). 

Existuje množina B e §.°(P), _SC-4 taková, že 

A°f(B)>VA.,(A)-j. 

Ježto / je singulární, existuje množina Ce -£°(P), C QB taková, že 

| o | < e , A»f(B~C)<^. 

Jest 
VA.,(C) >. A*f(C) = A»f(B) - A°f(B - C) > VA.,(A) - e, 

tedy 
0 £ V4.,(A — C)= VA.,(A) — VA.,(C) < e. 
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Avšak VAof = A°fv Tedy 

Ce$:<HP),CcA, \C\<e,0£A»f1(A — C)<e. 

Tedy /-, je singulární. 
23'4'8. Nechť f je spojitá bodová funkce s konečnou variací v inter

valu P. Bodová funkce f je singulární (ve smyslu právě definovaném), 
když a jen když množinová funkce <p je singulární (ve smyslu odst. 22'2, 
kde za P, fi a L dosadíme resp. E1? Ax a P). 

Důkaz. I. Nechť q> je singulární. Pak existuje množina N c ^ , 
N e $l( Ex) taková, že 

Xe®, XN = 0=> <p(X) = 0. 

Nechť e > 0, A e <S°(P). Jest - 4 = 2 El>í = * < 6 ď k d e * -= a* < 

<bi<P (l<i<m) a 6 i < a i + i ( l < £ i ^ m —1). Jest | JV . E[ať < 

< t < 6ť] | = 0, takže podle 20"47 existuje otevřená množina Oi (1 <^ 

<! i <1 m) taková, že N . E[ój < í < 6ť] C Oi a | <?ť | < —. Můžeme 
t ^^ 

předpokládati, že Qi C^\fH < t < b{[. Podle I7'8"l a 17"2"8 existuje 

disjunktní konečná nebo nekonečná posloupnost {Cin}n==x (k%= 1, 2, 3,... 
*ť 

nebo &i = oo) intervalů Cin = E[aťw < t < bin] taková, že <?* = 2 CV*. 
ř M-=l 

*ť 

Jest q>(Oi)= Ž<p(Cin), takže existuje index pť (l=\pi=\ki,pi< oo) 
w = l 

takový, že | (p(Oi) — ^(p(Cin) | < —- Zřejmě J°/(E[at>-<; * < 6 in]) = 
w = i w& * 

= q>(Cin), takže 
w -*ť 

2 2 *cu = --•!«--). 
ť = i » = i 

kde 

B= 2 2 B[ata^í<.:6*J ««'(-')' * C A 

i=-l w = l i 

Jest 
*ť 

в\= 2 2 (*>.»-«<») = 2 
ť = i » = i ť==i 

2C*» 2 |ø.|<e. 
ť = i 

Jest 
m 

ť=--i í 
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Ježto N . B[ai < i < bi] C^iC Mai < * < h]> zřejmě 
t t 

<p(E[ai < t < bi]) = <p(Gi), 
t 

tedy 
m 

2 <p(Gi) = á°f(A). 
i = l 

Tedy 
m Pi 

A<>i(A—B) = A°f(A)-A°f(B)= 2 WPi)— 2 9>(CW], 
i = 1 - n ~ 1 

tedy \A°f(A—B)\<e. 
Tedy / je singulární. 
II. Nechť / je singulární. Podle 23"4"7 také fx je singulární. Ježto 

P € $°(P), existují množiny An e §:0(P) (n = 1, 2, 3, . . .) takové, že 

00 

= I P — An \h. Položme Í3B = 2 U -*•- £ » - %o(P), \Bn\£ 
i=n 

ao °° 1 1 

£ Z 1-4*1 < 2 5ř = 5S=r P r o * i ^ n 3 e s t p — BnCP — Ai9 tedy 

I Í > - - B » I / 1 = ; I ^ - ^ I / 1 < 2 T ; t ^ y I P - P J ^ O . Nechť ^ = 

= f [ P B . Pak N, e $0(P) C S; dále Nt C U„, tedy | ^ | = | Bn | < - i - -
W = l . *-

00 

pro » = 1, 2, 3, . . ., tedy | ^ | = 0; konečně P — JV,. = 2 (P — Bn), 
» = i 

tedy \P-N1\h£ Í l P - ^ 1 , ^ 0 , t. j . \P-N1\fl = 0. Tedy 
n = l 

-Vi«S, I -Vx | == O, l-P — - ^ 1 ^ = 0. 

Podobně existuje množina iVa taková, že 

N2e®, |IV2 | = 0, | P — Nz\ft = 0. 

Nechť JV = J^ + Nr Pak JV e &, | JV | = 0; mimo to 
Xe®, XN = 0^> XPC(P~N1)(P — Na)^ 

=>\XP\fl=0=\XP\ft=><p(X)=\XP\fl-\XP\,, = 0. 
Tedy q> je singulární. 

Z 22"2-8, 23-2-5, 23"4"5 a 2348 následuje snadno: 
23"4"9. NecM f je spojitá bodavá funkce s konečnou variací v inter

valu P = E[> <̂  t<^ p] C Ei- jiVecfef c c Ei- P«& fee určiti právu jedním 



233 

způsobem bodové funkce g a h s konečnou variaci v intervalu P tak, že: 
[1] g(a) = c, [2] / = 9 + K [3] g je totální spojitá, [4] h je singulární. 

Z 22"3"I5, 23"4-l a 23"4"8 následuje: 
23'4'I0. Necht f je spojitá bodová funkce s konečnou variací v inter

valu P = E[> <Lt<\(}]CE1. Necht je M množina těch x (oc < x < /?), 

v nichž existuje f(x) a jest f(x) = 0. Funkce f je singulárni, když a jen 
když P — MeVKEi)-

23'4'M. Necht f je totálně spojitá funkce v oboru P. Necht M je 
množina těch xeP,v nichž existuje derivace f(x) a jest 0 > f(x) > — oo. 
Když M €9^(Ei), pak f je neklesající funkce. 

Důkaz se provede snadno podle 22"3"I6, 23"4"l a 23"4"5. 
23*4" 12. Necht g je měřitelná funkce v oboru P taková, že fg(x) dx 

p 
je konvergentní. Necht c e Ev Pak existuje právě jedna totálně spojitá 
funkce f v oboru P taková, že: [1] f(<x) = c, [2] když M je množina těch 
xeP, v nichž existuje f(x) a je f(x) = g(x), pak P — M€<xfl(E1). 

Důkaz. I. Pro XeP nechť h(x) = g(x); pro xeEt — P nechť 
h(x) = 0. Pak h je měřitelná funkce v oboru E-, a fh(x) dx = fg(x) dx 

Ei P 

je konvergentní. Pro XeQ(Ex) nechť <p(X) = fh(x) dx. Podle 22"2"4 
x 

(p je (T-aditivní totálně spojitá množinová funkce v oboru CíE-.). Podle 
22"3"I3 existuje množina Ne<zít(E1) taková, že pro xeEt — N je 
q/(x) = h(x) 4= ± oo, takže pro xeP — N je <p'(x) = g(x) 4= -J- oo. 
Podle 23"2"5 existuje bodová funkce / s konečnou variací taková, že 
pro Xe2(E1), XeP je tp(X) = \ X \t. Podle 23"4"5 / jest totálně 
spojitá a podle 23"4"l je f(x) = q>'(x) = g(x) pro každý xeP — N. 

II. Jsou-li / a F dvě funkce vyhovující našim podmínkám, pak 
/ — F jest totálně spojitá a existuje množina Ne<3l(E1) taková, že 
pro každý x e E± je f(x) = F'(x) 4= ± 00. Podle 23"4"l [f — F^F — f 
jsou neklesající funkce, takže F — / je konstanta. 

23"4"I3. Necht f je totálně spojitá funkce v oboru P. Necht fx a f2 

mají obvyklý význam. Necht M je množina těch xeP, v nichž existují 
a jsou konečné derivace f(x), f\(x), f2(x) a mimo to je buďto f(x) = 
= fi(«), fi(*) = 0 neb° / » = — A(aO> A(*) = 0. Pak P — Me 
^ ( E x ) . 

Důkaz. Nechť M0 je množina těch x e P, v nichž existují a jsou 
konečné derivace f\(x) a f\(x). Podle 23'4"2 je P — M0 e ̂ (E..). Ježto 
/i a h jsou neklesající funkce a / = /.. — /a, zřejmě ft(x) I> 0, f\(x) ^ 0, 
f(x) = f\(x)—f\(x) pro každý xeM0. Tedy M = M0 — N, kde 

N = E[.t e M0, f\(x) > 0, f\(x) > 0], 
X 

takže stačí dokázati, že | N \ = 0. Nechť naopak \N\ > 0. Jest 
E-. Čech: Bodové množiny. 16 
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N= %Nn, kde 

Nn = E\x e M0, f\(x) > I , /',(*) > -M-
a; L ^ W J 

oc > 

Jest 0 < | N | <I 2 I ^ n l> takže existuje index p takový, že | JVp I > 0. 

Z 21-1-7, 22-3-3 a*23"4i se snadno odvodí, že Np€Q(E1)- Tedy podle 
23"4-|2 existuje množina K e ̂ (Ex) a totálně spojitá funkce g v oboru P 

taková, že pro x e Np — K je gr'(a;) = — a že pro x e (P — Np) — K 

je g'(x) = 0. Funkce /-,—gr a /2 — gr jsou totálně spojité a mají nezá
porné derivace píro každý x e M0 — K. Ježto P — (M0 — K) C K + 
+ (P — i ^ c ^ E - . ) , podle 23-4-11 /i — gr a /2 —gr jsou neklesající 
funkce. Ježto / = (/x — gr) — (f2 — gr), odvodí se snadno z 22" I "8 a z (1) 
v 23"I, že g(x) = g(oc) pro každý x € P , tedy také ^'(a;) = 0, což je spor. 

23"5. Nechť / je libovolná funkce s konečnou variací v intervalu 
P = E[a <: í <1 j8] (— oo <; <x < j8 <; oo). Nechť Z) je množina těch 

x*P, v nichž / je nespojitá. Nechť P*, ,4*, 3(P*), §(P*) , / l f /2, 
I -̂  1/ a £(/) m a J í s t e3ný význam jako dosud. 

O bodové funkci (p v oboru A e £(/x) pravíme, že je ^-měřitelná, 
když je zl/rměřitelná ve smyslu odst. 21 "I (kde /u, = Af1). Podobně 
definujeme f2-měřitelné funkce v oboru A e £(/2). O bodové funkci cp 
v oboru A e £(/) pravíme, že je f-měřitelná, když je i /x-měřitelná 
i /2-měřitelná. 

Když gr je bodová funkce v oboru A C P> P a k označíme g* bodovou 
funkci v oboru A* takto definovanou: když xeA^-D, pak g*{x) = 
= g(x): když x*AD, pak g*(x + 0) = g*(x — 0) = g(x)*) Když 
-4* € £(/x), pak pravíme, že gr je fvméřitelná, když gr* je /x-měřitelná; 
v podobném smyslu mluvíme také o f2-m&řitelných a o f-meřitelných 
funkcích g. 

Z 23-4-6 následuje: 
23a5al. Nechť f je absolutné spojitá. Nechť g je měřitelná funkce 

v obořit P. Pak g je f-méřitelná. 
Když (p je /^měřitelná funkce v oboru A € 2(fi), pak zí/x-integrál 

f(p(x)dAf1 značíme f^p(x)df1(x): podobně definujeme f(p(x)df2(x). 
A A A 

Když cp je /-měřitelná funkce v oboru A c £(/), pak. klademe 

fcp(x) df(x) = f(p(x) df±(x) - f<p(x) df2(x): 
A A A 

*) Nymboly g*(x 4- 0) zde ovšem znamenají hodnoty, kterých nabývá 
g* v bodech x ± 0 prostoru P*, mají tedy zcela jiný význam než symboly 
f(x ± 0) definované v 23"I. 



235 

integrál nalevo existuje tehdy a jen tehdy, když existují oba integrály 
napravo a když mimo to jejich rozdíl není bezvýznamný. 

Když g je funkce v oboru A QP, pak 

fg(x) dfox), fg(x) d/,0), fg(x) df(x) (1) 
A A A 

znamená resp. 
fg*(x)df1(x), fg*(x)df2(x), fg*(x)df(x); (2) 
A* A* A* 

každý integrál (1) existuje, když a jen když existuje příslušný integrál (2). 
Právě definované integrály se nazývají Lebesgue-Stieltjesovy inte

grály; když f(x) = x pro každý x e P, pak jsou to Lebesgueovy inte
grály (v. 21 "4, kde m•= 1). Základní věty o Lebesgue-Stieltjesovu 
integrálu vzniknou ovšem specialisací vět odst. 21 "2. 

23a5'2. Nechť f je absolutní spojit/i. Nechť q> je funkce v oboru P 
taková, ze (p(x) = f'(x) pro každý xe P, ve kterém existuje f(x). Nechť 
g je měřitelná funkce v oboru LeQ(Ei), LQ.P. Jest 

fg(x) df(x) = fg(x) (p(x) dx (3) 
/, L 

za předpokladu, ze jeden z obou integrálů je konvergentní. 
Důkaz. I. Nechť q^ a q>2 jsou funkce v oboru P takové, že (p±(x) = 

— f\(x), (p%(x) = f'2(
x) P r o každý x e P, ve kterém pravá strana existuje. 

I I . Nechť g je měřitelná funkce v oboru L, která nabývá pouze 
hodnot 0 a 1. Nechť A = ~E[g(x) = 1]. Podle 21-25, 2I-27 a 23'5-| 
jest 

fg(x) df,(x) = | A I,,. 
L 

Podle 21-2-7, 22-3-14, 2 3 4 I , 234-2, 23'4-4 a 23'4"5 jest 
fg(x) (p±(x) dx = f(px(x) dx = \ A \fl. 
L A 

T e d y Mx) d/i(*) = fg(x) <PI(X) a*. (4) 
L L 

III . Nechť g je konečná měřitelná funkce v oboru L, která nabývá 
jen konečného počtu hodnot. Nechť a$ (1 <1 i_\ m) jsou všecky hod
noty, kterých nabývá funkce g\ nechť A% = T£[g(x) = ai]. Nechť grť je 

.45 

funkce v oboru L taková, že gi(x) = 1 pro x e AÍ9 gi(x) = 0 pro x c 
eL — A i. Podle 21-2-5, 21 '2' 16 a 2 3 5 I jest 

m m 

fg(x) dfx(x) = 2 <** f<Ji(x) d/i(z), fg(x) (px(x) dx = 2 «i fffi(x) <Pi(x)d#-
L i = \ L L i - 1 L 

Podle I I je však 
fgi(x) d/i(a) = fgi(x) <Pi(x) dx, 

L L 
takže platí (4). 

16* 
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IV. Nechť g je nezáporná měřitelná funkce v oboru L. Podle 
21 "I"14 existuje posloupnost {gn} konečných měřitelných funkcí 
v oboru L9 z nichž každá nabývá jen konečného poctu hodnot, taková, 
že 0<Lgn(z)^gn+1(z), gn(z)-^g(z) pro každý zeL. Podle 21'2'18 
a 23-5"l jest 

/?*(*) d/i(a) -> fg(z) df±(z)9 fgn(z) ^(x) dz -> fg(z) <px(z) dx. 
L L L L 

Podle III je však 
fgn(%) ůfi(%) = fgn(%) <Pi(%) dx9 
L L 

takže platí (4). 
V. Nechť g je měřitelná funkce v oboru L. Podle 2T24 a 23"5BI 

jest 
fg(z) df±(z) = fg+(z) dfx(z) - fg-(z) df±(z) 

L L L 

za předpokladu, že buďto levá nebo pravá strana existuje, a 
fg(z) <px(z) dz = fg+ (z) <px(z) dz — fg-(z) <px(z) dz 
L L L 

za obdobného předpokladu. Podle IV je však 

$g+(z) dfx(z) = fg+(z) <p±(z) dz, fg-(z) dfx(z) = fg~(z) <p±(z) dz. 
L L L L 

Tedy platí (4) za předpokladu, že buďto levá nebo pravá strana existuje. 
VI. Stejně se dokáže, že pro každou měřitelnou funkci g v oboru L 

P * l fg(x) d/2(a) = fg(z) <p2(z) dz 
L L 

za předpokladu, že jedna z obou stran existuje. 
VII. Nechť g je měřitelná funkce v oboru L taková, že fg(z) df(z) 

L 
je konvergentní. Pak jest 

fg(z) df(z) = fg(z) df±(z) - fg(z) df2(z) 
L L L 

a oba integrály napravo jsou konvergentní. Podle V jest 
fg(x) <Vi(aO = fg(z) <p±(z) dz9 
L L 

takže integrál napravo je konvergentní. Podle VI jest 

fg(x) d/2(ír) = fg(z) <p2(z) dz 
L L 

takže integrál napravo je konvergentní. Ježto / = fx — /2, následuje 
z 23"4"2 snadno, že existuje množina M C -P taková, že \P — M \ = 0 
a že z.€ M '=> <p(z) = <px(z)—<p2(z). Tedy 

fg(x) <Pi(x) dz — fg(z) <p2(z) dz = fg(z) <p(z) dz 
L L L 

podle 21-2-8 a 21 '2' 10. Tedy platí (3). 
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VIII. Nechť g je měřitelná funkce v oboru L taková, že fg(x) <p(x) dx 
L 

je konvergentní. Podle 23'4"I3 existuje množina JVcSftíEi) taková, že 
pro x c P — N je 0 = <p±(x) <I | <p(x) |, 0 <£ <p2(x) ^ | <p(x) |. Tedy podle 
21 "2" 13 a 21 "2" 14 fg(x) <p±(x) dx a fg(x) <p2(x) dx jsou konvergentní, 

L L 
takže podle V a VI fg(x) dft(x) a fg(x) df2(x) jsou konvergentní. Tedy 

L L 
fg(x) df(x) je konvergentní, takže podle VII platí (3). 
L 

Nazveme dělením intervalu P konečnou posloupnost {Ai}f takovou, 
m 

že: [1] P = 2-4$ s disjunktními sčítanci, [2] každá množina Ai je 
i=-l 

jednoho z obou tvarů: (a) a E[a < £ < b], kde a c P , 6 e P , a<b. 
t 

Množinám Ai budeme říkati póle dělení {Ai}™; pole tvaru (a) nazveme 
bodová, pole tvaru E[a < í < 6] nazveme otevřená. Nazveme f-normou 

t 

dělení {Ai}? číslo max [zl/^-ái*) + Af2(Ai*)], kde i probíhá ty indexy 
i 

(1 <1 i 5^ m), pro které pole .4-, jest otevřené. Nazveme f-normcUní 
každou posloupnost {rn}i dělení intervalu P, pro kterou posloupnost 
/-norem dělení Tn konverguje k nule. Existence /-normálních posloup
ností je důsledkem věty: 

23"5"3. Ke každému e > 0 existuje dělení intervalu P, jehoí f-norma 
je menší nez e. 

Důkaz. Označme Q metriku v P určenou podle 6"3 a 9"4 vztahem 
P C R.*) Podle I7"2"2 a cvič. 1723 P je kompaktní prostor. Zaveďme 
funkce (p19 <p2, ipl9 y>2 jako v odst. 23"3, takže <px a <p2 jsou spojité a f± = 
= = 9i + Wv Í2 = = 9̂ 2 + VV Ježto ^ a y2 J s o u konečné a spojité, podle 
9"6'l a 17"4"4 existuje d > 0 takové, že 
a; € P ; i/ cP, g(a?, y) < d -=> |^(a;) — ̂ (y) | < ---, | q>2(x) — <p2(y) \ < - • 

Nechť (v. 23" I "8) {Í£W}5° je prostá posloupnost, obsahující každý bod 
množiny D. Podle 23" I "7 jsou konvergentní řady (s nezápornými členy) 

I LAlA + o) - Má, - o)], | rfa(dn + o) - /2(dn - o)], 
w = l n = l 

takže existuje index p takový, že 

2 [íi(dn + 0)~fl(dn-0)]<^, 
00 

2tf2(tz» + o)-/ a (<ř f t -o)]<-i . 
n=p+l 4 

*) V případě — co < (K < P < oo můžeme ovšem užíti také metriky 
určené v P vztahem P C Ex. 
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Zřejmě existuje dělení T intervalu P takové, že: [1] pro 1 !_ n !_ P 
je (dn) bodovým polem dělení JH, [2] pro každé otevřené pole E[# < 

< t < 6] dělení P jest q(a, b) < d. 

Nechť A = E[a < t < 6] je otevřené pole dělení T. Ježto £(«, b) < 

< <5, je 

A<px(A*) = Vl{b) — cp±(a) < - i , - á ^ * ) = <p2(b) — tp2(a) < j • 

Ježto (dn) (1 <I w <^ p) jsou bodová pole dělení i 1 a ježto pole dělení F 
jsou disjunktní, je: dn e A => n > p. Tedy (v. 23*3) 

Axpx(A*) = Wl(b + 0) -xp x (a - 0) = f lAv^+O) - /i(á» —«)] < T 

M=J>+1 "* 

a podobně i Atp2(A*) < ~ . Ježto /i = 9?i + Vi» /2 = 9̂2 + %> 3e ^/i(x^*) < 

< -^-,-4/2 (.4*) < — pro každé otevřené pole A dělení r. Tedy /-norma 
dělení T je menší než e. 

Nechť je nyní dána omezená funkce g v oboru P. Pro každé dělení 
r = {Ai}m intervalu P položme 

m m 

Síti, T) = I sup flf(*) • --/i(-V), Síti, T) = 2 -n- rt*) • --/i(--f*). 
ť = l a;*Ai i = H xeAi 

m m 

A(9, T) = 2 sup g(x). J/a(-á.*), sa(sr, T) = 2 --i rt«) • -l/ií-V). 
i = l íCcAj • i-=l xeAi 

Položme 
fi± = inf g(x), fi2 = sup gr(ar); 

XcP flfcP 
m 

ježto funkce g je omezená, jest — oo < -̂. <^ /J2 < oo. Ježto 2 ^-/k(-4i) = 

= Afk(P*) = fk(P) — fk(oc), jest _ 

th AMP*) <; sk(g, r) <: sk(g, D <: ^ ^/*(P*) (t = i, 2). (5) 
Položme 

_ P _ 
Rfg(x)dfk(x) = irdSk(g,r), (6) ' 

(i = 1 , 2 ) 
R fg(*) dh(x) = sup Stín, T), (7) 

a •* 

kde r probíhá všecka dělení intervalu P. (6) se nazývá horní Riemann-
Stieltjesův integrál, (7) se nazývá dolní Riemann-Stiéltjesův integrál. 
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V případě — oo <<%</? < oo, f(x) = f±(x) — x, k = 1 mluvíme 
o horním a dolním Riemannovu integrálu. 

23"5"4. Nechť {Fn} je f-normální posloupnost dělení intervalu P. 
Pak jest 

__ __ fi 
S,(g,rn)-+R fg(x)dfk(x), 

SjÁg, T») -> R fgl*) <*/*(*)• 

Důkaz proveďme třeba pro posloupnost {Sx(g, rn)}. Pro stručnost 
pišme 

_ P 
Rfg(x) dfi(x) = OK 

Ol 

Podle (5) jest — oo < co < oo. Zvolme e > 0. Podle (6) existuje dělení 
A = {Bj}\ intervalu P takové, že Sx(g, A) < co + e. Nechť yn je /-norma 
dělení Tn. 

Zvolme index n a položme Tn = {Ai}™. Označme Nx množinu 
těch indexů i (1 <I i f_ m), k nimž existuje index j (1 <I j <1 q) takový, 
že AiQBy, označme N2 množinu ostatních indexů i ( l < I i < l m ) . 
Lehko se dokáže, že pro každé i e N2 pole „ ť je otevřené a že je v něm 
obsaženo aspoň jedno bodové pole dělení A; tedy počet h prvků mno
žiny N2 je nejvýš roven počtu bodových polí dělení A, takže h<iq. 

n 
Pro každý index i e N2 zřejmě můžeme položiti „$ = 2 @ir s d***" 

r=i 
junktními Cir (1 <I r f_ v^ v konečném počtu, z nichž každá je některého 
z obou tvarů: (a) a E[a < t < 6] (ae P, b e P, a < 6) a každá Cir je 
částí některé Bj. Tedy existuje dělení 0 intervalu P, jehož pole jsou 
jednak „ ť (i c .#-_), jednak Ct> (i c .#a, 1 f_ r f_ t;ť)-

Lehko se nahlédne, že 

I s±(g, rn) - š^g, 0) | <; (tx2—lú 2 AfMn 
_ _ i e N* 

S1(g,0)_S1(g,A). 
Pro i e iV2 pole „ i je otevřené, tedy Af^Aj*) <I yn. Ježto počet prvků 
množiny N2 je menší než m, je tedy 2 ^/i(-^i*) i_. í • JV Tedy 

o> g ^(gr, r m ) = £-.(</, 0) + [£-.(</, Tw) - S^g, 0)] £ 

_ Sx(g, A) + (/i2 — [Xi),qyn < co + e + ([i2 — ^ ) gyn-

Ježto yw -> 0, existuje index p takový, že pro n > p je (^2—/Ui)qyn< 

< e. Pro TI > ^ je oo <I S±(g, Tn) < co + 2e. Ježto £ > 0 bylo libovolné, 

jest Sx(g, rn) -» co. 
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Z (5) a 23'5-4 plyne: 
23-5"5. Jest 

R fg(x) dfk(x) £ R fg(x) dfk(x) (k = 1, 2). (8) 

Důležitý je případ, když (pro k = l*nebo k = 2) v (8) platí zna
mení rovnosti. V tomto případě společnou hodnotu obou stran re
lace (8) označíme 

ft 
Rfg(x)dfk(x) (k = 1 , 2 ) . (9) 

(9) se nazývá Biemann-Stieltjesův integrál. V případě — oo < oc < fí < 
< oo, f(x) = fx(x) = x, k = 1 je to klasický Biemannův integrál. 

Když (pro k = 1 nebo k = 2) v (8) platí znamení nerovnosti, 
pravíme, že (9) neexistuje. Když (9) existuje i pro k = 1 i pro k = 2, 
píšeme 

0 fi fi 

R fg(x) df(x) = R fg(x) df±(x) - Rfg(x) df2(x); (10) 
PÍ a OÍ 

když pro k = 1 nebo pro k = 2 neexistuje (9), pravíme, že (10) neexi
stuje. Také (10) se nazývá Biemann-Stieltjesův integrál. 

23-5-6. Nechť k = 1 nebo k = 2. Nechť M je množina těch x € P, 
v nichž: [1] / je spojitá, [2] gr ýe nespojitá. Biemann-Stieltjesův integrál 

R fg(x) dfk(x) 

existuje tehdy a jen tehdy, když \M \ík = 0. 
Důkaz. Pro určitost nechť k = 1. I. Nechť \ M \^ > 0. Pro každý 

x e M existuje (v. 9" I" I) číslo e > 0 takové, že pro každé d > 0 existuje 
bod x1 e P takový, že*) Q(X, X') < d, \ g(x')—g(x) \ > e. Tedy M = 

00 

= 2 ^w> kde Mn je množina těch xeP — D, k nimž při libovolně 
w = l 

daném á > 0 existuje bod x' € P takový, že Q(X, X') < d, \ g(x') — 
1 °° 

— g(x) I > - • Ježto 0 < I M \fl=\ 2 I Mn | / , existuje index p ta-
kovy, že \Mp\h> 0. 

Nechť r={Ai}i je libovolné dělení intervalu P. Nechť JV je 
množina těch indexů i (1 <I i <^ m), pro něž .4$. Jtřp 4= 0. Jest 2 -*i 3 

i e N 

D Jí.» tedy 2 - - / I Í - V ) = I M i * 1/.^ I Mp ]h > 0. Nechť N0 je 
• že N ieN 

množina těch i € JV, pro něž pole Ai jest otevřené. Když ieN — N0, 

*) o znamená metriku v P zavedenou na začátku důkazu věty 23'5'3. 
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jest Ai = (a), kde aeP — D, tedy Af^A*) = 0. Tedy 

2 AfM<*)ž\X*\h>0-
icNo 

Pro každé i e N0 existuje bod Xi e Ai. MP. Ježto i e N0, jest Ai otevřené 
pole, takže existuje á$ > 0 takové, že: yeP, Q(XÍ, y) < d => yeAi. 
Ježto Xi € Mp, existuje bod x\ e P takový, že Q(XÍ, X\) < á< a | g(xi) — 

— 9(%i) I > —• Ježto Q(XÍ, X'Í) < di, jest x\ e A^ Tedy pro i e N0 jest 

sup g(x) — inf g(x) ;> | g(x{) — g(x-) \ > — 
XeAi xeAs P Tedy 

takže 

S1(g, JT) -S&, r) ^ I 2^/iC-4.*)^ i I Jf„ |/. > o, 

- ' " 1 
JR fg(x) dft(x) -Rfg(x) dfox) >,-\Mp\h> 0. 

Tedy R Jg(x) df±(x) neexistuje. 

II . Nechť \M\h= 0. Zvolme e > 0. Podobně jako věta 20"4"7 
se dokáže,.že pro každou množinu LQP takovou, že L* € Q(fi), existuje 
množina G otevřená v P a taková, že L C G a \G* — L* \h< e. 
Ježto | M \h = 0, M C P — D, existuje tedy množina G otevřená v P 
a taková, že M C O, | 0* |/x < e. Nechť (v. 23" I "8) {dn}? je prostá 
posloupnost, jejímž cleném je každý bod x e D. Podle 23" I "7 konverguje 
řada (s nezápornými cleny) 

00 

2Ui(dn + 0)-f1(dn-0)], 
n = l 

takže existuje index p takový, že 
00 

2 Vi(d» + 0)-f1(dn-0)]<e. 
n=p+l 

Přiřadíme každému x e P interval K(x) = T£í[u(x) <t< v(x)] 
t 

obsahující bod x, a to takto.*) Nechť přední xe D. Pak existuje index n 
takový, že x = dn. Volme u(x) a v(x) tak, že oc <C u(x) < x < v(x) <C /J 
a že 

/l(* - 0) - hMx)] < J;, f±[v(x)] - JX(X +0)<^' 

*) Pro x = (x odpadne u(x) a jK.(a) = E[<x = ř < v(<x)]; pro a? = ^ 
ř 

odpadne v(x) a #(0) = E[w(0) < t ^ fl. 
í 
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Nechť za druhé x e M. Pak volme u(x) a v(x) tak, ze x e K(x) a že 
K(x) C G. Nechť za třetí x € P — (M -f- D). Pak g je spojitá v bodě x, 
takže (v. 9"l'l) můžeme u(x) a v(#) voliti tak, že x e K(x) a že 

yx € K(x), y2 e K(x) => | g(y±) — g(y2) \ < e. 

Ježto prostor P je kompaktní (v. cvič. 17"23)9 podle 17'5"4 existují 
<i 

body Xj€ P (l—^jf^Lq) v konečném počtu takové, že P = 2 -^(^)-

Zřejmě existuje dělení r = {A$i takové, že: [l].pro 1 <^ ?i<l j) je (cřw) 
bodové pole dělení JT, [2] každé pole Ai (1 <jl i <^ m) je částí některého 
intervalu JSL(^) ( 1 ^ / ^ f f ) - Zřejmě můžeme množinu všech indexů i 
rozděliti ve čtyři disjunktní části Nv N2, Ns, N^ takové, že: [1] pole Ai 
je bodové, když a jen když i e Nl9 [2] ke každému i e N2 + N3 + Ná 

existuje index j = #(i) takový, že Ai C K(XJ), [3] pro i € N2, i e N3, 
ie Ná je resp. a?wj € Z>, a^(í) € Jf, ^ ( i ) €P — (M-\-D). 

Pro i e JV-L je zřejmě 
sup g(x) = inf g(x). 
XeAf x eAf 

Pro i € N2 pole Ai jest otevřené a existuje index n takový, že 
#W) = dn. Jest ^áť C E[>(dw) < í < t>(ťřn)L*) tedy 

t 

AfMi*) £ ^ / i ( E [ « W < t < v(dn)])* <, 
t 

^ fi(dn — 0) — /i[«(d„)] + /i(d„ + 0) - h(dn — 0) + /^(d,,)] -

—/iW. + 0)] < J + /i(rf„ + 0) - / ^ - 0). 

Je-li íi <_ p, je (<in) bodové pole dělení T, takže je buďto Ai C E[u(dn) < 
t 

< t < ť/M] nebo .áj C E[d„ < ř < «(«?»)]; v prvém případě je Af^Ai*) <, 

^ífi(dn — 0) — f1[u(dn
t)]<°ň> ve druhém je AfMi*) ^ /iW<-»)] — 

- / i ( d » + 0 ) ] < | j . Tedy 

2 ^/i(^.*) ^ 2 Vn + 2 t/i(d» + 0) - h(dn - 0)] < 3e. . 
ťfiJVa n = - l - * w = p + l 

Pro i 6 ./Yg je x^i) e M, tedy .4* C K(xm)) C #, tedy 

lAfMi*)£\G*\h<e. 
i e N* 

*) Čtenář si sám vyřídí snadné modifikace nutné v případě sĉ -v —-ct 
nebo a? W ) = fi. 
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Pro i € #4 je xm e P — (M + D). Ježto A{ C K(x&a))> xHi) eP — 
-(M + D)]e 

sup g(x) — inf g(x) <̂  e. 
x e Ai $ c -*$ 

Tedy, je-li opět fix = inf g(x), p2 = sup g(x), jest 
XeP X*P 

m 

S^g, T) - S^g, T) == 2 t s u P ^(*) — i"f !?(*)] AfMi*) < 
i = l íccif xeAi 

< 4 e ( ^ 2 —iw1) + eZl/1(P*), 
takže 

j * /?(*) d/̂ a;) — R fg(x) dft(x) £ 4s(^ — f^ + e Afx(P*). 

Ježto e > 0 je libovolné, podle 23'5"5 existuje 

R fg(x) dU(x). 

P 

23'5'7. Nechť g je omezená funkce v oboru P taková, ze R fg(x) df(x) 
existuje. Pak g je f-měřitelná a " 

P 
R fg(x) df(x) = fg(x) df(x). 

<x P 

Důkaz zřejmě stačí provésti pro ft a pro /2 místo pro /. Pro
veďme jej třeba pro fv Místo pro funkci g stačí zřejmě provésti důkaz pro 
funkci h takovou, že h(x) = g(x) + c, kde c je konstanta. Ježto g je 
omezená, stačí tedy dokazovati pro g a pro fx za předpokladu, že g je 
nezáporná. 

Nechť n je konečná a-aditivní množinová funkce v množinovém 
tělese í(-£(P*), %^ odvozená z množinové funkce Afx v oboru S(P*) 
a z množinové funkce Xx v oboru -£i (v. 20'4) stejně, jako byla 
v odst. 20'3 odvozena množinová funkce [i12 v oboru í(Ql, 95) z množi
nových funkcí fa v oboru 51 a /u2 v oboru 93 . 

Nechť 
M = E|>* € P*,. 0 <; * < jf(*)]f 

kde o; € P je projekce bodu x* e P*. Stačí dokázati (v. cvič. 21m10), 
P 

že M € £ , a že | Jf I, = « /9(a?) d/(a). 

Je-li P = {^ť}f dělení intervalu P, nechť 
m 

M(P) = 2 E[xeAi,0<ít< sup ?(*)], 
Í = l(íB*,í) *«--1i 
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M(F) = 2 E l> e Ai> O = ť < inf g(x)], 
i= 1 (x*,t) :r,e A,j 

kde opět x e P je projekce bodu x* e P*. Zřejmě 

M(F) e tmP*), $,.), M(Dct(<£(P*), <£,), 

i Min \„ = iAM(ry\ = ~Šx{g, F), \ M(F)l = fi[M_(D] = SJg, D, (11) 

x¥(T)C^C^I(T)-
Nechť {T„} je /-normální posloupnost dělení intervalu P. Pak jest 

P ' P 
| -V(T.») |„ -> R jg(x) dfx(x), | M(Fn) |/( -> R Jg(x) AMx), takže podle 

B. 00 

(11) a 20-1-5 jest \M\„ = Rfg(x)df1(x). Nechť T = [ J W A ) -
a n --• 1 

CO 

— Jř(T„)], 5 = 2 -MXTn)- Jest 5 c £,„ T e £ u , 5 C M C S + T. Nechť 

e > 0. Pak existuje index p takový, že j M(FV) — M(FV) \^< e, takže 
podle 20-1-5 jest | T \fl < s. Ježto e > 0 je libovolné, je \T\fl=0, 
tedv také \MT\lt=0, takže (v. 20"I • 11) MT e £„. Ježto M = S + T, 
je M e £„ . 

Cvičení. 

23-1* Množinová funkce A°f (v. 23"I) je o-aditivní v oboru £°(P) 
tehdy a jen tehdy, když f(x) = f(x — 0) pro každé xeP. 

23-2* Doplniti důkaz věty 23"4"í pro případ A = i co. 
23-3. Nechť 0 je systém všech funkcí / s konečnou variací v intervalu 

P = E[0 <Lt <L1] takových, že /(0) = 0. Když f_ e 0, f_ e 0, nechť 

e ( / i . / 2 ) = ^•/ 1 - j« / a [^ — ( i ) ] -
Pak o je metrika ve <2>. Prostor 0 = (0, o) je úplný a není separabilní. 

^o-4. Nechť 0 je systém všech spojitých zobrazení intervalu P = 
= Vl() ^ ř S 1] ° ° intervalu P . Když j \ € 0, f2e 0, nechť 

t 

e(/i,/a) = max l / ^ í ) — /a(í) I, 
íeP 

takže (v. I7"7"5) 0 = (#, o) je úplný prostor. Nechť 0 <L a < b <L 1, 
Q = ~E[a <L t <L b] a nechť *F(a, b) znamená systém těch / e 0, pro něž 

t 
parciální funkce fg má konečnou variaci. Když n = 1, 2, 3, . . ., nechť 
W(a, b, n) znamená systém těch / € W(a, b), pro něž Ag(Q) <L n, kde g = /,. 

co 

takže W(a, b) = ")> ^(G, 6, n). Jakožto bodová množina vnořená do (0, Q) 
n = l 

je W(a, b, n) ve 0 řídká a uzavřená a *F(«, b) je prvé kategorie ve 0. Z toho 
následuje podle I5"8'2, že existují funkce f e 0, pro něž parciální funkce fg 
nemá konečnou variaci pro žádnou volbu intervalu Q c P . 

23-5. Z věty 22*3"8 následuje veta: Nechť {fn} je posloupnost koneč
ných neklesajících funkcí v intervalu P = E[a <L t <L b] c Ev Pro x e P, 

í 
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yeP, x<y nechť f n{y) — fn(z) ú U + iM ~ f» + iW' P r o k a ž d e X e l 

nechť existuje lim fn(x) = f(x) e E r Nechť M je množina těch x e P, v nichž 
existují a jsou konečné derivace /'„(#) 'a /'(») a jest ff

n(x) -» /'(ar). Pak 
P —JcfcSRíE,.). 

Dodatek. 

O derivovaných číslech funkcí jedné proměnné. 
Napsal Vojtech Jarník. 

D I. V celém tomto dodatku bude slovo „funkce" značiti t. zv. 
konečnou funkci jedné reálné proměnné, to jest funkci, jejíž obor 
(viz 2'3) je podmnožinou množiny Ex (opatřené metrikou Q(X, y) = 
= | x — y \, viz 6"I) a jejíž hodnoty jsou vesměs různé od -J-- oo. Je-li A 
obor funkce / a je-li M QA, budeme říkati, že funkce / je definována 
v množině M. Je-li a e Ev b e Ev a< b, budeme psáti 

(a, b) = E(a < x < b)*) (název: otevřený interval), 

[a, b] = E ( a ^ x<L b) (název: uzavřený interval). 
X 

V tomto úvodním odstavci budu se zabývati pojmy „limes superior" 
a „limes inferior". Čtenář, který tyto pojmy ovládá z elementů, může 
tento odstavec D I vynechati. 

DTI- Nechť f je funkce; nechť x0 e E- a nechť existuje číslo d > 0 
tak, že funkce f je definována v intervalu (x0, x0-\- d). Potom existuje 
jedno a jen jedno číslo ae R,**) jez má tyto dví vlastnosti: 

1. Je-li a' < a, potom ke každému e > 0 existuje číslo x tak, že 

x0<x<x0 + e, f(x) > a'. 

2. Je-li a' > a, potom existuje číslo e > 0 tak, že 

x0 < x < x0 + e => f(x) < a'. 
Obdobní existuje jedno a jen jedno číslo 6eR, jež má tyto dví vlastnosti: 

Y. Je-li b'' >b, potom ke každému e > 0 existuje číslo x tak, že 
x0 < x < x0 + e, f(x) < V. 

*) Záměny s označením prvků cartézského součinu (viz 2"l) není 
třeba se obávati. Připouštíme tedy zde jen t. zv. „konečné" (v naší termi
nologii: omezené) intervaly, ač mnohé z následujících výsledků by platily 

pro a = — oo nebo b = oo. 
**) R je definováno v 2*3. Může tedy býti též a = oo nebo a = — oo. 
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