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PRINOS F. RIESZE
K TEORII LEBESGUEOVA INTEGRALU

FUNKCI JEDNE REALNE PROMENNE
KAREL ZITNY

Z poletné plejady slavnych matematiki, ktefi jsou ptivodem z Madarska,
nejméné &tyfi vyznamné pfispéli k rozvoji teorie miry a integralu. Jsou to:
F. Riesz, A. Haar, J. von Neumann a P. Halmos.

Haar a von Neumann vytvofili teorii miry a integrilu na kompaktnich a
lokalné kompaktnich grupich; Halmosova kniha Measure Theory na dlouhé
obdobi ovlivnila nebo dokonce kodifikovala vyuku této discipliny, zejména na
severoamerickych univerzitach.

F. Riesz, ktery se narodil roku 1880 v Gybru, kviili matematice opustil stu-
dium na polytechnice v Curychu a r. 1889 se stal posluchatem budapestské a
pozdéji gottingenské univerzity, kde k jeho profesortim patfili David Hilbert
a Hermann Minkowski. Profesiondlni kariéru zaal jako st¥edoskolsky profesor
na gymnaziich v Levodi a v Budapesti; teprve v roce 1914 ziskal univerzit-
ni katedru v Koloszvaru, v dne¥ni transylvinské rumunské Cluji. Od r. 1920
byl profesorem v provinénim Szegedu a pouze po 2. sv&tové vilce plisobil na
budapestské univerzité.

F. Riesz patfil mezi ty mladé matematiky, ktefi velmi zdhy pochopili nesmir-
ny dosah Lebesgueovy teorie integralu. V dvodu proslulé pafizské prednasky,
kterou proslovil na sklonku Zivota, Riesz pro své vzpominky nalezl vskutku
vystiZn4 slova:

Pokud se nemglim, byla to Lebesqueova kniha o trigonometrickyjch taddch,
vydand v sérii redigované Borelem, kterd vzbudila ve mné zdjem o novy pojem
integrdlu. Proniknout do detaili umoznila mi Lebesgueova doktorskd disertace
a jeho kniha o integraci. Nicméné, smélou myslenku, abych se pokusil apliko-
vat novy pojem na problémy, jimizZ jsem se zabyjval, ziskal jsem aZ roku 1906
p7i éetbé Fatouova éldnku v Acta Mathematica, ktery byl rovnéz predloZen jako
doktorskd price. Zejména velmi jednoduchd véta, dnes nazijvand Fatouovim
lemmatem, podle niZ, pouZijeme-li dnesni jazyk, integrdl, chdpang jako linedrni
funkciondl, je zdola polospojity, pomohla mné dokdzat v Unoru 1907, za néko-
lik tijdni po piedteni Fatouovy disertace, vysledek, ktery soucasné a nezdvisle
objevil Ernest Fischer ... ([1], str. 327)

Zacdatek Rieszova vztahu k teorii integralu je tedy zcela konvenéni. Jako
mnohé velké matematické lasky ma sviij literarni pocatek. Stoji za povSimnuti,
jak Riesz byl v maloméstské Levodi dobfe a véas informovéan o védeckém Zivo-
té v PafiZi. Rieszova-Fischerova véta pfedstavuje jednu z prvnich vyznamnych
aplikaci Lebesgueovy teorie a zapisobila jako katalyzator pfi podniceni zdjmu
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dalich matematikl o tuto oblast. Kratce poté M. Fréchet soucasné s Rieszem
dospél k v&t& o reprezentaci spojitych linesrnich funkcionald v prostoru L2,
kterd pfedstavuje zakladni tvrzeni v teorii Hilbertovych prostort. DosaZené
vysledky podnitily Riesze, aby se zabyval problémy reprezentace spojitych li-
nearnich funkciondli na prostoru spojitych funkci. To jej pfivedlo k zobecnéni
Hadamardovych praci a posléze k teorii Stieltjesova integralu. (Pozn.: Rieszova-
Fischerova véta neni vysledkem spolupréice. Jde skoro o neuvéfitelnou koinci-
denci: Fischer o ni pfedniSel 5. bfezna 1907 v Brné a F. Riesz svoje sdéleni
piedloZil pafiZské akademii o 12 dni pozdé&ji. E. Fischer, roddk z Vidnég, byl
o pét let star$i nez F. Riesz. Nejprve pisobil v Brné, pak kritce v Erlangen,
v obdobi 1920-1938 byl univerzitnim profesorem v Koliné nad Rynem. Zemfel
v roce 1954. PievaZné se vénoval teorii invarianti a determinanti s ob&asnymi
vyjimkami, jak o tom sv&déi jeho pravé zminény nejproslulejsi vysledek. Dalsi
vyvoj dal spiSe pFednost jeho verzi: L? je Giplny normovany prostor; Riesz vétu
formuloval jako tvrzeni o izomorfismu mezi L? a Hilbertovym prostorem 12,
ktery je tvofen posloupnostmi.)

Lebesgueova definice integralu je zaloZena na pojmu miry a pfi tvofeni sou-
¢t které v Riemannové teorii aproximuji integral, jsou intervaly déleni nahra-
zeny vhodné vybranymi méfitelnymi mnoZinami. AvSak jiz u H. Lebesguea se
objevila idea postulovat zdkladni vlastnosti integrace, které jsou splnény pro
néjakou jednoduchou tfidu funkci (napf. pro spojité nebo stupiiovité funkce
definované na kompaktnim intervalu) a vhodné zvolenym limitnim procesem
vytvofit integraly z limitnich funkci. Lebesgue doporudil uvaZovat monotonni
posloupnosti omezenych funkci. Prvni mySlenku pfedstavovala postupné alter-
nace neklesajicich a nerostoucich posloupnosti. W. H. Young, kdyZ se omezil
na posloupnosti, které konverguji pouze skoro viude, dospél k Lebesgueovu
integralu jiz ve dvou krocich. Poté, co E. Borel zavedl pojem asymptotické
konvergence, dnes nazyvané konvergenci podle miry, opét se ukizalo, — a byl
to F. Riesz, jemuZ patii tento postieh — Ze v limitnich procesech lze odhlednout
od mnoZin miry nula.

V roce 1912 je si Riesz dobfe védom, jakou roli hraji v Lebesgueové teorii
integrlu i derivace mnoZiny nulové miry a zabyvé se prvnimi pokusy o no-
vou definici Lebesgueova integrilu. Tak se stdvd zakladatelem matematické
sekty, u ni%z integrace piedchazi teorii miry. Vyznamnym meznikem v krys-
talizaci Rieszovych myslenek byl rok 1916, kdy na kongresu skandinavskych
matematiki dlouze diskutoval s Mittag-Lefflerem, ktery jako zaniceny obdivo-
vatel K. Weierstrasse nelispésné se pokousel nalézt zirodky Lebesgueovy teorie
v pracich tohoto velkého reformétora matematické analyzy. V inoru 1917, kdy
komunikace mezi matematiky byla naruSena, F. Riesz odeslal Mittag-Lefflerovi
dopis, poselstvi o elementarni teorii Lebesgueova integralu.

Omezime-li se na redlnou osu, mnoZiny miry nula neboli nulové mnoZiny, 1ze
pokryt nejvySe spofetné mnoha konenymi intervaly, jejichZz souhrnné délka
je libovolné mala. Za, vychom t¥idu funkci, pro néz pojem integrilu je snadny
nebo intuitivné zfejmy, F. Riesz zvolil stupiiovité funkce, jeZ nazyval ,fonctions
simples“, definované na omezeném uzavieném intervalu.
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Funkce ¢ : (a,b) = R je stupiiovits, jestliZze interval (a,b) lze rozdélit ko-
ne¢né mnoha body
a=t <1 < <t, =

tak, Ze ¢ na kaZdém subintervalu je konstantni, tj. ¢(t) = cx prot € (tx—1,tx) ,
k=1,...,n.
Integral stupiiovité funkce je pak definovin jako kone¢ny soudet

b n
/ @ = (t —tr_1)ck.
a k=1

JelikoZ mnoZiny miry nula vystupuji v roli pfipustnych vyjimek, od samého
pocétku je tfeba uvaZovat posloupnosti funkci, které konverguji skoro vsude,
tj. s vyjimkou bod, které tvofi nulovou mnoZinu. Prvni pozoruhodny vysledek
Riesz formuloval takto:

Omezena posloupnost stupiiovitych funkci; definovanych na konetném in-
tervalu, kterd konverguje skoro viude k limitni funkci ¢, miZe byt integrovana
¢len po ¢lenu. Posloupnost integrali je konvergentni (&iselnou) posloupnosti
a zvolime-li jeji limitu za hodnotu integrdlu z limitni funkce, jde o korektni
definici, nebot integral nezivisi na zvolené posloupnosti stupiiovitych funkci,
které konverguji k ¢. Integrovatelnou funkci — Riesz véren francouzské tradici
hovoii o ,fonction sommable“ — je tak kazd4 funkce, jeZ je skoro viude rovna
limit& omezené posloupnosti stupiiovitych funkci.

Je ldkavé zopakovat stejny postup jeSté jedenkrat v nadé&ji, Ze tim bude
definovén integral pro $irsi t¥idu funkci, av8ak Riesz ukézal, Ze k ni¢emu novému
se tim nedospéje, pfesnéji: limitni funkci, k niZ skoro viude konverguje omezena
posloupnost integrovatelnych funkci, je integrovatelnd funkce a posloupnost
opét miZe byt integrovina ¢len po ¢lenu.

Diikaz tohoto tvrzeni Riesz zaloZil na specidlnim piipadu tzv. Jegorovovy
véty (z roku 1911).

Pokud posloupnost stuphiovitych funkci v intervalu (a,b) konverguje skoro
viude, lze z intervalu odstranit nejvySe spocetné mnoho intervald, jejichZ sou-
hrnn4 délka je libovoln& mal4 a na zbyvajici &sti intervalu (a,b) posloupnost
konverguje stejnomérné. Mé&fitelné funkce jsou v tomto pojeti limitami skoro
vSude konvergentnich posloupnosti stupiiovitych funkei.

Zékladni vlastnosti integrovatelnych funkci vyplyvaji skoro automaticky
z vlastnosti stuphovitych funkci; snadno se dokazuje integrace per partes, véta
o substituci atd. Mira mnoZiny A C [a, b] je d4na jako integral charakteristické
funkce x4 (pokud x4 je integrovatelna funkce).

(Charakteristické funkce neboli indikitory byly zavedeny a systematicky
pouZiviny Charlesem de la Vallée-Poussinem, dnes neprivem zapominanym
matematikem z Louvain, ktery napsal vynikajici uéebnici matematické analy-
zy a ktery udinil nesmirné mnoho pro zpfistupnéni Lebesgueovy teorie. Jeho
vyklad teorie miry byl pfekonin a% Carathéodorym.)
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Odhlédneme-li od nékolika malo nevyhnutelnych archaismi, je Riesziv dopis
Mittag-Lefflerovi, datovany 19. inorem 1917 pozoruhodnou etbou — styl je
prosty a srozumitelny, pfesny a pfirozeny, bez pedantstvi a Skrobenosti. Jeho
historickym pozadim je 1. svétova vilka; v Rusku bude zanedlouho svrZena
monarchie a bliZi se okamZik vstupu Spojenych stati do konfliktu. Riesz jesté
netusi, Ze v disledku versailleského miru opusti Koloszvar. Dvé ptisobisté jeho
mlidi, Levoda i Cluj, pfestanou patfit k Madarsku.

BohuZel, Riesziiv dopis, ktery byl koncem roku 1919 ve zkracené verzi otistén
v Acta Mathematica, se nestal vychodiskem k napsani elementirni u&ebnice,
atkoliv jde o pfistup v tradi¢nim duchu klasickych geometrickych teorii integra-
lu a samotny Riesz podtrhoval souvislosti s Riemannovou koncepci. K napsani
soustavného expozé se Riesz dostal aZ po 30 letech a ve spoluprici s Bélou
Szekefalvi-Nagyem publikoval proslulé Legcons d’Analyse Fonctionnelle, poprvé
vydané v roce 1952. Teorie Lebesgueova integralu je opét zaloZena na stupio-
vitych funkcich, avSak metoda je odlisna. Ackoliv to zni skoro neuvéfitelné,
je jeSté jednodussi neZ pfedchozi. Riesz sdm si na ni nedini autorsky narok a
soudi, Ze jde z&4sti o tzv. matematicky folklér, ale je nesporné, Ze jeho skvély
vyklad pfispél k jeji popularité. Jde o dobfe zndmy pfistup, ktery mimo pii-
vodni pramen — ne kaZdému vyhovuje francouzstina — lze nalézt v uéebnici
B. Sz. Nagy — Introduction to Real Functions and Orthogonal Ezpansions,
nebo v knize Matematiceskij analiz (Spec. kurz I) G. Je. Silova. Vychodiskem
je specidlni p¥ipad prvého tvrzeni z dopisu Mittag-Lefflerovi.
— Pro nerostouci posloupnost nezdpornych stupiiovitych funkei (¢,), kte-
r4 skoro viude na intervalu (a,b) konverguje k nulové funkci, posloup-

nost integrali
b
e neN

Dalsi krok je odlisny, jde o elementéarni verzi lemmatu Beppo Levi.
— JestliZe neklesajici posloupnost (¢,) stupiiovitych funkci je takova, Ze
. .. (b v .
integraly [ . tvofi shora omezenou (a tedy konvergentni) posloup-

nost, posloupnost funkei (¢, ) konverguje skoro viude ke koneéné limitni
funkci f.

Riesz oznadil Cyp mnoZinu stupiiovitych funkci na konetném intervalu (a, b)
a definoval t¥idu C; tvofenou funkcemi f, které jsou skoro viude limitami
posloupnosti funkci z mnoZiny Cp, splitujicich pfedpoklady z elementirniho
lemmatu Beppo Levi, tj.

konverguje k nule.

b
Pn < Pntls on h'lln‘/ Pn
a

b b
[ 1=tm [

existuje vlastni a poloZil
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Pro stupiiovité funkce tento postup nevede k nové definici integrilu. Integral
funkce f nezivisi na volbé aproximaéni posloupnosti (¢,) a je urlen pouze
limitni funkci. (Snadny dikaz lze zaloZit napf. na Heine-Borelovd lemmatu
o pokryti.) Kone&né&, uvaZujeme-li t¥fidu C, tvofenou funkcemi, které jsou dife-
rencemi funkci z t¥idy Ci, tj. h € C, pravé kdyz h = f — g, kde f,g € C, je
integral funkce z t¥idy Cs definovan jako rozdil integrald, tj.

b b b
[r=Lr[s
a a a
Takto definovany integral nezavisi na rozkladu funkce h. Opakovani postupu,
kdy za vychozi t¥idu funkci zvolime C> nevede k rozsifeni tfidy integrovatel-

nych funkci. Nakonec, definujeme-li miru, s pomoci integralu, 1ze se presvédéit
o ekvivalenci s pivodni Lebesgueovou teorii.

Jestlize vySe zminény Riesziv pfinos k vybudovani alternativni teorie Le-
besgueova integralu je dobfe zndm a ocefiovan, existuje v jeho dile, podle mého
nézoru, pozoruhodny €lanek, ktery zistal bez vétsi odezvy nebo ohlasu. Histo-
ricky vzato, teorie integralu se rozvijela ve dvou odlisnych smérech, které rizné
epochy odliné akcentuji; jeden z nich je charakterizovin tim, Ze integral je

‘chépén jako limita souétl, v druhém pojeti je povaZovéin za operaci inverzni
k derivovani. A&koliv jiZ velci tvirci infinitezimalniho poétu Leibniz a Newton
si byli védomi jejich vzidjemnych relaci, 18. stoleti, véetné Leonarda Eulera, si
zvolilo tzv. deskriptivni definici, s niZ je integral uréovan z primitivni funkce
a kterd je spojovana s Newtonovym jménem. Misto terminu ,,primitivni funk-
ce" z divodd, které se stanou zfejmymi pozdé&ji, radéji vSak pouZivdm pojem
santiderivace*, dnes béZny zejména v americké literatufe. Ke geometrickym
idedm se vratil teprve A. Cauchy, kdyZ opustil pongkud vagni Leibnizovu kon-
cepci nekoneéné malych veli¢in a definoval integral jako limitu koneénych sum,
pfitemZ dokazal, Ze pro spojité funkce definované na kompaktnich intervalech
oba postupy, tj. jeho i Newtoniiv, jsou ekvivalentni. Tim zdaleka tento plodny
svar nekonéil. Nejprve Riemann a pozdé&ji Volterra nalezli jednoduché ptiklady
funkci, které maji Riemanniv a nemaji Newtonliv integrdl a vice versa. Pfi
pfechodu k Lebesgueové integrilu se rovnéZz ukézalo, Ze diléi nesoulad s New-
tonovou koncepci trva. Deskriptivni definici Lebesgueova integralu lze podat,
pfipustime-li na jedné strané zobecnéni antiderivace, tj. pfedpokladame, Ze za-

kladni relace
F(t) = £(2)

plati pouze skoro vSude, a na strané druhé pfiddme podstatné omezeni a po-
Zadujeme, aby derivace byla absolutné spojitd. Jak je dobfe zndmo, dalSim
vyznamnym krokem k ,univerzaln&jsi“ koncepci integralu byl Perroniiv objev
z roku 1912.

Nejprve piipomeiime vSeobecné znidmou definici Newtonova integiélu a po-
rovnejme ji s definici Perronovou. '

Pfedpoklidejme, %e a,b € R, a < b.
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Newtonova definice

Funkce f : (a,b) = R je N-integrovatelnd v intervalu (a,b), existuje-li
funkce F: (a,b) = R takovi, Ze limity F(a+), F(b—) jsou konetné a plati
FM)(t) = f(t) pro viechna t € (a,b). Klademe

b
) [ £ = Fe-) - Fot).

Perronova definice

a) Nadfunkce a podfunkce
Spojitou funkci F : (a,b) — R, (resp. G : (a,b) = R) nazveme (Perronovou)
nadfunkei (resp. pedfunkci) k funkei f : (a,b) — R, jestlize

(1) existuji kone¢né limity F'(a+), F(b—) (resp. G(a+), G(b—));

(2) DF(t) > —oo (resp. DG(t) < 4+0o0) pro viechna t € (a,b);

(3) DF(t) > f(t) (resp. DG(t) < f(t)) pro viechna t € (a,b).

Mno#inu VSech nadfunkei (resp. podfunkei) k funkci f oznagime O,(f) (resp.
Up(f)). Je-li f newtonovsky integrovatelna, ziejmé existuje F' € Op(f)NU,(f).
Symboly DF' (resp. DF) zna&i dolni (resp. horni) Diniovu derivaci.

Pomineme-li nékolik vyluéné technickych tvah, lze jiZ vyslovit definici Perro-
nova integralu.

b) Jestlize Op(f) # 0 # Uyp(f) a plati-li
@ = inf{F(b=) — F(a+) | F € 0,(f)} = sup{G(b—) —G(a+) |G € Up(f)} € R,

fikime, 7e f je v intervalu (a,b) perronovsky integrovatelna. Cislo a nazveme
Perronovym integralem funkce f a oznacime je (P) f: f.
P¥imo z této definice plyne, Ze kdy% f je newtonovsky integrovateln, je

(MLU=®LU.

Fréderic Riesz podal definici Lebesgueova integralu, podle niz tento integral
se jevi alespoh jako vzdaleny pfibuzny Perronova integradlu. K podobnému &i-
nu byl mimof4adné dobfe pfipraven, nebot velmi dlouho a ispésné se zabyval
hled4dnim jednoduchého dikazu Lebesgueovy véty o derivaci monotonni funkce.

V prvém vydani Lebesgueovy monografie z roku 1904 tvrzeni o tom, Ze spo-
jitd monotonni funkce ma kone¢nou derivaci skoro vSude, piedstavuje posledni
dtisledek celé teorie a kniha je jim uzaviena, ackoliv ani idea integrdlu ani
obecny pojem miry neni pro jeho formulaci potiebna. F. Rieszovi, od mladi
presvédéenému, Ze k dosaZeni tohoto vysledku lze vystafit s mnozinami miry
nula, se podafilo v roce 1932 jej dokazat elementarnim zpisobem, kdyZz pfed
tim formoval tzv. lemma ,,0 vychédzejicim slunci“, které P. Halmos oznacil jako
nejvétsi Rieszliv pfinos do teorie funkei redlné proménné.
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Rieszliv élanek O Legesgueové integrdlu jako inverzni operaci k derivaci ( Sur
lintégrale de Lebesgue comme lopération inverse de la dérivation) byl publi-
kovan v Annali di Pisa v roce 1936. V zijmu historické pfesnosti uvedme, Ze
shodn4 verze stati byla o rok dfive vydana madarsky. Jde viak o mySlenky, jimiZ
se jejich autor zabyval dlouho, nebot jiZ svoji pfednasku na svétovém matema-
tickém kongresu v Curychu v roce 1932 zakonéil ubezpefenim, Ze nové odvétvi
analyzy zapocaté H. Lebesguem vibec nevyZaduje, abychom zménili tradiéni
poiadi paragrafi; bude dokonce vijhodné zaéinat diferencidlnim poétem.

O citovaném Rieszové ¢lanku z roku 1936 se zmiiiuje S. Saks ve druhém vy-
déni Teorie integrilu z r. 1939 a Riesz s4m se k nému dosti podrobné& vratil ve
své pfedndsce v PafiZi v roce 1949. Avsak s vyjimkou knihy Asplunda a Bun-
garta A First Course in Integration vydané v New Yorku r. 1966, kde je podin
na péti strankich uceleny, nicméné velmi struény piehled zikladnich mysle-
nek, neni mi zndm Zadny dali pokus o jejich popularizaci. Ostatné je to pravé
citovani monografie, kterd mne pfivedla k ptivodnimu zdroji; kdybychom para-
frazovali Marcela Prousta, jde o Riesze znovunalezeného. PonévadZ Rieszovym
cilem bylo vytvofit teorii Lebesgueova, tj. absolutné konvergentniho, integrélu,
vychozi definice se tyka integrace nezadpornych funkci.

Oznaéme V* mnoZinu viech neklesajicich, omezenych redlngch funkci de-
finovanych na celé reilné ose. Poznamenejme, e pro funkci F € V* zfejmé
existuji koneéné limity

F(+o0) = lim F(t), F(-c0)= lim F(t).

Nezapornou funkci f : R — R nazveme integrovatelnou, jestlize existuje ome-
zené, neklesajici funkce F' : R — R takova, ¥e F(1) = f skoro vude.

Integral z funkce f je definovin formuli
/f = inf{F(400) — F(—00) | F € V¥, F() = f skoro viude }.
R

Naésledujici lemma. je vychodiskem k rozvinuti teorie.

Lemma: Jestlize k nezdporné funkci f : R — R existuje H € V+ takovi, Ze
H® > f, potom mnoZina F(f) viech funkei F € V+, F() > f skoro viude,
F(—o00) = 0, obsahuje nejmensi prvek F € F(f), tj.

F=inf{F|F e F(f)} € F(f).

Nadto, H—F e V+.

Diikaz lemmatu je zaloZen na Lebesgueové vét& o derivaci monotonni funkce
a na jejim pfimém disledku, ktery je zndm jako mala Fubiniova véta, podle niZ
Ize konvergentni fadu nezdpornych funkci derivovat skoro vSude, a to ¢len po
¢lenu. Lemma umoZiiuje vyjadfit integral z nezdporné (integrovatelné) funkce
pohodInéj$im zptsobem:
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Véta: Necht f : R — R je nezdpornd integrovatelnd funkce. Potom existuje
F € V* takovs, ze F(1) = f skoro viude a zaroveh

Lf:ﬂﬂm—kay

KaZdou funkci F € V't s témito vlastnostmi nazveme primitivni funkci k funkci
f aje-li Fy € VT n&jaka primitivni funkce k f, je F — Fy konstantni zobrazeni.

Pfimym disledkem ,extremalni“ vlastnosti primitivni funkce je jeji spoji-
tost. Tak lze konstatovat, Ze jiZ od po¢atku jsme se mohli omezit na spojité
funkce patfici do V*. (Znalci teorie Lebesgueova integralu jiZ urit& pochopi-
li, o co v Rieszové definici béZi a Ze je za ni skryta dobfe zndm4, netrividlni
véta: kazda neklesajici spojitd funkce F' miiZze byt vyjaddiena jako soudet dvou
neklesajicich funkci, tj.

F=G+H,

kde G je absolutné spojitd a H je ,singuldrni“, tj. spojit4 a skoro vSude vy-
hovujici podmince H(!) = 0. Studentovi to nutn& zistane utajeno, aviak idea,
7e z antiderivaci vybirdm pravé tu, kter4 m4 na kaZdém intervalu minimalni
pfiridstek je dostateéné intuitivni a ke zminéné vét& 1ze dospét znaén& pozdsji).

Dalsi kroky jsou zcela tradiéni. Snadno se dokaZe, Ze kdyZ nezdporné funkce
f a g jsou integrovatelné, pak také Af, A > 0 a f+g jsou integrovatelné, pfitemz

/RAf=A/Rf, /R(f+g)=/kf+fng-

JestliZe F' a G jsou primitivnimi funkcemi k f a g, pak AF, F + G jsou
primitivni k Af, f + g a tato tvrzeni umoZiuji definovat integrovatelnou funkci
jako rozdil dvou nezdpornych integrovatelnych funkci.

Jeli f=f1 — f2, kde f1 >0, f2 > 0 jsou integrovatelné, klademe

Jo= =

Primitivni funkce k f je pak rozdilem primitivnich funkci k f; a fs.
Definujeme-li (jako obvykle) funkei f*, f~
Ft =sup{f,0}, f~ =sup{-f,0},

je f : R = R integrovateln4, pravé kdyZ jsou integrovatelné funkce f+, f—.
Je-li f integrovatelnd, je také integrovatelna absolutni hodnota

Ifl=ft+f".

Primitivni funkce Fy, Fy odpovidajici integrovatelné funkci f se li%i o kon-
stantu. ‘
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Cilem této stati neni detailni rozvijeni Rieszovy teorie, a tak pouze upo-
zornim na nékteré zajimavé momenty. S pomoci zvoleného postupu se velmi
snadno dokéZe tvrzeni, které je v tradiénim pfistupu interpretovano jako inva-
riance Lebesgueovy miry vidi translaci.

Pro )\ € R oznaéme ty : R = R funkci

ta(s)=s+A, seR.

Je-li f: R — R integrovatelni, potom také sloZena funkce f oty je integrova-

telnd a je
/f:/fot)‘.
R R

Jednim z dulezitych krokd, ktery umoziiuje geometrickou interpretaci integ-
rélu, je ukazat, Ze pro a,b € R, a < b, charakteristicka funkce x(q,5) Otevieného
invervalu (a, b) je integrovatelnd a Ze je

/X(a,b) =b-—a.
R

Diikaz tohoto elementarniho tvrzeni je pongkud delsi, neZ by takové trivialité
mélo odpovidat. Je to ddno celkovou zménou perspektivy. Naopak jina tvrzeni,

jako t¥eba véta o tom, Ze derivace f(1) funkce f € V* je integrovateln, jsou
pouhymi disledky definice, stejné jako nerovnost

fk O < f(+00) = f(=00).

Snadny je rovnéz diikaz, Ze funkci f integrovatelnou na kone¢ném intervalu

(a,b) C R lze aproximovat posloupnosti stupiiovitych funkci a tvrzeni plati
dokonce v nasledujici podobé:

Je-li f integrovateln4 na (a,b), existuje posloupnost (¢n)nen stupiiovitych
funkci takova, Ze f = lim, ¢, skoro viude na (a,b), pfitem%

f:f=/:<pn,

tj. integrily z aproximujicich funkci tvofi staciondrni posloupnost. Rieszova
metodika s primitivnimi funkcemi se také s vyhodou uplatni pfi dikazu véty

o monotonni konvergenci spojované se jménem italského matematika Beppo
Levi.
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Zavér

V poslednich letech, zejména v souvislosti s Gispé$nou unifikujici Kurzweilo-
vou teorii neabsolutné konvergentnich integrald, do$lo k oZiveni zidjmu o pro-
blematiku integrace funkci jedné redlné proménné a tim ziroveii o jednotlivé
diléi typy integrald a o vztahy mezi nimi. Z tohoto hlediska Rieszova definice
Lebesgueova integralu miZe byt alespoii historicky zajimavé, nebot od samého
pocatku akcentuje vztahy mezi integrilem a derivaci.

Riesziiv ¢lanek z r. 1936 vzbudil jen malou pozornost, trendy v teorii integ-
ralu mifily jinam. I kdyZ pfipustime, Ze jde spie o kabinetni, jemné cizelovany,
kiehky bibelot, myslim, Ze m4 préavo, jak to pro dobré basné a jejich tvirce
pozadoval FrantiSek Halas:

... bijt i kyymsi éten a pochvélen na svétlou pamdtku.
Paul Halmos to fekl v préze: '

Riesz pozoruhodné obohatil matematiku noviymi vétami i novymi dikazy a
zdokonalovdnim objevi jinych. S jasnoziivim dirazem odkdzal ndsledujicim ge-

neracim etalon matematické jasnosti a prostoty, a to je pravdépodobné stejné
cenné jako jeho véty a dikazy.

Divame-li se tedy na analyzovany ¢lanek v tomto svétle, pak je jednou z rysek
na zminéném etalonu. ’
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