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O NEKTERYCH DULEZITYCH RADACH
JIkf VESELY

Jednou z dileZitych partii infinitezimalniho poétu, které tvoii pfechodovy
miistek mezi stfedni a vysokou Skolou, jsou posloupnosti a fady. V dobég, kdy
podet hodin vénovany matematice na stfedni Skole kles4, je nutno peélivé vazit,
co mé z vysSich partii matematiky na stiedni $kole zistat a co ne. P¥irozenymi
kritérii jsou jednoduchost, uZite¢nost a silné vazby na dalsi l1atku i ostatni pfed-
méty. Diskrétni charakter posloupnosti a fad €éini tuto latku relativné snadno
pochopitelnou. V nasledujicim textu bych chtél ukizat nékteré, nékdy maélo
zdtraziiované souvislosti a ,,pfimluvit se“ za malou modifikaci: Zaci by se méli
sezndmit i s divergentnimi fadami. ZvaZujeme-li totiZz to, o kterych fadach by
se méli Zaci na stiedni Skole néco dozvédét, jsou jisté pfirozenymi kandidaty
geometrickd a harmonickd fada. Byly totiZ prvnimi fadami, se kterymi se lidé
naudili zachazet, a to ddvno pfed tim, nez byla konvergence fady piesné defi-
novana.! Kromé toho jsou obé velmi dileZité a tak se jevi jejich zafazeni do
vyuky jako velmi Zadouci. Problémem zde miZe byt piesnost vykladu, avSak
pokud se uéditel neuchyli k vyrokim typu ,je snadno vidét, Ze ..., lehce se
da spoditat ...“ apod. a eventualné néco ¢asové niro¢néj$iho ve t¥idé s ma-
lou ¢asovou dotaci vynechd s upozornénim, v ¢em je problém, je toto zafazeni
pomérné snadno proveditelné.

Zat4tek bjva, podle toho, kdy k prvnimu seznimeni s geometrickou fadou
dochézi, nékdy eventudlné obtiZnéjsi. Je v8ak vhodné, aby se Zaci se vzored-
kem (2) sezndmili podstatné diive, nezli provedeme (at jiZ na intuitivni & na
potfebnych pojmech infinitezimélniho poétu zaloZenou) zévéretnou tvahu.

Zpravidla se postupuje takto: polozime-li

a=aq’, a1=aq', ..., a,=aq", adile
Sp=0ap+a1+ " +an, 1

snadno postupné dostaneme

Sp, =ap+ay+ax+---+an
qSn = ay+az+---+ay+an

sn(l—q)=ao = Gn41 =a(1—q"*?)

17 terminologického hlediska poznamenejme jest& tuto zajimavost: jsou-li G(a,b) = Vab
a H(a,b) = 2ab/(a + b) geometricky a harmonicky primar &isel a, b, snadno nahlédneme,
%e v geometrické ¥ad& jsou &leny geometrickym primérem obou sousednich &lenti, zatimco
v harmonické ¥adé jsou harmonickym priimérem sousednich &lent.
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aprog#1
1-— qn+1 a qn+1

Sh=a 14 _l—q—al—q'

(2)

V tomto okamZiku se nékdy vyklad na stfedni Skole pfesune do intuitivni ro-
viny. Napiiklad se poznamen4, Ze jestliZe je |g| < 1, pak je druhy zlomek pro
vzristajici n stile mensi a men3i a vie se uzavie zapsanim vzorecku pro soudet s

Z4ci stfedni Skoly teprve sbiraji prvni poznatky o redlnjch &islech a ma-
ji o nich jen velmi mlhavou pfedstavu; je vSak tfeba s ni vystacit. Piesto je
nutné zavidéné pojmy definovat. Geometricka fada ndm pozdéji miZe pomoci
jako jednoduchy ilustrativni p¥iklad a umozni i hlubsi vhled na vztah racional-
nich a iraciondlnich ¢isel. Dnes nabyvaji opét vyznamu dlohy drokového poétu
a ty jsou pfileZitosti k prvnimu sezndmeni s geometrickou posloupnosti: 1ze
napf. startovat od zkoumdni p¥ipadu stfadatele, ktery si uloZil jistou &astku
do banky a pravidelné si Groky vybiré, nebo je v bance ponechivd, pfipadné
pravidelné jistou ¢astku uklada.

Piechod k infinitezimalni Gvaze je pro Zaky i ve vys§ich t¥idach obtizZny, je
na mist& byt vak jiz presnéj$i a zdiiraznit, e vyjadieni pro zbytek r,, po sn,
tj. po seéteni aZ po €len a,, jsme de facto jiZz nasli a %e (vzhledem k tomu, Ze
index prvniho élenu je 0, je a, ve skutetnosti v pofadi (n + 1)-nim &lenem)

plati
n+1

(3)

Abychom se vyrovnali s konvergenci zbytku k 0, pfipomeneme nejprve vyjadieni
vzdalenosti na ¢iselné ose pomoci absolutni hodnoty a pak pfistoupime k vlastni

definici souétu Fady
o

a+a+azt+-=) an 4)
0

(sumaénich symboli neni tfeba uZivat, zatatedniky navic ¢asto mate uZiti stej-
ného symbolu pro fadu i pro jeji soudet).

Pfipomehme, Ze &istetné soulty s, jsme definovali v (1). Soudtem Fady
(4) je takové &islo s, od n&ho? se pro viechna dostatetné velikd n € N Eastedné
souéty s, libovolné maélo lisi. Je-li tedy dana libovolné mal4d maximalni povolend
odchylka € > 0, pak existuje takové k € N, Ze pro viechnan € N, n > k, plati
|s— 85| <e.2

Pro geometrickou fadu s kvocientem g, |g| < 1 toto chovéni lehce ov&fime:
zvolime-li libovoln& € > 0 (pro zéky radéji provedeme tivahu nejprve napt. s g =

2Je docela uZitetné zdiiraznit, %e jde vlastné o viechna n a¥ na koneény polet a pou¥ivat
pak fraze ,,Pro skoro viechnan ...“.
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0,01), sta&i s ohledem na (3) dokAizat existenci pfirozeného &isla k tak, Ze pro
viechna pfirozena n, pro néz je n > k, plati

In+1 |a l | q |n+1

|r,,|—|a|"1 <e.

-q 1-]q|

ProtoZe je zfejmé | ¢|* > | ¢|™ pro vSechna n > k (vyuZivime monotonie), sta&i
nalézt jedno takové n a to zvolit za k. JelikoZz m4 platit

IQI"+‘<E(1|G:QD, (5)

sta&i volit n < (loge + log(1 — |¢|) —log|a])/log|g| — 1. Mohli bychom sa-
moziejmé spolitat i nejmensi vhodné k, pro naSe Gvahy ndm viak stali jen
existence néjakého takového k.

Nemaéme-li k dispozici funkci log, 1ze se jednoduse o existenci potiebného
k presvédiit nésledujicim zplisobem (uZijeme Bernoulliovu nerovnost, kterou
bychom méli pro jeji uZitetnost dokdzat v kazdém p¥ipadé): z binomické vty
ihned vidime, Ze pro vSechna n € N a pro z > 0 plati (1 + z)* > 1 + nz.
Pokud potfebujeme procvi¢it matematickou indukci, snadno to dokdZeme také
pro = > —1. Indukéni krok provedeme takto:

1+2)"" >1+n2)(l+2)=1+(n+1z+na’?>1+(n+1)z.

Je-li nyni | ¢| < 1 a je déno libovolné € > 0, stali nalézt k tak, aby platilo

la]lg|**!

| L ——<e¢

el < ST <o
neboli -] |)

q
' q|k+1 <170
el

Symbol :=, resp. =: uZivime pro rovnost, kterou definujeme novy vyraz &

proménnou, zde tedy ¢’. Pfejdeme nyni k opa¢né nerovnosti pro pfevricené
hodnoty; s vyuZitim Bernoulliovy nerovnosti plati

1 ( 1—Iql)'c+1 1-|q|
— = (1+ >1+(k+1)
TIEE Tl ( Tal

a nyni jiZz snadno zvolime k tak, aby posledni vyraz byl v&tsi nez 1/¢’. (Ber-
noulliovu nerovnost lze pouZit dokonce v slabsi podobé s z > 0.) MiZeme tedy
shrnout: pro dané |g| < 1 a pro viechna dostateéné velka n je tedy

|rn] <e.

Je uZiteéné, napi. pomoci kalkula¢ky, udélat srovnéni geometrickych fad s kvo-
cienty blizkymi 0 a 1. PoloZme napf. ¢ = 0, 1; pak po seteni étyi' Clent Fady
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1+ q+q®+--- dostaneme vysledek s chybou rovnou (900)~!. Abychom pro
fadu s ¢ = 0,9 dostali mensi chybu, musime secist alespoi desetkrat tolik ¢leni
(jednou z roziifenych povér totiZ je, Ze geometricka fada — protoZe ji umime
se€ist — konverguje dobfe a tedy rychle). V jaké mife je mozné s Z4ky tyto dvahy
provést, musi rozhodnout ucitel podle jejich matematické vyspélosti.
Budeme-li potfebovat pfi probirani této latky motivaéni ivahu, poslouZi do-
bfe ,sladkd“ historka, kterd se vypravi o matematikovi s exotickym jménem
BELA VON KEREKJARTO (1898 - 1946); ta ukazuje, %e &slo s nekonednym
periodickym desetinnym rozvojem (,,n&co ¥patné pfedstavitelného“) lze vyjad-
Fit jako jednoduchy zlomek (,n&co vcelku pfedstavitelného“), resp. jak sedist
geometrickou fadu, ktera je pro exaktni zavedeni téchto &isel zapotiebi:

Kérékjarté jako dit& jedl radd Eokolddy firmy, kterd z reklamnich
diivodi pfiddvala do kaZdého bali¢ku s tabulkou &okolady i kupén.
Deset téchto kupént bylo moZno vymeénit za dalsi bali¢ek ¢okolady,
obsahujici pochopitelné i dal$i kup6n. Problém prameni z toho, Ze
za cenu bali¢ku bylo moZno dostat jednu tabulku &okolddy, desetinu
tabulky ve formé& kupénu a tedy vlastné setinu tabulky s desetinou
kupénu (za né&z bylo moZno mozno kup6n vymeénit) atd.

Kupovalo se tedy 1,111 ... &okolddy. Mlady Kérékjart6 si koupil
9 bali¢kl ¢okolddy. Tak ziskal i 9 kupdni. Pak Sel zakoupit desé-
tou ¢okolddu, kterou ,zaplatil“ jiZz ziskanymi 9 kupény, ke kterym
pfidal kupén ze zakupované &okolddy. Tak ziskal za cenu 9 bali¢-
ki celkem 10 tabulek &okolady (a Zaddny kupén mu nezbyl), neboli
dospél experimentem k poznatku 1,111 ... =10/9.

Podobnych dloh dokdZe dobry uditel vymyslit vice, aby své Ziky vhodné mo-
tivoval k touze poznat spoleény obecny princip, pokud jsou oviem v dostatetné
mife ,motivovatelni“. Populdrni jsou napf. Glohy o mouse (moucha 1ét4 mezi
jedoucim cyklistou a cilem jeho cesty), nebo podobn4 tloha o psovi, hajném
a jejich putovani z hospody domd (Napf.: Opily hajny ujde 3 km/hod, pes
bézi dvakrat rychleji a tak neustile béha mezi hijovnou a hajnym; po dvou
hodinich dorazi hajny do hijovny. Kolik nab&h4 jeho pes?). NeZ se na problém
podivime z trochu jiné stradnky, poznamenejme, Ze vysokoskolsky vzdélani lidé
pfiklady uvedeného typu ¢asto feSi skute¢né séitdnim 7ady, nicméné jen maélo
z nich zvladne jeji setteni.

Z uvedené ,sladké historky“ lze vSak vyt&Zit vice: pokud by kupén pfiloZzeny
v balitku &okoladdy byl poukizkou na jednu g-tinu &okolady (pfedpoklddéme,
%e pro ¢ € N plati ¢ > 1), sta¥i Gvahu zopakovat se zakoupenymi (¢ — 1)
&okolddami. Plati pak

1+-1-+—1—+--+i+ N SR
g q 1-(1/q) gq-1

Pokud bude kupén piiloZeny v balitku &okolddy poukazkou na (p/g)-tin &o-
kolddy (pfedpokléddme, 7e 0 < (p/q) < 1 a p,q € N), je t¥eba ,zakoupit
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g — p Cokolad a pfi poslednim ndkupu poZadat o p éokolid, za které odevzdame
(g — p) + p poukazek na celkem g¢.(p/q) = p balitki“: proto je

@) e ()

Jak vidime, cesta k odvozeni vzorecku byla v tomto pfipadé jednoduch4, pouZili
jsme v8ak trik. Pouéné je i védét, jak se se s¢itdnim geometrické fady vyrovna-
vali matematici v ddvné minulosti. Uvedme nékolik historickych pfikladi.

Abstrakce spojend s pfedstavou nekonetného opakovini né&jaké operace
a s precizaci pojmi limity posloupnosti nebo souétu (nekoneéné) fady je velmi
obtiZzné. Svédéi o tom historie vyvoje pojmu konvergence. Je viak znidmo, Ze
i pfi vignim pojeti takovych pojmi bylo genidlnimi matematiky (ISAAC NEW-
TON (1643 — 1727), JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748), LEONARD EULER (1707
—1783)) ziskdno mnoho cennych (a jen zcela vyjime¢n& nespravnych) poznatki.
Nutnost precizovat pojmy a zachizet s novymi objekty velmi opatrné a tak,
abychom si poéinali korektn&, je vSak vhodné Zikim ihned pfedvést: lze to
ilustrovat napf. pfedvedenim nésledujictho ,,pocitani“:

0=(1-)+@1-1)+@-1)+1=1)+---
=1-141-141-141-1+4--.
=14+ (-14+1)+ (=141 +(-1+ 1) +(-1+1) +---=1

Nalezeny spor ukazuje, Ze takto mechanicky se s nekoneénymi souéty zachizet
ned4 - neni zapotfebi zachizet do detaili (divergence fady apod.).

Teoretické zkouméni pohybu ¢inilo nasim pfedkiim obtiZe. VEimnéme si blize
jedné ze zndmych aporii, jejichZ autorem byl jeden z duchovnich otcd dialek-
tiky ZENON (490 — 430 pfed n.l.); byva nazyvana Achilles a Zelva. Uvedeme ji
v modifikované podobé&. Zenon se taZe, jak miZe Achilles dohonit Zelvu na sta-
diénu, da-li ji ndskok jedno kolo a b&zi-li dvakrét rychleji neZ ona. Komentuje:
Ubéhne-li Achilles jedno kolo, je Zelva o pil kola pfed nim, ub&hne-li Achilles
tuto polovinu kola, je Zelva opét pfed nim o &tvrt kola atd. Prosty Gsudek uka-
Ze, Ze za dobu, kterou potfebuje Achilles k ub&hnuti dvou kol Zelva ub&hne
jedno kolo a bude tedy dostiZena bez ohledu na to, Ze Zenonem provadéna Gva-
ha je ,nekoneénd“. Z matematického hlediska se paradox ,nekona“; na tom, Ze
nekoneénd fada miiZe mit koneény soudet,? tj. Ze

1+_1.+.1_+l+...-—1
2 4 816 T
neni z dneniho pohledu nic paradoxniho.
PouZijeme-li moderni terminologie, pak fakt, Ze geometricka fada mé soudet,
byl zndm uZ ARISTOTELOVI (384 — 322 pfed n.1.). Je v8ak velmi pravdépodobné,

3A to je pravé to, co si nedovedli stafi Rekové p¥edstavit, nebot to odporovalo pfedstavé
o pouze omezené délitelnosti a nikoli dé&litelnosti na libovoln& malé &asti.
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%e ji% sta¥i Babyléfiané provadéli iivahy typu

141=2, 14+1+42=4, 1+1+2+4=38,..., tedy
14142+---4+2"1=2.2""1 ;3 tedy
142442 1=2"_1,
Viimnéme si bliZe, jak se vyrovnava s podobnymi ivahami EUKLEIDES (365

— asi 300 pfed n.l.). V jeho Zdkladech nachizime (viz § 34) takovouto dvahu:
oznalime-li ¢leny geometrické fady a Easteény soudet jako v (1), plati

01—00=an+1—ao’ tedy
Go Sn
Sn (1 —q) =0ap — Gn+1 =a(1_qn+1) . (6)

Jeho ditkaz probih4 takto: pro geometrickou fadu (fadu ,se stalym pomérem
¢lent*) plati

Odettenim jedni¢ky od kaZdého zlomku a tpravou dostivame

a1—aG a2—aG __ Gn4l —Gn

Qo a1 Qn

[=:¢-1].

Eukleides umél dokizat, Ze pro takové zlomky (poméry) jsou ve stejném poméru
i souéty vSech Citatelli a soucty viech jmenovateld, tj.

i(akﬂ —ax) = (Q’l)zn:ak ,

k=0 k=0

z &ehoZ plyne (6), resp. (2).

Pro speciélni ¢ uréil Eukleides souéet geometrické fady v souvislosti s ezhaus-
tivni metodou a uréovanim objemu jehlanu a rotaéniho kuZele. Tuto metodu
pfived] pozd&ji k tém&F naprosté dokonalosti ARCHIMEDES (287 — 212 pfed n.1.).
Pout#il ji napf. pfi kvadratufe (tj. vypoétu obsahu) parabolické isede: vyjadfil
jeji obsah jako soucet Fady

A A

A+%+F+4—3+-"[=(4/3)A]. )
Ponechme stranou to, jak se exhaustivni metoda aplikovala (vritime se k ni
podrobnéji v samostatném &l4nku) a jaky geometricky viznam m4 konstanta A;
k &islu (4/3) A Archimedes dosp&l korektn& tak, Ze ukazal, Ze na levé strané (7) je
vyraz vyjadfujici &islo, které nemiie byt ani v&tsi, ani mensi nez (4/3)A. Uvahy
podobného typu se provadély zdaleka ne ojediné&le; jde o metodu dvojiho sporu.
Pozor, na$ struény zapis nesmi byt tedy chybné pochopen a vést k pfedstavé,
%e Archimedes znal pojem limity posloupnosti; trvalo totiZ je§té mnoho let, ne%
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se matematici naucili my3lenkové zvladat a bezchybné pouZivat ono ,tajemné
nekoneéno®“.4 ,

Sezndmeni s elementirnimi fadami je vhodnou problematikou pro stiedni
gkolu. Je t¥eba Fici, Ze vy¥e uvedend standardni Givaha je ¢asto prakticky tim
jedinym, co se — kromé& nicviku poéetni techniky — Z4k stfedni koly (zpravidla
gymnézia) o fadach dozvi. Pro inspiraci k volb& vhodného obohaceni vykladu
(jist& vZak ne pro jeho zkomplikovéni) lze pouZit historickych dvah. Jedna véc
by vSak méla mit pfednost: Z4ci by méli alespoii jednou vidét vzijemny pievod
mezi zlomky a periodickymi desetinnymi rozvoji.

Jist& neni obtiZné pochopit, Ze zlomek je reprezentovan bud ¢&islem s ukonde-
nym desetinnym rozvojem (ve kterém jsou od jistého ¢lenu poéinaje dalii ¢leny
rovny 0), nebo periodickym desetinnym rozvojem (a pak je snadné odhadnout
maximalni délku periody, ale dosti nesnadné pochopit vyznam vysledku & pii-
padné to, jak se s takovymi ¢&isly providéji elementarni operace).

Pro zlomek p/q pfi déleni miZeme dostat jako zbytek po nejvyse g krocich
0, nebo se jeden z moZnych nenulovych zbytki vyskytne v téchto g krocich
opakované, coZz vede k periodicité. Je vhodné na jednom specidlnim pfipadé
také ukazat (podobnost s 7 je oviem &ist& ndhodnd), jak probiha ,obraceny
pfevod“:

— 31415 11
14 =22 — 4.
3, 1415026 = T + 926 (107 + 1w t )

_3u15 9% 1.1
10000 ' 107 103 ° 1086
_ 31415 926 1000 _ 31415 926

= 10000 T 107 999 _ 10000 T 9990000
_ 31384511

~ 9990000
Dokonce i dfive, pfed zvladnutim vzorce pro souet nekonetné geometrické

fady, jsme schopni pfedvést nasledujici obrat: od 31415,926 (= 3,1415926 x
10000) ode¢teme pivodni &islo ndsobené 10 a dostaneme tak

9990 x 3,141592 = 31415,926926926. . .
- 31,415926926. ..

=31384, 511

Je ted ’
y 31384511

9990000 °

Podstatu -drobného podvodu, kterého se na Zacich pfitom dopustime, neni snad
tfeba podrobnéji rozebirat. Ano, je to podvod, zaloZeny na tom, Ze se nepfi-
jemné ,nekoneéné &4sti“ desetinného &isla elegantné zbavime, ani% patrame po

3,1415926 =

4D4 se Fici, Je staff Rekové méli uréity strach z nekonena a tivahdém o n¥m se pf¥i odvo-
zovani a dokazovani vyhybali.
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jejim smyslu; je vSak dobré na né&j Zaky upozornit (srovnejte s nasimi dvahami
o geometrické rad¢).

Myslim, Ze pfi dobfe naplanovaném postupu Zici nakonec myS$lenkové celou
véc dobfe zvlddnou; snad se tak zbavime jedné ,zaklinaci formule“ o periodic-
kych desetinnych rozvojich (Periodické desetinny rozvoj ddvd Eislo raciondini),
kterou Zaci pfi pfichodu na vysokou Skolu mnohdy sice perfektné na verbalni
urovni znaji, ale velice ¢asto viibec nechdpou.

K obohaceni vykladu médme i na stfedni Zkole je§té dal§i mozZnosti: uved-
me nékteré z nich. Pomérné vdétné jsou tlohy o vepisovani pravidelnych n-
thelniki: stfedy stran pravidelného n-tihelniku jsou vrcholy do néj vepsaného
podobného n-thelniku. Tuto operaci vepisovani neustile opakujeme a tiZzeme
se, jaky je soufet obsahli takto vytvofenych polygoni. Je-li vychozi polygon
rovnostranny trojihelnik o obsahu rovném 1, dospéjeme posléze k souétu

@) )+

zatimco napf. pro jednotkovy étverec dospéjeme k fadé

()0 ()

Zajimavym objektem objasnitelnym Zakdm na relativné elementarni drovni
je fraktdl zpravidla nazjvany Kochova vlocka® nebo Kochiiv ostrov. Vznikne
z rovnostranného trojihelnika (oznaéme délku jeho strany a) operaci, kterd
mé nekonecné mnoho krokt: v kazdém z nich zvétSujeme obsah vznikajiciho
atvaru pfipojenim stéle vétsitho poétu podobnych trojihelnikid. Nejprve ,,pfi-
lepime centralné“ ke kazdé strané zakladniho trojuhelnika trojihelnik o strané
(a/3) (tak po prvnim kroku vznikne ,Davidova hvézda“), pak pfilepime ke
kaZdé z jejich 3 - 4 stran rovnostranné trojihelnitky o stranich délky (a/9)
atd. Pripojeny nédkres piiblizuje myslenku konstrukce dostate¢né piesné a zaci
pomérné snadno akceptuji fakt, Ze tento proces se opakuje nekoneénékrat.

vX

Obr. 1
Nyni l1ze pouZit geometrické fady a ukazat, Ze vznikly atvar mé konecny ob-
sah: oznac¢ime-li A obsah zdkladniho trojihelnika, je souéet obsahi pfidavanych
trojihelnikd roven souétu fady

1 4 42 1/9
3(5‘}'@4"9—34'"')14-—3-————1_(4/9)14

5Podle §védského matematika HELGE N. F. KOCHA (1870 — 1924), ktery je zndm mnohem
vice svymi pracemi z funkcionélni analyzy.
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a tedy, s ohledem na A = (a2v/3)/4, pro celkovy obsah plati

Pxoch = (1 + -3~) A= %az .
5 5

Délka hranice Kochovy vlogky je (na rozdil od délek hranice kazdého polygo-
nu, ktery vznikd vzdy po jednom kroku procesu) nekoneénd, to viak ukiZeme
v dali ¢asti €lanku, kde se charakter fad, se kterymi zachéizime, podstatné
zméni: budeme se vénovat divergenci.

Je-li v geometrické radé kvocient ¢ = 1, pak proa # O fadaa+a+a +

- ziejmé diverguje. Pritom poukdZeme na to, Ze ani zbytek, ani n-ty élen
nekonverguji k 0. Co to v8ak znamend ,divergovat k nekonetnu“ ? Pro fadu
s kladnymi ¢leny to vyloZime jednoduSe: je to patrné dokonce pochopitelngjsi
nezli konvergence fady. Rada  a,, diverguje k nekone&nu (fikame, Ze jeji soudet
je +o0, pfiem? piSeme Y a, = 00), je-li splnéna tato podminka: at zvolime
jakkoli K > 0, ¢aste¢né soucty s, budou od jistého n vesmés vétsi nez toto K.
Pomineme-li trividlni pfipad nekone¢ného souétu 1+ 1+ 1+ ---, ¢i obecndji
vySe uvedené fady a+a+a+- - -, je patrné ,nejpopuldrnéjsi“ divergentni fadou
s kladnymi ¢leny harmonicka fada

—1 1 1 1 1
;E“T+2+§+Z+"" (8)
jejiz n-ty Clen konverguje k 0. I kdyZ jde o véc zdanlivé naro¢néjsi, s lepSimi
zaky ji (napf. v rdmci rozsifujici vyuky) snadno zvlddneme. I zde je pouéné si
v§imnout historie.

Divergenci harmonické rady lze dokazovat rizné: takto probiha velmi stara
a dnes jiZ zcela standardni Givaha, kterou pouZil poprvé patrné kolem r. 1360
NICOLE ORESME (1323 - 1382). Pred jejim pfedvedenim je v8ak nutné detailné
objasnit, Ze tato ivaha poskytuje prostfedek ukdzat, jak lze Castecné soucty
harmonické fady udélat vét3{ nez libovolné zvolené n € N (musime se vyrovnat
s moznosti vyuZit zdvorkovani). Pak ji teprve Ize schematicky popsat takto:

il-—- l+...+1 + _];.+.+_1_ +
—k \1 9 10 99

1 1 4> LI +1 +
100 T 909 =\10 10
1

+
+ 4o L + ! +---+——1— +oe=
100 100 1000 1000 -

_9+ﬂ+900+ _g+9+9+
10 ' 100 ' 1000 10 10 10 '
Dikaz, ktery podal Oresme, byl zaloZen na stejné myslence, avSak vyuZzival

mocnin o zdkladu 2; seskupeni ¢lent bylo provedeno takto:

it (s e S ) (e D) (2 D)
1°2°\3 4)"\5 8)" \9 1
1 1 1 1 1

>§+§+§+§+§+‘”
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V této formé byva dikaz divergence nejéastéji prezentovan, pro zZaky na stfedni
gkole je v8ak ,dekadickd“ verze patrné piirozené;jsi.

Poznamenejme jesté, zZe Oresme pracoval i s geometrickou fadou a pro ,mno-
ho“ kvocient dokazal (s pfesnosti v té dobé obvyklou) jeji konvergenci. Ukézal
nejprve, ze pro viechna a a vSechna k € N plati

a 1 1\? 1\ ! 1\"
E(1+<1—E>+(1—E> ++(1—E) )+a(1—z) =a
a pak se omezil na konstatovani, Ze ¢len (1 — -1,;)" jde s rostoucim n k 0. Spolu
s historickou pozndmkou mtzeme piiklad pouzit napf. pfi procvic¢ovani indukce.
Pfipomeneme i jiné moZnosti, jak ukazat divergenci harmonické fady; je jich
mnoho, jsou ale pro matematicky neskoleného ¢lovéka daleko méné pochopi-
telné. Navic, pokud mu je pfedvedeme, neuvédomi si, Ze pracuje s aparatem,
o ném? vlastné nic nevi.
Predpokladejme, Ze harmonickd fada m4 (koneény) soudet s. Potom

a dostavame s > s. To je potfebny spor. Lze k nému dojit i takto
(o o] oo oo (o] (o o]
1 1 1 1 1
s“§ "Zﬁ+;2k—1 =5 T

k=1
odkud plynou rovnosti

Eol i

s s 1 1 1 1,11

s 2——2—1+3+5+,..——2+4+6+...,
ale to je jiz vcelku nepodstatné modifikace (spor dava porovnani odpovidajicich
¢lenli a rovnost souttl). I pfes svoji jednoduchost byl Oresmiiv diikaz divergen-
ce harmonické fady zapomenut a proto se slavni matematici minulosti k tomuto
problému ¢asto vraceli. Je pouéné si vSimnout nékterych jejich dikazt, které
opét jen naznaéime: nalezli je JAKOB BERNOULLI (1655 — 1705) a jeho bratr
JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748). Prvni z roku 1689 od Jakoba ma podobnou
myslenku jako je ta, kterou jsme jiz pouili: n? —n ¢lent v nasledujicim vyrazu
odhadneme tim nejmensim

1 + 1
n+l n+2

1, 1 1
+-~+ﬁ—2—>(n —n)(;—;—):l——;,

a tedy po pfi¢teni vyrazu (1/n) k obéma stranidm nerovnosti

Ly o it
n n+l n+2 n2 ’
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Toto v8ak napf. ukazuje, Ze zbytek po secteni n ¢lenti harmonické fady nemiize
konvergovat k 0, resp. jak seskupit (podobné jako v pfedchazejicich p¥ipadech)
Cleny pro dosaZeni libovolné velkého ¢astecného soudtu:

Tt (s D) (2er 2 )t
234 5 52

Dalsi postup je jiz zfejmy.
Johanniv ,dikaz“ nejsnaze zachytime takto: (uvédomte si, Ze se s fadami

¢asto manipulovalo, ale bez zdiivodiiovani legitimity tprav) dokdzal nejprve

rovnost
i.__l___.-—i_}___l__i__l__f....-——l (9)
= (k-1)k 12 23 34 T

Pokud ji budeme chtit Zakim dokézat, budeme vychézet pfimo z definice souétu

fady a vyuZijeme ziejmych vztaht
+ 1 1
n—1 n
1

=S (-3 (-9

=1 = k-1 1 2 3
s=1=3 =Y Gomp-T3tastiat T
k=2 k=2
1 1

= 5 + §i‘§ *oga t ot +

+ 535 + 33 t+ 15 + +

+ &+ &+ +

+ = + +

PouZijeme-li jiz odvozeného vzorce (9), resp. jeho malé modifikace, a vztahu

1 _ 1 1
(k-Dk k-1 &k’
dospé&jeme pomérné snadno seétenim ,diléich* fad ke vztahu
1 1 1
s—l=—+4-+-+4--=5.

12 3
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Bernoulli si byl védom oSidnosti avodnich ,,odvozovacich“ ivah. Podobné totiz
odvodil

3 4 3 4 5
2=24+5 gt (Grgrgr) =
3,,,3 4 — 1
((2—§)+(§—§)+-~-)=k§=:2m’

vedouci ke sporu s (9). V3iml si nejen toho, Ze v prvnim pfipadé pro vychozi
fadu plati a, = (1/n) — 0 a ve druhém piipadé a, = (n+1)/n — 1 # 0,
ale odhalil také to, Ze je to podstatné: naznacené manipulace jsou korektni pro
takovou rfadu Z‘lx’ an, pro kterou plati a,, — 0.

Nebylo by zdaleka vhodné vSechny predvedené Gvahy zakim vykladat — jsou
zajimavosti pro hlubsi zajemce a maji problém divergence jen osvétlit z vice
stran. Na druhé strané zakladni mySlenku ze zavadéni divergence je vhodné
zaktm pfibliZit. Je rovnéZ vhodné se pozdéji k této problematice vratit, at jiz
na vysoké skole nebo v zadjmovém krouzku. Pak se ndm miZe hodit, pfipravime-
li si dfive pidu nasledujicim velmi ndzornym obrizkem:

1
-
L ‘\‘*\:_J ___________ T
0 1 2 3 4 5 X

Obr. 2

Oznatime-li plochu pod grafem funkce f na intervalu [a, b] symbolem P(f;a,b),

vidime (porovninim ploch obdélni¢ki na obrizku) srozumitelné znizornéni
vztahu

1 -1, 1 1 1
+"'+‘T;_—1>P(.’I} ,1,n)>2+3+ +n.

+

el R
N

Tak budeme moci pomérné snadno pozdéji odhadnout ,rychlost divergence"
harmonické fady pomoci pfirozeného logaritmu. Pohledem na obrazek odhad-
neme i velikost chyby: soudet rozdili obsahii opsanych a vepsanych obdélnicka

je ziejmé
1 1 1 1 1 1
-z - - <
(1-3)+ (G 5)+(G-2) st
co? je fada (9), jejiz soucet jsme jiz uréili. Z obr. 2 je dobie patrné, jak se

Castedné soudty (9) se vzriistajicim n blizi k 1: sta®i umistit viechny oznatené
obdélni¢ky pod sebe do jednotkového &tverce.
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Vsimnéme si jesté rozdilu

n
Tn = Z
k=1

ktery je na obr. 2 znizornén jako soucet obsahti ,kiivodarych trojihelnickd®,
které vzdy vypliiuji ¢ast jednotkového Ctverce. I Zaci stfedni 8koly budou ochot-
ni patrné akceptovat myslenku, Ze se vzristajicim n se soucty v» téchto obsaht
bliZi k néjakému €islu v (obrazek mé v tomto pfipadé zna¢nou ilustraéni hod-
notu). Mame je$té néjaké moZnosti k obohaceni Zakd o nové podnéty? Ano,
k nésledujicim experimentiim vSak potfebujeme pocitac.

Programy pro tzv. poditadovou algebru (computerized algebra je, bohuZel,
jiz vzity anglicky termin, zahrnujici manipulaci s objekty daleko za hranicemi
tradiéni algebry), jako jsou Mathematica nebo Maple, si s podobnymi vypocty
snadno a velmi rychle poradi: doba potfebné k vypoétu tdaji je minimélni,
nejvice prace zde da naudit se s témito programy zachazet.

V okamziku tak ziskdme pfesné prvnich deset ¢astenych souétid harmonické
rady

—logn ,

ol i

3 11 25 137 49 363 761 7129 7381

nebo zaddnim Sum[1/k,k,1,100] jeji sty ¢astecny soulet, jehoz hodnota sigo
je
14466636279520351160221518043104131447711
2788815009188499086581352357412492142272

(k ziskani desetinného tvaru stadilo napsat NSum[1/k,k,1,100]).

BohuZel vSak ne kazda $kola mé k dispozici takovy vhodny program a neni
moZné pri stavajicich cendch programového vybaveni obé&tovat desitky tisic za
popsané programové baliky. Snad je v8ak uZite¢né upozornit na to, Ze nékteré
jsou dostupnéjsi a Ze se snad s nimi i na Grovni stfednich kol brzo setkame. Na
vysoké tirovni je vyvijeny program MuPad z Paderbornu, ktery je pro védecké
instituce a Skoly zdarma, poditd vSak s naroénym poditacovym vybavenim.
V Rakousku je popularni program Derive, ktery rakouské ministerstvo Skolstvi
zakoupilo pro vSechna gymnézia a ktery se stal standardnim vybavenim 3kol.

Dnes tedy neni obtiZné sestavit nasledujici tabulku. Ud4va ¢asteéné soudty
harmonické fady s, pron = 2F — 1, k = 1,2...; ve sloupci oznaeném -,
ukazuje, jak se 7, ,blizi“ ke v a umoziuje nam toto priblizovani kvantitativné
vyjadrit. Mizeme eventudlné zZakim prozradit, Ze ¢islo v, ke kterému rostouci
posloupnost éisel «y,, konverguje, je svizano se jménem Leonard Euler a Ze o této
tzv. FEulerové konstanté v = 0,5772156649 ... dodnes nevime, zda je to ¢islo
raciondlni nebo iraciondlni. Zaroveh se mohou presvédcit o presnosti pomérné
hrubého odhadu pouZitého Oresmem pro dikaz divergence.

=5,18737... .
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n Sn Tn

1 1.0000000000 1.000000

3 1.8333333333 0.734721

7 2.5928571428 0.646946
15 3.3182289932 0.610178
31 4.0272451954 0.593257
63 4.7282659037 0.585131
127 5.4253345925 0.581147
255 6.1204387128 0.579175
511 6.8145634095 0.578193
1023 7.5081991097 0.577704
2047 8.2015904905 0.577459
4095 8.8948597563 0.577335
8191 9.5880679757 0.577276

Divergence harmonické fady souvisi se zajimavymi experimenty, které velmi
Casto Zaky upoutaji a pfekvapi. Jednim z nich je dloha o kladeni cihel stejného
formatu na sebe tak, aby se primét té nahote vzdalil co nejvice od primétu té
vespod. Casto si zaci mysli, Ze napf. vidy musi priimét té nahofe mit neprazd-
ny prunik s primétem spodni, jinak Ze by se konstrukce zhroutila. ZkuSenost
ukazuje, Ze tato iloha pomérné snadno vyprovokuje zZaky k experimentovani —
a to je dobre. Idedlnim objektem pro experiment ve t¥id8 jsou hraci karty.

Polozme bali¢ek karet na okraj stolu tak, aby kratsi strana byla pravé na
hrané stolu. Je tfeba posunovat karty tak, aby se bali¢ek nezhroutil a vrchni
karta nebyla Zddnou svoji ¢asti nad stolem. Nechte Zaky hledat idedlni feSeni
s maximalnim moZnym pfesahem. Zde je feSeni této (velmi vigné) formulované
tlohy — vede na vySetfovani ¢astecnych souctd harmonické rady.

PopiSme si ,zaéatek” (naértnutim obrazku muiZete podpofit svoji predsta-
vivost): pruni kartu shora lze posunout o maximilné polovinu délky mimo
sttl (karta bude v rovnovazné poloze). Zafixujeme jeji polohu viiéi druhé kar-
té a poznamendme si presah pres hranu stolu vyjadieny v jednotkich danych
délkou karty: (1/2) = (1/2) x (1). Dalsi mozné posunuti horni dvojice karet
je o (1/4), tj. tak, aby se nad hranu tf'eti karty dostal ,ptlici bod pfekryvu“
prvych dvou. Pfesah pak je (1/2)+(1/4) = (1/2) x (1+ (1/2)). Zafixujme nyni
vzajemnou polohu prvnich t¥i karet a posunujme tyto tii karty opét tak dale-
ko, jak je to moZné. Maximélni posun ¢&ini (1/6) délky karty a celkovy pfesah
je (1/2) x (1 + (1/2) + (1/3)). Pfedstavme si nyni, Ze je jiz n vrchnich karet
v bali¢ku posunuto popsanym zptsobem o (1/2) x (1+(1/2)+---+(1/n)). Za-
fixujeme jejich polohu viiéi (n + 1)-ni karté a budeme posunovat téchto (n + 1)
karet: pro rovnovahu na péce, kterou je (n + 1)-ni karta (ot4¢i se ,kolem hrany
dalsi karty“), plati pfi posunu o z

1-2) _ x
( 3 -(1—1x) —x'n+§-m,
odkud z = (1/2)(1/(n + 1)). Odtud oviem vyplyva moznost libovolné velkého

celkového presahu pii pouZiti dostateného poctu karet, protoZe je soucet fady
Y ore; 55 roven oo.
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Podobnou tlohu 1ze formulovat o velmi jednoduchych ,,mobilech ze stébel,
ale to ponecham ¢tenafim k rozmysleni & k vyhledani v literatufe (i u nés jsou
mobily obéas jesté k vidéni napf. ve formé rybicek apod.).

V prvni ¢asti €lanku jsme se vénovali geometrické fadé. Jako ilustraci jsme
spoletli obsah slozit&jsiho geometrického obrazce (Kochova vlocka). Ukazme
si nyni, Ze jeji dosti obtiZné predstavitelnd hranice mé nekonefnou délku.
Oznacime-li stranu zakladniho trojihelnika opét a a jeho obvod og, vzroste
po prvnim kroku (,pfilepeni 3 mensich trojihelniki“) obvod o 3 - a/3, tedy
na o = (4/3)op. Pti kazdém dalsim kroku délka kaZzdé strany roste pfilepe-
nim mensiho trojahelni¢ku na 4/3 své velikosti a totéz tedy plati i pro obvod:
02 =4/301,... . Proto jsou obvody postupné vznikajicich polygoni rovny ¢le-
num posloupnosti
4?2 4n

4
{3&, 3(13, 3(15-2—,... s 3a—37,...},

coZ je geometrickd posloupnost s prvnim &lenem 3a > 0 a kvocientem (4/3); je
tedy (pokud Z4ci pfijmou bez daldiho vysvétleni fakt, Ze délka hranice Kochovy
vlocky je vétsi nez délka hranice kaZdého z polygoni) nekoneénost délky hranice
»,dokdzana“. Poznamenejme jesté, Ze toto tvrzeni lze lokalizovat, tj. délka kazdé
netrividlni souvislé ¢asti hranice je rovnéz nekonec¢na.

Jiz vime néco o ristu ¢asteénych souctd harmonické fady: jeji divergence je
relativné ,,pomald”“. Pfedstavme si, Ze nyni vynechame z harmonické rady vse-
chny €leny tvaru (1/n), které maji v dekadickém z4pisu jmenovatele n alespoii
jedenkrat pouZitu uréitou, pevné zvolenou ¢islici, napf. 0. Dostaneme tak fadu

1 1 1 1 1

1
1 1 1 1
+91+ +99+111+ +119+ (10)

Ukazeme, 7Ze kazda takova rada konverguje. Stojime tak pred tkolem objas-
nit zaktm de facto srovnavaci kritérium, ale pro popisovany, zatim jen znacné
vagni pfistup, ndm staéi jen intuitivni pochopeni. Odhadneme nejprve shora
vSechny zlomky s jednomistnym jmenovatelem hodnotou 1; téchto zlomkd je
maximalng 9 (pokud jsme si vybrali éislici 0), resp. 8. Zlomky s dvoumistnym
jmenovatelem odhadneme hodnotou (1/10); téchto zlomk je pro vybér &islice
0 maximalné 90 — 9 = 81, resp. opét jesté méné. Zlomky s trojmistnym jmeno-
vatelem odhadneme hodnotou (1/100); t&chto zlomkt je maximdlng 93 = 729,
atd. Proto je soucet pri kazdém z moznych vybéri mensi nez

9 92 93 9 92
RETRETIR _9(1+10+100+ -)_90.
Pozoruhodné jsou dvé véci: tyto fady konverguji velice pomalu, ale — a to je
zajimavéjsi — daji se presto relativné snadno s dostatecnou presnosti secist.
Ani s vykonnymi pocitaci v8ak nelze uplatnit pfistup aplikovani ,hrubé sily“.
I velmi jednoduchy odhad ukazuje pro¢. Postupem obdobnym jako p¥i dikazu
konvergence odhadneme (provedme odhady pro pfipad &islice 0), Ze zbytek po
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seCteni vSech €lend, u nichZ mé jmenovatel nejvyse n Cislic, dostaneme sectenim
97+1 zlomki se jmenovatelem v&t$im neZ 10"+1, atd. Zbytek je tedy po secteni
9™ &lenti (jemnéji: dokonce po 9 + 92 + 93 4 - - + 9™) vét3i ney

9 n+1 9 n+2 9 n+3 9 n+1
— — — cee=10x% | — .
(10) +(10) +'(10> " (10)
Odtud se da snadno spoéitat, Ze vezmeme-li v Gvahu zaéatek Fady (10) az
po tiinictimistné jmenovatele, musime seéist 93 > 2,5 x 1012 ¢lend, pfiem?
zbytek bude stéle vétsi nez 10 x (9/10)1 > 216
Ideu se¢teni budeme ilustrovat na radé, odpovidajici vynechavani ¢lent s n

obsahujicim 0. Budeme odhadovat zbytek s takovou pfesnosti, abychom dostali

s pozadovanou presnosti soucet. Oznacime si S,, soucet pfevracenych hodnot
n-mistnych ¢isel. Tak napr.

S, — 1 1 1 1
TR TR TR
Zbytek po secteni pievracenych hodnot nejvySe dvojmistnych ¢isel obsahuje
nejprve Cleny Ss: ty odhadneme tak, Ze je ,,uzavorkujeme po deviti“. Mame tedy
v prvni zévorce &sla 1/111,...1/119, ve druhé 1/121,...1/129,... v posledni
1/991,...1/999. Kazdou ze zdvorek odhadneme zdola a shora, éimZz pro Ss
dostaneme odhad

A I 1 A gy LIPS
10 \12 ' 13 100 P>10\1n1 12 99 ) -

Oznadime-li odhad zbytku po sefteni S; + S2 pismenem Rz, a opakujeme-li

celou uvahu na dalsi ¢leny Sy, Ss, ..., dostaneme
, 9 9\2 9 9\2
(= ..l=9 Ro < 9S, = (=
U"’[uﬁ(m) + } U2 < Rz <95 52[10+(10) + ]

kde U vznikne z S zvétSenim kazdého jmenovatele o 1. Pro vysledny soudet
s tedy plati

S1+ 8, +9Us <s=81+852+ Ry <851 +853+4+95 =51 +105, .

ProtoZe lze snadno (dokonce i na kalkuladce) spoéist S1, Sz a Us, dostaneme
22,8027 < s < 23,4841. Priklad dava prilezitost ukazat, Ze i nejlepsi poéitade
obcas troSku té nékdy vehementné zavrhované ,matematické teorie* potiebuji.
Zaroven dosti hrubé odhady mohou probudit touhu zkusit ziskat lepsi vysledek
(problém séitani fad tohoto typu je velmi stary, v literatufe lze nalézt dalsi
prameny: viz [Wa), [Ap]; pFesné&jsi vysledky lze nalézt jiz v préci [Ir] z r. 1916).

6Podobné seétenim vEech &leni se jmenovatelem nejvyse o dvaceti &islicich obdrzime &as-
teény soulet, ktery se od souftu fady bude liSit o vice neZ 1.
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Nabizi se otdzka po jinych moznych zpisobech vynechavéni ¢lend harmonic-
ké fady a zkoumani konvergence fad vznikajicich timto zptisobem — tou také
vyklad uzavieme. Jeji pfirozenost dokumentuje fakt, Ze se takovym problémem
zabyval jiz L. Euler. Jde o problém divergence fady

1 1 1 1 1 1
Z —-—§+§+-5'+?+-1—i‘+"'. (11)

p prvoéislo

Jeji divergenci ,doké4zal“ jiz Euler, nikoli v8ak pfili§ korektné (jde o hlubsi
problém, ne pouze o to, Ze v té dobé byla divergence stéle chapana intuitivné).
Pouzil pfitom ,rovnosti“

o] 1 H < 1)—1
- = 1-- .
nzz:l n p prvodislo p

Jeho dikaz pozdé&ji spravil LEoPOLD KRONECKER (1823 — 1891). Z velkého
poctu ditkazi tohoto tvrzeni, které lze nalézt v literature (P. ERDOS, R. BELL-
MAN, L. MOSER, E. DUX, ... ) na nds dychne snaha nalézt opravdu elemen-
tdrni diikaz. Jisty pfehled o tom podéva ¢lanek [Ey], kde jsou jednotlivé dikazy
popsany. Zikon o zachovéani vynaloZeného sili dava tusit jisté hranice, na kte-
ré naréZime. Nésledujici dikaz publikoval IVAN NIVEN (nar. 1915). VyuZiva
vysledkt o fadach, s nimiZ jsme se seznamili, a také i pokroédilejsitho aparatu
(napf. nasobeni fad, vlastnosti exponencialy apod.).

Pokud se nidm podafi dokizat divergenci fady 3.'1/k, kde s¢itdme pies
vSechna k € N, kterd ve svém prvoéiselném rozkladu nemagji Zddné prvocis-
lo ve vy$si mocniné neZ pruni a pfes 1 (tento soulet je oznafen sumacénim
symbolem s &rkou)’, dostaneme odtud snadno divergenci fady (11). Mnozinu
vSech téchto &isel ozna¢me napiiklad A. RozepiSeme-li nékolik prvnich ¢lent
této fady, dostaneme soucet tvaru

1 1 1 1 1
i R e S

1+1
1 2 3 5 6 7 10

Z rozkladu na prvodinitele plyne, Ze kazdé n € N je sou¢inem &islan; € A a
ny € N, kde ngy je étvercem &isla z N. Proto snadno pro kazdé n € N dostavame

(}:'1/k> S22 Y 1ym.
k<n ji<n m<n

Protoze je pfi n — oo soucet na pravé strané nekonecny a druhy soucet na levé
¥ v s r__z . . . ! v z . 7 ~ ~
strané kone¢ny, dostavame i divergenci Y 1/k. Pfedpokladdejme déle, Ze Fada

"Takova k se nékdy nazjvaji squarefree numbers, pfiemi &slo 1 k nim prifazujeme
definitoricky.
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2 p prvosislo 1/P konverguje k B. Z e” > 1 + z plyne postupné pro z > 0 a pro
kazdé n € N

exp(B) > exp( > 1/p) = I a+vp =31k,

p prvoéislo p prvodéislo k<n
p<n p<n

coz dava potiebny spor s konetnosti § (pro ovéfeni posledni nerovnosti zvaizte,
Ze po roznasobeni posledniho souéinu dostaneme mezi séitanci mj. i v8echny
&leny posledniho souétu). Odtud vyplyva (pravda, pongkud slozitéji, nez jsme
zvykli) to, co by Zaci méli znat: mnoZina vSech prvocisel je nekonecnd. Nakonec
bych radd podékoval kolegtim, ktefi mi laskavé pomohli odstranit nékteré nedo-
statky textu a upozornili mne na méné srozumitelnd mista a také tém, ktefi se

rozhodli predbézné verze textu pfi vyuce vyuZit.
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