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7. VEKTORY A LINEARNI
TRANSFORMACE

7.1. Definice. 1. Aritmetickym vektorem o n (= 1) soufad-
nicich (slozkach) nad télesem T, stru¢ngji vektorem o n soufadni-
cich (slozkach), rozumime matici typu n/l nad télesem T. Prvky
této matice nazyvame souradnice neboli sloZky vektoru.

Vektory ozna¢ujeme obvykle malymi tuénymi pismeny, napf.
a, e Xx, Yy, ... popi. t¢Z s indexy. Vektor nulovy oznafujeme
zpravidla 0.

2. Mnozina vSech aritmetickych vektortt o n soufadnicich
nad télesem T se nazyva aritmeticky vektorovy prostor V, nad
télesem T, struénéji vektorovy prostor V,.

Ve smyslu definice 7.1.2 mluvime obvykle o aritmetickych
vektorech v prostoru V,, popf. vektorech v prostoru V, misto
o vektorech o n soufadnicich (slozkach).

3. Ke kazdému vektoru a v prostoru V, patii tzv. sdruZeny
neboli transponovany vektor; je to matice a’ typu 1/n, sdruzena
s matici a.

Je ztejmé, Ze matice sdruZena s libovolnou matici typu 1/n nad
télesem T je vekfor v prostoru ¥, nad télesem T.

7.2. Tti zakladni operace s vektory. ProtoZe vektory v pro-
storu V, jsou matice typu n/l, jsou pro né definovany tfi zakladni
operace: rovnost, s¢itini a skaldarni nasobeni ve smyslu odst.
1.4, 4.1, 4.3. Kvuli uplnosti je zopakujeme:

Xy M
7.2.1. Rovnost vektori x =] |,y =] : | je vyjadfena
X, Ya
n rovnicemi tvaru x, = ¥y, X, = V,. ..., X, = ¥, a zapisujeme ji
symbolem x = y. X+ oy
. o . X2 + ),
7.2.2. Soucet vektori x a y je vektor tvaru .
Znacime jej symbolem x + y. X, + Vv,

43



7.2.3. Skaldrni soucin &isla k s vektorem x je vekfor %2

b

kx,
ktery stru¢né oznadujeme kx.
Podobné se skalarni souéin vektoru x s Cislem k znaéi xk.

7.3. Poznamky. 1. Pro uvedené operace s vektory plati
pravidla 5.1 a 5.2.

2. Dale si vSimnéme, Ze kazdou matici typu m/n miZeme
povazovat za uspotfadany systém n vektorlt v prostoru V,, anebo
za uspofadany systém m transponovanych vektori z prostoru V.

7.4. Zavislost vektorii. Bud dano k(= 1) vektord v pros-
toru ¥,

ayq Ak

azy Aoy
a, = . s eeey A = .

anl ank

Vektory ay, ..., a, se nazyvaji vzdjemné nezdvislé, struénéji
nezdvislé, kdyZz matice typu n/k z nich utvofena,

all .. u‘lk

dyq ... dyy
A=[a,..,q]=

dpy - Ak

®

ma hodnost k. V opaéném pripadé€ se ony vektory nazyvaji vzdjem-
né zdvislé, strunéji zdvislé. Nékdy mluvime téZ o linedrné neza-
vislych, popf. zavislych vektorech.

Podle této definice je mezi kazdymi k vektory v prostoru V,
nejvySe n vektorl vzajemné nezavislych. Je-li k = n, jsou ony
vektory vzajemné nezavislé pravé tehdy, kdyz ctvercova matice
stupn€ n z nich utvofen4, je regularni. Je-li mezi danymi k vektory
vektor nulovy, jsou tyto vektory vzajemné zavislé.
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7.5. Véta. Vektory a,, ..., a, v prostoru V¥, jsou vzijemné
nezavislé pravé tehdy, kdyZ vektorova rovnice

x,a; + ...+ xa, =0

o neznamych Cislech xy, ..., x,, je spInéna jedin€ nulami, tj. x, =
= L0 = xk = 0

Dikaz: Pfi hofejSim oznaleni sloZzek vektort ay,..., a
zastupuje uvedena vektorovarovnice systém n linearnich homogen-
nich rovnic o neznamych x, ..., x,

Xy + .o+ X0, =0.

Tento systém ma jediné feSeni x;, = ... = x, = 0 pravé
tehdy, kdyZ matice jeho koeficientli ma hodnost k.

7.6. Linearni transformace o dané matici. Necht A je matice
typu m/n a necht x je vektor v prostoru V,,.
Matice
x* = Ax

je ziejm& typu m/l, a tedy je to vektor v prostoru V,. Rikame,
Ze vektor x* vznikl z vektoru x linedrni transformaci (popf.
linedrni substituci) o matici A.

Pfi obvyklém oznaceni prvkil v matici A mame pro soufad-
nice vektoru x* vztahy

Ny = dadg Xy dX, oo+ agx,
* . " .
xm = aml'\l + aml'\l + ...+ amn'\n .

7.7. Vztahy mezi operacemi s maticemi a linearnimi transfor-
macemi. V souvislosti s pojmem linearni transformace jevi se
definice rovnosti, s¢itani, skalarniho nasobeni a nasobeni matic,
jak jsme je zavedli v kap. 4, pfirozenymi.

7.7.1. Rovnost matic. Necht A, B zna¢i matice téhoZ typu
m/n. Transformuje-li linearni substituce o matici A kazdy vektor
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x eV, v tyZ vektor jako linearni transformace o matici B, pak
je A= B.

Duakaz: Za danych pfedpokladii plati identické rovnosti

ap Xy 4+ apx; + oo+ agx, =bgxy + box, + .00+ byyx,

Odtud plyne, dosadime-li napf. x;, = 1, x, = x;=... =x,=0,
ay = byy, ayy = by ooy Ay = by -

Podobné dostaneme pro x; = 1, x, = 0, k % j, vziahy

a‘j = blj’ caey a,,,j = bmj'
Je tedy A = B.

7.7.2. S¢itani matic. Necht opét A, B znali matice téhoz
typu m/n, kdeZto x je libovolny vektor v prostoru V,, x* (popi. x**)
vektor transformovany z vektoru x linearni transformaci o matici
A (popt. B).

Pak matice A + B (tj. soudet matice A s matici B) je prave
takova, ze linearni transformace o matici A + B transformuje
vektor x ve vektor x* + x**,

Dikaz: Necht linearni transformace o matici C transfor-
muje vektor x ve vektor x* + x**,
Z rovnic x* = Ax, x** = Bx plyne

Cx = x* + x** = Ax + Bx = (A + B) x
podle pravidla 5.3.2. Odtud podle 7.7.1 vychazi C = A + B.

7.7.3. Skalarni ndsobeni matice cislem. Nech{ A znali
matici typu m/n a necht k je libovolné ¢&islo. Je-li x libovolny
vektor v prostoru V, a x* vektor vznikly z vektoru x linearni
transformaci o matici A, pak matice k A (jakoZto skalarni soudin
¢isla k a matice A) je pravé takova, Ze linearni transformace o ma-
tici kA transformuje vektor x ve vektor kx*,

Dakaz: Necht linearni transformace o matici € transfor-
muje vektor x ve vektor kx*.
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Z rovnice x* = Ax plyne
Cx = kx* = k(Ax) = (kA) x
podle pravidla 5.2.2. Odtud podle 7.7.1 vychazi C = kA.

7.7.4. Ndasoben! matic. Necht A znac¢i matici typu m/n
a B matici typu h/m. Déle nechf x je libovolny vektor v prostoru
V, x* vektor vznikly z vektoru x linearnitransformaci o matici A
a x** vektor vznikly z vektoru x* linearni transformaci o matici B.

Pak matice BA (tj. soudin matice B s matici A) je pravé
takova, Ze linearni transformace o matici BA prevede vektor x
ve vektor x**.

Dtkaz: Necht linedrni transformace o matici C transfor-
muje vektor x ve vektor x**.
Z rovnic x* = Ax, x** = Bx* plyne

Cx = x** = B(Ax) = (BA) x
podle pravidla 5.3.1. Odtud podle 7.7.1 vychazi C = BA.

7.7.5. Inverzni matice. Necht A je regularni Ctvercova
matice fadu n a necht x znaci libovolny vektor v prostoru V,
kdezto x* vektor vznikly z vektoru x linedrni transformaci o
matici A.

Pak matice A™', reciproka (inverzni) k matici A, je pravé
takova, Ze linedrni transformace o matici A”™! pievede vektor x*
v puvodni vektor x.

-1

Duakaz: Necht linearni transformace C transformuje vek-
tor x* ve vektor x.
Z rovnic x* = Ax, Cx* = x plyne

C(Ax) = (CA)x = x = Ex

podle pravidla 5.3.1. Odtud podle 7.7.1 vychazi CA = E, takze
C=A1

7.7.6. Upozornéni. Viimnéme si, Zc se kazdy vektor v pro-
storu V, libovolnou transformaci o matici typu m/n pfevede ve
vektor v prostoru V,,
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