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36 Otakąr Borûvka: 

4. Vzorem grupoidní podmnožiny v ©* v nějaké deformaci grupoidu 
© na © * nemusí býti podmnožina grupoidní. 

5. Každé meromorfní zobrazení na Hbovolném konecném grupoidu © 
jest automorfismus na ©. 

6. Uveďte sami příklady deformace! 

8. O f a k t o r o i d e c h . 

Nechť ©, ©* znací nějaké grupoidy a předpokládejme, že existuje 
deformace d grupoidu © na ©*. Deformace d, jakožto zobrazení mno-
žiny G na бг*, určuje rozkjad G grupoidu ©, patřící k deformaci d, jehož 
každý prvek ã se skládá ze všech vzorů v d vždy téhož prvku a* e ©*. 
Protože d zachovává násobení v obou grupoidech, dá se očekávati, že 
rozklad G jest k násobení v © v nějakém vztahu. Uvažujme o libovolných 
dvou prvcích ã,b e G. Podle definice rozkladu G existují prvky a*, 
b* є © * takové, žea(b) jest množina všech vzorů v d prvku a* (b*). 
Všimněme si soucinu ãb množiny ã s množinou b! Každý prvek c єäb jest 
soucin některého prvku a є ã s některým prvkem b e b a z rovnosti dc =-
= dab == da . db = a*b* vychází, že jest vzorem v d prvku a*b*. Tedy 
jest prvek c obsažen v onom prvku c є G, který se skládá ze vzorů prvku 
a*b*. Tím jsme zjistili, že platí vztah ãb c c a vidíme, že rozklad G má 
tuto vlastnost; Ke každým dvěma prvkům ä, b є G existuje další prvek 
c є G takový, žeab c c. Libovolnýrozkladvgrupoidu©,Jl,kterýmávlast-
nost, že ke každým dvěma prvkům ä, b є A existuje další prvek c є A 
takový, že äb c c, nazveme vytvořujíci. Došli jsme k výsledku, že rozklad 
grupoidu © patfîci Jc libovolné deformaci grupoidu © na jiný grupoid jest 
vytvofujícг. 

Pokud jde o vytvořující rozklady na grupoidu ©, všimněme si, že 
největší rozklad Gmлx a nejmenší rozklad Gmìn grupoidu © jsou vytvořu-
jící. Na každém grupoidu © existují tedy alespoň tyto dva krajní 
vytvořující rozklady. 

Popíšeme nyní některé vlastnosti vytvořujících rozkladů. 
Nechť A znací libovolný vytvořující rozklad v grupoidu ©. Pod-

mnozina §A c ©, t. j . tedy podmnožina v ©, skládající se ze všech prvků 
v ©, které jsou v některém prvku rozkladu A, jest grupoidnъ. Vskutku, 
k libovolným prvkům a, b e sA existují prvky ä, b, c e A takové, že a єã, 
b є b, ãb c c a odtud vychází ab єub c c c sA, takže ab jest prvkem v $Ä. 
Příslušný podgrupoid v © oznacujeme symbolem s^l. Jest zřejmé, že A 
jest vytvořující rozklad na podgrupoidu 8*21. 

Nechť B značí libovolnou grupoidní podmnožinu v © a předpoklá-
dejme, že průnik B n sA není pŕázdný. Pak obal B C A podmnožiny B 
v rozkladu A jest rozklad v © a podobně průsek A П B rozkladu A 
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s podmnožinou B jest rozklad v © a dokonce v $A. Ukážeme, že B C A 
a A П B jsoгt vytvofujici rozklady v ©. Abyehom ukázali, že rozklad 
BLÄ jest vytvořující, uvažujme o łibovolných prveíeh ã, b e B C A. 
Podle definice rozkladu B C A, jsou a, b prvky v Ä a jsou incidentní s pod-
množinou B, takže existují prvky a e B п ä, b e B n b. Prvek ab jest tedÿ 
jednak v množině BB a jednak v množině ãb. Protože podmnožina B jest 
grupoidní, jest BB c B a protože rozklad Ä jest vytvořující, existuje 
prvek c e A takový, že ãb c c. Odtud plyne, že prvek ab jest jednak v B 
a jednak v c a tedy, že prvek c jest incidentní s podmnožinou B. Vychází 
tedy c є B ĽÂ a tím jest dokázáno, že rozklad B ĽA jest vytvořující. 
Nyní ukážeme, že také rozklad A П B jest vytvořující. Za tím гìeelem 
uvažujme o libovolných prvcích x, y e Ã П B. Podle definice rozkladu 
A п B existují prvky ä, b e A takové, že x -— å п B, ÿ ~ b n B. Mno-
žina xў jest tedy jednak částí množiny ãb a jednak cástí množiny BB. 
Protože rozklad A jest vytvořující, existuje prvek c e A takový, že ab c c 
a protože podmnožina B jest grupoidní, jest BB c B. Odtud plyne, že xў 
jest jednak cástí množiny c a jednak částí podmnožiny B a tedy xў c 
ccnB. Avsak z — c n B jest prvek v A Гì B a tedy vychází, že ke 
každým dvěma prvkům x,ў є A П B existuje další prvek z e A П B 
takový, že xў c z. Tím jest dokázáno, že rozklad A Гì B jest vytvořující. 

Když zejména A jest na grupoidu ©, pak hořejší předpoklad 
B n $Ä Ф 0 jвst splněn, neboť pak sA = G э B a máme i i n нA = 
= ІJ ф 0; -4 П -ß jest pak rozklad na B. Každá dvojice skládající se 
z nějakého vytvořujícího rozkladu A na © a z nějaké grupoidní pod-
množiny B v © urelije tetiy jednoznačně dva vytvořující rozklady v ©: 
B Ľ A, A Гì B; první jest podmnožinou v A, druhý jest rozkladem na B. 

Přistoupíme nyní k definici pojmu faktoroidu, který má v celé další 
teorii vynikající úlohu. Nechť i nadále A znací libovolný vytvořující roz-

. klad v grupoidu ©. K rozkladu A můžeme jednoznačně přiřaditi grupoid, 
který označíme Ш? definovaný takto: Pole grupoiclu Ш jest vytvořující 
rozklad A a násobení jest dáno pravidlem, že soucin libovolného prvku 
ã є A s Hbovolným prvkem b e Ä jest onen prvęk c e Ä, pro nějž platí 
ãb c c. Píšemepakzpravidla ã*b = c, takže znaménka * (tečkanahoře) po-
užíváme k označení součinů v grupoidu 2̂1 podobnę jako používáme zna-
ménka. (tečka dole) k označení součinů v grupoidu © a máme ab c ã * b e 2̂1. 
Grupoid Ш nazýváme faktoroid v grupoidu © a v případě, že Ä jest na 
grupoidu ©: faktoroid na grupoidu ©, anebo faktoroid grupoidu ©. 
Každý vytvořující rozklad v grupoidu © určuje tedy jednoznačně jistý 
faktoroid v © a^sice onen, jehož polem jest; pravíme, že ke každému 
vytvořujícímu rozkladu v © pfislгiši anebo patfi jistý faktoroid v ©. 
Văimněme si, že na grupoidu © existují alespoň dva faktoroidy: T. zv. 
nejv tši faktoroid ©max? který přísluší k největšímu vytvořujícímu roz-
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kladu öщax a nejmenвí faktoroid ©mîn, příslušný k nejmenšímu vytvořují-
címu rozkladu Gm\n grupoidu ©. 

Uvažujme na př. o grupoidu 3 ! Nechť n znací łibovołné přirozené 
císlo a nechť äi, kde i jest libovolné císlo 0, ...,n—l, značí množinu 
všech prvkû v 3? které při děłení císłem n dají zbytek i. Množiny ä0, ..., 
ãn^i jsou tedy tyto: 

й0* = = { . . . , — 2 n , — n , 
ãx = {. . . ,—-2n+\, . — n -
ä2 = {..*,^2n+2, — n+2, 

0, n, 2n, • ••}, 

1, 1, n+1, 2n+l, . . . } , 
2, 2, n+2, 2n+2, . . . } , 

an_x = {..., — 2n+n — l r — n + n — \,n— 1, n+n—• 1, 2n+n— 1, . . . } . 

Vidíme, že systém {a0,.. .,an—i} jest rozklad grupoidu 3 \ označíme jej Zn. 
Snadno ukážeme, že Zn jest vytvořující rozklad grupoidu 3- Za tím úče
lem zjistíme, že součin libovolného prvku Uie Zn s libovolným prvkem 
áj e Zn jest částí některého dalšího prvku a^ e Zn. Podle své definice skládá 
se množina aacij ze součinů a.b každého prvku a ecii s každým prvkem 
b €%. Nechť tedy a(b) značí libovolný prvek vái(áj), takže zbytek dělení 
čísla a (b) číslem n jest i(j). Podle definice násobení grupoidu 3 jest a.b 
číslo a + b a toto jest v množině a#, kde k značí zbytek dělení čísla i + j 
číslem n, neboť čísla a + b a i + j mají při dělení číslem n stejné zbytky. 
Vychází tedy a$bj c a& a tím jest dokázáno, že rozklad Zn jest vytvořující. 
Příslušný faktoroid 3w se tedy skládá z n prvků a0, ..., an^\ a jeho náso
bení jest definováno pravidlem, že součin a^a^ jest prvek djc, při čemž k 
jest zbytek dělení čísla i + j číslem n. Jest zřejmé, že 3 i jest největší 
faktoroid na 3-

Nechť 51 značí libovolný faktoroid v © a 93 libovolný podgrupoid 
v © a předpokládejme, že B n sA + 0. Výše jsme viděli, že B CA, 
ÁnB jsou vytvořující rozklady v ©. Faktoroid v ©, který přísluší* 
k vytvořujícímu rozkladu B C A nazýváme obal podgrupoidu 95 ve 
faktoroidu 51 a značíme 93 C 51 anebo 51 3 93; faktoroid příslušný k vy
tvořujícímu rozkladu A n B nazýváme -průsek faktoroidu 51 s podgru-
poidem 93, anebo podgrupoidu 93 s faktoroidem 51, a označujeme 
51 n 93 anebo 93 n 51. Zřejmě jest 93 C 51 podgrupoid ve faktoroidu 51 
a 51 n 93 jest faktoroid v podgrupoidu 93. Když zejména 51 jest na gru
poidu ©, pak hořejší předpoklad B n$A + 0 jest splněn a 51 n 93 jest 
faktoroid na podgrupoidu 93- Každá dvojice skládající se z nějakého 
faktoroidu 51 na © a z nějakého podgrupoidu 93 v ©, určuje tedy jedno
značně další dvojici, která se skládá z podgrupoidu 93 C 51 v 51 a z fakto
roidu 51 n 93 na 93. 

Abychom tyto pojmy objasnili na příkladě, uvažujme opět o fakto
roidu Sn na grupoidu 3 (^ ^ !)• Nechť 5 U značí podgrupoid v 3 , jehož 
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pole se skládá ze všech celých násobků nějakého přirozeného čísla m 
a abychom náš příklad zjednodušili, předpokládejme, že největší společná 
míra čísel m,-n jest 1, t. j . , jak říkáme, že čísla m, n jsou nesoudělná. 
Z kterých prvků se skládají faktoroidy SHmL2>n, 3n VI 2lm? Uvažme, 
které z prvků a0, ..., án—i e 2>n jsou incidentní s podgrupoidem Qlm. Libo
volný prvek ái e 3w jest incidentní s tyím, když a jen když v něm existuje 
nějaký celý násobek xm čísla m (x celé číslo). Protože každý prvek v ái 
má tvar yn + i, kde také y značí celé číslo, vidíme, že prvek ái jest inci
dentní s ^2lm když a jen když rovnice xm = yn + i a tedy také rovnice 
xm — yn = i, má řešení v celých číslech x, y. Protože největší společná 
míra čísel m, n jest 1, existují celá čísla a, b hovící rovnici am — bn = 1.*) 
Odtud plyne, že pro každé číslo i = 0, ..., n — 1 má rovnice xm — yn = i 
řešení v celých číslech a sice x = ai, y = bi a tím jest ukázáno, že každý 
prvek ái e Sn jest incidentní s ^lm. Vychází tedy, že faktoroid %m L Sn 
jest identický s Sn & prvky faktoroidu 3 ^ n Qlw jsou množiny skládající se 
ze všech celých násobků čísla m obsažených v jednotlivých prvcích 
á0, ...,án^i faktoroidu 3*-

Nechť nyní ®x značí nějaký faktoroid na grupoidu ® a uvažujme 
o nějakém rozkladu Gx na faktoroidu ®x. Každý prvek v Gx jest tedy 
systém podmnožin v ®, které jsou prvky faktoroidu ®x. Když utvoříme 
součet všech prvků faktoroidu ©-_, které jsou vždy v témže prvku roz
kladu 6r1? obdržíme jistý rozklad G2 grupoidu ®. Podle názvů vyložených 
v odst. 2., jest G2 zákryt vytvořujícího rozkladu Ox (pole faktoroidu ®x) 
vynucený rozkladem Gx. Otázka, kterou nyní rozhodneme jest ta to : 
Když Gx jest vytvořující rozklad faktoroidu © l 5 jest pak G2 vytvořující 
rozklad grupoidu ©? Snadno ukážeme, že ano. Za tím účelem uvažujme 
o libovolných prvcích á2,b2eG2. Podle definice rozkladu G2 jest prvek 
á2 (b2) součtem všech prvků áx e ®x (bx e ®x) obsažených v jistém prvku 
á^ (bx) rozkladu Gx; odtud plyne, že á2b2 jest součet součinů áxbx každé 
množiny áx, která jest prvkem v áx s každou množinou bx, která jest 
prvkem v bx. Tyto skutečnosti můžeme symbolicky vyjádřiti takto: 

*) Nechť m, n značí libovolná přirozená čísla a d jejich největší společnou 
míru. Ze střední školy víme, že po jistém počtu k dělení, která provádíme podle 
tohoto schématu: 

m = qtn + rv n = q2rx + r2, rx ==- qzr2 + r3, ..., rk^2 = qkrk—l + rk> 
při čemž qv ..., qk značí podíly a rv ...,rk zbytky dělení, přijdeme ku zbytku rk = 0 
a pak číslo r&—l (ro = n) J e s ^ největší společná míra d. Z těchto rovnic vidíme, že 
každé číslo r,j, 0 <^j <^ Je — 1, se dá psáti ve tvaru apn — bfi, kde aj, b$ značí jistá 
celá čísla (na př. r0 = 0 . m — (—l)n, rx -=- 1 . m —- qxn, r2 -= (—q2) m —-
— ( — l — qxq2) n, atd.); odtud plyne, že* existují celá čísla a, b hovící rovnici 
am — bn = d a sice a = <%—i, b = bk^\. Všimněme si, že také rovnice am + bn = d 
má řešení v celých číslech a, b a sice a = a^—i, 6 = — &&—i* 
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a2 = Eáx (dx e ax), b2 ===• 2% (6X e bx), a2b2 = 2a x6 x (% e árl5 bx e čy. Podle de
finice násobení faktoroidu ®x máme pro každý takový součin áxhx vztah 
axbx c axbx c © x a odtud plyne a2b2 c Eaxbx (axea\y bx ebx). Když roz
klad Gx jest vytvořující, existuje prvek cx eGx takový, ž e f t ^ ^ c c 1 ; t. j . 
takový, že součin dxbx každého prvku áx e @1? který jest vzEx, s každým 
prvkem bx e © l 5 který jest v bx, jest prvkem množiny c\. Označíme-li tedy 
písmenem c"2 onen prvek v G2, který jest součtem všech prvků v ®x leží
cích v c l 5 máme ax*bxc c2 (axeaXJ bx e bx) a tedy také á2b2 c Eáxbx c c2 

(axeax, bx e 6-J. Vychází tedy a2b2 c č2 a tím jest dokázáno, že rozklad G2 

jest vytvořující. 

Naopak, jak nyní ukážeme, platí také tato věta: Když rozklad G2 

grupoidu © jest vytvořující, pak totéž platí o rozkladu Gx faktoroidu @x. 
Za tím účelem předpokládejme, že rozklad G2 grupoidu © jest vytvořující 
a uvažujme o libovolných prvcích lix, bx e Gx. Podle definice rozkladu G2 

jsou a2 — Eáx (áxe % ) , 62 = Ebx (bx e bx) prvky rozkladu G2 a protože 
rozklad G2 jest vytvořující, existuje prvek c2 e G2 takový, že a2b2 c c2; 
podle definice rozkladu 6r2, jest prvek c2 součtem všech prvků cx e ®x obsa
žených v jistém prvku č\ e Gx, takže c2 = Ecx (cx e cx). Ukážeme-li, že pro 
% e a i5 bx e hx jest prvek axbx e ®x obsažen v (j1? ukážeme tím, že platí ] 
vztah % • bx ccx a bude zjištěno, že rozklad Gx jest vytvořující. Za tím 
účelem uvažme, že pro ax e ax, bx e bx jednak platí vztahy axbx caxbxe ®x 

a jednak axbx c a2b2 c c2 = Zcx (cx e cx), takže množina áxhx jest jednak částí 
prvku ax'bx e ®x a jednak částí součtu všech prvků faktoroidu ®x obsa
žených ve \. Odtud plyne, že prvek axbx e ®x jest incidentní s některými 
prvky cx e ®x obsaženými v~čx a tedy jest identický s některým prvkem 
cx e ®x obsaženým v č\, neboť dva různé prvky faktoroidu ®x incidentní 
nejsou. Tím jest zjištěno, že platí vztah ax'bx e c\ (axe Ux, bx e bx) a důkaz 
jest proveden. 

Vidíme tedy, že oba rozklady Gx, G2 jsou vytvořující současně, t . j .n 
když jeden z nich jest vytvořující, pak jest také druhý. Když jsou vytvo
řující, pak k rozkladu Gx přísluší jistý faktoroid ©-, na faktoroidu ®x 

a podobně k rozkladu G2 přísluší jistý faktoroid © 2 na grupoidu ©. 
Faktoroid © 2 se nazývá zákryt faktoroidu ®x vynucený faktoroidem ®x 

a faktoroid ®x se nazývá zjemnění faktoroidu @2; označení © 2 I> ®x 

anebo ®x <1 © 2 . Každý faktoroid na libovolném faktoroidu ®x grupoidu © 
vynucuje tedy jistý zákryt faktoroidu ®x a naopak, každý zákryt fakto
roidu ®x jest vynucen jistým faktoroidem na ®v Zřejmě platí vztahy 
@ m a s ž ®x ^ ©min pro každý faktoroid ®x na grupoidu ©. 

Abychom tyto pojmy objasnili na příkladě, uvažujme opět o fakto
roidu 3» n a grupoidu 3 ! Předpokládejme, že číslo n jest větší než 1 a že 
není prvočíslo. Pak existuje nějaký dělitel (l<z)d (<n) čísla n a máme 
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n = qd, kde q značí další přirozené číslo a sice 1 < q < n. Uvažujme 
nyní o rozkladu Zd faktoroidu 3w> jehož prvky jsou tyto: 

a0 -= {á0, dd, du •. •> a(q—i)d}, 
dx — {av dd+i, d-2d+i ...,a(q—i)d+i}9 

Q>d—l = {^eř—i, Čtd+d—li ®2d+d— 1? • • •> #(g—l)(M-ťž— l}> 

takže libovolný prvek a i (i = 0, ...,d — 1) rozkladu Zd se skládá z těch 
prvků faktoroidu 3w> jejichž indexy dají dělením číslem rf zbytek i. 
Ukažme, že rozklad Zd jest vytvořující. Za tím účelem uvažujme o libovol
ných prvcích a i, dj rozkladu Zd a ukažme, že platí vztah a% . a.) c a^, kde 
k jest zbytek dělení čísla i + j číslem d. Nechť da značí libovolný prvek 
v ai,a$ libovolný prvek v dj, takže oc dá dělením číslem d zbytek i a fi 
zbytek j ; čísla oc + /?, i + / hší se tedy jenom o celý násobek čísla d. 
Podle definice násobení faktoroidu 3» jest dadp = dy, kde y jest zbytek 
dělení čísla oc -f- /? číslem w. Protože á jest dělitelem čísla w, liší se čísla 
oc + /?, y a tedy i čísla i + ?\ y jenom o celý násobek čísla d; číslo y má 
tedy při dělení číslem d zbytek k. Odtud vychází da'dp = dy e a& a tím 
jest zjištěn zmíněný vztah a$ . dj c a&. Zákryt faktoroidu 3 ^ vynucený 
faktoroidem 3 ^ příslušným k vytvořujícímu rozkladu Žd, skládá se 
z d prvků 

{..., — n + i, — n -\- d -{- i, ..., — n + (<y — 1) d + i, i, d + i, ..., 
(q — 1) d + i, n + i, n + á + i, ..., w + (q — 1) d + i, ...}, • 

při čemž i značí vždy jedno číslo 0, ..., d — 1 . 

C v i č e n í . 1. Ukažte, že grupoidy 3w> 3n (n ^ 1) jsou isomorfní. 
2. Nechť 2tm značí podgrupoid v 3? jehož pole se skládá ze všech 

celých násobků nějakého přirozeného čísla m > 1. Z kterých prvků se 
skládají faktoroidy Qím --" 3n a 3w n %m (n > 1), když m, n nejsou ne
soudělná ? 

3. Nechť © značí grupoid, jehož pole se skládá ze všech přirozených 
čísel s výjimkou těch, jejichž číslice v desítkové soustavě obsahují 0 
a jehož násobení jest definováno taktq: Pro a, b e © jest součin ab číslo 
dané v desítkové soustavě číslicí ax ... aabx ...bp, při čemž % ... aa (bx... bp) 
jest číslice v desítkové soustavě čísla a (b). Tedy na př. 14.23 ~ 1423. 
Ukažte, že 1. grupoid © jest asociativní, 2. rozklad grupoidu ©, jehož 
prvky jsou množiny všech čísel v ©, která jsou v desítkové soustavě 
dána číslicemi vždy o stejném počtu cifer, jest vytvořující. 

4. Každý faktoroid na nějakém abelovském (asociativním) gru
poidu jest abelovský (asociativní). 

5. Když nějaký grupoid © obsahuje prvek a takový, že aa — a, 
t . zv. rovnomocný anebo idempotentnt prvek, pak onen prvek libovolného 
faktoroidu v ©, který obsahuje prvek a, jest rovněž rovnomocný. 
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