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5.5.5. V systému všech podmnožin libovolné neprázdné množiny 
můžeme definovat násobení tím, že ke každé uspořádané dvojici pod
množin přiřadíme jejich součet. Můžeme násobení podobně definovat 
pomocí průniku I 

6#&.6. Vymyslete sami příklady násobení v množinách! 

6. ZÁKLADNÍ POJMY O GRUPOIDECH 

6.1. Definice. 

lÁbovolmá neprázdná množina O spolu s nějakým násobeném fA v (5f 
se nazývá grupoid. O se nazývá pole a M násobení grupoidu. Grupoidjr 
budeme označovati velkými německými písmeny, a to zpravidla stej
nými jako jejich pole. N^ př. označujeme gjrupoid, }ehož pole, jsme 
označili (?, písmenem @, a když jsme nějaký grupoid označili %, pak 
písmeno & značí zpravidla jeho pole. 

6.21 Grupoid a b s t r a k t n í , abelovský, p e r m u t a c n í ; g r u p o i d ý 

Na grupoidý přenášíme pojmy a symboly, které jsme definovali pro 
jejich pole. Tak na př. mluvíme o prvcích grupoidu místo o prvcích pole 
grupoidu a píšeme a € @ místo a c O, podobně mluvíme [o podmnoži
nách v grupoidu a píšeme na př. 4 c ® nebo <Bo A$ mluvíme o rozkla
dech v grupoidu a na grupoidu, o řádu grupoidu, [o zobrazení grupoidu 
do nijaké množiny, do nějakého drupoidu mbo na grupoid,l&td. Když & 
je abstraktní množina, nazývaje grupoid fB abstraktní. 

.Rovněž pojmy a symboly, které jsme definovali pro násobení, přená-^ 
šíme na grupoidý. Tedy zejména má každá uspořádaná dvojice prvků 
a, b c @ jistý součin a.b, stručněji ab, a když pro každé a, b c (B platí rovnost 
ab = ba, nazývá se grupoid @ abelovský neboli komutativní. Také mů
žeme ke každému konečnému grupoidu @ přiřadit multiplikační ta
bulku, v níž je popsáno násobení v @. V odstavci 5.4.2 jsme uvedli 
několik příkladů násobení a každý z nich je současně příkladem gru
poidu. 

Y dalším výkladu častěji poukážeme zejména na tyto tři grupoidý, 
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které budeme označovati $, 3», €>„: Grapoid p se skládá z množiny Z 
všech celých čísel a násobení je definováno sečítáním čísel-(viz př. 
5.3.1). Grupoid %se skládá z množiny Zn = {0, ..., n — 1}, při čemžn 
značí libovolné přirozené číslo a násobení je definováno sečítáním 
vzhledem k modulu n (v. př. 5.3.2). Grupoid ©„se skládá z množiny Sn 

všech permutací nějaké konečné množiny H řádu n. (]> 1) a násobení je 
definováno skládáním permutací (v. př. 5.3.3). Poznamenejme, že 
každý grupoid, jehož prvky jsou permutace nějaké (konečné anebo ne
konečné) množiny a násobení je definováno skládáním permutací, se na
zývá permutační; na př. grupoid €>n je permutační. 

6.3. Vzájemně zaměni te lné podmnožiny. 

Nechť @ značí (všude v této knížce) nějaký grupoid. Nechť A,Bznačí 
nějaké podmnožiny v @. Podmnožina v @, skládající se ze součinů ab 
každého prvku a e A s každým prvkem 6 € B, se nazývá součin pod
množiny A s podmnožinou B a označuje se symbolem A . B, kratěeji 
AB. Když některá z podmnožin A, B je prázdná, rozumíme symboly 
A.B, AB prázdnou množinu. Pro a e @ píšeme zpravidla místo {a}A 
stručněji aA a podobně Aa místo A{a}, takže na př. aA značí množinu 
součinů prvku a s každým prvkem v 4 ; místo A A píšeme někdy struč
něji A*. 

Platí4i rovnost AB = BA, nazývají se podmnožiny A, B vzájemně za
měnitelné neboli vzájemně komutativní; tento případ se vyznačuje tím, 
že součin každého prvku a € A s každým prvkem b e B je součinem 
některého prvku 6' e B s některým prvkem a* e A a současně součin 
každého prvku b e B s každým prvkem a e A je součinem některého 
prvku a' € A s některým prvkem b' e B. Když grupoid @ jest abelov-
ský, pak ovšem každé dvě podmnožiny v ©jsou zaměnitelné. V opač
ném případě platí pro některé prvky a, b € ($ vztah ab 4= ba a odtud 
plyne, že každé dvě podmnožiny A, B c @ nemusí býti zaměnitelné, 
jak je tomu na př. v případě, že A = {a}, B = {&}. Na př. součin AB 
podmnožiny A = {1} s podmnožinou B = {..., —2, 0, 2,...} v gru-
poidu 3 J e {•••< **"~1? 1- 3,...} a zřejmě je roven součinu iLá; když 
A = {0, 1}, JS «•{..., —2, 0, 2, ...}, máme AB = BA = Z. Všimně
me si, že pro každý grupoid @ platí vztah QQc%. 
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f 6.4, Podgrupoid, nadgrupoid, ideál. 
Nechť A značí nějakou neprázdnou podmnožinu v @. Když A A c A, 

t. j . když součin každého prvku a c A s každým prvkem b c A jest opět 
prvek v A, pak pravíme, že A je grupoidní podmnožina v @. V tomto 
případě určuje násobení M v @ jisté t. zv. částečné násobeni MA V 4 , 
které je definováno takto: MA přiřazuje ke každé uspořádané dvojici 
prvků a,b € A týž prvek ab c A jako násobení M. Množina A spolu 
s částečným násobením MA je jistý grupoid 31; pravíme, že 31 je pod
grupoid v © a @ je nadgrupoid na 31, a píšeme: 31 c @ nebo % o 3Í. Když 
pak A je vlastní podmnožina v @, pravíme, že % je vlastni podgrupoid 
v @ a @ je vlastní nadgrupoid na 31. 

JT%! dokonce plati vztah GA c -á (anebo AG c .4, nebo současně 
GA c A D AG), nazývá se 31 levý (nebo pravý, nebo oboustranný) ideál 
v @. Případ J. 4= ď charakterizujeme opět přívlastkem vlastni. 

Na př. podmnožina všech celých násobků některého přirozeného 
čísla m v grupoidu $ je grupoidní, neboť součin (t. j . součet v obvyk
lém smyslu) každých dvou celých násobků čísla m jest opět celý náso
bek čísla m; tato podmnožina spolu se sečítáním v obvyklém smyslu je 
tedy podgrupoid v % a to v případě m > 1 zřejmě vlastní podgrupoid 
v *J. Jiný příklad je tento: Podmnožina všech prvků v ©n, které nechám 
vají beze změny některý prvek a c H, je grupoidní, neboť když některé 
dvě permutace p, q € ©n nechávají prvek a beze změny, pak zřejmě 
platí totéž o jejich součinu p.q (t. j . o složené permutaci qp); tato pod
množina spolu se skládáním permutací v obvyklém smyslu je tedy pod
grupoid v ©„. 

6.5. Další pojmy. 
V souhlase s tím, že na grupoidy přenášíme pojmy a symboly, které 

jsme definovali pro jejich pole, mluvíme někdy na př. o průniku nějaké 
podmnožiny B c <B a podgrupoidu 31 c © ve smyslu průniku podmnoži
ny B a pole A podgrupoidu 31; v podobném smyslu mluvíme o součinu 
podmnožiny B s podgrupoidem 91, o součinu podgrupoidu 31 s pod
množinou B, dále o obalu podgrupoidu 31 v nějakém rozkladu A, o prů
seku rozkladu A s podgrupoidem %, atp., a užíváme označení na př* 
Bn%mbo%nB,B^MB,%LAnehoA3%, An% nebo 3ín J , atp, 
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6.6. P r ů n i k podgrupoidů. 

Uvažujme nyní o nějakých dvou podgrupoidech 21, 25 c @ a před
pokládejme, že průnik A n B jejich polí A, B není prázdný. Pro libo
volné prvky a,b e A n B platí jednak vztahy ab e AA c A a jednak 
ab e BB c B, takže ab c A n B, a odtud vychází, že A n B je grupoidní 
podmnožina v @. Příslušný podgrupoid v @ se nazývá průnik podgru
poidů 2Í, 23 a označuje se symbolem 21 n 25 nebo 25 n 21. Pamatujme si, 
že pojem průniku dvou podgrupoidů v @ je definován jenom v případě, 
že pole obou podgrupoidů mají společné prvky. Na př. existuje průnik 
podgrupoidů 2Í, 25 c @n, při čemž pole A podgrupoidů 21 se skládá ze 
všech prvků v ©n, které nechávají beze změny některý prvek a c H, 
a pole B podgrupoidů 25 se skládá ze všech prvků v ©n, které nechávají 
beze změny některý prvek 6 c H9 neboť obě množiny A, B mají spo
lečný alespoň jeden prvek, a to identickou permutaci množiny H, která 
nechává beze změny všechny prvky množiny H. 

Pojem průniku dvou podgrupoidů v @ se dá snadno rozšířit na pojem 
průniku systému podgrupoidů v ©: Máme-li nějaký systém {al9 a2, .. -} 
podgrupoidů v © a průnik at n a2 n ... jejich polí není prázdný, pak 
tento průnik, jak se snadno zjistí, je grupoidní podmnožina v ©; pří
slušný podgrupoid v @ se nazývá průnik systému podgrupoidů {ax, 
a2,...} a označuje se symbolem axna2n..., stručněji/Ta, nebo podobně. 

6.7. Součin uspořádané skupiny prvků. 

6.7.1. Definice. Uvažujme o několika prvcích al9..., an € ©, při čemž 
n I> 2. Co rozumíme součinem uspořádané skupiny prvků al9 ...9anl 
Součin uspořádané dvojice {n = 2) prvků al9 a2 máme již definován 
a víme, že jej označujeme ax.a2, kratěeji axa2. V případě n = 3 definu
jeme součin uspořádané trojice prvků al9 a2, az takto: Je to kterýkoli 
z obou prvků ax{a2a3), {axa2)a3. Označujeme jej symbolem ax.a2.az, 
kratčeji axa2az. Tento symbol má tedy význam jednak součinu prvku ax 

s prvkem a2a3 a jednak součinu prvku axa2 s prvkem az. V případě 
n === 4 definujeme součin uspořádané skupiny prvků al9 a2, aZ9 a4 takto: 
Je to kterýkoli z prvků: ax(a^i^9 {^a^a^), {a^a^a^ Označujeme 
jej symbolem ava2.a3.a^, kratěeji axa2aza^. Tento symbol má tedy 
význam kteréhokoli z prvků: 
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ax(a2(a3aá)), ax((a2az)aé), (axa2)(a^), K(a2a3))a4, ((axa2)a3)a4. 
Tyto zvláštní případy postačí, abychom pochopili tuto definici: Souči
nem uspořádané skupiny prvků ax, ...,an rozumíme libovolný prvek mno
žiny {ax...an} takto definované: Pro n = 2 skládá se množina {axa2} 
z jediného prvku axa2, pro n > 2 je 

{ax...an} = {ax}{a2 ...an}V {axa2}{az ... an} V ... V {ax... an~x}{an}. 

Součin uspořádané skupiny prvků ax, ..., an označujeme symbolem 
ava2 ... an, kratčeji ax... an. Zřejmě je takových součinů jenom ko
nečný počet a symbolax ... anznačí kterýkoli z těchto prvků. 

6.7.2. Grupoidy asociativní. Podle předešlého odstavce má každá 
uspořádaná trojice prvků at, a2, a3 e @ nejvýše dva součiny: a1(a2aB)f 

(axa2)a%. Jestliže má jenom jeden součin, t, j , jestliže pro každé tři prvky 
ax, a2, a3 € @ platí rovnost ax(a2az) = (axa2)a3> pak se násobení grupoidu 
© a rovněž grupoid @ nazývají asociativní. 

Grupoidy, které se v matematice nejčastěji sttidovaly, mají vlast 
nost, že každá uspořádaná skupina několika prvků má jenom jeden 
součin; jak později (v odst. 10.2.2) ukážeme, mají tuto důležitou vlast
nost právě grupoidy asociativní. 

Na př. grupoid >J je asociativní, neboť podle definice jeho násobeni 
jsou součiny a(bc), (ab)c každé uspořádané trojice prvků a, b, c e $ 
součty v obvyklém smyslu a + (b + c), (a + 6) + c a jsou si tedy 
rovny. 
.. Podobně i grupoid 3n (^ ^ 1) jest asociativní. Vskutku, podle defi
nice jeho násobeni jsou součiny a(bc), (ab)c každé uspořádané trojice 
prvků a, b,c € % zbytky dělení čísel a + r, s + c číslem n, při čemž 
r (s) značí zbytek dělení čísla b + c (a + 6) Číslem n. Protože čísla a + 
+ r, a + (6 + c) se liší jenom o celý násobek čísla n, jest a(bc) zbytek 
dělení čísla a + (b + c) číslem n (v. pozn. pod čarou na str. 42), a po
dobně vidíme, že (ab)c je zbytek dělení čísla (a + 6) + c číslem n. 
Z rovnosti a + (6 + c) = (a + b) + c pak vychází a(bc) = (ab)c. 

Rovněž grupoid ©n (n í> 1) jest asociativní, neboť jsou-li p, q, r libo
volné prvky v @„, j&pu podle definice násobení v @n součiny p.{q-r), 
(p.q).r složené permutace (rq)p, r(qp)Á a podle výsledku v odst. 
4.5.3 jsou si rovny. 
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6.7.3. Příklad. Jako příklad výpočtu součinu vypočtěme všechny 
součiny 1 . 2 . 3 . 4 v grupoidu popsaném v 5.5.4. Podle příslušné multi-
plikační tabulky máme: 

{ 1 . 2 . 3 } = {1} . {2 . 3} V {1 . 2} . {3} = {1} . {1} V {3} . {3} = 
= {1}V{2} = {1,2};-

{2 . 3 . 4 } = {2} . {3 . 4} V {2 . 3} . {4} = {2} . {2} V {1} . {4} = 
= {2} V {2} = {2}; 

{1 . 2 . 3 . 4} = {1} . {2 . 3 . 4} V {1 . 2} . {3 . 4} V {1 . 2 . 3} . {4} = 
= {1} . {2} V {3} . {2} V {1,2} . {4} =- {3} V {5} V {2,4}= 
-= {2, 3, 4, 5}. 

Všechny součiny 1 . 2 . 3 . 4 jsou tedy tyto: 2, 3, 4, 5. 

6.8. S o u č i n u s p o ř á d a n é s k u p i n y p o d m n o ž i n . 

6.8.1. Definice. Nechť nyní Al9 ..., An (n 2> 2) značí nějaké podmno
žiny v @. Součinem uspořádané skupiny podmnožin Al9...9An ro
zumíme podmnožinu v ® skládající se ze všech součinů at... an9 kde 
ax e Al9 ...9an€ An. Označujeme jej symbolem Ax. A2... An9 kratčeji 
Ax... An. Když některá podmnožina Al9 ...9An je prázdná, rozumíme 
těmito symboly prázdnou množinu a v tomto případě součin Ax... An 

nezávisí na uspořádání podmnožin Al9...9An. Podle této definice 
a podle definice součinu ax... an je každý prvek a množiny Ax... An 

součkům jistého prvku ax... ak s jistým prvkem ak+x... an9 při čemž 
1 <Lk <L n — 1, takže a € (Ax... Ak)(Ak+t... An), a naopak, součin 
libovolného prvku množiny Ax... Ak s libovolným prvkem množiny 
Ak+X... An, při každém takovém k9 je jistý prvek a € Ax... An. Odtud 
vychází rovnost 

A1...An = A1(A,...An) V (A1A2)(A3...An) V . . . V (A1 . . .A f ,_1)A , , . 

Když A značí nějakou podmnožinu v @, pak místo A . . . A píšeme 

kratčeji An
9 takže pro n I> 2 máme n 

A* = AA*-1 V A2A»~2 V . . . V A*~XA. 

Hořejší definice součinu uspořádané skupiny prvků nebo množin 
zřejmě zobecňují definice součinu uspořádané skupiny dvou prvků 
nebo množin. 
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6.8.2. Příklad. Necht A značí podmnožinu {1, 2, 4} v grupoidu po
psaném v 5.5.4. Pak je: 

A* = {1, 2, 4} . {1, 2, 4} = {1 . 1, 1 . 2, I. . 4, 2 . 1, 2 . 2, 2 . 4, 4 . 1, 4 . 2y 

4. 4} = {1,2, 3, 4}; 

A* = {1, 2, 4} . {1, 2, 3, 4} V {1, 2, 3, 4} . {1, 2, 4} = {1, 2, 3, 4, 5}; 

A* = {1, 2 ,4} . {1, 2, 3, 4, 5} V {1, 2, 3, 4} . {1, 2, 3, 4} V {1, 2, 3, 4, 5} . 
.{1,2, 4} -{1,2, 3,4,5}. 

6.9. Cvičení. 

6.9.1. Když podmnožina A c © je součtem několika podmnožin 
al9 Sa, . . . a rovněž B c © je součtem několika podmnožin 6 l f 62» •••> 
pak .4J3 je součet součinů každé podmnožiny a1 ? a2, ... s každou pod
množinou 6X, 62, . . . 

6.9.2. Když podmnožina A c ® je průnikem několika podmnožin 
áx, a2, . . . a rovněž B c © je průnikem několika podmnožin bl9b2, ..., 
pak .4-6 je částí průniku součinů každé podmnožiny al9 a29 . . . s každou 
podmnožinou bu 625 . . . Zejména tedy platí pro každé podmnožiny 
A,B,Cc% ty to vztahy; 1. (A n B)C c AC n BC; 2. C(A n B) c 
c (7-4 n (7JS. Pomocí vhodných příkladů ukažte, že se v těchto vztazích 
znaménko c nedá vždycky nahraditi znaménkem = . 

6.9.3. Nechť A značí libovolnou podmnožinu v © a m, n libovolná 
přirozená čísla. Platí tyto vztahy: 1. AmAn c Am+n; 2. (Am)n c Amn. 

6.9.4. Nechť A c B značí libovolné podmnožiny v © a n libovolné 
přirozené číslo. Platí vztah An c Bn. 

6.9.5. Nechť n značí libovolné přirozené číslo. Pro pole G grupoidu © 
platí vztah Gn D Gn+\ takže G D G2 D Gz o . . . 

6.9.6. Nechť n, čr mají týž význam jako ve cvič. 6.9.5- Gn je grupoid-
ní podmnožina v © a příslušný podgrupoid v © jest oboustranný ideál 
v @. — Poznámka: Tento oboustranný ideál se označuje @n. 

6.9.7. Když © jest asociativní grupoid. pak: 1. každý podgrupoid 
v © jest asociativní; 2. pro všechny podmnožiny A, B, C c @ platí 
rovnost A(BC) = (AB)C. 

6.9.8. Když © jest asociativní grupoid a A, B jsou grupoidní a zamě
nitelné podmnožiny v @, pak také podmnožina AB je grupoidní. •— 



Poznámka. Když 3Í, 33 jsou zaměnitelné podgrupoidy v ©, nazývá se 
podgrupoid v ©, který přísluší k součinu jejich polí, součin podgru-
poidů % 23. Označuje se 2(93 nebo 332Í. 

6.9.9. Když © jest asociativní grupoid, pak množina všech prvků 
v ©, které jsou zaměnitelné s každým prvkem v ©, je grupoidní, není-li 
prázdná. — Poznámka: Příslušný podgrupoid v © se nazývá centrum 
grupoidu ©. 

6.9.10. Nechť © značí grupoid, jehož pole se skládá ze všech přiro
zených čísel a násobení je definováno takto: Součin libovolného prvku 
a € © s libovolným prvkem 6 € © je nejmenší společný násobek, příp* 
největší společný dělitel, čísel a a b. Ukažte, že v obou případech gru
poid © jest abelovský a asociativní. 

7. O DEFORMACI GRUPOIDU. 

7.1. D e f i n i c e . 

Nechť ©, ©* značí nějaké grupoidy. J a k jsme se již zmínili (v odst. 
6.2), rozumíme zobrazením grupoidu © do @* zobrazení pole O gru
poidu © do pole O* grupoidu ©*, a podobně přenášíme na grupoidy 
všechny další pojmy a symboly, které jsme popsali (v kap. 3) při stu
diu zobrazení množin. Podle této definice týká se tedy pojem zobrazení 
grupoidu © do grupoidu @* jenom polí a nikterak nezávisí na násobení 
obou grupoidu. Některá zobrazení mohou ovšem míti nějaký vztah 
k násobení v grupoidech © a @*. Pro theorii grupoidu jsou nejdůleži
tější t. zv. homomorfní zobrazení, která, stručně řečeno, jsou charakte-
risována tím, že zachovávají násobení v obou grupoidech. Podrobná 
definice je tato: 

Libovolné zobrazení d grupoidu © do @* se nazývá homomorfní, když 
součin ab libovolného prvku a e © s libovolným prvkem b c © je zobrazen 
na součin obrazu prvku a s obrazem prvku b v zobrazeni d, t. j . když pro 
a, 6 6 © platí rovnost dob = da.db. 

Homomorfní zobrazení grupoidu © na grupoid ©* se nazývá také 
homomorfismus. Název homomorfní zobrazení je v literatuře ustálen, 
ale je dlouhý, a proto budeme zpravidla místo něho používati názvu 
deformace. 
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