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den mittels Durchschnitts- und Produktbildung definierten Multiplikationen
ernen modularen Verband dar. Das von den linksseitigen (rechtsseitigen) Neben-
klassenzerlegungen der Gruppe & beziiglich der einzelnen Elemente dieses Ver-
bandes gebildete System ist in bezug auf die Operationen (), [] abgeschlossen und
stellt zusammen mit den mittels dieser Operationen definierten Multiplikationen
einen zum ersten Verband isomorphen, also ebenfalls modularen Verband dar.

4. Ubungsaufgaben.

1. Die Ordnung einer Gruppe, die von Permutationen einer endlichen Menge von der
Ordnung n gebildet wird, ist ein Teiler der Zahl n!.

2. Die Anzahl der zu sich selbst inversen Elemente in einer endlichen abelschen Gruppe
von der Ordnung N ist ein Teiler der Zahl N.

§ 23. Spezielle Nebenklassenzerlegungen von Gruppen

1. Halbverkniipfte und verkniipfte Nebenklassenzerlegungen. Wir be-
trachten beliebige Untergruppen AD>%W, €2 in ¢. Mit ADB, (DD
bezeichnen wir ihre Felder.

Zunichst fragen wir, unter welchen Umstinden die linksseitigen Neben-
klassenzerlegungen /;*8, €/;® halbverkniipft bzw. verkniipft sind.

Da der Durchschnitt 4 N B (die Einheit von & enthalt und folglich) nicht
leer ist, sind nach §4, Nr.1 die genannten Klassenzerlegungen dann und nur
dann halbverkniipft, wenn

AW, BME =€, DNA
gilt. Nach § 21, Nr. 2,1 ist dies gleichbedeutend mit
(ANE)HENY)  (ANE) (AN D).
Wir sehen, daB} dies genau dann gilt, wenn
AND -ENY 1)

ist. Somit haben wir das Resultat erhalten, daB3 die Klassenzerlegungen A/, B,
C/,® dann und nur dann halbverkniipft sind, wenn die beiden Untergruppen
AND, €NV dibereinstimmen, also WND == ENY ist.

Wir nchmen nun an, die Klassenzerlegungen %/, B, €/, D seien verkniipft.
Dann gelten nach §4, Nr. 1 und § 20, Nr. 3,2 aufler der Beziehung (1) noch die
beiden Gleichheiten

A-AnNCYB, C=(CnNnA)D.

Aus ihnen schlielen wir (§ 19, Nr. 7,6), dafl die Untergruppe AN E mit jeder
der beiden Untergruppen B, ® vertauschbar ist; folglich haben wir

A= (ANE)Y, C=ENWD. (2)



154 III. Gruppen

Wenn umgekehrt die Beziehungen (1) und (2) gleichzeitig bestehen, so sind
nach §4,Nr.1 und §21,Nr. 2,1 die Klassenzerlegungen %/, B, €/, D verkniipit.
Somit sehen wir, dall die Klassenzerlegungen U/;B, €/;D dann und nur
dann verkniipft sind, wenn die folgenden Beziehungen gleichzeitiq bestehen:
AN D=ENY,
A=ANE)Y, C=ECNnAD

2. Der allgemeine Fiinfgruppensatz. Wir betrachten beliebige Untergruppen
ADY, €DOD in G und setzen voraus, dall die Untergruppen AN D, €N B
miteinander vertauschbar sind. Ferner betrachten wir eine beliebige, den

Bezichungen ANCOUD(AND) (ENB)

geniigende Untergruppe 11 und nehmen an, daf} die Untergruppen AN E und U
mit jeder der beiden Untergruppen B, ® vertauschbar sind.

Dann gilt der folgende allgemeine Fiinfgruppensatz:

Die linksseitigen Nebenklassenzerlegungen (A NC) B/, UB und (ENA)D/,UD
sind verkniipft und folglich dquivalent, also

(ANEC)B,UB =~ CECNAYD,AD
Auferdem bestehen die Gleichheiten
ANEBNUD=U=CENAWDNUY. e

_ Beweis. Wir setzen %’ = (ANE)B, ¢ = (CNA)D und ferner 4 — A/, Y,
C =C¢/,9D. Sodann haben wir ' DB, €’'DDP und (im Hinblick auf § 20,
Nr.3,2)A=Cc A, C=AcC.

Wir betrachten die Zerlegungen

AnC =W,BNC = (AW NE)(ECNB) = (ANC)(ENY),
CNA=C/D2NA = CENA) (A ND)—(ENA (AN D)

und wenden die in §4, Nt.1 beschriebene, zu verkniipften Uberdeckungen A, ¢
der beiden Zerlegungen A, C fiihrende Konstruktion an.

Die kleinste gemeinsame Uberdeckung der beiden Zerlegungen A€,
Cn A ist (nach § 21, Nr. 5) durch (AN E/, (AN D)(E N V) dargestellt. \\"(-;zon
ANCOUD (AN D)(E N B) ist (nach §21, Nr. 3) die Zerlegung B = (AN C)/,
eine Uberdeckung der kleinsten gcmemqaman Uberdeckung der beiden /u
legungen AMC’, C YA und folglich eine gemeinsame [h( rdeckung dieser
letzteren. Im kalang mit der exwahnten Konstrukh(m definieren wir nun
die Zerlegung A(O) von A(C) auf die folgende Weise: Jedes Element in 4(6
ist die Menge aller Elemente von A (C), die je mit demselben Element in B
inzident sind. Dann sind 4, €' die durch A bzw. €' erzwungenen Uberdeckungen
von A, C.

Es sei also @ € 4 ein beliebiges Element. Es setzt sich aus allen Elementen
a@ € A zusammen, die mit einem Element b € B inzident sind. Nun ist aber
b =2 U, wobei x € AN B einen Punkt in AN E darstellt. Folglich haben wir
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@=21C 4 und ferner (im Hinblick auf §20, Nr.3,2) d=sd = 2ABE 4. Wir
sehen, daB die Elemente von 4 durch die linksseitigen Nebenklassen der in
ANE gelegenen Punkte in bezug auf die Untergruppe U B dargestellt sind.
Die Summe dieser Nebenklassen ist offenbar (A NE) UB = (AN E)VB. Somit
haben wir 4 = (AN €) B/, UB. Ahnlich erhalten wir €' = (€N A) D/, ND. Damit
ist gezelgt dafl die linksseitigen Nebenklassenzerlegungen (ANE€)B/, 1
und (ENA)D/, UD verkniipft sind. Aus dem zweiten Aquivalenzsatz (§ 6,
Nr. 8) folgt ihre Aquivalenz.

AufBlerdem haben w1r (nach §4, Nr.1) A C = B, also (nach §2, Nr.3)
(AnsC)ynCnsd) = ternor gllt (nach §4, Nr.1) A SO - Crsd. Wir
erhalten also AmsC = C’ Msd = B, und diese Beziehungen lauten

(ANE)VNENWD), ((ENAWDNUDB)
~(ENAWZTNEANE)B),(ANE)BNUD) = (ANE), U
Hieraus folgen die Formeln (1). Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Offenbar gelten unter den Voraussetzungen des allgemeinen
Finfgruppensatzes auch fir die rechtsseitigen Nebenklassenzerlegungen
analoge Aussagen.

Insbesondere haben wir fir Il = (AN D)(EN B) den folgenden allgemeinen
Viergruppensatz:

Es seien A DY, €D D beliebige Untergruppen. Wir setzen voraus, daf3 die
Untergruppen AN D, CN'Y miteinander und ferner die Untergruppen ANG,
AND mit der Untergruppe B und analog die Untergruppen €NA, €N B
mit der Unterqgruppe D vertauschbar sind. Dann sind die linksseitigen Neben-
Elassenzerlegungen (UNE) B/ (ANT)B und ENA)D/(ENBV)D verkniipft
und folglich dquivalent, also

(ANC) VAN DYV ~ CENWDENB)D
Auflerdem gelten die Gleichheiten
CENAWBINENW)D-- (AND)(ENnY) - (ANEC)DN(AND)DY. (2)
Analoge Aussagen gelten auch von den entsprechenden rechtsseitigen

Nebenklassenzerlegungen.

3. Adjungierte Nebenklassenzerlegungen. Es scien wiederum A DB, €D D
beliebige Untergruppen in (4 und 4 D B, C D D ihre Felder.

Wir fragen, unter welchen Umstinden die linksseitigen Nebenklassen-
zerlegungen A/, BV, €/, T in bezug auf B, D adjungiert sind.

Dazu wollen wir den folgenden Satz beweisen:
g

Die linksseitigen Nebenklassenzerlegungen N/, B, €/, sind in bezug auf B, D
dann und nur dann adjungiert, wenn dic beiden Untergruppen AN D, €N B
miteinander vertauschbar sind. In diesem Fall gilt

ANDBNE - ENBYDNA= (AN D) (ENY). (1)
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Beweis. Nach §2, Nr.6,5 gelten die Formeln
DCUBNC=DCAB)NC=DC(A,BNE),
BCE,dnd =(BCE,D)nd=BC(E,DNA),
aus denen sich unter Beriicksichtigung von § 21, Nr. 2,1 die Beziehungen
s(DCALBNC)=sDCA,B)NC =s(DC(ANE),(ENY)),
S(BCE,DNd)=s(BCE,DNA=sBCENA),(AND))
ergeben, die folgendermaflen ausgedriickt werden kénnen (§ 20, Nr. 3,2):
s(DCUALBMC)=AND)BNC=(AND)(CNB),
s(BCE,2m4)=(CnNnB)DN4A=(CnB)(AND).

a) Wir nehmen an, die Zerlegungen %/,%8, €/, D seien in bezug auf B, D
adjungiert. Sodann haben wir nach (2) die Gleichheiten

(AND)([CNnB)y=(CNnB)(AND).

2

Wir sehen, daBl die beiden Untergruppen AN D, €N B miteinander ver-
tauschbar sind. Folglich stellt das Produkt (AN D)(E N B) eine Untergruppe
in & dar. Aus (2) schlieBen wir weiter, dal das Feld der Unter-
gruppe (AND)(ENB) mit jedem der beiden Komplexe (AN D)BNC,
(CNB)DN A zusammenfillt. Diese Tatsache wird durch die Formeln (1)
ausgedriickt. Wir wollen betonen, daB die beiden Untergruppen AN ®, B
bzw. €N B, D nicht miteinander vertauschbar zu sein brauchen.

b) Wir nehmen an, dafl die Untergruppen AND, €NB miteinander
vertauschbar sind. Dann gilt nach (2) die Gleichheit

S(DCQP[%HC) = -S(BEG/IQHA))

und wir sehen, dal die Zerlegungen A/, B, €/, D in bezug auf B, D adjungiert
sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Hinsichtlich der rechtsseitigen Nebenklassenzerlegungen gilt der folgende
analoge Satz:

Die rechisseitigen Nebenklassenzerlegungen %[, B, €/, sind in bezug auf
B, D dann und nur dann adjungiert, wenn die beiden Untergruppen AN D,
EN B miteinander vertauschbar sind. In diesem Fall gilt

BEANDYINE=TENB)NA=(AND) (ENY). .

4. Reihen von Untergruppen. Wir wollen nun ecine Theorie von Reihen
von Untergruppen entwickeln, die mit der in § 10 aufgebauten Theorie von
Zerlegungsreihen in engstem Zusammenhang steht und die sich spéiter im
Fall von invarianten Untergruppen (§ 24, Nr. 6) auf dem Gebiet der klassischen
Gruppentheorie reichlich auswirken wird.

1. Grundbegriffe. Es seien % D B Untergruppen in der Gruppe (§. Unter
einer Reihe von Untergruppen in & von U nach B oder Reihe von A nach B
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verstehen wir eine endliche Folge von «(=1) Untergruppen U,,..., ¥,
in & mit den folgenden Eigenschaften: a) Die erste Untergruppe der Folge
ist o, die letzte B, also A, = A, A, = B; b) jede nachfolgende Untergruppe
ist eine Untergruppe in der unmittelbar vorangehenden, also

(A=) A,y D DU, (=B).

Eine solche Reihe wird kiirzer mit () bezeichnet. Die Untergruppen
Ay, ..., A, werden die Glieder der Reithe (N) genannt. A, ist das Anfangsglied
und 9, das Endglied der Reihe (N). Unter der Linge der Reihe (U) verstehen
wir die Anzahl « der Glieder in ().

Zum Beispiel bildet jede Untergruppe % in & eine Reihe von der Lange 1;
das Anfangs- und das Endglied dieser Reihe fallt mit % zusammen.

Wir betrachten nun eine beliebige Reihe ((A)=)%;D---DA, von ¥«
nach B.

Ein Glied von () wird wesentlich genannt, wenn es entweder das erste
Glied U, der Reihe oder eine echte Untergruppe (§ 19,Nr.4,1) in dem unmittel-
bar vorangehenden Glied darstellt; anderenfalls ist es unwesentlich. Gibt esin ()
wenigstens ein unwesentliches Glied 2, ,, so heit (A) (wegen A, , = A)
Rethe mit Wiederholungen. Sind alle Glieder der Reihe () wesentlich, so heifit
(A) Reihe ohne Wiederholungen. Die Anzahl o’ der wesentlichen Glieder in
der Reihe () ist die reduzierte Ldnge von (). Es ist 1 < o’ < 2, wobei die
Gleichheit o’ = o Reihen ohne Wiederholungen charakterisiert. Ahnlich wie eine
Reihe von Zerlegungen (§ 10, Nr.1) kann die Reihe () durch Streichung aller
unwesentlichen Glieder (falls es solche gibt) reduziert und durch Eingliederung
neuer Untergruppen in ($ verlingert werden. Auch der Begriff einer Teilreihe
von (A) ist wohl ohne weiteres klar.

Unter einer Verfeinerung der Reihe (N) verstehen wir eine Reihe von Unter-
gruppen in 4, welche die Reihe () als Teilreihe enthélt. Jede Verfeinerung
der Reihe () hat also die Form

W, 1D D 5D 5, D% 30Dy g, 1Dy 5, D
D‘J[a,ﬂ,:)?(h1,13"'39I“+1-5z+1‘1'

In diesen Formeln ist 9[7”‘,7 =Wy =1,...,0), und die 3, ..., fasy
bedeuten natiirliche Zahlen; wenn ;=1 ist, so werden die Glieder
Wy, 1 DDAy, g,y nicht gelesen.

2. Zugeordnete Reihen von Nebenklassenzerlegungen. Es sei  ((U) =
A, D---DA, eine Reihe von Untergruppen in (5. Der Reihe (A) ordnen wir
nun die folgenden Reihen von linksseitigen bzw. rechtsseitigen Nebenklassen-
zerlegungen zu:

(GLA) ) G, == 6L,
(6,0 ) 6,0 = =69,

Wir sprechen von der zur Reihe (W) zugeordneten oder zu ihr gehirigen Reihe
von linksseitigen bzw. rechtsseitigen Nebenklassenzerlegungen der Gruppe 4.
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Wir sehen, dal man die Reihe ((/,%) bzw. (&/,A) erhilt, indem man jedes
Glied %, (y =1, ..., ) von (%) durch &/, A, bzw. &/, A, ersetzt.

Wir wollen etwa die Reihe (G/,9%) betrachten und sonst nur bemerken,
daB analoge Uberlegungen auch fiir die Reihe ((5/,%) angestellt werden
konnen.

Offenbar gelten die folgenden Aussagen:

Die Rethen (N) und (&/,A) haben dieselbe Linge o.

Die Reihen () und (&/,AN) sind beide zugleich Reihen mit oder ohne Wieder-
holungen und haben dieselbe reduzierte Linge o (< o).

Die zu einer Verfeinerung () der Reihe (N) zugeordnete Reihe (G3/,U) stellt
eine Verfeinerung (&), %) der Reihe (&/, ) dar.

Die Einfihrung der zugeordneten Reihen von Nebenklassenzerlegungen
bietet die Moglichkeit, die Theorie der Reihen von Untergruppen der Theorie
der Reihen von Zerlegungen auf Mengen unterzuordnen. Man braucht nur
die fiir diese letzteren definierten Begriffe und angestellten Uberlegungen den
Reihen von Untergruppen zuzuordnen. Dabei ist lediglich darauf zu achten,
daB die auf diese Weise eingefithrten Begriffe fiir Reihen von Untergruppen
nicht etwa die Eigenschaften der zugeordneten Reihen von linksseitigen bzw.
rechtsseitigen Nebenklassenzerlegungen bevorzugen, sondern stets eine Sym-
metrie in bezug auf die linksseitigen und die rechtsseitigen Nebenklassenzer-
legungen aufweisen. Die Bedeutung dieser Bemerkungen wird in dem folgen-
den Aufbau dieser Theorie klar hervortreten.

3. Lokalkettengebilde. Wir betrachten eine Reihe von Untergruppen in der
Gruppe &,
(=) W[WO--2% (2z1),

und die zugeordneten Reihen von linksseitigen und rechtsseitigen Neben-
klassenzerlegungen von (&,

(GLA) =) G,A == 6, U,
(B,A) =) 6,A == 6,9,

Zu jedem Element @ von 65/;%, bzw. &/, A, gehort eine lokale Kette der
Reihe (G3/, %) bzw. (&/,A) mit der Basis a. Die von den zu den einzelnen Ele-
menten von &, A, bzw. 3/, U, gehorigen lokalen Ketten gebildete Menge ist das
zu der Reihe () gehorige linksseitige bzw. rechtsseitige Lokalkettengebilde 1\,
baw. A,.

Zwischen den Lokalkettengebilden A\;, A, bestehen gewisse Wechsel-
beziehungen, die wir nun beschreiben wollen.

Zunichst wollen wir daran crinnern, daB es zu jeder linksseitigen (rechts-
seitigen) Nebenklasse @ in bezug auf eine Untergruppe in (¢ stets die zu a
inverse rechtsseitige (linksseitige) Nebenklasse @-! in bezug auf diese Unter-
gruppe gibt. Diese Nebenklasse @-! wird von den inversen zu den in a
enthaltenen Punkten gebildet (§ 20, Nr.2, Satz 8).



§ 23. Spezielle Nebenklassenzerlegungen von Gruppen 159

Wir betrachten nun zwei zueinander inverse Nebenklassen @€ &/, %,
a' € @/, A, und die zu den Basen a, a1 gehorigen lokalen Ketten der Reihen

(@h, ©FN: kg ) Ka —- > K.a,
((Ka]=) Kl'd-l - K amt.

Wir haben hier zur Vereinfachung der Schreibweise fiir die lokalen Ketten
[Ka], [Ka'] und ihre Glieder K,a, K,a' dasselbe Symbol K angewendet,
obwohl es sich um lokale Ketten bzw. Glieder von zwei in allgemeinen ver-
schiedenen Reihen ((5/,), (¢/, A) handelt. Diese Vereinfachung kann wohl
zu keiner Unklarheit AnlaB geben, da sich die erwihnten Ketten bzw. Glieder
durch verschiedene Bezeichnung der entsprechenden Basen @, @-! voneinander
unterscheiden lassen. Von ciner solchen vereinfachten Schreibweise wollen
wir auch im folgenden Gebrauch machen.

Wir bezeichnen mit a, daxjonige Element der Zerlegung (35/,9[ in dem @
als Teilmenge mltlmlten ist (y = ., %). Sodann ist die inverse Neben-
klasse a1 dasjcnnrc Element dex /erlo;_,un«r 65/,2,, in welchem a™! als
Teilmenge enthalten ist. Offenbar gelten die Beuohunéen ay DD a,(= a),
aft>---Dazl(=al) und
A, K,a —a, 76,;%, 4,

Lat, Ka' a'nG,0,, (A.,=A).

S
Ql

v
‘l;.
v

)
oz

Nach § 21, Nr.8,5 wird jede der beiden Zerlegungen K, a, K,a* durch die
erweiterte ln\'ersion n der Gruppe 5 auf die andere abﬂebllde also
nK,a - K,a', nK,a' K, Wegen dieser Eigenschaft nennen wir je
1\&01 (110(1(‘1 Isy(z K,a ' von [Ka] bzw. [Ka '] mit dem gleichen Index
vy 1., 9) ~u(’znand(’r invers und wenden dieselbe Bulcnnumr auch auf
die b(-n!vn lokalen Ketten [K a|, [Ka '] an. Je zwei zueinander inverse Glieder
von [Ka] bzw. [Ka '] sind dquivalente Mengen (§ 21, Nr.8,5).

Wir wollen nun zeigen, dal die beiden Lokalkettengebilde 2\, A\, stark dqui-
valent sind.

In der Tat, wenn wir jeder lokalen Kette [K @] € /A, die zu ihr inverse lokale
Kette [Ka '€ A, zuordnen, so erhalten wir eine schlichte Abbildung f
von A\; auf 7\, (lu‘ wegen der zwischen je zwei inversen Gliedern von [K a)
bzw. f[]s @] — [Ka '] bestehenden Aquivalenz eine starke Aquivalenz von
Ay auf A, darstellt.

4. Paare von Reihen von Untergruppen. Wir betrachten zwei Reihen von
Untergruppen in der Gruppe %,
() ) W>D---DA (x=1),
((8) ) *1%13 3\,, (p=1).

f

Zu diesen Reihen gehoren die zugeordneten Reihen von linksseitigen Neben-
klassenzerlegungen von (%,
(B, ) G, = = G, (1)
((65,B) ) GV, == 6,9,

v

und die entsprechenden linksseitigen Lokalkettengebilde A, B,.
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Analog gehoéren zu den Reihen (%), (¥B) die zugeordneten Reihen von rechts-
seitigen Nebenklassenzerlegungen von :

(B, =) 6,%=-=6,A,
(6,9)=) 6/,8;,=---=6/,B;

und die entsprechenden rechtsseitigen Lokalkettengebilde A,, B,.

Nun gilt zunédchst der folgende Satz. Wenn die Reihen (1) bzw. (2) in einer
der folgenden vier Beziehungen zueinander stehen, so gilt dasselbe auch von den
Reihen (2) bzw. (1), die stets die gleiche Wechselbeziehung aufweisen: Die Reihen (1)
bzw. (2) sind a) komplementdr, b) kettendquivalent oder gleichbasig kettendqui-
valent, c) halbverkettet oder gleichbasig halbverkettet, d) verkettet oder gleichbasig
verkettet.

2

Beweis. Wir nehmen an, daB z. B. die beiden Reihen (1) komplementir
sind.

In diesem Fall ist jedes Glied (sJ/l A, von (B/,A) zu jedem Glied ¢/,
von (&/,B) komplementér (§10,Nr.8), g =1, ..., a; v=1,...,[; folglich
ist jedes Glied %, von (%) mit jedem Glied B, von (B) vertauschbar (§ 21,Nr. 6).
Wir sehen, daB auch jedes Glied ¢/, %, von (¢/,A) zu jedem Glied ¢/,B, von
(6/, B) komplementar ist (§ 21, Nr.6), so daB die beiden Reihen (2) komplemen-
tar sind.

Ferner nehmen wir an, daBl z. B. die beiden Reihen (1) in einer der Be-
ziehungen b), ¢), d) zueinander stehen. Sodann haben dic Reihen (1), (2) und
folglich auch die Reihen (%), (B) dieselbe Lange o = ;5. Ferner gibt es in
jedem der genannten Fille eine schlichte Abblldung f, stalke Aquivalenz,
Aquivalenz mit Halbverkniipfung, Aquwalcnz mit Verkniipfung) von A,
auf B,, die unter Umstidnden gleichbasig sein kann. Mit Hilfe dieser Ab-
bildung definieren wir eine schlichte Abbildung f, von A, auf B, so, daf§ wir
fiir jedes Element [Ka] € A, die inverse lokale Kette [Ka 1] € /\; betrachten
und dem Element [K @] die zu der lokalen Kette f;[Ka '] = [Kb] € B, inverse
lokale Kette f, [Ka]= [Kb-1] € B, zuordnen. Wenn dic Abbildung f; gleich-
basig ist, so haben wir b = @1, also auch bh-! = @, und sehen, dal} auch die
Abbildung f, gleichbasig ist.

Es seien nun [Ka], f,[Ka] = [Kb-'] zwei in der Abbildung f, einander
zugeordnete Elemente von A, bzw. B.. Wir betrachten die zu diesen Elementen
inversen lokalen Ketten [Ka'l€ A, f, [Ka '] = [Kb] € B;:

(Ka =) Ka'—...—-K,a",
((Kb] =) Kb —---—>K,b. .

Wegen der vorausgesetzten Existenz einer der Bezichungen b), ¢), d) gibt
es eine Permutation p der Zahlenmenge {1, ..., «} derart, dafl diec durch je
zwei Glieder K,a!, Ksb der lokalen Ketten [Ka '], [Kb] dargestellten Zer-
legungen miteinander dquivalent bzw. halbverkniipft oder verkniipft sind;
dabei ist § = py. Wir lassen nun diese Permutation p auf die zu den lokalen
Ketten [Ka@-1], [Kb] inversen lokalen Ketten [Ka]€ A, f[Ka] - [Kb1€ B,
einwirken, indem wir jedem Glied K a der ersten das Glied Ksb~! der zweiten
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zuordnen, wobei wiederum 0 = py ist. Je zwei solche Glieder K,a, Kzb-!
stellen die zu den miteinander dquivalenten bzw. halbverkniipften oder ver-
kniipften Zerlegungen K, a!, K;b inversen Zerlegungen dar. Nach § 7, Nr.3,4
schlieflen wir, dafl auch die Zerlegungen K.a, K;b-' miteinander dquivalent
bzw. halbverkniipft oder verkniipft sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Die in diesem Satz festgestellte Symmetrie der Aquivalenz bzw. Halb-
verkniipfung oder Verkniipfung in bezug auf die zu den Reihen (%), (B)
gehorigen Reihen von linksseitigen und rechtsseitigen Nebenklassenzerlegun-
gen (G/,A), ($/,B) und (¢/,A), (¢5/,B) gibt zu der folgenden Definition
Anlaf3:

Wir nennen die Reihen von Untergruppen (%), (B) a) komplementir (oder
auch miteinander vertauschbar), b) kettendquivalent bzw. gleichbasig ketten-
dquivalent, c) halbverkettet bzw. gleichbasig halbverkettet, d) verkettet bzw. gleich-
basig verkettet, wenn die zu den Reihen (), (®B) gehorigen Reihen von links-
seitigen Nebenklassenzerlegungen (63/,%), (&/,B) und folglich (nach dem
obigen Satz) auch diejenigen von rechtsseitigen Nebenklassenzerlegungen
(65/,%A), (65/,B) die entsprechende Eigenschaft aufweisen.

5. Komplementdire (miteinander vertauschbare) Reihen von Untergruppen.
Wir betrachten zwei komplementire Reihen von Untergruppen in der
Gruppe 4,

() =) AWD---DA, (x=1),

((B)=) B;D---DY; (B=1).

Zu diesen Reihen gehoren die zugeordneten Reihen von linksseitigen und
rechtsseitigen Nebenklassenzerlegungen der Gruppe &: (&/,%), (65/,B) bzw.
(65/,90), (63/,B), die ausfihrlicher durch die Formeln (1) und (2) ausgedriickt
werden konnen.

In diesem Fall gilt der folgende

Satz. Die Reihen (), (B) besitzen gleichbasig verkettete Verfeinerungen
(Ny), (By) mit dibereinstimmenden Anfangs- bzw. Endgliedern. Diese Ver-
feinerungen sind durch die in Teil a) des folgenden Beweises beschriebene Kon-
struktion gegeben.

Beweis. a) Nach Voraussetzung sind je zwei Zerlegungen /,9,, 63/, ;
(y=1,...,2:0=1,..., ) zueinander komplementir, also je zwei Unter-
gruppen 9. B; miteinander vertauschbar (§ 21, Nr.6). Nach §22, Nr.2, Satz 1
sind auch die Untergruppen “J[y,.i)lz,_l NY, bzw. By, B, ;N A, (Ag By = G
jo=1, ..., 0; v 1, ..., p) miteinander vertauschbar, und es gilt

() AW NV, = A, N ALY, "
(Q‘(S, no ) RB(S (Q% 1N 9],,) = \1{5‘ 1N \;BO 9[!‘ .
Wir setzen
AW, = U, A, NYp= B,

A Bp= G, A,y Yy, = B.
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Dann gelten die Formeln (3) fiur p, u=1,...,a+1; d,v=1,...,8 + 1.
Aus der Definition von ¥, ,, B, , schlieBen wir auf die Giiltigkeit der

Beziehungen
9[;'-1391;;,117 %[y,ﬁ+]::gl'y:
%6-13%6,/,” %6,a+1:§B0;

ferner ist fir » < g, p <«
QIy'vD%y‘y*ly %6 ;43%6 p+1c

Somit erhalten wir die folgenden Reihen von Untergruppen von 9, , nach %

ke
und von B, ; nach B,:

9[),,13"'3@[7’5+1,
Bs, 127+ DB, a1
Wir sehen also, daBl die folgenden Reihen von Untergruppen in & Ver-
feinerungen der Reihen (), (B) darstellen:
((9[*) :) u:ml’13'"DQI],ﬁ+13912,13"':)912,5,,13"'39{a+1’13"'
D1, 01— B

(Bye)=) U=90B;1DDVB;,0,10Bp,1D-*DYp o, DBy, 1,1~
"D%ﬂa 1,a+17 B.

Offenbar haben die Reihen (), (B,) dieselbe Léange (a + 1)(5 + 1),
und ihre Anfangs- bzw. Endglieder stimmen iiberein: (1 =)%, , = %, ;.
War1,p:1= Bps1,221(= V). Die Reihen (Ay), (B,) sind die erwihnten
Jleu:hbaszg verketteten Verfeinerungen der Reihen (), ().

b) Wir haben zu zeigen, dal} die den Reihen (2,), (B,) zugeordneton Reihen
(B/,Uy), (G/,B,) gleichbasig verkettet sind. Die Reihen (63/,%U,), (¢/,B)
erhilt man, indem jedes Glied ¥, , der Reihe (A,) durch ¢/, %, , und jedes
Glied B, , der Reihe (B,) durch (55/, B, , ersetzt wird.

Wir fiithren die Bezeichnungen

Ay: @/’[9(7, Ba': 6};’[ EBG’ fj.‘, ''''' (9/ g)[', v Bd u (sjlle u
ein und erhalten wegen (3) und wegen §21 Nr.4 und 5

"‘[A ( y-1 Bv)J = ,1 1> [4 Bl«])’
Bd,y*‘[]g > (36—17 —u)] = (Bé-ly [Bd’ ‘/i;zJ)

Wir sehen, dafl die den Reihen (), (B,) zugeordneten Reihen ((/,A,),
(63/,B,) aus den komplementiren Reihen (¢/,), ((4/, ) durch diein § 10, Nr.7
(Teil a) des entsprechenden Beweises) beschriebene Konstruktion entstehen.
Folglich sind nach § 10, Nr. 8 die Reihen ((/, U,), (8/, B,) gleichbasig verkettet.
Damit ist der Satz bewiesen.
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5. Ubungsauigaben,

1. Der Leser moge den allgemeinen Fiinfgruppensatz mit Hilfe von Untergruppen
der Gruppe 3 (§ 18, Nr. 5, 1) realisieren.

2. Es seien AD Y, €D D beliebige Untergruppen in ¢ und 4 DB, C' D D ihre Felder.
Wir setzen voraus, daB die linksseitigen Nebenklassenzerlegungen (4 =) %/,8, (€ =) €/,®
in bezug auf B, D adjungiert sind. Es soll die in § 4, Nr. 2 beschriebene Konstruktion

von verkniipften Uberdeckungen A, € der Zerlegungen 4, = CC A,Q, C, =ACC,D
durchgefithrt werden.

§ 24. Invariante Untergruppen (Normalteiler)

1. Definition. Es seien A O B Untergruppen in 5. Wenn die linksseitige
und die rechtsseitige Nebenklasse jedes Punktes @ € % in bezug auf die Unter-
gruppe B zusammenfallen, wenn also a8 = Ba gilt, so heillt B invariante
oder normale Untergruppe in A; man nennt B auch Normalteiler in A. In
diesem Fall sind natiirlich die beiden Nebenklassenzerlegungen A/, B, A/, B
identisch, also N[V = A[,B; man spricht einfach von der Nebenklassen-
zerlegung der Gruppe W in bezug auf die (invariante) Untergruppe ‘B.

Bei Betrachtungen iiber invariante Untergruppen, die in derselben Unter-
gruppe A liegen, konnen wir offenbar 9 - (§ annehmen.

2. Grundlegende Eigenschaften invarianter Untergruppen. In der Gruppe &
gibt es mindestens zwei (eventuell zusammenfallende) Untergruppen. die in (¢
invariant sind: die grifte (mit (¢ identische) Untergruppe und die kleinste
(aus dem einzigen Element 1 bestehende) Untergruppe {1}. Diese stellen
die extremen invarianten Untergruppen in ($ dar. In der Gruppe & kann es
schr wohl Untergruppen geben, die nicht in (§ invariant sind; z. B. ist die aus
den Permutationen 1, f (wir wenden dieselbe Bezeichnung wie in § 22, Nr.1 an)
bestehende Untergruppe A der Permutationsgruppe €, in €5 nicht invariant,
wie z. B. aus a9 = {a, ¢}, Aa - {a, d}, a 4 Aa zu erschen ist.

Es seien (B D) A D B Untergruppen in &. Ist die Untergruppe B invariant
in (4, so hat sic natirlich dieselbe Eigenschaft auch in . Ist jedoch umgekehrt
die Untergruppe 9B invariant in A, so braucht sie keineswegs auch in der
Gruppe (% invariant zu sein, da die Bezichung % = B wohl fir alle Punkte x
in U erfillt sein kann. nicht aber fiir alle Punkte in (§ zu gelten braucht. Ist
z. B. die Untergruppe U nieht invariant in (9§, so ist sic zwar in 9, nicht aber
i (§ invariant.

Ist die Untergruppe A in (& invariant, so ist sie mit jedem Komplex C C &
vertauschbar. In der Tat, ist A in & invariant, so gilt +A — Aw fir jeden
Punkt « € ¥, also auch fir jeden Punkt a € C. Daraus folgt CU = AC.
Insbesondere schen wir, dall zwei Untergruppen A, € C &, von denen eine in &
invariant ist, stets miteinander vertauschbar sind.
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