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BIRACIONÁLNE TRANSFORMÁCIE 1860-1960 

Historický prehfad 

JÁN ČIŽMÁR 

Úvod 

Lineárně transformácie patria v súčasnosti do základnej tematiky vysoko-
školskej výučby geometrie v rámci všeobecnej matematickej přípravy v ma
tematických, technických i ekonomických špecializáciách odborného aj uči-
tefského studia. Popři témě metrických transformaci!, ktorá spravidla nechýba 
v žiadnom kurze matematiky, sa ešte často objavujú afinné transformácie, oje
diněle ekviformné (konformné) transformácie a výnimočne projektivně trans
formácie. Systematický výklad grup geometrických transformácií, vychádzajúci 
z projektívnej grupy, z ktorej možno stupňovanými špecializáciami získať po
stupné afinnú, ekviformnú a metrickú grupu, vypadol z programu základného 
vysokoškolského studia a přesunul sa do malých skupin niektorých specializa
ci! postgraduálneho štúdia. Všetky lineárně geometrické transformácie majú 
spoločné niektoré vlastnosti, áko sú napr. zachovanie incidencie, speciálně ko-
lineárnosti, invariantnosť dvoj poměru štvorice bodov priamky, invariantnosť 
stupňa algebraickej čiary, resp. plochy, invariantnosť násobnosti bodu, resp. 
násobnosti dotyčnice algebrickej čiary, resp. plochy (obr. 1), invariantnosť rodu 
algebrickej křivky atď. 

y » 3 
t - 2 

Obr. 1 

Všetky tieto vlastnosti možno považovat' za všeobecné vlastnosti projektívnej 
grupy, ktoré sa prenášajú na jej postupné sa zužujúce špecializácie - afinnú, 
ekviformnú a metrickú grupu. Každá z týchto špecializácií je charakterizovaná 
svojím specifickým invariantom: v afinnej grupě je to (deliaci) poměr (troch 
bodov na priamke), v ekviformnej grupě veflcosť uhla a v metrickej grupě vz-
dialenosť dvoch bodov. 

Nápadnou vlastnosťou, ktorou sa líšia nelineárně geometrické transformá
cie od lineárnych, je vo všeobecnosti róznosť stupňa algebrickej čiary a stupňa 
jej obrazu v transformácii. Napr. inverzia vzhXadom na kružnicu (v rovině) 
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(obr. 2) alebo inverzia vzhťadom na gufovú plochu (v priestore) zobrazujú pri-
amku ( = algebrická čiara stupňa 1) na priamku alebo kružnicu ( = algebrickú 
čiaru stupňa 2). 

Obr. 2 

Štúdiom inverzie sa zaoberal už Apollonios (3. st. pr. n. 1.) a jeho následov
níci, v středověku arabskí matematici a pod ich vplyvom aj niektorí európski 
matematici neskoršieho středověku. V rozličných aplikáciách sa inverzia znovu 
objavovala v európskej matematike od 16. - 17. st. a nová vlna oživeného 
teoretického zaujmu o ňu sa objavila v 19. st., najma v súvislosti s rozvojom 
projektívnej a neeuklidovskej geometrie (Móbius, Steiner a i.). Tento záujem 
však až do 60. rokov nepřekročil hranice štúdia konkrétných špeciálnych prí-
padov nelineárnych transformácií a nedospěl k podstatnému zovšeobecneniu. 
Stalo sa tak až v 60. rokoch v súvislosti s úsilím transformovat' algebrické křivky 
v reálnej (resp. komplexnej) projektívnej rovině tak, aby sa znížila „miera" ich 
singularity, t. j . aby sa súhrnné „ohodnotenie" singulárnych bodov a dotyčníc 
křivky transformáciou zmenšilo. 

Prvý krok v tomto směre zaznamenal Luigi Cremona prácou O geomet
rických transformáciách rovinného útvaru (Sulle transformazioni geometriche 
delle figuře pianě, Bologna Mem. (2) 2, 621-630, 1862(3)). Nelineárně algeb
rické transformácie, ktoré na transformáciu kriviek použil, sa stali základom 
budovania teorie biracionálnych transformácií (na Cremonovu počesť nazýva
ných aj Cremonovými), ktoré sa čoskoro z pomocného účelového prostriedku 
stali samostatným objektom vědeckého výskumu a dali podnět k rozvojů uce-
lenej oblasti algebrickej geometrie. Najváčšiu zásluhu na jej budovaní v prvých 
desaťročiach mali příslušníci talianskej klasickej školy algebrickej geometrie a 
od roku 1870 aj v súvislosti so vznikom a rozvojom teorie priestorových trans
formácií taktiež německá škola algebry a algebrickej geometrie. (Významným 
predstavitefom tejto skupiny bol napr. Max Noether.) 

I. KLASICKÉ OBDOBIE (cca 1860 - 1925) 

1. Klasické obdobie rozvoja teorie biracionálnych transformácií možno při
bližné ohraničit' rokmi 1860 a 1925. V ňom sa okrem výskumu základnej pro
blematiky sústreďovala pozornost' na taxativně stanovenie všetkých typov bira
cionálnych transformácií určeného stupňa a na studium konkrétných prípadov 
biracionálnych korešpondencií medzi geometrickými objektami projektívnych 
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priestorov rozmerov 2 a 3. 
Aká je klasická podoba biracionálnej transformácie medzi projektívnymi ro

vinami? 
Základným pojmom je racionálně zobrazenie z projektívnej roviny do pro-

jektívnej roviny 
Necti P2(C),P/ 2(C) (skrátene označované aj P 2 ,P / 2 ) sú projektivně roviny 

nad potom komplexných čísel a nech (x) = (XQ,X\,X2) £ P2(C), (x') = (XQ,^, 
x2) e P/2(C) označujú Iubovo&ié body projektívnych rovin s homogénnymi 
súradnicami Xi, resp. x\ (i = 0,1,2). 

Racionálnym zobrazením roviny P2(C) do roviny P ; (C) sa nazývá zobrazenie 
/ : P2(C) ->P'2(C), ktoré bodu (x) = (x0,xx,x2) G P2(C) priraďuje bod 
(x') = (x'0,x'1,x'2) e P'2(C) tak, že 

x'i = ÍÍ(XQ,XI,X2), i = 0,1,2, (1) 

kde /Í(5O, S\,S2) E C [5o, 5i,52], i = 0,1,2, sú nesúdelite&ié homogenně poly
nomy toho istého stupňa n > 1 neurčitých SQ,S\,S2 nad potom komplexných 
čísel. Ak je zobrazenie / v bode (x) definované, t. j . (XQ,XI,X2) ^ (0,0,0), 
nazývá sa bod (x') obrazom bodu (x) v zobrazení / a označuje sa f(x) . 

Pri odhomogenizovaní súradníc v rovině P2(C) vzhFadom na súradnicu XQ 
má bod (xo,xi,x2) nehomogenně súradnice x = ^,y = -j* definované na 
množině A2, = P 2 (C)\CJ 0 , kde CJ0 je súradnicová os určená rovnicou XQ = 0. 
Analogicky x' = -^h,y' = ^f sú nehomogenně súradnice bodu (XQ,^,^) na 
množině A'0 = P/2(C)\o;0, kde u'0 je súradnicová os určená rovnicou x0 = 0. 

Po zavedení označenia fi(x,y) = -pcfi(xQ,X\,x2), i = 0,1,2, je zúženie zob-

razenia / na množinu A'0 zobrazením / : AQ -> A'0, ktoré bodu (x,y) priraďuje 
bod (x' ,y') so súradnicami 

x' = ^ y l y' = ^ \ (za předpokladu fo(x,y)^0). 
fo(x,y) fo(x,y) 

Teda súradnice obrazu (x',y') (ak existuje) bodu (x,y) sú racionálně funkcie 
súradníc x, y. OdtiaF pochádza názov racionálně zobrazenie. 

Příklad. Kvadratická transformácia 
Kanonický tvar v homogénnych súradniciach: 

x'0 = X1X2 , x[ = a?oa:2 , x2 = XQX\ . 

Kanonický tvar v nehomogénnych súradniciach: 
x' = ± , y' = i . 

Usporiadaná trojica homogénnych polynómov hi(So, S\,S2) G C[5o, 5i, S2], 
i = 0,1,2, toho istého stupňa t > 1 definuje racionálně zobrazenie (1) právě 
vtedy, ked fchj-fjhi sa anuluje na P2(C) pre každú dvojicu (i, j); i,j = 0,1,2. 
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2. Biracionálne zobrazenie 

Ak existuje k racionálnemu zobrazeniu / : P 2 -» P' inverzně racionálně 
zobrazenie g : P' —> P 2 , nazývá sa / biracionálnym zobrazením. Teda skutoč-
nosť, že / je biracionálne zobrazenie, znamená existenciu racionálneho zobraze-
nia g, daného usporiadanou trojicou homogénnych polynómov <7i(5o,5i,52) G 
C[5o,5i,52], i = 0,1,2, toho istého stupňa ra > 1, pre ktorú platí: ak f(x) = 
f(x0,xi,x2) = (x'0,x'1,x'2) = (x') e P ' 2 je obraz bodu (x) E P 2 v zobrazení / a 
obraz g(x') je definovaný, je g(x') = (x'), t. j . (g o f)(x) = g(f(x)) = (x). 

Na druhej straně ak pre bod (x') G P' existuje obraz g(x') = (x) a pre bod 
(x) existuje obraz f(x) = (x"), platí g(x") = (g o f)(x) = (x). Z injektívnosti 
zobrazenia g - ako zobrazenia inverzného k zobrazeniu / - a z rovnosti g(x') = 
g(x") vyplývá (x1) = (x"), t. j . (/ o g)(x') = (x1). 

Teda platí: g o f = 1P2, / o g = lp,2. 
(1P2, resp. lp/2 označuje identické zobrazenie v P 2 , resp. P' , chápané ako 

racionálně zobrazenia, t. j . definované v tých bodoch (x) £ P2 , resp. (x') € P'2 , 
pre ktoré f(x) a g(f(x)), resp. g(x') a f(g(x')) existujú.) 

To znamená, že biracionálne zobrazenie představuje vlastně dvojicu (f,g) 
navzájom inverzných racionálnych zobrazení medzi projektívnymi rovinami 
P 2 , P ' . V případe P 2 = P' sa hovoří o biracionálnej transformácii v rovině 
P 2 . Podlá novšieho úzu sa termín biracionálna transformácia používá aj na 
označenie akéhokoIVek biracionálneho zobrazenia. 

V striktnom chápaní by sa namiesto názvu biracionálne zobrazenie roviny 
P 2 do roviny P' mal používat' termín biracionálna relácia alebo - v klasickom 
geometrickom úze - biracionálna korešpondencia medzi rovinami P 2 , P ' (resp. 
v rovině P 2 v případe P 2 = P' ). Ako sa totiž čoskoro ukáže, racionálně zobra
zenie /, resp. #, nie je definované vo všetkých bodoch roviny P 2 , resp. P ' 2 (pri 
n,m> 2). 

3. Vlastnosti biracionálneho zobrazenia 

1. Nech / : P 2 —•> P' je biracionálne zobrazenie určené vzťahmi (1) a nech 
k němu inverzně zobrazenie g : P' —•> P 2 je dané vzťahmi 

XÍ = gi(x'^x'l,x'2), i = 0,1,2 (2) 

kde (x') = (x'Q,x'ux'2) e P ' 2 a gi(S0,S1,S2) € C[5 0 ,5 i ,5 2] (i = 0,1,2) sú 
homogenně polynomy stupňa ra > 1. 

Dvoj parametrickému systému (sieti) všetkých priamok roviny P' , ktorý je 
daný vyjádřením 

^a^OKa^tOhaiGcl , 
,i=0 J 

(3) 

zodpovedá zobrazením g = f 1 dvojparametrický systém (sieť) kriviek stupňa 
n v rovině P 2 , daný vyjádřením 

| ^ a i / i ( x ) = 0|(a)/(0)L (3') 
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Obrátene sieti priamok v P2, danej vyjádřením 

| ^ 6 í X i = 0 | ( 6 ) ^ ( 0 ) ; f c ť € c | l (4) 

zodpovedá v zobrazení / = g~x sieť kriviek stupňa m v P' , určená vyjádřením 

| ^ 6 i P i ( x ' ) = 0 | ( 6 ) # ( 0 ) | . (4') 

Sieť kriviek (3'), resp. (4') sa nazývá prvá, resp. druhá homaloidná sústava 
(homaloidná sústava v P2, resp. P'2). Jednotlivé křivky sietí sa nazývajú ho-
maloidné křivky alebo homaloidy. 

Každý bod (x1) G P'2, pře ktorý existuje obraz g(x') = (x), možno považo
vat' za priesečník dvoch róznych priamok p, r roviny P' . Obraz g(x') je jediný 
volný (pohyblivý) priesečník dvoch homaloidov prvej sústavy, ktoré zodpove-
dajú v biracionálnom zobrazení priamkam p,r (obr. 3). 

Obr. 3 
To znamená, že všetky homaloidy prvej sústavy majú konečný počet pevných 
spoločných bodov tak, že pre každé dva homoloidy zostáva jediný priesečník 
mimo tejto množiny pevných bodov. KedSe podfa Bézoutovej vety majú každé 
dva homaloidy prvej sústavy ako křivky stupňa n pri započítaní násobnosti 
prieseku spoločných právě n2 bodov, zaberajú spoločné body všetkých homa
loidov prvej sústavy z tohto počtu právě n2 — 1. 

Analogicky zastupujú spoločné body všetkých homoloidov druhej sústavy 
m2 — 1 spoločných bodov (včítane násobnosti prieseku) každých dvoch homa
loidov, takže pre každé dva homaloidy druhej sústavy zostáva jediný volný 
(pohyblivý) priesečník. 

2. Homaloid a priamka 

Nech F je homaloid prvej homaloidnej sústavy a nech p je priamka roviny 
P' . Pri započítaní násobnosti prieseku priamky p s homaloidom F vo všetkých 
ich spoločných bodoch má priamka p s homaloidom F právě n spoločných bo
dov. (Homaloid F je čiara stupňa n.) Priesečníkom priamky p s homaloidom F 
zodpovedajú v biracionálnom zobrazení priesečníky obrazov priamky p a ho-
maloidu F. Obrazom priamky p je homaloid P' stupňa m v druhej homaloidnej 
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sústave a obrazom homaloidu F je priamka / ' roviny P' . Počet bodov prie-
niku / ' D P' so započítáním násobnosti prieseku je m. (P' je křivka stupňa m.) 
Na druhej straně sú tieto body obrazmi spoločných bodov priamky p a křivky 
F, ich počet (vrátane násobnosti) je n 2 . Teda platí: n = m. To znamená: 
Biracionálne zobrazenie roviny a zobrazenie k němu inverzně sú vyjádřené ho-
mogénnymi polynómami toho isteho stupňa. 

Stupeň týchto polynómov sa nazývá stupňom biracionálneho zobrazenia (bi-
racionálnej transformácie). 

Transformácia stupňa n sa niekedy označuje T n _ n alebo T n > n . (Prvý index 
označuje stupeň priameho, druhý index stupeň inverzného zobrazenia. Pri ro
vinných transformáciách sa oba stupně navzájom rovnajú.) 

3. Báza homaloidnej sústavy 

Všetky spoločné body všetkých homaloidov roviny P 2 ležia na troch bázo
vých homaloidoch definovaných rovnicami 

fi(x0,xi,x2) = 0 , i = 0,1,2. (5) 

Množina týchto bodov sa nazývá báza homaloidnej sústavy. Je to množina právě 
tých bodov, pre ktoré v zobrazení / nejestvujú obrazy. (PodEa novšej termino
logie zobrazenie / v týchto bodoch nieje regulárně, t. j . nie je definované.) Táto 
množina sa nazývá fundamentálna množina zobrazenia / v rovině P 2 alebo prvá 
fundamentálna množina (prvá fundamentálna varieta). Jej prvky sa nazývajú 
fundamentálně body biracionálneho zobrazenia roviny P 2 . 

Analogicky sa definuje báza homaloidnej sústavy v rovině P' rovnicami 

gi(xQ,xi,x2) = 0, i = 0,1,2. (6) 

Nazývá sa druhou fundamentálnou množinou (druhou fundamentálnou varie
tou) biracionálneho zobrazenia. Jej prvky sa nazývajú fundamentálnymi bodmi 
v rovině P / 2 . 

4. Fundamentálnou varietou sú stanovené isté podmienky pre určenie homaloi
dov, prienik každých dvoch homaloidov a rod každého homaloidu. 

(a) Každý homaloid ako křivka stupňa n je jednoznačné určený w \ w + 3 ) nezávis
lými jednoduchými podmienkami. Fundamentálna varieta zastupuje všetky 
tieto podmienky okrem dvoch, ktoré zodpovedajú určujúcim podmienkam 
priamky ako vzoru homaloidu. Počet jednoduchých podmienok pre homa
loid, reprezentovaných fundamentálnou varietou, sa nazývá postulačné číslo 
(postulácia) fundamentálnej variety; označuje sa písmenom P. Jeho hodnota 
je 

p = n ( n + 3) 2 ^ ( n + l)(n + 2) 
2 2 

(b) Prienik každých dvoch homaloidov ako kriviek stupňa n bez spoločnej súčasti 
pozostáva podfa Bézoutovej vety - pri započítaní násobnosti priesečníkov -
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právě z n2 bodov. Z tohto počtu pohlcuje fundamentálna varieta všetky 
priesečníky okrem jedného, ktorý zodpovedá priesečníku dvoch priamok ako 
vzorov homaloidov. Počet priesečníkov každých dvoch homaloidov, reprezen
tovaných fundamentálnou varietou, sa nazývá ekvivalenčným číslom (ekvi-
valenciou) fundamentálnej variety, označuje sa písmenom E. Jeho hodnota 
sa rovná 

E = n2 - 1 . 

(c) Množina všetkých bodov každého homaloidu je s výnimkou konečného počtu 
bodov ekvivalentná s množinou bodov priamky, ktorá je vzorom homaloidu. 
Preto je homaloid racionálna křivka, t. j . má rod 0. Redukciu rodu z najváčšej 
možnej hodnoty \n~1)\n~2) sposobujú fundamentálně body. Zmenšenie rodu 
o toto číslo následkom existencie fundamentálnych bodov sa nazývá redukčně 
číslo rodu (stručné redukcia rodu); označuje sa R. Jeho hodnota je 

R_(n-l)(n-2) 

Násobnosti jednotlivých fundamentálnych bodov na všetkých homaloidoch 
ovplyvňujú čísla P, E, R nasledovným spósobom. 

(a) Každý ž—násobný bod (2 = 1,2,...) rovinnej algebrickej křivky předsta
vuje pre určenie křivky ^_-~ nezávislých jednoduchých podmienok. 
Ak sa počet z—násobných fundamentálnych bodov (i = 1,2,...) na kaž-
dom homaloide rovná S{, platí 

--> i(i + 1) _ (n + l)(n + 2) 
r " 2 ^ 8 i ' 2 " 2 K} 

i 

(b) Ak je fundamentálny bod z—násobný na každom homaloide, rovná sa 
násobnost' prieseku dvoch homaloidov v tomto bode číslu i2. Ak sa počet 
i—násobných fundamentálnych bodov rovná číslu Si, je 

E = _y2si'i2=n2-l . (8) 
i 

(c) Každý z—násobný bod zmenšuje rod homaloidu o číslo t\i~1) . 
Ak sa počet z—násobných fundamentálnych bodov rovná číslu S{, je 

R = E,,.iíl^> = < " - ' > ( " - 2 > , m 
i 

Rovnosti (7) - (9) sú tzv. rovnice podmienok. Odčítáním rovnosti (9) od 
rovnosti (7) sa dostane vzťah 

У2 SІ • i = Зn - 3 , 



86 JÁN ClŽMÁR 

ktorým je stanovená horná hranica počtu fundamentálnych bodov bira-
cionálneho zobrazenia stupňa n v jednej fundamentálnej varieté. 

5. Charakteristiky 

Čísla n (stupeň transformácie), i (násobnost' fundamentálneho bodu) a s» 
(počet z—násobných bodov vo fundamentálnej varieté) charakterizujú danú bi-
racionálnu transformáciu. Možno ich zachytit' napr. zápisom 

n\six ...sia ...sifi , 

l\ > • • • > ia > * • ' > Í0 , (10) 

v ktorom symbol sjj označuje skutočnosť, že počet t* — násobných fundamen
tálnych bodov sa rovná číslu Sih. V inom spósobe zápisu 

n ; i i , t 2 , . . . , i t , 

i i > » 2 >•••>** (11) 

sa zaznamenává len násobnost' každého fundamentálneho bodu; tu sa móže tá 
istá násobnost' vyskytovat' niekolkokrát. 

Celkový počet róznych fundamentálnych bodov sa rovná číslu 

r 

* = $ > * * ' 
* = 1 

Konečná číselná postupnost' (10) alebo (11) vyjadřuje tzv. charakteristiku bi-
racionálnej transformácie. 

Charakteristiky reálné existujúcich biracionálnych transformácií sa nazývajú 
geometrické. Aritmetické partície (..., S{h,...) čísla P redukovaného vzhfadom 
na násobnost' fundamentálnych bodov (rovnost' (7)) predstavujú tzv. aritme
tické charakteristiky biracionálnej transformácie stupňa n. Vyjadrujú len nevy
hnutné podmienky pre transformáciu; jej existencia musí byť potvrdená kon
strukčně. 

Transformácias danou charakteristikou, ktorá má s fundamentálnych bodov, 
závisí od 2s + 8 parametrov, a to: 

2s pomerov súradníc pre s fundamentálnych bodov, 
9 homogénnych parametrov pre tri nezávislé homaloidy (t. j . koeficienty 

ai, i = 0,1,2, v rovniciach ]Ci=o a */-( x ) = 0 týchto homaloidov). 
Počty s, resp. s' fundamentálnych bodov transformácií /, resp. / _ 1 sa na-

vzájom rovnajú, charakteristiky transformácie však móžu byť rózne. Charak
teristiky transformácií / , / _ 1 sa nazývajú (navzájom) zdražené. Ak sa tieto 
charakteristiky zhodujú, charakteristika sa nazývá samozdruženou. 

Keď majú všetky fundamentálně body tú istú násobnost', transformácia sa 
nazývá symetrickou-, označuje sa T8ym. 
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De Jonquiěrovými transformáciami stupňa n sa nazývajú transformácie 
s charakteristikou n; l n - 1 ( 2 n — 2)1; označujú sa Tj. 

6. Noetherova nerovnost 

Každá biracionálna transformácia stupňa n > 2 má aspoň tri fundamentálně 
body. Ak by totiž počet fundamentálnych bodov bol nanajvýš dva, platila by 
pre ich násobnosti ii,Í2 a stupeň transformácie n nerovnost' ii +12 < n. (Táto 
nerovnost' platí všeobecné, lebo v případe ii + Í2 > n by spojnica fundamentál
nych bodov bola komponentom každého homaloidu, čo protiřečí předpokladu, 
že polynomy /o,/i,/2 nemajú spoločného delitefa.) 

Z rovnosti (10) by vyplynulo 3n — 3 = ii + Í2 < n, z toho ďalej 2n < 3, čo 
má za následok n = 1. 

Teda pre n > 2 je s > 3. Odtial vyplývá pre násobnosti ii,Í2,Í3 funda
mentálnych bodov biracionálnej transformácie s tromi fundamentálnymi bodmi 
nerovnost' 

ii + h + 3̂ > n + 1 . (Noetherova nerovnost') 

Noetherova nerovnost' v uvedenom tvare platí iste pre transfomáciu stupňa 
n > 2 s tromi fundamentálnymi bodmi. Ak by totiž platilo ii + Í2 + Í3 < n, 
dávalo by to spolu so všeobecným vzťahom ii + Í2 + Í3 = 3n — 3 nerovnost' 
3n — 3 < n a znovu by platilo n = 1. 

Pre transformáciu stupňa n > 3 s počtom fundamentálnych bodov aspoň 4 
Noetherova nerovnost' nemusí platit'. Napr. pre n = 3 de Jonquiěrova transfor
mácia má jeden dvojnásobný fundamentálny bod a 4 jednoduché fundamen
tálně body. Pre násobnosti 1 rubovomých troch jednoduchých fundamentálnych 
bodov platí: 1 + 1 + 1 = 3 < 3 + 1 = 4. 

7. Iregulárne variety (hlavně variety, hlavný systém) 

V dnešnej terminologii iregulárna varieta biracionálneho zobrazenia / : P2 —> 
P/2 v rovině P2 je vzor fundamentálnej variety F' C P ; v zobrazení /. Označuje 
sa H\ teda H = f~l(F'). Analogicky iregulárna varieta zobrazenia / v rovině 
P' je H' — g~l(F) (kde g je zobrazenie inverzné k zobrazeniu /). (V staršej 
terminologii sa iregulárne variety nazývajú hlavné.) 

Každý fundamentálny bod inciduje s každým homaloidom, preto musí každý 
vzor fundamentálneho bodu incidovať s každou priamkou ako vzorom niekto-
rého homaloidu zo systému homaloidov. Takúto vlastnost' má však v rovině len 
čiara. Teda vzorom fundamentálneho bodu je čiara (priamka alebo křivka). 

Každému i—násobnému fundamentálnemu bodu zodpovedá čiara, ktorá pře
tíná priamku ako vzor homaloidu i—krát (vrátane násobnosti). Ide teda o křiv
ku stupňa i. Súhrnný stupeň všetkých iregulárnych kriviek je ^2 i = 3n - 3 . 

Poměrné jednoduchými úvahami sa dospěje k výsledku, že iregulárne variety 
sú určené anulováním Jacobiho determinantov foriem definujúcich biracionálne 
zobrazenie: 

dfi H:J(f0,fi,f2) = Sj(x) = 0 
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H' : J(go, 91,92) = 
дgi 

дSj(x') 
= 0 . 

Základná klasická problematika konkrétnej biracionálnej transformácie před
stavuje: 
1. Stanovenie rovnic (obvykle kanonických) priamej transformácie / a inverznej 

transformácie g = f"1. 
2. Zistenie fundamentálnej variety F C P2 a F' C P'2. Výpočet postulácie P, 

ekvivalencie E a redukcie R. 
3. Zostavenie tabulky charakteristik 

n; * . ; . . . * . ; . . . * . ; . 

4. Zistenie iregulárnej (hlavnej) variety H C P2, resp. if' C P'2 . 
Příklad. Fundamentálna a iregulárna varieta kvadratickej transformácie 
Nech / : P 2 -> P'2 je daná priradením (x) »-> (x'), 
kde 

XQ = X\X2, X\ = X0X2, X 2 = X o ^ i 

a g = / _ 1 : P'2 -•> P2 priradením (x') i-> (x), kde 

Xo — X1X2) X\ — XQX<}I X2 — XQX\ , 

xix2 = 0 

F : X0Z2 = 0 » 

X0X1 = 0 

P = {O0,Oi,O2}, 

Я 
0 X2 xi 

X2 0 xo 

X\ XQ 0 

= 2x0X1X2
 =
 0 » 

H = 00 U 01 U 02 (obr. 4) . 

Obг. 4 
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8. Clebschova veta 

Nech i\,..., ir sú násobnosti fundamentálnych bodov v P2 , i[,..., i'8 násob
nosti fundamentálnych bodov v ¥' . 

Clebschova veta: r = s a {i\,..., i8} = {i[,..., i8} 

9. Noetherova veta 

Každú biracionálnu transformáciu možno vyjadriť ako súčin (zloženie) ko
nečného počtu kvadratických biracionálnych transformácií. 

Pre biracionálnu transformáciu T n _ n stupňa n je ohraničenie počtu h čini-
tefov rozkladu na súčin kvadratických biracionálnych transformácií dané vzťa-
hom 

/i < £ ) (4* - 4) < 4n - 4 ; 
(0 

4tt je počet de Jonquiěrových transformácií stupňa t, ktoré redukujú stupeň 
transformácie T n _ n . 

4. Priestorové biracionálne transformácie 

1. Definícia 

Racionálně zobrazenie / : P 3 -> P / 3 je pre vzor (x) G P 3 a jeho obraz 
(x') G P7 zadané vzťahmi 

x\ = fi(xQ,xiiX2,x3), i = 0,1,2,3 , (13) 

kde /i(5n, 5i, 52,53), i = 0,1,2,3, sú homogenně polynomy toho istého stupňa 
n > 1. Iné vyjadrenie 

x'i = hi(x), i = 0,l,2,3 (14) 

reprezentuje to isté racionálně zobrazenie, ak 

fihj - fjhi = 0 

na P 3 pre každú dvojicu (i, j ) ; i, j = 0,1,2,3. Rovnice (13) a (14) sa nazývajú 
aj ekvivalentnými vyjadreniami toho istého racionálneho zobrazenia. 

Ak k racionálnemu zobrazeniu / : P 3 -> P ; s vyjádřením (13) existuje 
inverzné racionálně zobrazenie g : P ; —> P 3 s vyjádřením 

Xi=gi(x) , t = 0,l,2,3 

s homogénnymi polynómami <7i(5o, 5i , 52,53), (i = 0,1,2,3) toho istého stupňa 
m _: I? t. j . zobrazenie g, pre ktoré platí g o f = 7Ps a / o y = i->,3 (7Ps, 
resp. 7p/3 je identické zobrazenie v P 3 , resp. P / 3 ) , hovoříme o biracionálnej 
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transformácii priestoru P 3 do priestoru P' alebo o biracionálnej transformácii 
medzi priestormi P 3 , P ' 3 . 

Pre každý vzor (x) G P 3 bodu (x') = (f0(x),..., /3(.r)) platia rovnice 

x'0fi(x) -x[f0(x) =0 , 

x'0f2(x) - x'2f0(x) = 0 , (15a) 

x'0Í3(x) -x'3J0(x) = 0 

(nezávislé rovnice) a 
x\h(x) -x'2fi(x) =0 , 

x[f3(x)-x'3fl(x)=0, (15b) 

x'2f3(x) -x'3f2(x) = 0 . 

(navzájom nezávislé rovnice, od sústavy (15a) závislé rovnice). 
Rovnice (15a) definujú tri plochy stupňa n, ktoré majú „vo všeobecnosti" 

len jeden volný spoločný bod, odpovedajúci v inverznej transformácii bodu 
(x') G P' . („Vo všeobecnosti" majú tri plochy stupňa n spoločných n 3 bodov: 
dve plochy sa pretínajú v priestorovej krivke stupňa n 2 a táto křivka přetíná 
tretiu plochu stupňa n v n3 bodoch.) 

2. Biracionálna transformácia je bijektívna temer vo všetkých bodoch priesto
ru P 3 a priestoru P' . Každý bod priestoru P' možno považovat' za jediný 
spoločný bod troch lineárně nezávislých rovin s rovnicami 

3 3 3 

Y, aix'i = o , J2 biX'i = ° ' Yl CÍX'Í = ° ( 1 6) 
i=0 i=0 i=0 

s koeficientmi 

( a o , . . . , o 3 ) ^ ( 0 ) . . . , 0 ) , ( 6 o , . . . , 6 3 ) # ( 0 , . . . , 0 ) , (co,... ,c3) # (0, . . . ,0) . 

V inverznom zobrazení g zodpovedajú v P 3 týmto rovinám homaloidy 

3 3 3 

X>/i(z) = 0 , 5>/ ť (s) = 0 , J^Cifi(x) = 0 . (16') 
i=0 i=0 i=0 

Jeden zo spoločných bodov týchto homaloidov je vzorom spoločného bodu rovin 
(16) v zobrazení / . Pretože zobrazenie / je bijektívne temer vo všetkých bodoch 
priestorov P 3 , P ' , znamená to, že plochy (16') majú temer vidy jediný volný 
spoločný bod a ostatné spoločné body sú zviazané špeciálnymi podmienkami. 

Trojparametrickej sústave rovin priestoru P' 

[J2aix'i = Q\{a)^{0)\ (17) 
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zodpovedá v biracionálnej transformácii homaloidný systém ploch v P' 

{£a./,(*) = 0|(o)-.(0)J, (17') 

ktorý má tieto vlastnosti: 
1. Je lineárny a trojparametrický. 
2. Tri lineárně nezávislé plochy systému majú „vo všeobecnosti" jediný volný 

priesečník. 
3. Všetky prvky systému sú racionálně, t. j . okrem konečného počtu výnimiek 

(čiar a bodov) sú ekvivalentně s rovinou. 

3. Postulácia a ekvivalencia 

Variety (čiary a body) spoločné všetkým homaloidom tvoria bázu homaloid-
ného systému. Tento systém je lineárny a trojparametrický, preto v ňom exis-
tujú tri lineárně nezávislé prvky. Jednotlivé prvky systému ako plochy stupňa 
n sú zadané 

/<n _l_ 3 \ * - ( » + ») 
jednoduchými nezávislými určovacími podmienkami. Báza z tohto počtu od
čerpává 

P = .V-3=(" + 3 ) - 4 

jednoduchých nezávislých podmienok. Toto číslo sa nazývá postulačné číslo 
alebo postulácia transformácie /. 

Počet spoločných bodov (so započítáním násobnosti) troch rubovolhých ho-
maloidov je 

E = n3 - 1 . 

Toto číslo sa nazývá ekvivalenčné číslo alebo ekvivalencia transformácie. 
K redukcii rodu kriviek pri rovinných biracionálnych transformácii niet pri 

priestorových transformáciách analogie. 

4. Fundamentálně a iregulárne variety 

Spoločné čiary a body všetkých homaloidov tvoria fundamentálně variety. 
Sú určené najváčším spoločným delitefom všetkých foriem 

3 

/ = £<*/*> ( c ó , - . - . C 3 ) # ( 0 , . . . , 0 ) . 
i=0 

Iregulárne variety sú vzorom fundamentálnych variet. Sú určené rovnicami 

j = 
дSi(x) = 0 , resp. J' = 

дSѓ

{x) = 0 
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5. Podstatné rozdiely medzi rovinnými a priestorovými biracionálnymi trans-
formáciami 

1. Stupeň priamej priestorovej transformácie móže byť rózny od stupňa in-
verznej transformácie. 

2. Pre priestorové transformácie nejestvuje analógia Noetherovej vety o roz
klade transformácie. 

V klasickom období sa nedospělo k vytvoreniu ucelenej teorie biracionálnych 
transformácií v n—rozměrných priestoroch (pre n > 3). Ojedinělé a neúplné 
pokusy viedli sice k opisu niektorých typov, všeobecná teória však nevznikla. 

II. OBDOBIE „MODERNEJ" ALGEBRY (cca 1925 - 1960) 

1. „Medziobdobie" 

Algebrická geometria zaznamenala pozoruhodný pokrok na báze geometri-
zácie algebrických výsledkov nemeckej algebrickej školy, ktorej vedúcou osob
nostem bola Emmy Noetherová (1882-1935). Podstatnou mierou sa o to zaslúžil 
v druhej polovici dvadsiatych rokov a v tridsiatych rokoch Bartel Leenert van 
der Waerden (nar. 1903) . 

V procese prebudovávania základov algebrickej geometrie na báze súdobej 
modernej algebry sa objavili nové pojmy: 

- všeobecný bod ireducibilnej algebrickej variety 
- súradnicový okruh algebrickej variety (okruh regulárnych funkcií na varieté) 
- pole racionálnych funkcií na ireducibilnej algebrickej varieté (funkčné pole). 

Tieto pojmy - okrem ďalších prvkov nového algebrického aparátu - umožnili 
všeobecnejšie chápanie biracionálnych transformácií a ich rozšírenie z projektív-
nych priestorov na lubovomé ireducibilné algebrické variety. Úroveň všeobec
nosti a strukturálnu priehfadnosť zvyšovalo neskór aj zapoj enie prostriedkov 
topologie do opisu variet a transformácií. 

Na báze nových výsledkov a pojmov v týchto disciplínách je biracionálna 
transformácia definovaná následovně: 

Nech X, Y sú ireducibilné algebrické variety. Zobrazenie / : X —•> Y sa 
nazývá racionálně, ak množina f(X) je hustá v Y (t. j . uzávěr f(X) sa rovná 
Y) a indukované zobrazenie /* : k(Y) -» k(X) je izomorfizmus. Biracionálne 
zobrazenie je charakterizované izomorfizmom k(Y) —> k(X) polí racionálnych 
funkcií. 

Klasická biracionálna transformácia medzi dvoma projektívnymi rovinami 
má v pojmoch komutatívnej algebry nasledovnú podobu (B. L. van der Waer
den): 

Ak (1,^1,^2) je všeobecný bod roviny P 2 , pole racionálnych funkcií (nad 
základným polom fc) na rovině P 2 má tvar 

fc(P2) = fc(Ui,&) -=• fc(r0,l,r2) --> k(vo,vi,l) , 
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kde fi ,£2 , resp. TO,T2, resp. oo,0"i sú nezávislé neurčité. 
Analogicky pre všeobecný bod (l,^i,r/2) roviny P' má pole racionálnych 

funkcií na rovině P' tvar 

fc(P'2) = k(hV[,r,'2) . 

Rovnice priamej transformácie P2 -> P' sú 

^ i = « i ( í i , 6 ) , r?2=-R2(£i,6) , 

kde Ri, R2 sú racionálně funkcie. 
Z toho vyplývá 

fc(l,77Í,772)Cfc(Ui,6)-

Rovnice inverznej transformácie P' —> P2 sú 

6 = s i ( 7 ? i , í 7 2 ) , Ía=5 2 (i7i, i72), 
/ 

kde S\, 5 2 sú racionálně funkcie. 
Z toho vyplývá 

fc(l,íi,ía)Cfc(l,»7Í,»72)> 

čo v spojení s predchádzajúcou inklúziou dává 

* ( U 1 > & ) = fc(l>t7Í,.72). 

Toto je prvá a priehfadná charakterizácia biracionálnej transformácie klasických 
objektov. 

Pri rovinách (takisto aj pri priestoroch) je použitie polí racionálnych funkcií 
bezproblémové, lebo roviny (priestory) sú prirodzeným spósobom ireducibilné. 

Úplné riešenie otázok a problémov súvisiacich s biracionálnymi transformá-
ciami priniesla až neskór teória kvaziprojektívnych variet. Ale už v uvedenej 
etapě boli k dispozícii všetky prostriedky na rozšírenie teorie biracionálnych 
zobrazení nielen na projektivně priestory rozměru n, ale aj na ich mbovomé 
ireducibilné variety. 

2. Oscar Zariski 

Originálny pokus zjednotiť na spoločnom základe všetky rozptýlené čiast-
kové výsledky o biracionálnych transformáciách v n—rozmernom projektívnom 
priestore podnikol v štyridsiatych rokoch nášho storočia Oscar Zariski (1899-
1986). Jeho koncepcia napriek nesporným úspechom, vysokej efektivitě a hlbo-
kosiahlym zovšeobecňujúcim výsledkom nenašla toflco nasledovatefov, ako by sa 
to podfa jej účinnosti a modernosti dalo očakávať. Jednou z příčin je možno aj 
skutočnosť, že vrcholné zovšeobecnenie ako aj riešenie niektorých kardinálnych 
problémov, po desaťročia tvrdošijne odolávajúcich úsiliu popredných pracov-
níkov, urobil sám Zariski. Hlavnou Zariského metodou bola aplikácia teorie 
ohodnotenia na algebrické variety a ich biracionálne zobrazenia. 
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Ohodnotením póla £ do usporiadanej aditívnej grupy T sa nazývá zobrazenie 
v : £ —y T, ktoré má následovně vlastnosti: 
1. v(£n) = v(£) + v(rj) pre každé £,77 G £ 
2. v(£ + 77) > mm[t;(^),t;(77)] pre každé £,77 G £ 
3. Ak je £ určitým K—rozšířením, platí 

v(a) = 0 pre každý prvok a G K , a ^ 0 . 
Množina iž = {£ G £ | v(£) > 0} je okruh, ktorý sa nazývá okruh ohodnote-

nia. 
Množina p = {£ G £ | v(f) > 0} je maximálny ideál v okruhu R. Tento ideál 

sa nazývá ideál ohodnotenia. (V případe diskrétneho ohodnotenia je to hlavný 
ideál.) 

V poliach racionálnych funkcií majú ohodnotenia ďalšie speciálně vlastnosti. 
Nech je £ = k(rjo,... ,nn) pole racionálny ch funkcií (nad základným polom 

k) a nech v je ohodnotenie póla £, v ktorom platí (̂77*) < v(rji) pre určité 
pevné i a všetky k ^ i. 

Množina p = {/ G k[rj0,... ,r)n], stupeň / = m | v[f(n)] > mv(nk)} je 
prvoideál. Varieta V(p) koreňov tohto ideálu sa nazývá centrum ohodnotenia. 
Je to ireducibilná varieta. 

Rozmerom ohodnotenia sa nazývá dim* R/p—rozměr faktorového okruhu 
R/p nad polom k. Pre každé netriviálně ohodnotenie je dim*. R/p < dim* £ . 

Obrátene platí: Ku každej ireducibilnej podvariete existuje také ohodnotenie, 
že jeho centrum je táto pod varieta. 

Nech V a V sú ireducibilné variety, ktoré majú navzájom izomorfné polia 
racionálnych funkcií: k(V) ^»fc(V,)-:» £. Biracionálna korešpondencia medzi 
varietami V, V je definovaná takto (Zariski): 

Podvariety W C V a W C V si zodpovedajú v biracionálnej korešponden-
cii T, ak existuje také ohodnotenie pofa £, že jeho centrum na varieté V je 
podvarieta W a jeho centrum na varieté V je podvarieta W (obr. 5). 
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Korešpondencia podvariet W, W' sa zapisuje označením 

T(W) = W', T'1{W') = W . 

V případe, keď V = V , namiesto izomorfizmu nastupuje automorfizmus 
r : E 4 E a ide o biracionálnu transformáciu na varieté V. 

V Zariského koncepcii namiesto korešpondencie medzi bodmi nastupuje ko
rešpondencia medzi podvarietami Iubovomého možného rozměru. Korešpon-
dujúce podvariety móžu mať rózne rozměry. 

Možnosť ďalšieho zovšeobecnenia priniesli metody teorie kategorií. Pomocou 
súčinu variet a jeho projekcií na faktory je korešpondencia medzi varietami 
V, V definovaná ako podvarieta T súčinu variet V x V , pre ktorý projekcia 
Pi : V x V -> V je epimorfizmus. Pre mbovofnú uzavretú podmnožinu A CV 
je jej obraz definovaný ako podvarieta 

T(A):=p2((AxV')nT), 

kde P2 : V x V -> V je projekcia súčinu variet V x V' na druhý faktor V 
(obr. 6). (Toto priradenie vo všeobecnosti nie je bodovým zobrazením, čo vnáša 
do korešpodencie nový podstatný aspekt.) 

Obr. 6 
Korešpondencia T C V x V je biracionálnym zobrazením, ak 

1. Pi(T) = V , 
2.p2(T) = V, 
3. pre všeobecný bod (x, y) korešpondencie T je (x) všeobecným bodom variety 

V a (y) všeobecným bodom variety V. 

Nech T : V -> V je biracionálna korešpondencia, pričom V a V sú lokálně 
normálně, t. j . sú normálně na každej podvariete W C V,W' C V'\ to zna
mená, že lokálně okruhy Q(W), resp. Q(W') sú celistvo uzavřete vo svojich 
podielových poliach. 
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Podvarieta W C V je 

regulárna — — Q(W) = Q(W') 
podvarieta v korešpondencii T, 

iregulárna — ak existuje taká podvarieta — Q(W) C Q(W') 
W' C V, že T(W) = W' a 

fundamentálna — — Q(W) 2 Q(W) 

Vlastnosti biracionálnych korešpondencii: 

1. Rozměr fundamentálnej variety < dimV - 2 . 
2. Fundamentálnej podvariete zodpovedá nekonečné mnoho podvariet. 
3. Zariského hlavná veta: Nech T : V -> V je biracionálna korešpondencia, 

ktorá na V nemá fundamentálnu podvarietu a má takú fundamentálnu 
podvarietu W, že V je lokálně normálna na W. Pre totálny obraz T[W] 
podvariety W platí: dimT[W] > dim W. 

Použitím topologických metod sa vzťahy variet v biracionálnej korešpon
dencii stali ešte priehfadnejšie. Majů nasledovnú podobu: Nech X, Y sú kvázi-
projektívne variety. Zobrazenie / : X —•> Y je biracionálnym zobrazením ( = 
biracionálnym izomorfizmom), ak existujú také podmnožiny U C X, V C Y, 
že U je otvorená a hustá v I , V otvorená a hustá v Y, a U, V sú navzájom 
izomorfně (t. j . pre okruhy regulárnych funkcií na U a V platí A:[ř7] ^ k[V]). 

Biracionálne zobrazenie / móže mať rózne vyjadrenia <£>(/). Ku každému 
vyjadreniu <p existuje definičná oblasť D(<p(f)), ktorá je neprázdnou otvorenou 
podmnožinou variety X. Zjednotenie 

Def(f) = Uv(,)D(<f>(f)) 

je úplnou definičnou oblasťou zobrazenia /. Je zjednotením regulárnych a ire-
gulárnych podvariet variety V. Jej doplnok X \ Def(f) je fundamentálna 
podvarieta zobrazenia / na X. 

Nech / : X -» Y je biracionálne zobrazenie a ip : U —> Y niektoré jeho 
vyjadrenie. Nech T^ = To je graf tohto vyjadrenia; nazvime r = Ťn grafom 
Tf zobrazenia / . Nech p 1 ? resp. p2 je projekcia variety T/ na X, resp. Y. Pre 
Tubovomú uzavretú podmnožinu Z C X je totálnym obrazom varieta 

TW-pifaHZ)). 

Zariského hlavná veta má po úpravě tvar: 
Nech, T : X -> Y je biracionálna transformácia a nech X je normálna. Pre 
fundamentálny bod P transformácie je jeho totálny obraz súvislý a má rozměr 
> 1. 
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III. B lRACIONÁLNE TRANSFORMÁCIE SCHÉM 

Nech X, Y sú ireducibilné schémy (t. j . příslušné topologické priestory sú 
ireducibilné). 

Nech [ / c X j e podmnožina, ktorá je v X otvorená a hustá, a nech / : U -> 
Y je morfizmus. Takisto nech podmnožina V C X je v X otvorená a hustá 
a nech g : V —•> Y je morfizmus. Hovoří sa, že morfizmus / je ekvivalentný 
s morfizmom g (na prieniku U O V), ak platí f \U C\V = g \U C\V. Trieda 
ekvivalencie morfizmov sa nazývá racionálny morfizmus schémy X do schémy 
Y. 

Táto formálně jednoduchá definícia racionálneho morfizmu odráža fakt, že 
každý morfizmus je svojou podstatou reprezentantom racionálneho morfizmu. 

Další postup k biracionálnemu morfizmu je zřejmý: v jazyku teorie kategorií 
kopíruje klasickú cestu. 

IV. POUŽITIE BIRACIONÁLNYCH T R A N S F O R M Á C l l 

1. Klasická aplikácia: Redukcia singularit rovinných algebrických kriviek. 
Ciefom postupu je dospieť konečnou sériou biracionálnych zobrazení od danej 

křivky ku krivke, ktorá má len tzv. normálové singularity , t. j . má len také 
viacnásobné body, v ktorých sú len jednoduché dotyčnice (obr. 7). 

/ • > 

rozne 
(oddělané) 

dvojnásobná' ^ \^ dotyčnice 
dotyčnica 

norma'lna 
singularita 

Obr. 7 
2. „Nafúknutie" (blowing up, a—proces, „nadutie") 

„Nafúknutie" n—rozměrného afinného priestoru An v bode O = (0, . . . ,0) 
sa konstruuje následovně: 

1. Utvoří s a s ú č i n A n x P n ~ 1 : ku každému bodu (a?i,... ,xn) E „4n a každému 
bodu (2/1,... ,2/n) £ P n _ 1 (netypické číslovanie súradníc) sa utvoří bod 
(xi,..., xn, 2/1,..., yn) homogénny v súradniciach yx,..., yn. 

2. Nafúknutím priestoru An v bode O = ( 0 , . . . , 0) sa nazývá uzavretá mno
žina X C An x P n _ 1 , ktorá je definovaná následovně: 

X : Xiyj -Xjyi = 0;i, j = 1 , . . . , n . 

Pre súčin An x pn~l
 s ú definované projekcie pí : An x Pn~l —> An a 

p2 : An x pn~l -> P n ~ 1 . Zúženie projekcie p\ na X označme ip; teda 
<P •= Pí I X. 
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Potom platí 
tp-l{P) = P' E K p r e P ^ O 
^-1(0) = Pn~l 

Příklad nafúknutia pre A2 a Pl je znázorněný na obr. 8. 

Y.y^xЧx-И) 

P1-E:(t,u) 

?:u ł-x*1,t«1 
y »xu 

Obr. 8 
Proces nafúknutia možno zovšeobecniť z bodu na nibovouiú podvarietu. Tak 
je v práci [5] vyšetřované „nafuknutie pozdE variety". 
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