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Kapitola VIII

DERIVACE

Tato kapitola je vénovana zékladnimu pojmu- diferencidlniho pcétu, totiZ pojmu
derivace.

rvr

§ 1. Definice derivace. Napied proberu dva pfiklady, jeZz ukaZzi uZiteCnost pojmu,
jeiZ potem zavedeme; aZ do definice 24 jde o orientadni pfedb&Zné tvahy, jeZ si nedini
narcku na presnost.

Piiklad 1. BudiZ dina funkce f a provedme jeji grafické zndzorné&ni. Na , k¥ivce*

¥ = f(x) zvolme pevny bod P. Budeme se snaZit zavést n&jakym pfirozenym zpi-
sobem pcjem ,teSny ke kfivce y = f(x) v bod& P.

K tomu cili zvolime na kfivce y = f(x) libovolny jiny  -i7
bed Q.') Primka PQ prochazi bodem P a jeji smér- %
nice se rovni pedilu tsedek RQ : PR (ktery oviem "D_' R T
nutno brat i s pfisluSnym znamenim). Ozna&ime-li &
abscisit bedu P znakem x,, abscisu bodu @ znakem fore feh)
Xo + h, je tato smérnice (viz obr. 32) rovna podilu v
(l) f(xo + h) — f(xo) . Xath :

’ h

Obr. 32.

BliZi-li s¢ bod Q bodu P,?) m&ni se obecn& poloha

piimky PQ; bliZi-li se pfitom piimka PQ jisté limitni polozz, tj. bliZi-li se jeji smér-
nice (1) jisté limit&

@) k = lim o+ 1) = f(xo)

h-0 h

nazyvame tuto limitni polohu pfimky PQ tecnou ke kfivce y = f(x) v bodé P.
Tato teéna (na obr. 32 oznadena pismenem t) prochézi tedy bodem P =[x, f(xo)]
a ma smérnici k danou vzorcem (2), takZe jeji rovnice je-y — f(xo) = k(x — xo).
Poznamencjme: bod P byl pevn& zvolen, bod Q byl libovolny (prom&nny) bod, jenZz
s¢ bliZil bodu P. Ve vyrazu (1) je tedy x, pevné &islo, kdeZto h je proménna; zlomek

) Na obr. 32 je bod Q vpravo od P; mtZe byt téZ vlevo od P; napi. bod Q” na obrazku.
2y Tj. blizi-li se &islo / nule.

14 — Jarnik: Diferencidlni poZet I.
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(1) je tedy funkci promé&nné h a my hleddme limitu této funkce v bod& 0 (Ze pravé
pro hodnotu h = 0 zlomek (1) nemé4 smyslu, oviem nevadi, viz text v kap. V,
§ 5 za definici 19).

Pfiklad 2. Pfedstavme si bod P pohybujici se néjakym zplsobem po pifimce.
Na této pfimce zvolme podatek; ¢as méfme od jistého okamZiku tfeba ve vtefinach.
Poloha bodu ‘P v libovolném okamZiku ¢ je dina jeho soufadnici x (m&fenou tfeba
v centimetrech; x je oviem kladné nebo ziporné, podle toho, na které strané poCatku
bod P lezi). Soufadnice bodu P zéavisi oviem na &ase: x = f(t). Jsou-li t,t, dva

. S(tz) — f(1 -

okamZiky (t, < t,), nazyvame podil M stfedni rychlosti??) bodu P v dobé
27 4

od okamzZiku #; do okamZiku ¢, (je to dréha, kterou bod za tu dobu urazil, délena
podtem vtefin, ktery bod P k tomu potieboval). OkamZitou rychlost bodu P v uréi-
tém okamZiku ¢, definujeme pak takto: zvolime libovolny jiny okamZik 1, = t; +
‘+ h(h # 0), stanovime stfedni rychlost v dob& mezi okamZiky t,,t, + h,) tj.
zlomek

o) St + h,)1 — f(t)

e

a nechame h se bliZit nule; bliZi-li se pfitom zlomek jisté limité

@ }li-r.r(\)f(tl—*_’;)—f(t'),

nazyvame tuto limitu okamZitou rychlosti bodu P v okamZiku t,.

JeZto jsme v obou téchto — pro matematiku i fyziku jisté ddleZitych — pfi-
kladech dospgli k limit& (2) nebo (4) téheZ tvaru (Ze jsme ono pevn& zvolené &islo
znadili jednou x,, po druhé t,, je oviem lhcstejné), jevi se udelnym, dat této limite
zvlastni nazev:

Definice 24. Budi? f funkce, x, &islo. Limitu

(5) ]lm f(xo + h) - f(xo)

h-0 h

nazyvame derivaci funkce f v bodé x,. Obdobné nazyvame limitu

(6) lim f(xo + h) _f(xo) (popf. ]imf(xo + h) - f(xo))

h—0+ h h=0-— h

derivaci funkce f v bodé x, zprava (popk. zleva). Neexistuje-li proni, popf. druhd,
popF. tieti z téchto limit, Fikdme, Ze funkce f nemd v bodé x, derivaci, popF. derivaci

22) Znaménko tohoto podilu udava, zda kone&nd poloha bodu P je ,,vpravo‘‘ i ,,vlevo** od
potateéni polohy.

3) Je-li h > 0, zaina tato doba okamZikem ¢; a kon¢i okamzikem ¢; + h; je-li A < 0, zakina
tato doba okamzikem ¢; + h a konCi okamzikem ¢,.
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zprava, popF. zleva. Limity (5), (6) mohou byt vlastni nebo nevlastnf; mluvime pak
o vlastni nebo nevlastni derivaci.

Pfiklad 3. Funkce x* mé v ka¥dém bod& x, derivaci 2x,; nebof ((xo + h)? —
. —x3):h =2xy + hpro h + 0 a dale lim (2xo + h) = 2x,.
h=0

Poznamka 1. Z definice 24 a z poznamek na str. 169 plyne: I. M4-li funkce f
derivaci v bodg x,, existuje &islo § > 0 tak, Ze funkce f(x) je definovéana v intervalu
(xo — 8, xo + 8). II. Derivace je opét ,Jlokalni pojem* podcbn¥ jako spojitost:
existuje-li & > 0 tak, Ze pro x, — 8 < x < X, + 0 je f(x) = g(x) a existuje-li derivace
funkce f v bodé€ x,, existuje téZ derivace funkce g v bod€ x, a rovna se derivaci
funkce f v bodg x,. III. Obdobn& pro derivaci zprava a zleva; pouze misto (x, — 3,
Xo + 0) je nutno psat {xo, Xo + 6), popk. (Xo — &, Xo).

Poznémka 2. Limity (5), (6) 1ze oviem téZ psat ve tvaru

m J(x) = f(xo) . lim F(x) = f(x0) . lim S(x) = £(x0) K

x—x0 X — Xo x-+xo+ X — Xo x-+x0= X.— Xo

Poznamka 3. JeZto se vlastni limita a vlastni derivace budou v nésledujicim
Qast&ji vyskytovat neZ nevlastni limita a nevlastni derivace, budou slova ,,limita*
a ,,derivace* v této knize znamenat v dalS$im vlastni limity a vlastni derfvaci, pokud
nebude vyslovné jinak zdraznéno. :

Poznamka 4. Derivace funkce f v uréltem bodé x je limita lim
h-90

(Ze misto pismena x, z definice uZivam pismena x, je oviem lhostejné). Zvolim-li
jinou hodnotu x, miZe také tato limita mit jinou hodnotu; jinymi slovy: derivace
funkce f v bodé x zavisi na tom, kterou hodnotu x jsme zvolili; derivace funkce f
v bodg x je tedy funkci prom&nné x, kterou budeme znagit f’, takZe f'(x) znaci
hodnotu derivace funkce f v bodé x;*) tohoto oznadeni uZivime i pro nevlastni
derivace. Napf. f'(3) =7, f'(a) = b, ¢'(f) = 2t, g'(5) = + oo znadi: hodnota
derivace funkce f v bod& 3 je 7, v bodé& a je b; hodnota derivace funkce ¢ v bodg ¢
je 2t; v bod& 5 mé funkce g nevlastni derivaci + oo. Napf. je-li f(x) = x?, je f'(x) =
= 2x pro kaZdé x; misto toho piSeme téZ (x?)' = 2x, a obdobn& (x* + 2x)’, (cos 1)’
bude znadit derivaci funkce x2.4+ 2x v bod& x nebo derivaci funkce cos t v bodg ¢
apod. Zna&ime-li funkci f(x) jedinym pismenem y nebo z, piSeme té% y’ nebo z”

£+ B) = 1(%)
h

misto f’(x). Jiné obvyklé ozna&eni je ds(x) misto f'(x) (nebo obdobn& gy ’ . :
dx dx  dx
2 . 2
= d+ 2) apod.; napk. Q_(dx_) = 2x). Pfitom —~* f( ) ; je prozatim pro nds nedilny
X x

znak (pfipominajici oviem svou podobou zlomek, o &emZ pozdgji), znamenajics
%) Oborem funkce f’ je oviem mnoZina viech bodi, v nichZ funkce f ma vlastni derivaci.

14*
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podle nasi umluvy &slo f'(x). Dole je znak dx, pfi &emZ x je symbol oznadujici
,nezavisle proménnou‘’; kdybychom tuto proménnou znadili jinym pismenem,

2
tfeba t, musili bychom psat napt. %t) , %Jf atd., napf. (fj—t = 2t(zavorka u r*> nebo
t t t

u podobnych jednoduchych vyrazii se &asto vynechava).®)-Pro derivaci funkce f
v bodg x zprava a zleva budeme nejéastji uZivat znakd f,(x), f(x).

Poznamka 5. Jeito jsme v piipravnych uvahach v pfikl. 1 mluvili o ‘teéng,
zavedme nyni — majice jiZ fadnou definici pojmu derivace — definici te¢ny: Necht
funkce f ma vlastni derivaci f'(x,) v bod& x,. Potom ,,teénou ke kiivee y = f(x)
v bod& P = [x,, f(x0)]* nazyvime pfimku prochazejici bodem P a majici smérnici

S'(x0)- Rovnice této tedny je tedy y — f(xo) = f'(xo){(x — Xo).

§ 2. Potitani derivaci. I. Derivace konstanty je v kadém bodé rovna nule. Dikaz:

fx +h) = f(x) _ lim ¢ =€
h h

(nehrozi-li nedorozuméni, vynechavam leckdy znak h — 0).

je-lif(x) = ¢ pro viechna x, je lim

= lim9= Iim0=0
h

IL (x) =1 pro kasdé x. Dikaz: je-li f(x)= x, je umf(—x‘L_”})l;f(_") =

ex+h — 5 eh -1
II. (¢*) = €* pro kaZdé x. Dikaz: lim — = lim e*. = c*
: v h
(nebot lim e* = €%, jeZto x je tfeba pojimat jako pevné zvolené ¢islo, a déle jest
h —
im =L = 1 podle kap. V, § 5, priklad 3). .
IV. (sin x)’ = cos x, (cos x)’ = — sin x pro kaZdé x. Diikaz: pro h + 0 je
. h — . . —1—
sin (x + h) —sinx _ 2cos (x + 1) 30 h ’
h h
_ - Gint
cos (x + h) — cos x — — 2sin(x + ) singh
h h
Zde je limsin(x + 3h) =sinx, limcos(x + 3h) = cosx (plyne ze spojitosti.
h—0 k-0
véta 111) a dale
. l . l . .
lim 2 S0 ah _ lim su: 3 _ lim S k _
h—~0 h b0 3h ko k

(podle 4. zakladni vlastnosti v kap. VI, § 1). Odtud plyre vysledek.
' af (x

3 ) maji své vyhody a nevyhody, o éemZ si promluvime pozdé&ji.
x

5:) Oba znaky f'(x),
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V. Je-li n celé kladné, je (x") = nx"~! pro kaZdé x. Dikaz: pro h # 0 dava
biuomicka poucka

(x + h)y —x _ (n) . (n) X"2h 4.4 (") -t
h 1 2 n

Pro h — 0 maji v8echny ¢leny vpravo, vyjma prvni €len, limitu 0.
Tim jsme vypocetli derivace n€kterych jednoduchych funkci; derivace dalSich
dostaneme z obecnych vét, jeZ nyni odvodime.

Véta 122. Md-li funkce f v bodé x, vlastni derivaci (pop¥. vlastni derivaci
zprava, popF. zleva), je funkce f v bodé x, spojitd (popF. spojitd zprava, popF.
zleva).

Dukaz. Existuje-li vlastni derivace f'(x,), je

lim (7 (xo + B) — f(xg)) = lim Lo hz ~ S(x0) h%) =

= fim I + h}? _f(x°)'.'limh = f(x).0=0,

tedy lim f(xo + h) = f(x,), tj. f je spojita v bod& x,. Obdobné ,,zprava* a ,,zleva*.
Ptiklad 1. Je-li f'(xo) nevlastni, nemusi byt f spojitd v bod¥ x,. Pfiklad:
f(x) = =1 pro x <0, f(0) = 0, f(x) =1 pro x > 0. Proh*OjeM:

1 i 1 3 ¥ . . v
= I—h-l(rozvaite si tol), takZe f/(0) = + oo existuje, ale f zfejmé neni spojité v bods 0

(dokonce ani zprava ani zleva).

Poznédmka 1. Véta 122 se neda obratit: funkce spojitd v bodé x, nemusi mit
derivaci v bod& x,; viz prikl. 2.

Véta 123. Rovnice f'(x) = A (pFi¢emz pFipoustim i nevlastni derivaci) plati
tehdy a jen tehdy, je-li fi(x) = f.(x) = A.

Dikaz plyne z definice 24 a z v8ty 102, jez (viz text za vétou 109) plati i pro
nevlastni limity.

Ptiklad 2. BudiZ f(x) = |x|; pro x 2 0 je tedy f(x) = x, pro x < 0 je f(x) =
= — x, tedy :

fi(0)=limf.-(_h)__f('0)=1imﬁ=um1=l’
h=0+ h w0+ b ho0+
h=0- h w0~ h h0—

6) Mgjte stéle na paméti, Ze pii hledani limity pro 2 — 0 si neviimédme hodnoty 4 = 0.
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Funkce f je tedy spojitd v bod€ 0 (nebot je tam spojita zprava i zleva podle véty 122).
ale derivace f'(0) podle véty 123 neexistuje (vlastni ani nevlastni).

Véta124. Budte c,, ¢, dvé konstanty, f, g dvé funkce; necht existuji vlastni
derivace f'(xo), g'(xo). Potom funkce ¢, f(x) + ¢, g(x) md v bodé x, derivaci
¢y f'(xo) + €2 9'(x0); funkce f(x)g(x) md v bodé x, derivaci f'(xo)g(xo) +
+ f(x0) 9'(x0): je-li g(xo) = 0. md funkce f% v bodé x,, derivaci

g(x

I'(x0) 9(x0) — f(xo) g'(xo) )
gz(xo)

Poznamka 2. Pamatujme si vétu 124 v tomto znéni: oznatme u = f(x), v =
= g(x). Potom je (znaci-li c, c,, ¢, konstanty)

’

(cyu + cv) = cyu’ + ¢’ (W) =uw'v+u', (cu) =c.u'.

(7) E’=u’v—uv’ 1’=_£..,)
v v v 2

Pfitom maji rovnice (7) tento smysl: mé-li pro n&akou hodnotu x pravé strana né-
které z téchto rovnic smysl, ma pro tuto hodnotu smysl i leva strana a rovna se pravé
strané.

<

Diikaz. Pro h + 0 jest (volime-li zaroveii |h| tak malé, aby g(x, + h), f(x, + h)
m8ly smysl)

%(fo(xo + h) + c29(x0 + h) — ¢1 f(x0) — €2 9(x0)) =

(8) = Slxo + h’)l — f(xo) + ¢ g(xo + ”2 — g(x) ‘

S(xo + B) g(xo + h) = f(xo) g(xo) _
h

0 =lmo + I E) i ot = gl

Z predpokladané existence vlastni derivace g'(x,) plyne (viz vétu 122) lim g(x, + h) =
= g(xo). Pfedpokladam-li tedy specialng g(xo) =+ 0, je pro dosti mala |h| €2 g(x, +

7y Tteti rovnice plyne z druhé pro v = ¢ (tedy v’ = 0); patd plyne z &tvrté pro u = 1 (tedy"
' == 0).
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+ h) =% 0 (viz pozn. 4 v kap. V, § 5), a tedy

1 (f(xo,+ h) _ f(xo)>
h\g(xo + B)  g(xo)
(10) — 1 .f(xo + h) g(xo) — g(xo + h) f(xo) -
9(xo0)g(xo+ h) h
1

) S0+ B) = (x0) _ gl + ) = gfx0)
T Sl S0 D)

Jezto lim g(xo + h) = g(x,), lim

f(xo + hz — f(xo) = f’(xo)a
lim g(xo + h) — g(xo)
h

= g'(xo), plyne vskutku, Ze levé strany rovnic (8), 9).

(10) maji v bod& h = 0 limity ¢, f'(x,) + ¢ g'(x0), f '(xo) g(xo) + f(x0) 9'(xo),
S'(x0) g(x0) = f(x6) 9'(x0) .
9%(xo)

Poznamka 3. Z rovnic'(7) plyne okamZité: maji-li funkce u,, u,, ..., u, v nja-
kém bodg vlastni derivace, plati v tomto bod& rovnice (¢4, ¢a, ..., ¢, jsou konstanty)

(cauy + couy + ... + cu,) = cquy + couy + ... + cuuy,

(uguy .ouy) = uiuy ooty + uguihus ooty + oo+ UgU Uy

— 3sinx + 2¢* + 3x% (3cosx.
+ 3cos x.e*.3x? pro kazdé x.

X

Dikaz tplnou indukci si provede &tenaf sam. Napf. je (3 cos x + 2¢* + x3)
= e .

x3) = —3sinx.e*. x> + 3cos x.e". x3 +

VL (tgx) = 12 pokud cos x # 0; (cotg x)' = —
cos? x '

——> pokud sin x % 0.
sin? x
Dikaz:
M ’ . .
(tg %) = sinx)"  cosx.cosx —sinx.(—sinx) 1
cos x cos? x cos? x
Jruhy vzorec si étena¥ dokaZe sam.

VIL. Pro x % 0 a pro celé zdporné n je (x")' = nx"!. Dikaz: Kladme m =
— n, takZe m je celé kladné. Podle (7) a V je pak pro x + O:

() = (i) Gy me

= - — mx—m—l
X (xm)z . x2m

= nx""*
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Pfiklad 3. Dovedeme-li derivovat nékteré funkce, dovedeme derivovat i viechny
funkce, jeZ z téchto funkci dostaneme koneénym poétem téchto vykonu: s¢itani,
odc¢itani, nasobeni, déleni. Napf.

sinx.e* —tgx.x*\"

( x4+ 1 )—
C(sinx.ef —tgx.xY) (x* + 1) = (sinx. e —tgx.x*) (x2 + 1) _
B (x* + 1)? -

3 ,
—3tgx.x?)(x* +1) — 2x (sinx . e* — x> g x)

cosx.e* +sinx.e” =
2
cos? x

(x* + 1)
to plati pro viechna x, pro néz cos x % 0.

Dosud jsme nevypcditali derivace funkci lg x, arcsin x, arccos x, arctg x,
arccotg X, jeZ jsou inverzni k funkcim €%, sin x, cos x, tg x, cotg x. To provedenic na
zaklade€ této obecné véty:

Véta 125. Budi? x, vnitFni bod intervalu J. Budif f funkce v oboru J, je? je
budto spojitd a rostouci nebo spojitd a klesajici v J. Polozme f(xo) = yo. Necht
Junkce @, inverzni k f, md v bodé y, vlastni derivaci riznou od nuly. Potom mad

Sunkce f v bodé x, derivaci f'(xo) = ,1 .
(4 ()’0)

Diikaz. Je yo = f(xo), Xo = ¢(yo)- BudiZ x # x,, x € J; poloZme y = f(x),
tedy x = ¢(y); je oviem y =+ y,. Tedy

f)—fxo) _ vy =yo  _,.00) = o)

x—x o) —ok)  ¥y=7o
Zde je oviem y = f(x), takZe obsirng
(11) f(x) = f(xo) _ ;. 9o(f(x) = @(yo)
X — Xo f(x) = yo

PoloZme pro zkraceni

W) = o(y) = o(yo)
Yy —JYo
Je lim f(x) = yo, dale f(x) # yo pro x # xo, x € J a kone¢n& lim ¥(y) = ¢'(va)

X=Xx0 y=Yo

Podle véty 108 o limité sloZenych funkci je tedy

lim y(f(x)) = ¢'(o), tj. lim @(f(x)) = @(yo)

= ¢'(yo) -
x=x0 x=rXxo f(X) — Yo
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Podle (11) je tedy vskutku
lim f(X) — f(xO) — 1

x-x0 X — Xo (P'(J’o) .

VIIL. Pro x >0 je (Igx) =

b Rl

. Dikaz: v intervalu (0, + o) je Ig x rostouck

a spojité; inverzni funkce je ¢”. PoloZme ve v&t& 125 f(x) = Ig x, ¢(y) = ¢*; je ¢'(y) =
= ¢ # 0. Zvolime-li n&aké kladné x (pisi krétce x, y misto xo, yo) a poloZime y =

= f(x) = Ig x, je podle véty 125 (lg x) = ly ; zde vyjadiime jeSt€ ¢ proménnou x;
e

jey =lgx, tedy x = ¢, takZe (Igx)’ =

® |-

IX. Pro |x| <1 je (arcsin x)’ = —1—,(arccos x) = — ! . Ditkaz:
2

J1=x N
arcsin x je rostouci a spojitd v {— 1, + 1); k ni inverzni je funkce sin y v intervalu
(= 3n,1n). Je-li |x| < 1, je arcsin x| < 1r; poloZime-li tedy y = arcsin x, je |y| <
< %7: a tedy (sin y) = cos y > 0. Tedy mohu uZit véty 125 a vyjde

1 _ 1__ 1 _ 1
(siny)” cosy J1=sinfy /1 —x?

(arcsin x)" =

(nebof sin y = x; znameni je spravn¥ zvoleno, jeZto cosy > 0). Druhy vzorec
plyne z rovnice arccos x = %n — arcsin x.

1

1+ x%
arctg x je spojitd a rostouci v (— oo, + o0); k ni inverzni je funkce tg y v intervalu

Dikaz:

X. Pro kazdé x je (arctgx) = 1 , (arccorgx)’ = —
1+ x?

(= 37, 3n). PoloZime-li y = arctg x, je x = tg y a mame (jeito (tgy) = —12—- > 0)
cos? y

cos? y _ 1 1
cos?y + sin? y 1+tg2y 1+ x*

(arctg x)' = cos? y =

. . 1
Druhy vzorec plyne z rovnice arccotg x = ;m — arctg x.
Dalsi diileZitou vétou je véta o derivovéni sloZenych funkei:

Véta126. Necht funkce ¢(x) md vlastni derivaci v bodé xo; necht funkce f(y)
md vlastni derivaci v bodé y, = ¢(xo). Potom md funkce f(p(x)) v bodé x, derivaci

f'()’o) @'(xo).
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Diikaz. Jde o limitu podilu

Flolm + 1) = Flplxo))
h

(12)

pro h — 0. PoloZili jsme jiZ ¢(x,) = y,; poloZme jestd
1)) = el + 1) = o G a(se + 1) = 3o + A0))

Jeito funkce @(x) ma v bod€ x, vlastni derivaci, je ¢(x) spojitd v bod& x,, a tedy
2(I) je funkee spojitd v bod¢ /i = 0; mimoto je 4(0) = 0.

Definujme jest funkci F(k) takto: Pro k + 0 kladme

(14) F(k) = f(yo + klz ~ f(y0) i

pro k = 0 pak poloZme F(0) = f'(v,);°) je tedy
(15) f(vo + k) = f(vo) = k F(k),
atoipro k = 0 (nebot potom obg strany rovnice (15) jsou rovny nule).
Podle (14) jest lim F(k) = f'(y,) = F(0), takZe funkce F je spojita v bodé k = 0
(viz v&tu 103). o
Ve vyrazu (12) je ¢(xo) = yo, ¢(xo + h) = yo + A(h), takZe &itatel v (12) m4

hodnotu (viz (15))
f(vo + A(h)) = f(yo) = 4(h) F(4(h)) -

Dosadime-li za A(h) podle (13), vidime, Ze zlomek (12) ma pro k # 0 hodnotu

(16)
Zde jec predné
(17)

@(xo + 1) — ¢(x0) /.
. F(A(D)).

lim @(xo + h) = ¢(xo)
h—0 h

= (P'(-\'o) .

Za druhé: Funkce A(h) je v bod& h = 0 spojitd a ma v ném hodnotu A(0) = 0; funkce
F(K) je pak spojitd v bod¢ k = 0. Tedy podle véty 98 (o spojitosti sloZenych funkci)
je funkce F(2(h)) spojita v bod& h*= 0, takZe podle véty 103 je

(15) fim F(i(8) = FG(0) = F0) = £00).

8) Z(h) je oviem definovino pro ony hodnoty 4, pro néZ je definovdno @(xq + h).
%) F(k) je oviem definovano pro ony hodnoty &, pro né je definovano SO + k).
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Tedy: prvni Cinitel v (16) ma podle (17) pro k — 0 limitu ¢’(x,), druhy ma podle
(18) limitu f'(y,), takZe podle véty 106 (o limité sou¢inu) ma vyraz (16) (neboli
vyraz (12)) pro h - 0 limitu f'(y,) ¢'(xo), ¢imZ je diikaz proveden.

Poznamka 4. Véta 126 pravi toto: budiZz z funkci y, tj. 'z = f(y); budiz y
funkci x, tj. ¥ = @(x). Tim se ndm jevi z jako funkce x, totiZ z = f(¢(x)). Necht ma y

. . 4 e wp. d . . C
jakoZto funkce x v jistém bodg derivaci ¢ (x) Gl s ; necht ma z (jakoZto funkce
dx ‘
e -4 . .
proménné y) v ptisluiném bodg y = ¢(x) derivaci f'(y) (cm E—) Potom ma také z,
: 34

. .dz ... .
pojimané jako funkce proménné x, v bod€ x derivaci EE (¢ili (f(o(x)))") a tato deriva-
x
<e je dana podle véty 126 rovnici

(fle() = f(e(x)) ¢(x)

(za y jsem do f '(v) dosadil hned pfisluSnou hodnotu ¢(x)), &ili rovnici

(19) L& Y

V tvaru (19) se snad v&ta 126 nejsnéze pamatuje; pamatujme oviem, iej_; =f( y)
se nam napfed jevi jako funkce proménné y, do niZ za y jest dosadit (p(x).
Piiklad 4. Hledejme derivaci funkce sin(x? + 1). Klademe-li z = sin y,
= x* + 1, obdrzime (sin (x* + 1))’ = j-i = cos y.2x = 2x.cos (x* + 1) pro
kazdé x.

Pfiklad 5. Derivace funkce (x* + 2x + 1)'°.by se mohla nalézt tak, Ze bychom

oy

provedli umocnéni a derivovali jako mnohodlen; pohodInégjsi je vSak postup podle

vity 126: poloZime-li z = y'%, y = x* + 2x + 1, obdrZime'") ;;—1— (P +2x+ 1=
x

= 10y°(3x* + 2) = 10(x* + 2x + 1)° (3x* + 2).

Poznamka 5. Véty 126 miZeme uZit také ke studiu funkci viceniasobné sioZe-

nych. BudiZz napf. =z = f(o(y(x))), takZe lze klast = = f(y), y = o(u), v = Y(x).

Ma-li y(x) vlastni derivaci ¢'(x) = %ﬁ v jistém bod& x a mé-li ¢(u) vlastni derivaci
x

dy dy dydu

@'(u) = —=v bod& u = Y(x), je podle vty 126 — = —=—. Ma-li jest& funkce
du dx dudx

-10) Misto il

d
piseme Casto d— f(x), aby se vzorce piili§ neroztahovaly.
x
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f(») v bod& y = ¢(u) = ¢(Y(x)) vlastni defivaci?= (), je podle véty 126
, y

dz _dzdy a tedy celkem dz _dzdydu . Pfitom du _ Y'(x) obsahuje p¥imo &is-
dx dydx dx dydudx dx

lo x, kdezto do :—y = (p’(u),gjé f'(y) je nutné za u, y dosadit ptislu$né hod-
u y

noty u = Y(x), y = o(u) = o(¥(x)).

Priklad 6. Hiedejme - (@~ V/G+1)

p pro x = — 1. PoloZime-li z = ¢, y =
X

X ,
=COosu,u = , mame

x+1
i ecos((x-l)/(x-l'l)) — . (_ sin u) ] x+1~—~ (x — ]_) _
dx : - (x + 1)?
_ 2ecos((x—1)/(x+l)) sin x—-1 . 1 '
x+1 (x +1)?

Ptiklad 7. Zru€ny poltif bude ovSem u piikladi tohoto druhu psat ihned
vysledek, napf.

x2
d [ +1=%—1——.e"2.2x=——xe .
dx \/e" +1 \/e"A +1

Priklad 8. Casto se vyskytuje tento specidlni p¥ipad véty 126: z = f ), y=
= ax 4+ b. Vychazi: jsou-li a, b konstanty a md-li f(y) vlastni derivaci v bodé

¥ = ax + b, md f(ax + b) vlastni derivaci v bodé x, a to dif(ax + b) = af'(ax +
x
+ b) (ov3em f'(ax + b) znamen4 hodnotu funkce f'(y) pro y = ax + b). Napt.
d

- - d , _ x d .
d—);(e” ) = 3372, a(e )= —e ,a(sm(2x+l))=

2
@c+1)2+1°
XI. Je-li a > 0, je (a*) = a*1ga pro kaZdé x; to plyne ihned z p¥ikl. 8, jezto-

ax _ ex 1g a'

= 2cos (2x + 1), -;—- (arctg (2x + 1)) =
x

XII. Pro x > 0 a pro libovolné n je (x") = nx"=111) Nebot x* = " '#*,

) =etx. = n

- = nx"~1!
XX

'y y v, VII jsme probrali pouze cel4 n, zato viak pro obecn&j§i hodnoty x.
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Ptfiklad 9. Funkci f(x)’(") nelze derivovat jako mocninu, jeZto mocnitel neni
konstantni, ani jako exponencialni funkci, jeZto zaklad neni konstantni. Véta 126
dava viak ihned tuto metodu: je-li f(x) > 0 v jistém bod& x a existuji-li v onom bodé&
vlastni derivace f(x), g'(x), dostavame

ix ( f(x)a(X)) = g_c '(eg(x) Ig f(x)) = 9™ Igf) __(_i__ (g(x) Ig f(x)) =

e ()t xf(X)
f()“(g()lgf()+g()f())

Priklad: pro x > 0je (x*) = (¢*#%) = "B (Igx + 1) = x*(Igx + 1).

Véty a pravidla tchoto paragfafu, slouZici k vypoctu derivaci, musi Ctenaf ovladat
zcela mechanicky jako nasobilku. Jsou to tyto vzorce a metody: predevsim vzorce
I—-XII, napi§me je jesté jednou: Derivace konstanty je nula (pro kazdé x), (x)' =
pro kazdé x; (x")’ = nx"~! pro x > 0 (je-li n celé kladné, plati tento-vzorec dokonce
pro kazdé x viibec, je-li n celé zaporné, plati pro kazdé x = 0); (e*)’ = € pro kazdé x;

(a¥)’ = a*.1ga pro kaZdé x, je-li a > 0; (lg'.x)’ = 1 pro x > 0; (sin x)’ = cos x
X

pro kazdé x; (cosx)’ = — sinx pro kazdé x; (tgx) = , je-licos x % 0;

Cos™ X

,jelisin x == 0; (arcsin x)’ = — (arccos x)’ = 1
1-x

(cotgx) =

- pro [x] <
sin? x 2

1 . .

< 1; (arctg x)’ = — (arccotg x)' = 5 pro kazdé x. Dale rovnice (7), poznam-
" ' .

ka 3, véta 125 a vita 126 (nejlépe ve tvaru poznamek 4, 5). Kone¢n& je dobfe
mit na paméti piikl. 8, 9 (z pfikladu 9 sta&i oviem si pamatovat, Ze piSeme f(x)*™ =
= /@ 8S; dalsi postup je jasny). K procvideni slouZi cvieni p¥ipojena k tomuto
paragrafu.

Vezmé&me jesté dva priklady dosti asto se vyskytujici:

ax+b = ad — be ,pokud ex +d + 0.
ex +d (cx + d)?

Priklad 10.(

Piiklad 11. (lgf(x)) f(( )) , pokud f’(x) existuje a f(x) > 0.

Jesté malou poznamku k oznaleni. Je-li funkce oznalena jedinym pismenem,
tieba f, je oznaleni f' zcela zietelné. Napk. f'(x), £'(¢), f'(3) zna&i hodnotu derivace
funkce f v bod¢ x, v bod¢ ¢, v bodg 3. Je-li vSak funkce f n&jak vypsana, mohou nastat
nejasnosti. Napf. (2(3x + 2)7)’ je jest& zcela jasné oznageni; ale ze symbolu (2(3.2 +
+ 2)")’ by asi nikdo nepoznal, Ze jde o hcdnotu derivace funkce 2(3x + 2)7 v bodé 2;
proto piSeme radéji napf. (2(3x + 2)”)-, a rozumime tim hodnotu derivace funkce
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. ' . d . e e . .

{3x + 2)7 v bod& 2; nebo pifeme (d_ (2(3x + 2)")) . Jest& jindy miZe oznadeni
X Jx=2

garkou byt nebezpetné. Napf. co znati (t°z)'? Je zde nezavisle proménna ¢t a z

. s oo d
je konstanta nebo naopak? Zde je lepsi oznaceni d_ ; je totiz
x

2

g%l = 2tz (jako prom&nna je vyznacena t),
t
2

d_((ti_z)_ = t* (jako proménna je vyznadena z).

Cviceni

Prvnich 50 cvieni slouZi k mechanickému nacviCeni derivovani; je vidy udana funkce,

jejiz derivace se mé nalézt. Vysledky jsou uvedeny na konci téchto cviceni.

1. y=4x3 + nx? — Tx.
2. y=x—-2.3+Ttgx

5, ot 1
'y-x2+l
2x + S
4, y=——7—70-- -
x34+7x-5
1
5. y=—o
sin x
1
6. y= .
cos x
e* (sin x + 2 cos x)
1. y=

x2 arcsin x + arctg x
8. y=1Ig(x* + 1)
9, y=Igx3.

10. y = Ig> x.1%)

11. y = Igsin x.

12. y = 1gcos x.

13. y =1gtgx.

14. y = lg cotg x.

15. y = lg(x + Jx2 + 1.

16. y = sin® x.

17. y = sin x3.

18. y = arcsin ud
Y= 2+ 1

b
19. y=1g \/x+a \/x+ @> b).

\/x+a+\/x+b

12) Uzivam b&Zného oznateni: Ig x> znamena Ig (x3); 1g3 x' znamena (g x)%; podobn& pfx

sin x atd. -

u N . . -
13) Vyrazy typu — se tasto derivuji pohodIngji jako soudin . v
v

sinx
1+ cosx
21. y = arctg (x? + 1).
22, y = arcsin (z sin x).
23. y = sin (arccos mx).
24. y = arcsin (tg x).
25. y = Ig (sin (x> — 2x + 1)).
26. y=lg(e*+e™ ™).

20, y =

2x + 7 13
2. y=—f4——— .
Y E Tt )
x
28, y=——-—"-— (a=+0).
x+\/a2+x2
1—cosx
29, y=r 2.
14 cosx

30. y = a‘/x(a > 0).

3. y=xlgx.
1
R.y=————"—— (a+0).
x + Jaz + x2
33. y = tg (arccos mx)
34 x
Y=
x2 + a
35. y = (ax + b)" (ex + d).
36. y = arccos _—x-l-_lz

boos x 4 (0<b<a)

k.
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37. : ax” + 1 O<a<4d) 5.y ==
. y = arccos [ — a .
4 A2+ 1 46. y=1g(x® +x+ 1) +
x + 2 arctg + 1
38. y = arct . 3 =
Y= Vi3
@ + %? 47. y = J1+2x — x* -
. y=mroa -1
(@ + x°) — arcsin .,
40. y = sin x . sin (x — «).
cos x
4. y=ligtgdiyx — —— - 1
Y= R T i« 48. y = arccos /I—-f-x_z
42 y = 2x + 1(e?* — e~ %), N
x
43,y = %%, 49. y = arctg at
1 (1-x)/(1+x) 1 —ax
+ x
4. y= .
(l -x ) 50. y = arcsin (Zx\/ 1—x2)

51. Jiné feleni cvieni 48: y jest ono &islo (,,uhel*) intervalu <0, =), jehoZ kosinus je

1 1
A/—_*_——2 ; pro x = 0 je kosinus kladny a mensi neZ 1, tedy cos y = /1 T —,0< y<in

Odtud snadno tgy = |x|, tj. y = arctg|x|; tedy y = & arctg x (horm znameni pro x > 0,
dolni pro x < 0); odtud najdete y'.

52. Obdobnou uvahou najdéte y’ téZ v cvieni 49 (viz kap. VII, § 2, cviCeni 8) a cvi¥eni 50
(sin 2x = + 2sinx . /1 — sina).

5§3. Z definici na za&4tku cvileni ke kap. VI, § 3 odvodte: (sinh x)’ = cosh x; (cosh x)’ =
= sinh x; (tgh x)’ = cosh ™2 x; (cotgh x)’ = — sinh ™2 x (posledni vzorec jen pro x = 0).

54. Z cvileni 53, déle z cvieni 9 aZ 12 vkap. VII, § 2 a z véty o derivovéni inverznich funkci

1 1
odvodte (argsinh x)) = ————— pro viechna x; (argcosh x)) = ——— pro x > 1;(argtgh x)'=
\/ 1+ x2 \/xz —1

1 1
={==aPre |x] < 1; (argeoth x)” = T2 P |x] > 1.

55. Vysledky cviteni 54 odvodte znovu, pouZivajice vyjadfeni argsinh x = Ig (x + / X2 + 1)
atd. (kap. VII, § 2, cviteni 9 aZ 12).

56. Napiste rovnici tefny ke kfivce y = sin x v bodé [%n, 11; totéz pro kfivku y =
v bodé [0, 1] a v bod€ [1, e]; totéZ pro kfivku y = x3 4 2x v bodé [2, 12]. Vysledky: y — %

=33~ iy =x+1Ly=exy=14x —16.

ex

57. Dopliite vétu 125 o derivaci inverznich funkci takto. BudiZ f(x) spojit4 a ryze mono-
tonni v intervalu J; ¢ budiZ funkce inverzni k f.

L. Je-li xq vnitini bod intervalu J, y, = f(x,), plati toto: je-li f'(x,) nevlastni (+ o nebo
— ), je ¢'(¥g) = 0; je-li f(xg) = 0, je ¢'(yg) = + o nebo — o podle toho, je-li f rostouci
1ebo klesajici.14)

4) Zde vyjadiuji ¢’ pomoci f”, ve vét€ 125 jsem vyjadfoval f* pomoci ¢’; ale to je lhostejn”
(g je inverzni k £, f je inverzni k ¢).
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II. Je-li xy €J a neni-li x, koncovym bodem intervalu J (smi byt poatenim bodem)
a existuje-li vlastni derivace zprava fli(xg) #+ 0, existuje v bod€ y, = f(x,) derivace zprava

q’l+ (Y())

, je-li f rostouct; je-li vSak f klesajici, existuje derivace zleva ¢’ (yy) =

1
fi (& o)
B 1
= E(Toi . |
III. Obdobny vysledek pro £~ (x,).
IV. Body II, Il Ize zobecnit na ptipady, Ze f1 (xg) (popf. fZ(xy)) je 0 nebo + © nebo — 0.

58. Piiklady k cvieni 57: sin x je v intervalu {— —7t, zn) rostouci a ma v bode — —n deri-
vaci zprava 0; tedy md arcsin x v bodé — 1 derivaci zprava + co. Funkce cos x je v <0, 7> klesa-
jici a ma v bodé 0 derivaci zprava 0; tedy ma arccos x v bodé 1 derivaci zleva — co.

59. Derivace sudé funkce (viz kap. VI, § 3 na konci) je licha funkce, derivace liché funkce
Je suda funkce.

Nasledujici cviCeni 60 aZ 65 obsahuji nékolik vét o nevlastnich derivacich.

60. Ma-lif(x) v bodé x, derivaci + oo, ma funkce af(x) v bod€ x, derivaci 4 o proa > 0,
— o0 pro a < 0. Obdobng pro f'(xg) = — .

61. Je-li f'(xg) = + 0.a g’(x,) budto vlastni nebo + 0, ma funkce f(x) + g(x) v bodé& x,-
derivaci + 0. Obdobné& pro — co.

62. Budte f(x), g(x) spojité v bod& xq; budiZ f'(xg) = + , g'(xy) vlastni, g(xy) > 0.
Potom mé funkce f(x) g(x) v bod€ x, derivaci -+ oo. Ostatni kombinace znamének zvlddnete
podle cviéeni 60. )

Dikaz zde i v nasledujicim cvifeni vedte podobné jako dikaz véty 124,

63. BudiZ f(x) spojitd v bod& x,, f(xy) =+ 0, f'(xg) = + . Potom mi funkce 1:f(x)
v bodg€ x, derivaci — oo. Podobné& pro f'(xp) = — co.

64. Z cviceni 62, 63 odvodte pravidlo o derivaci podilu. Pfedpokladdme f, g spojité a rizné
od nuly v bod& x,; dale necht existuji f(xy), g'(xg); jedna z téchto derivaci budiz nevlastni,
jedna vlastni. Predpokladejme, Ze f(xg) > 0, g(xy) > O (pfi jinych kombinacich znamének
uzijme cvi¢eni 60). Potom je vysledek: (f(x):g(x))y=x, = + o, je-li f'(xg) = + 00, g'(xq)
vlastni nebo g'(xy) = — ©, f'(xq) vlastni; (f(x):g(x)),’,=,‘0 = — o0, je-lif'(xg) = — o0, g'(xg)
vlastni nebo g’(xg) = + o, f'(xy) vlastni.

65. Budiz ¢(x) spojitd v bod& x,, f(») spojitd v bodé y, = ¢(xg). Necht existuji derivace
¢'(xg) *+ 0, f'(¥o) * 0, z nichZ aspoii jedna je nevlastni. Potom ma funkce f(g(x)) v bod& x,
nevlastni derivaci, a to + 0o, maji-li &isla ¢’(xy), f'(y,) totéZ znameni, ale — oo, maji-li opatna
znameni (pfi posuzovani znameni povaZzuji oviem + oo za kladné, — o za zdporné). Dikaz
jako ve vété 126; v pfipadé f'(yo) = 4  je vSak nutnd jistd modifikace.

66. Proberme nékteré priklady z kap. V, § 1."Funkce z pfikl. 3 ma derivaci + 1 pro x > 0,
-1 prd x < 0; v bodé 0 ma derivaci zprava + 1, zleva — 1. Funkce z pfikl. 7 m4 pro x < 0
derivaci 1, pro x > 0 derivaci 0; v bodé 0 ma derivaci zleva + 1, zprava — oo (nespojitost!).
Funkce z pfikladu 8 ma v bodé x derivaci 0, neni-li x celé; je-li x celé, je derivace zprava rovna
0, zleva + oo. Funkce z pfikladu 9 nemd v Zidném bod€ derivaci zprava ani zleva (vlastni ari
nevlastni).

67. Priklad na spojitou funkci, jeZ m4 nevlastni derivaci: Je-ll nliché, n> 1, je \/ X spojitd
v (— o, 4+ o) a ma v bodé 0 derivaci + co.
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68. Funkce x” ma v bod& 0 derivaci zprava: 0, je-lin > 1;1,jelin = 1; + o0, jeli0 < n <
<1

69. BudiZ f(x) = x: (1 + e1/®) pro x =+ 0, £(0) = 0. Funkce f(x) je spojitd viude, i v po-
&tku (nebot |f(x)| < |x|, lim f(x) = 0). Je f4(0) = 0, f.(0) = 1 (vySetfuje se limita podilu
x—-0
f(x): x).

70. Véta 124 o derivaci souétu, rozdilu, soudinu a podilu plati téZ pro derivace zprava
a pro derivace zleva (staéi omezit se v diikazu na A > 0 nebo na 4 < 0). TéZ vysledky cvileni
60 az 64 plati pro derivace zprava a derivace zleva.

71. Véta 126 (o derivaci sloZené funkce) naproti tomu neplati, nahradim-li v ni slovo ,,deri-

vace* viude slovy ,,derivace zprava‘. Priklad: BudiZ ¢(x) = — x, f(») = |y|. Definujeme-li F
rovnici F(x) = f(p(x)), je F(x) =|— x| = |x|. Je ¢(0) = 0; ¢’ (0) = —1, f4(0) = 1. Piesto
neni F4(0) = — 1.1, nybrZ je F1(0) =

Vysledky k cvi¢enim 1—50

1.y =122 + 27x — 7.
2.y =5x* —2.1g3.3" + 7cos™2x, pokud cos x * 0.

3y = 4x
Y pE TR
4. y =40 — 155 — 45 kud jmenovatel = 0.
.y = —,—————— , poku \¢ .
Y 3+ 1x— 5z PoRd)
cos x X
5.y = — —5— ,pokudsinx £ 0,
sin® x

sin x ’
6. y' = —,— , pokud cos x == 0.
cos® x

7.y =e*.(x? arcsin x + arctg x)-2 {sin x(— x? arcsin x — 2x arcsin x — arctg x —

1 x2
cosx | 3arct arcsin x — 4xarcsinx — 2 —
\/l-xz 1+x)+ ( ctgx + 3x2 x X x \/l—x
- ~
, pokud 0 < |x| < 1.

8.y = -,
Y x2+1

3
9.y =-prox > 0.
x

3
10. ¥ = = 1g2 x pro x > 0.
x

11. ¥’ = cotg x pro sinx > 0.
12. y’ = — tg x pro cos x > 0.

Il

13. y' =

- pro tgx > 0.
sin 2x

15 — Jarnik: Diferencidlni poget I.
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2
14. y' = prro cotgx > 0.
15. y’ !
e —
\/x +1
;3 .
16. y’=551nxsm 2x.
17. 3’ = 3x2 cos x>.
—x? 2 4 -1/2
18.y'=I—+“;2'(1+.\' + xH7l2
-1
19, y' = === - "~ prox > — b. Proa = b by nemélo y vubec sl 2
Y- JataGrh’ Y 7 vibee smyslt; prot?
1
20. Yy = —— ——--pro cos x = — 1.
Y 1+ cosx P
2L v 2x
IR Py
ncos x

22. y = \71_——;2? pro |nsin x| < 1.

— m°x
23 y = :/]Tn?? pro |mx| < 1.
L 15
24,y = "= pro |tgx| < I.
” |cos x| . \/cos 2x pro |tg x| )
25,y = (3x2 — 2)cotg (x> — 2x + 1) pro sin (x3 — 2x -+ 1) = 0.
, e-—e*
26. y = ex"_"*'_"e_x .
, = 10x% —42x% —4x — 18 3
27,y = o +2x+5)3~——- pro x> + 2x + 5 + Q.
o
8.y = T T ey,
VT Ja e + JaT a2
20, 3 2 sin x .
.y : ro cos x > —
Y T+ cos 2 P S
Iga /x
30. y = ga .ay pro x > 0.

7\/x
31. y =lgx + | pro x > 0.
—1

A
[

32, y ="
y \/a + x% (x + \Ja? +x2)
-1
3.y = .. pro 0 < |mx| < 1
m\2 \/l — m2x2

13) Pti cvigenich tohoto druhu pamatujte, ze a2 = |d.
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34. y =

35. )

a ro x* >
b X - a.
C+aF b

= (ax + b)"'_'l(cx + &)~ Y((m + n) acx + mad + nbc). Podminky pro platnost

této rovnice zavisi na hodnotich m, n; stanovte je!

36. y

NCs
=+ pro sinx = 0; horni znameni pro sinx > 0
bcosx +a

dolni pro sin x < 0.

| A— 1
37. y = + /ax +a1 A2 1 pro x % 0; horni znameni pro x > 0, dolni pro x < 0.
38 v 1—x?
YT a1 A
(2 2)2
39. ¥ = 6a” x(a—x) 3):,‘prox#:-—a
40. y’ = sin (Zx—oz).
1
41. Yy = pro tg—>0
sin3 x 2
42,y = (" +e )2
43,y = x*"™*(cosx1g x + x~! sin x) pro x > 0. |
2 14 x
Y =—5(1-1 I <1
44)’ (l+x)2( gl,_ pOIXl ’
45. y = x'/*"2(1 —Igx) pro x > 0.
2x + 2
46. y' =
il
—x _
47. Y = —————pro 1l — 2 <x <1+ /2.
JT+2e— 2 & v
1
48. ¥ = + — pro x = 0; znameni jako v 37.
1+x
49. y’=1+x2pro ax + 1.
’ 2 1 ’ \
50. ¥ = £ ———pro |x] <1, |x] *+ 5\/5 (umocnénim snadno ukéZete, Ze pro tato x:

\/l—xz

je |2x /1 — x?| < 1); znameni horni pro x? < 3, dolnf pro x* > 1.

3. Derivace vysSich ¥add. Budiz f(x) funkce; derivace f'(x) &ili ——= f &) ; je také funkce:
§

proménné x; jejim oborem je mnoZina viech hodnot x, pro nél vlastni derivace
existuje. Derivaci funkce f'(x) (pokud existuje) nazyvame druhou derivaci funkce f

15+
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d? w1 L o -
- zna&ime ji f"(x) nebo téi—dj-r(z—x) (oznacnme-h f(x) jedinym pismenem y, piSeme téZ
2

dz . . " r v . , ¥ . .

y" nebo d—-}; . Derivaci funkce f”(x) nazyvame tfeti derivaci; obecn&: derivaci
x
(n — 1)-vé derivace nazyvime n-tou derivaci'®) funkce f(x) a znadime ji f®(x),
d"f(x d" Yy v s g
dix(") , Y™, a—’% (nahofe piSeme n hned za znak d, dole aZ za znak dx). Je zfejmé, Ze
X

(f*™(x))™ = fm+m(x); nebot derivuji-li m-tou derivaci jeité n-krate, derivoval jsem
funkci f celkem (m + n)-krate. Je n&kdy G&elné psat £ misto f (,,nulta derivace
funkee f je funkce f sama).

Poznémka 1. Existuje-li f*(x,), tj. ma-li funkce f~Y(x) derivaci v bod& xo,
je funkce f®~1(x) podle § 1, pozndmky 1 definovina nejenom v bod& x,, nybrz
v celém intervalu (xo — 8, X + 6), kde & je vhodng zvolené kladné &islo. Tim spise
jsou v tomto intervalu definovany funkce f@~)(x), f#=3)(x), ..., f'(x), f(x).

Pfiklad 1. (¢) = ¢, tedy (¢*)" = (€*)’ = ¢* atd., tedy (¢*)” = ¢ pro kazdé
a kazdé pfirozené n.

Pfiklad 2. (x")' = nx"™%, (¥")" = n(n - 1) x"~2, (x")" = n(n — 1) (n - 2).
.x""3, obecné prok =1,2,3,...

(20) (% =n(n—1)(n = 2)...(n — k + 1) x"*.
Vzorec (20) piati pro kazdé x > 0, pfi celém n dokonce pro kazdé x = 0.

Pfiklad 3. Predpokladejme nyni n celé kladné; potom vzorec (20) plati pro
k = n vibec pro viechna x; pro k = n obdrzime (x")® = n!, coZ je konstanta;
daliim derivovinim obdrZzime (x")¥ = 0 pro k > n a pro viechna x, oviem jen
je-li n ptirozené &islo.'?)

Priklad 4. Maji-li funkce uy,..., u, v n&akém bod& x derivace aZ do fadu
n-tého, plati v onom bodg

(cyuy + caus + ... + quy) = cyu} + cuy + ... + qup
(catty + couy + oo + cu) = coul + cyuly + ... + cuuy
(crtty + coup + oo + )™ = cu + cuf + ... + cul®
(¢4, ---» ¢ jsou Konstanty; ditkaz Giplnou indukci).

]

Priklad 5. Maji-li funkce u, v v jistém bod€ x, derivace 2. fadu, dostaneme
postupné v onom bod¥ (uv) = uv’ + u'v, (uv)” = uv” + 2u'v’ + u"v. To pfipo-

16) Nebo té derivaci n-tého fidu.

17)" vzorec (20) dava ovsem té2 (x")*®) = 0 pro # ptirozené; k > n, nebot mezi &isly n,n — 1,
...sn — k + 1 je jedno rovno nule. Vzorec (20) ma viak v tomto pfipadé tu nevyhodu, Ze
jeho prava strana ztraci pro x = 0 smysl, a¢ vime, Ze leva strana smysl ma a rovna se nule.
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min4 vzorec pro dvojmoc dvojélenu; tudime tedy, Ze asi plati tato véta (Leibnizova
formule): maji-li u, v v bodé x, derivace aZ'do Fddu n-tého, je v tomto bodé

1) (uv)® = i (’I:) u®y=k

k=0

Ditkaz tplnou indukci: L. pro n = 1 vime, Ze véta je spravié (viz § 2, (7))- I1. Budiz
véta spravna pro n&jaké ptirozené n. Pfedpokladejme, Ze v bod& x, existuji u®*1),
o™+ 1 (takZe u™, v™ existuji v celém intervalu (xo — 8, xo + &), takZe vzorec (21)'
podle pfedpokladu plati v celém tomto intervalu). Prava strana rovnice (21) m4
v bodé& x, derivaci, tedy.i leva, a to

n n
2 )+ = M) yoym=k+) v (M) a1 -0
@) ( k;o<k i k;o k

(kazdy s&itanec v (21) vpravo - derivujeme jako soudin). Mime ukézat, %e prava

§: I (¢)) (ll—l‘i'l
ultly 1) .

=0
ale to je snadné, viz cvieni 23 v kap. I, § 2.
Ptiklad 6. ((ax + b) €)™ = (ax + b + na) ¢*. Dikaz: ze vzorce (21) zbudou
jen prvni dva &leny (3)(ax + b) e* + (7)ae*.
Priklad 7. Md-li funkce f(y) derivaci n-tého ¥ddu v bodé y = ax + b, kde x
je néjaké éislo, je v bodé x

(23)

(f™(ax + b) je oviem hodnota funkce f™(y) v bod& ax + b). Dikaz: pro n = 1
je vzorec spravny. Necht plati pro jistou hodnotu n. Pfedpokladejme, Ze f(y) m4
vbod& y = ax + b derivaci fadu n + 1. JestliZe polozime f™(y) = g(y), je g'(y) =
= f*1 (y). Derivovanim rovnice (23) dostaneme!®)

nt+1

d n+1

(podle § 2, prikl. 8); tedy plati rovnice (23) i pro derivaci f4du n + 1, nebot g (ax +
+ b) = f®*Y(ax + b). Tim je vzorec (23) dokdzén Gplnou indukei.

Napt.:
4
\ i—(3x+2)‘5=3“.6»..’5.4.3.(3x+2)2;
dx*

= a"f®(ax + b)

——— f(ax + b) = a” a—g(ax+b)—-a .a.g'(ax + b)

18) Jako v pfikl. 5 uvaZme, Ze (23) plati v celém intervalu (xq — 6,A xo + & (@ > 0).

d (e3x+2) — 3ne3x+2 .
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Poznamka 2. Pohybuje-li se bod P po pfimce, je jeho soufadnice x funkci
&asu t, tj. x = x(t); derivaci v(f) = x'(f) nazyvame rychlosti bodu P v okamziku t.
Podil (ot + h) — v(t)) : b (,,zme&na rychlosti, pfipadajici na jednu vtefinu“) nazy-
vame stfednim zrychlenim bodu P v ¢asovém intervalu mezi okamZiky t, t + h;
limitu tohoto podilu pro h — 0, tj. derivaci v'(f), nazyvame ckamZitym zrychlenim
a(?) bodu P v okamziku t, tedy a(f) = v'(f) = x"(f). Odtud viditc daleZitost druhé
derivace ve fyzice, nebof zrychleni ma zékladni Glohu v dynamice.

Poznamka 3. Snad se &tenaf v minul ych kapitolach divil, Ze jsme véncvali tolik
mista pojmu ,,limita funkce v bodg x,“. Ale vidite, Ze derivace f'(x) neni nic jiného
neZ limita funkce (f(x + k) — f(x)) : h v bod& h = 0. DileZitost pojmu derivace jc
pak jist& &tenafi jasna jiz z této kapitoly a vysvitne je$td jasnéji v kapitolach nasledu-
jicich. Také dal§i zikladni pojem, totiZ spojitost funkce, 1ze zavést pomoci pojmu
limity; z pedagogickych diivodi jsem sice napfed zavedl spojitost a potom teprve
limitu, ale z véty 103 je vidét, Ze jsme mohli téZ napfed zavést limitu funkce definici
19 a potom definovat spojitost takto: funkci f(x) nazyvame spojitou v bodg x,
je-li f(xo) = lim f(x); podobn& pro spojitost zprava a zleva. Snad staii tato poznamka

x—-*x0
k tomu, aby &tenafi objasnila dileZitost pojmu lim f(x). Vedle pojmu ,limita

. X—=Xx0
funkce* jsme méli v kap. II pojem ,,Jimita posloupnosti*“!®) — ale dokonce i tyto
dva pojmy lze pfevést jeden na druhy; o tom si viak povime aZ v druhém svazku

tohoto dila.

Cviceni
d3 . 2
1. —(tgx) = 2._+iil'.l—f- , pokud cos x = 0.
dx cos* x
2
2. 4 (aresing)=___*____, pokud [x] < 1.
dx? (1 — x2)312
3 2
3. —5 (arctgx) = _6_1__;2_ .
dx a+ x2)3
4.Pro k=0,1,2,3,... je Ginx)* =sinx, Ginx)***D =cosx, (sinx)k+2)
= — sin x, (sin x)*¥*3) — _ cos x. Névod: vypottéte prvni a% &vrtou derivaci; &tvrta deri-

vace je opét sin x, tak¥e se dile cely postup opakuje. Odvodte obdobny vysledek pro derivace
funkce cos x. Ukalte, Ze tento vysledek Iz téZ psat ve tvaru (sin x)® = sin (x -+ Lkn), (cos x)®'=
= cos (x + %kﬂ) pro k=0,1,2,3,...

5.Pro k=0,1,2,3,... je (sinx.eX)®) = (= d*sinx.e* (sinx.e¥)@k+1) _ (— .
.Gsin x + cos x) e*, (sin x.eH)*¥D) = 2 . (= 4 cos x.e*, (sinx.eH)@k+3) _ 5 (— 4*.
« (= sin x + cos x) e*. Navod: derivujete-li Ctyfikrite, dostanete — 4 sin x . e, natez se dile cely
postup opakuje. Odvodte obdobné vzorce pro derivace funkce cos x . e*.

6. (x2¢5)™ = (x + 2nx + n(n — 1)) * (Leibnizova formule).
1%) ,.Souget nekoneZné fady* neni jiz podstatné novy pojem: je to limita posloupnosti &4sted-
nych soudti.
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n
7. (5™ = &* _("!)2 x* (Leibnizova formule).
k=0 (k)2(n — k)

8. BudiZ f(x) = |[x + 1] + 2|x] — 4]x — 2|. Potom je f'(x) =1 pro x < — 1, f'(x) = 3
pro —1<x<0,f(x)=7pro 0<x<2,f(x)=—1 pro x > 2. Derivace zleva v bodech
— 1,0, 2, jsou po fadé 1, 3, 7; derivace zprava v téchto bodech jsou 3,7, — 1. Druh4 derivace
f"(x) v bodech — 1, 0, 2 neexistuje; pro ostatni x je f"(x) = 0.

9. BudiZ f(x) = |x3|. Kladme sgna=1proa>0, sgna= — 1 pro a<0, sgn0 =
(sgn je zkratka slova signum = znameni). Potom je f’(x) = 3x? . sgn x, f"(x) = 6x sgn x. Diéle
f"(x) = 6 pro x > 0, f”(x) = — 6 pro x < 0. Naproti tomu f”(0) neexistuje, jeZto funkce f”(x)

ma v bodé 0 derivaci zprava 6 a derivaci zleva — 6. Je-li k > 3, k celé, je f®(x) = 0 pro x *+ 0,
kdezto f(")(O) neexistuje.

§ 4. Diferencil funkce?®). BudiZ f funkce, x, pevng zvoleny bod. Pfejdu-li z bodu x,
do jiného (promé&nného) bodu x, + h,2') zméni se hodnota funkce f o &slo f(x, +
+ h) — f(xo). Ptame se nyni, zda je tento ,,pfiristek funkce” f(xo + k) — f(x,)
pro malé hodnoty |h| pfibliZn&€ umérny &islu h; pfesnéji: ptame se, zda existuje &islo
A (nezavislé na h) takové, aby chyba, které se dopustime, nahradime-li rozdil f(x, +
+ h) — f(xo) Gislem Ah, byla pro malé hodnoty |h| podstatn& mensi neZ |h|.2%)
Zcela piesné: ptame se, zda existuje ¢islo A4 tak, aby bylo

(24) tim T o + h) — f(x0) — Ah
‘ h-0 . h

\

=0.

Je3t& jinak Fedeno: definujme (p¥i daném A) funkci 7(h) rovnici
(25) f(xo + h) = f(xo) = Ah + h.<(h).

Ptame se, zda je moZno nalézt &islo 4 takové, aby funkce z(h) (jeZ ovSem zévisi na A)
spliiovala rovnici

(26) lim ¢(h) = 0.23)

Existuje-li takové A, nazyvame vyraz Ah (coZ je funkce prom&nné h) diferencidlem
funkce f v bod€ x,. Vyznam diferencialu pro malé hodnoty [h| je patrny z rovnic (25),
(26): jednoduchy vyraz Ah dava pfiristek funkce f(xo + h) — f(xo) s chybou
h t(h), jeZ pro malé hodnoty |h| je v prosté hodnot& mnohokréte mensi ne |h|.
Kdy existuje diferencial funkce f v bod& x,? Rovnice (24) znamena totéZ co A =
= lim (f(xo + h) — f(xo)) : h. Tedy: &islo A Zadanych vlastnosti existuje tehdy
h—0 .

1 jen tehdy, existuje-li vlastni f'(x,), a potom je A = f'(x,), takZe diferencial je
"(xo) - h.

%) Tento paragraf muZe &tenaf zatim vynechat, musi si jej vSak prelist pied studiem kap.
XIII, § 4.

1y h je tedy proménna.

%) Cislo |4| je pravé vzdalenost boda x4, xo + k.

%) Obor funkce (k) je oviem mnoZina onéch hodnot & = 0, pro n&% je f(xo + h) definovédno.
Ze rovnice (25) pro & = 0 nedefinuje &islo 7(k), oviem nevadi.
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Jezto bod x, byl libovolny, pi¥me dale x misto x,. Diferencial funkce f v bod2 »
znagme df(x),%*) takZe je
(27) df(x) = f'(x) b
mAi-li oviem prava strana smysl. Je-li f(x) dano n&jakym pocetnim vyrazem, piseme
za znakem d misto f(x) tento vyraz; tak napf. diferencial funkce x* + x? v bodg& x
piSeme ve tvaru d(x* + x?) = (3x? + 2x) h. Pro funkci f(x) = x je f'(x) = 1 a tedy
dx = 1.h = h. Proto piSeme v (27) misto h znak dx a prom&nnou dx nazyvame
diferencidlem nezavisle promé&nné. Rovnici (27) lze tedy psat

(28) of () = £(x) dx
a rovnice (25), (26) lze psat (pisi x misto x,)

f(x + dx) — f(x) = df(x) + (dx) dx, ;’lirjlo 7(dx) = 0.

V rovnici (28) je oviem x a tedy i f'(x) dané &islo, dx nezévisle proménnd; df(x)
je pak funkce (velmi jednoducha) proménné dx. Z (28) je dale patrné, Ze dosud nedg-
df(x)
dx
funkce a diferencialu proménné.
_ Jeito existence vlastni derivace f'(x) znamena totéZ co existence diferencialu
df(x) a jeito je mezi nimi jednoduchy vztah (28), zeptd se moZnéa &tenaf, zda neni
zavedeni pojmu diferenciadlu zbyteCné. Vskutku je tento pojem u funkci jedné pro-
ménné malo dileZity; plny vyznam pojmu diferencialu vysvitne aZ u funkci nékolika
proménnych v kap. XIII, § 4.

litelny znak pro derivaci miZeme nyni vskutku pojimat jako podil diferencialu

Cviceni

1. Sestrojme v bodg [xq, 7] ke kiivce y = f(x) tenu T o rovnici y = f'(xg) (x — xo) +
=+ f(xq). Piejdu-li z bodu o abscise x5 k bodu o abscise xy + dx, zméni se ordinita bodu na
kfivee y = f(x) o f(xq + dx) — f(xg), kdeZto ordinita bodu na te¢n€ T se zméni pravé o dife-
rencial f'(xy) dx. Nahradime-li piristek funkce diferencidlem, je to tedy v podstaté totéz, jako
bychom nahradili kfivku te¢nou.

2. Budiz z = f(y), y = @(x), takZe z je funkci prom&nné x. Podle véty o derivovani sloZe-
nych funkci ihned zjistite, Ze je dz = f'(y) dy, coZ je stejny vzorec, jako kdyby y byla nezivisl~
proménnd.

r

24y pi*eme-li y = f(x), znatime diferencial funkce f v bodé x téZ znakem dy apad
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