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KAPITOLA 1.

OBECNA THEORIE MNOZIN

§ 1. Uvod. Predtéte si napfed pfedmluvu! V DI, kap. I, § 1 jsme se
smluvili na vyznamu nékterych réeni. Zopakujme to struénd a pfi-
pojme né&kolik poznidmek. Vyrokem jsme nazvali jakékoliv tvrzeni,
o némZ mé smysl Fici, Ze je pravdivé (spravné, plati) nebo nepravdivé
(nespravné, neplati). Na pi.: ¢islo 2 je sudé (spravny vyrok); éislo 2
je liché (nespravny vyrok); 3 < 4 (to lze &isti jako vétu: t¥i je mensi
neZ étyfi — spravny vyrok). Naproti tomu nepovaZujeme za vyrok
vétu ,,¢islo Plzen je zelené®, kterd vibec nedidva smyslu. Z vyroku 4
muzZeme vytvofit jeho negaci (zdpor), kterd se znativd né€kdy nond
nebo A’ a pod.; negace nespravného vyroku je spravnéd, negace sprav-
ného je nesprivnd. Jsou-li pfedloZeny dva vyroky 4, B, jsou moZny
Styfi ptipady: I. 4 plati, B plati. II. A plati, B neplati. III. A neplatf,
B plati. IV. A neplati, B neplati. Z vyroku 4, B miZeme tvofiti nové
vyroky. Vyrok ,, 4 a B*“ tvrdi, Ze oba vyroky A, B jsou sprivné.!)
Vyrok ,,A a B* (psavé se obydejnd A et B nebo A & B nebo 4 . B) je
tedy sprdvny, nastéva-li pfipad I, v ostatnich piipadech je nespravny.
Vyrok ,,budto A nebo B — psivé se obyéejné 4 vel B, A v B,
A + B — tvrdi, Ze aspoii jeden z vyrokia A, B je spravny.?) Tedy
vyrok A vel B je spravny, nastdva-li n&ktery z pfipada I, II, III,
a je nesprdvny v pfipadé IV. Dalsi dileZity vyrok je ,.jestlize A4,
potom B‘ nebo ,,z A plyne B‘‘; ¥ik4 se také ,,4 implikuje B*‘ a piSe
se A => B. Tento vyrok tvrdi toto: nenastdvé p¥pad II, t. j. ten p¥ipad,
Ze by A platilo a B neplatilo. ,, Implikace’* 4 = B je tedy sprdvni
v pfipadech I, III, IV, nesprdvnd v piipads II.

Vyroku A4 se i{kd premisa, vyroku B zdvér implikace A = B. Pro-
hlédnete-li si piip. I-1IV, vidite, Ze misto A = B miZete téZfici,,(non4)
vel B* (t. j. budto neplati A nebo plati B).3) Tak na p¥. (2 + 3 = 5) =
= (4 < 2) je nesprdvnd implikace, kdeZto 3 <5 =>2<17, 3> 5 =

1) Rik4 se mu konjunkce vyroku 4, B.

?) Riké se mu disjunkce vyroku 4, B.

3) Tedy by vlastnd nebylo nutno implikaci zavadst;ale vyskytuje se tak &asto,
%e jejf zavedeni je svrchovang uziteéné.
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=2<7, 3>5=2> 17 jsou spravné implikace. Ctenit se moind
na prvni pohled podivil tomu, pro¢ jsme smysl implikace definovali
tak, Ze posledni dvé implikace jsou sprédvné; uvidi to za okamiik.
Posledni vyrok, sloZeny z vyrokt A, B, ktery uvadim, je: ,,4 tehdy
a jen tehdy, kdyz B*, nebo ,,4 je ekvivalentni 8 B‘‘, znak 4 <> B.
Tento vyrok tvrdi, Ze vyroky A4, B jsou budto oba pravdivé nebo oba
nepravdivé. Tento vyrok je tedy spravny v ptipadech I, IV, nespravny
v piipadech II, III. Jeho sprivnost tedy znamené pfedns, Ze ne-
nastdvd pfpad II (t. j. pfipad ,,4 plati, B neplati”), t. j. Ze plati
A = B a za druhé, %e nenastava piipad III (t. j. ptipad ,,B plati,
A neplati®), t. j. Ze plati B = A. Jinymi slovy: ekvivalence 4 <> B
je spravné tehdy a jen tehdy, plati-li

(A4 =>B)& (B=4).

Tak se asto ekvivalence dokazuje: dokiZe se implikace 4 =B a
implikace B = 4.

Poznamenejme jesté, Ze implikace A => B je ekvivalentnis (non B) =
= (non A). Nebotf druh4 implikace je nesprivné tehdy a jen tehdy,
kdyZ nonB plati a soutasné nond neplati, t. j. kdyZ A plati a B ne-
platf, t. j. kdyZ nastdva piipad II. BliZe o tom viz DI, kap. I, § 1.

V matematice se ¢asto vyskytuji dtvary, které vypadaji jako vy-
roky, ale nejsou vyroky v nafem smyslu; na pf.

l. z <2 (slovy: z je mensf nez 2), 2. z2 <y, 3. 22> a2*+41,
4. (a + b)® = a® + 2ab 4 b2, 5. trojihelnik 4 je rovnostranny.

To nejsou vyroky v nasem smyslu: dokud nevim, co znaéi z, y, a, b, 4,
nemohu mluviti o sprdvnosti nebo nespravnosti. Takovym vyrazim
fikdme vyjrokové funkce nebo wvyrokové vzorce. Vyznaduji se tim, Ze
se v nich vyskytuji jisté znaky, t. zv. promé&nné nebo neurdité (zde
z, ¥, a, b, A), za néZ miZeme dosazovati véci jistého ,,oboru‘‘ (zde na
pf. se miZeme domluvit, Ze za z, y budeme dosazovat libovoln4 redlné
sla, za a, b libovolnéd komplexni ¢&sla, za A4 jakykoliv trojihelnik).
Vyrokova funkce musi pak vypadat tak, Ze po dosazeni libovolnych
prvkil oboru za proménné musim dostat vskutku vyrok — budto
spravny nebo nesprivny. Tak mné z 2. vyjde vyrok nékdy pravdivy
(na p¥. pro z = 1, y = 3), né¢kdy nepravdivy (na pf. prox = 2,y = 1);
podobng u 1., 5. Ale z 3. dostanu po jakémkoliv dosazeni za = vyrok
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nepravdivy, z 4. naproti tomu dostanu po jakémkoliv dosazeni za
a, b vyrok pravdivy.4)

Poznatek, Ze po libovolném dosazeni do 4. dostdvim sprivny vy-
rok, vyslovujeme slovy: ,,pro viechna (komplexni ¢isla) a, b je (a +
+ b)? = a® + 2ab + b*“. Toto uZ je vyrok, a to sprivny vyrok.
Naproti tomu vyrok ,,pro viechna (redlna ¢isla) z, ¥ je z <y je
nesprivny, nebot existuji &isla z, y (na pf. z = y = 3), pro néZ nenf
r <y.

Je-li na pi. A(x, y, 2) vyrokova funkce, znaéi se ¢asto symbolem

[]A@ 9 2)
Z, Y, 2
vyrok: ,,Pro vSechna z,y, z (ze smluveného oboru) je A(z,y, z)".

Takovémuto vyroku fikdme obecny vyrok, a znaku || fikime zde
z,Y,2

velky kvantifikdtor. Na pf.
Tz <2)
je nespravny vyrok, ’
[TWa + b)2 = a® + 2ab + b?)
je spravny vyrok. "
Daldf dulezity vyrok je tak zvany ,existenéni vyrok®: , Existuji

z, Y, 2z (ve smluveném oboru) tak, Ze je A(z, y, 2)*. Tento vyrok se
znadi ¢asto symbolem

> Ay, 2);

L, Y, 2
znaku > se Iikd maly kvantifikitor.
Na pt. 3 (x <) (t. j. ,.existuji (redlnd &isla) z, y tak, Ze je x < y*)

z,v
je spravny vyrok; kdeito > (2* > 2% + 1) (t. j. ,.existuje (redlné &islo)

z
z tak, Ze je 22 > 22 4 1) je nespravny vyrok.
V uvedenych piipadech jsme uZili kvantifikitoru najednou na
viechny proménné, vystupujici ve vyrokové funkci. MiZeme viak

4) Je ziejmé, %e je dule%ito, smluvit se o oboru prom&nnych: kdybychom
do 1. dosadili za z trojuhelnik nebo do 6. za 4 &islo, dostali bychom nesmyslny
souhrn znaku.
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také uziti kvantifikdtoru jen na nékteré proménné. Na pf. z vyroko-
vého vzorce z2 > y (obor: redlnd &sla) mohu vytvotiti vzorec | [(z2 > y),
z

slovy ,,pro viechna (reilnd ¢&isla) x je 22 > y*‘. To jest& neni vyrok,
nybrZz vyrokova funkce, v niZ se vyskytuje proménnd y a na kterou
mohu aplikovati opét kvantifikdtor 1—[ nebo 3>.%) Dostali bychom

y

H(I_I(x2 >9), ?(ﬂ( >,

coz uz jsou dva vyroky: Prvni je nespré.vny (tvrdi, Ze pr kazdé y
a kaidé z je 22> y), druhy je spravny (tvrdi: Existuje y takové,
Ze pro ka#dé z je 22 > y — to je vskutku pravdana pf.proy = — 1).
Zaroveii je vidét, Ze misto nr[ jsme mohli pséiti jednoduseji 1—[ nebo

]_]' Vyznam, a to velky vyznam maji v matematice jen takové vy-

roky, kde se maly kvantifikdtor st¥idéd s velkym.

Uvedme nyni piiklad na uZitf kvantifikdtoru. Na vzorec ((z < y) &
& (¥ < 2)) = (x < z) (obor z, y, 2: redlnd ¢&isla) uzijeme velkého kvan-
tifikdtoru; dostaneme vyrok

[Te<y &y <2) =@ <2),

z, Y,z

slovy: Pro viechna (redlnd &isla) z,y, z plati tato implikace: je-li
z<yay <z jex <z Tento vyrok, jak vime z aritmetiky, je spradvny.
A abychom tento vyrok mohli v této jednoduché formé& vysloviti,
musfme zavésti pojem implikace tak, jak jsme to uéinili. Nebof mezi
trojicemi z, y, z existuji také takové, pro néZ ,premisa” (z <y) &
& (y < 2z) je nesprdvnd — ale oviem pro tyto trojice je nase implikace
sprivnéd sama sebou — pravé podle naseho pojmu implikace.

Uvédomme si jestd n&které drobnosti: Vyrok ]_[A(a:) (pro viechna

z je A(x)) lze psati také ,,neexistuje z tak, Ze pfati nond(z)“, t. j.
non(Z(nonA(x))) Logicky zapor k vyroku HA(::) je Z(nonA(x))

(,,exxstu;e z, pro néz neplati A(z)*). Logicky zé,por k vyroku ZA(x)

§) Ovdem ne u¥ H 2‘. .Nebof prom#nné z ve vzorci l'I(x’ > y) byla ji% jednou
»»pohlcena® kvantxﬁkﬁtorem
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(,existuje z tak, e A(z)”) je ,,pro Zidné z neplati 4(z)“, t. j. pro
viechna z je nonA(z), t. j. [ [(nond(z)). Timto zpisobem miete
z

k vyrazim, slofenym z kvantifikdtori, snadno tvofit negaci. Na pt.
je-li C vyrok

(1) T[IC A= ),
z ¥
je nonC vyrok >(non>A(z,y)), t. j.
z v
(2) (] [(nonA(z, y)) .

Preétéme vyraz (1): Pro kazdé z°) (je pravda, Ze) existuje y tak, Ze
A(z, y). Jeho logicky zépor tedy bude: Neni pravda, Ze ke kazdému z
takové y existuje, t. j. je pravda, Ze existuje z, pro néZ neexistuje
#4dné y tak, aby bylo A(z, y), t. j. existuje z tak, Ze pro viechna y je
nond(z, y) — to je pravé vzoree (2).

sin x

Piiklad 1. Vyjdd¥eme pomoci kvantifikdtort vyrok lim = 1,
z—0
t. j.: Ke ka¥dému ¢ > 0 existuje é > 0 tak, Ze pro viechna z, spliiujicf
nerovnosti 0 < |z| < 4, plati T 1< e

E{z [H(O< 2| < 8=

= l )]}
—li<e .
o>0L = x

Upozoriiuji, Ze na pofadi kvantifikdtori velmi zéle#i (a oviem také

na tom, na které prom&nné se vztahuji). Pfiklad (obor pro z, y: redlné

&sla): [ [>/(2* > y) znad: ke kazdému y existuje z tak, Ze je 22 > y —
Yy z

spravny vyrok.

ZI_[(:a:2 > y) znadi: existuje z tak, Ze pro kaZdé y je 22 > y — ne-
sprzé\;,ny vyrok.

¢) Rikéva se také: Ke kazdému x existuje y ...

7) T. j. pro viechna z z nerovnosti 0 < |z| < 8 plyne Si:z -1 l <e

8) Pro vi&tii pfehlednost pf¥i obor pro ¢ & & (t. j. £ > 0, § > 0) pod znakem
11, Z; obor pro z: viechna redlné ¢&isla. Zavorky se ¥asto vynechdvajf, je-li
jasno, kam patif. '
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[[5(2* > ¥): ke kaZdému =z existuje y tak, Ze x* >y — sprivny
Ly .

vyrok.
STI@?* > y): existuje y tak, Ze pro viechna x je 2* > y — spravny
vy z

vyrok (na p¥. ¢islo y = — 1 ma tuto vlastnost).
Podotknéme jesté, Ze plati

ClT4@ ) = (124 v)

pro jakoukoliv vyrokovou funkei A(z, ). Nebot je-li spravny vyrok
vlevo, znadi to, Ze existuje jisté x, tak, Ze A(x,, y) plati pro kaidé y
(vSechno oviem ve smluveném oboru pro z a pro y). Potom vskutku
ke kazdému y existuje x (totiZ pravé =z,), pro které plati A(z, y). Ob-
ratit se zde znak implikace neda: srovnejte vyrok ,,V3ichni pfitomni
maji spoleéného pritele (t. j. existuje ¢lovék, jenZ je pfitelem viech
piitomnych) s vyrokem ,,Kazdy z pfitomnych mé néjakého pritele
(t. j. ke kazdému z pfitomnych existuje cloveék, ktery je jeho piite-
lem).

Misto znaki [ |, > se ndkdy uziva znaki (z), (72):

(x) A(x): pro viechna z plati 4A(z); (Fy) B(y): existuje y tak, Ze plati
B(y).

V dal8im nebudeme (aZ na pfipady, které zvldsté zdiraznim) sym-
bola T, >, (), (%) pro kvantifikitory uzivati. Castéji budeme
uZivati symboli => (implikace) a <= (ekvivalence).

Mimo to budu jeSté uZivati téchto zkratek a uprav, obvyklych
v matematickych (nikoliv v logickych!) textech. Misto znaku & budu
uzivati vétdinou darky (pokud nevypisuji vzorec slovy s pouzitim
spojky ,,a‘). Dale vynechdvam obycejné slova ,,pro vSechna z, v, ...
smluveného oboru‘‘, takze pisi na pk.:

Jeliz <yay <z jexr <znebo (x <y, y <2z) =z < 2z misto

[[e<y &y<z=>z<2).
z,¥Y,2

Smysl je tedy: Pro v8echna z, y, z (smluveného oboru: zde tedy pro
viechna realnd «z,y,2) je uvedend implikace sprivna. Podobné:
feknu-li, Ze neplati implikace A(z, y) = B(z, y) (kde x, y jsou ,,pro-
ménné‘‘), rozumim tim: neni pravda, Ze tato implikace plati pro viechna
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z, y; t. j. existuji x, y, pro néz tato implikace je nespravna, t. j.pro
néz plati A(z, y) a neplati B(z, y¥). Na pf. budiz ddna funkce f, éisla
a,b (a<b) a &slo M. Potom slovy ,Implikace (@ <z < b) =
= f(x) < M neplati‘‘ budu rozuméti: neni pravda, Ze plati pro viechna
z,?) neboli: existuje aspoii jedno z, pro néZ je implikace nesprivns,
t. j. je sice ¢ < = < b, ale soudasné neni f(z) < M.

Podobné u symbolu ekvivalence <.

Tedy jeSté jednou: v dal§im nebudu uzivati (kromé& vyjimeénych
piipadi, na které zvlasté upozornim) Zidného ze symbolu zde uvede-
nych, krom& — obfas — symbolu =>, <> a to v tpravé pravé uve-
dené. Prosim také, aby é&tendf nepovaZoval tyto védomé neiiplné
pozniamky za néjaky (sebe elementarné&jif) tvod do matematické
logiky. Slo mn& jenom o to, abychom si ujasnili zpsob vyjadfovani,
kterého ostatn® nadany matematik uZiva intuitivné s neomylnou
spravnosti. Ale na p¥. pfi sloZitych vyrazech s mnoha kvantifikdtory
(ke kazdému z existuje y tak, Ze ke kazdému & > 0 existuje > 0
tak, Ze pro vSechna z plati implikace A(z, ¥, 2, &,.9) = B(z, ¥, 2, &, 1)*)
se 8 nimi snad snize zachézi, uvédomi-li si ¢tendf mechanismus ope-
raci 8 nimi.

§ 2. MnoZiny a mnoZinové operace. Pojem mnoZiny byl v DI osv&t-
len (nikoliv definovén!) slovy, Ze mnoZina je souhrn n&jakych vécf,
jez nazyvidme prvky (elementy) mnoZiny; tamtéz bylo pro objasnéni
podéno nékolik pfikladi mnoZin. MnoZina je uréena svymi prvky; sklé-
daji-li se dvé mnoziny 4, B z tychz prvki, piseme A = B (fikame,
%e B je ta% mnoZina jako A). Neni-li tomu tak, piSeme 4 + B. U&elné
je toto oznadeni: MnoZinu vSech z, kter4 maji jistou vlastnost V(z),
oznadujeme symbolem E(V(x)). Na pf. budte a, b redlnd &sla. Mno-

z
%inu ondch z, pro nez je a < z < b,19) znadime E(a < z < b). Je-li

z
a < b, je tato mnozina interval (a, b); je-li @ = b, sklddd se tato
mnoZina z jediného ¢isla a; je-li koneéné& a > b, neexistuje viibec Zadné
z, pro n&z by bylo a < z < b. Je vidét, Ze je idelno, zavésti té% pojem

%) Pozor! jedinéd proménné je zde z, kdeZto f, @, b, M jsou dény.
10) JeZto jsme nerovnost definovali dosud jen pro redlnd &fsla, plyne z ne-
rovnosti @ < z < b samo sebou, Ze 2 je redlné &fslo.
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»prdzdné mmoZiny‘‘, t. j. mnoZiny, jez neobsahuje Zddny prvek.
Jeito je mnoZina urdena svymi prvky, existuje jen jedna prazdnd
mnozina; oznadme ji 9 (jiné dosti obvyklé oznaéeni je A). Tedy na
pt. E@ < z < b) =0 pro a > b. MnozZinu, jejiz prvky jsou na pf.

z
a, b, &, z, znadime téZ (a, b, ¢, £)11) a pod. (prosté vypiSeme jeji prvky
a dime do tuéné zavorky); mnoZinu sloZenou z jediného prvku a
znatime tedy (@). Na pf. mnoZina viech prvocisel vét&ich neZ 7 a men-
Sich nez 13 je (11).

Okolnost, Ze z je prvkem mnoziny!?) 4, vyjadfujeme znakem z ¢ 4;
neni-li # ¢ 4, piSeme 2 non € A. Znak A C B nebo B > A4 znadi, Ze kaZzdy
prvek mnoZiny 4 patif do B, t. j. Ze plati implikace 2 ¢ A =z ¢ B;
¥ikame pak, Ze A je &4stf B. Jest oviem vidy # C 4, A C 4. Je-li
A C B a soudasné A + B, fikime, 7e A je pravou déasti B. Nékteti
autofi uzivaji znaku C misto C; znaku C uZivaji pak pro pravou d&ast.
Rovnost A = B plati tehdy a jen tehdy, je-liA C B a souéasné B C A.
Casto se pravé takto dokazuje rovnost mnoZin.

MnoZinu, kterd se skladd z koneéného poétu prvki, nazyvime
koneénou; ostatni mnoZiny se nazyvaji nekoneéné. Také prézdnou
mnoZinu poéditdme mezi koneéné mnoziny (podet jejich prvki je roven
nule).

Poznamka 1. Casto se setkivame s mnoZinami mnoZin, t. j. s mno-
Zinami, jejichZ prvky jsou opét néjaké mnozZiny. Na p¥. mnoZina viech
dasti mnoZiny (1, 2, 3), jez obsahuji pravé dva prvky, je mnoZina,
jejimiz prvky jsou tyto tfi mnoZiny: (1, 2), (1, 3), (2, 3). MnoZina
viech ¢asti mnoziny (1, 2) mé tyto &étyfi prvky: 6, (1), (2), (1, 2).
Obecné: Budiz M mnoZina (koneénd) o n prveich; budiz 0 < k< n
(k celé). Potom mnoZina viech ¢asti mnoZiny M mé 2* prvkd a mno-
Zina viech ¢dsti mnoZiny M, majicich pravé k prvkd, ma (;) prvki.
(Dokaztel)

Zavedme nynf nékteré operace s mnozinami. Budte 4, B mnoZiny
(smi byt po pfipadé B = A). Sjednocenim (nebo souétem) mnoZin
A, B (znak 4 u B nebo A + B) rozumime mnoZinu onéch prvkd,

11) Jezto mnofina je urfena svymi prvky, nevadi, jestliZe ,,z neobratnosti*
napifeme ndktery prvek vicekrite; na pf. (2, 3,2) = (2, 3) = g3, 2).
13) Misto ,,je prvkem A*‘ Hkame té% ,,patif do A%, ,,lekf v A* a pod.
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které patii asposi k jedné z mnoZin 4, B. Prinik mnoZin 4, B (znak
A 0 B nebo A . B nebo AB, nikdy viak 4 X B) je mnoZina onéch
prvki, které patii souéasnd k 4 i k B. Rozdil mnoZin A, B (znak
A = B nebo A — B nebo A4 \ B) je mnoZina onéch prvki, jez patki
k A, ale nepatii k B. Budeme uZivati znakii 4 v B, AB nebo A . B,
A — B.

Poznidmka 2. Je-li AB = ¢, i{kime, Ze mnoZiny 4, B jsou dis-
junktni. Je-li 4 O B, nazyvé se rozdil 4 — B &asto doplitkem mnoZiny
B (v mnoZingé 4 nebo do mnoziny A). N&ktefi autofi uzivaji znaku
A = B viubec jen v pfipadé B C 4.

Ptiklad 1. Budiz 4 = (0, 2), B =1, 3), C = {2, 3). Potom je
AUB=¢0,3),40C=<0,3),BuC =13 4B =1, 2), AC =
=(2), BC =¢2,3), A~ B=<0,1), B~A4=(2,3), C=~B=9
atd.

Ptiklad 2. Jest AvAd=44=A4, A - A =0. Obecnd jest
(AvB=A) < (BcA4)B);, (AB=A)<(AcB); (4—-B)=
=0)<>(ACB); (A—-B=A4)< (AB=290); jeli A;cAd, je
A,vBcA;,vB A BCA;B, A, -~ BCA,~ B, B~ A4,2B = A4,.

Sjednocen{ a prunik Ize definovati i pro vice mnoiin Sjednoceni
A, u Ag U Agnebo U A, (nebo A4, + A4, + A; nebo ZA ) znaéi mno-

ne=1

Zinu prvki, jeZz patii alesponi k jedné z mnoZin Al, A,, A,. Podobné,
je-li déna posloupnost mnoZin A;, 4, A,, ...,znadf 4, v Agu 4, U ...
nebo U 4, mnoZinu onéch prvku z, pro néZ existuje aspoii jedno pfi-

n=5

rozené &slo n > 5 tak, Ze je z € 4, (t. j. mnoZinu onéch z, jez lezi
aspoil v jedné z mnoZin 4;, 4, ...). Obecnd lze definovati sjednocent
takto: Budiz Z né&jaké neprizdné mnoZina; nechf kazdému z ¢ Z je
pfifazena urditd mnoZina A,. Potom sjednocenim

(3) U 4,

zeZ

(,,index* z umistujeme ne¢kdy také jinak, na pf¥. A®, 4(z) a pod.)
rozumime mnozinu viech prvki, které leZi asposi v jedné z mnoZin 4,.

13) (ti oviem: Jest 4 U B = A tehdy a jen tehdy, je-li Bc A.
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Je-li na pf. Z mnoZina viech ptirozenych &isel, znadi (3) totéz jako

A v 4,0 A3 v ... = U 4, (podle imluvy pfed chvili uéinéné). Po-
n=1 3
dobné se definuje prinik 4,4,4;, = N 4,, N 4, atd.*) jako mnoZina
z=1 2eZ

on&ch prvkd, které lei ve vdech uvedenych mnoZindch. P¥i tom pro
prunik viech mnoZin 4,, kde z probihé viechna piirozena &isla z > k

(k ptirozené cislo), uZivime op&t znaku M) 4,. Ptiklady:
z=k

€0,3)> . <1, 55 . (2, & = <2, 3; ﬁl<o, .n1_>= (0) (mnoZina o jediném

ne=

b 1
prvku); nl (0, ;) = ¢ (prdzdnd mnozina);

bt 1 @ 1
nL-JI <0: 1— :’1"> = <Os 1): nl-Jl (O’ 1— ;{) = (O: 1) .

Podobny pojmu (3) je tento pojem: BudiZz U n&jaks neprazdnd mno-
zina mnoZin. MnoZinu vSech z, ktera jsou prvkem aspoii jedné mnoziny
A € U, nazveme sjednocenim mnoZin 4 ¢ U, znak

(4) vu4.
AU
Ptiklad: Je-li % mnoZina v8ech intervali!®) <{a, b), vyhovujicich pod-
mince 0 < a < b < 1, je (4) zfejmé interval (0, 1).
Symbol (4) 1ze pievésti na symbol tvaru (3) takto: Kazdému 4 ¢ A

pfifadme mnoZinu M, rovnici M, = A. Potom zfejmé

U 4= U M 4

AU AU

coz je symbol tvaru (3).1¢) Podobné se definuje N 4.
AeU
Pozndmka 3. Sjednoceni (3) budeme nazyvati disjunkinim, jestli-
Ze prinik kterychkoliv dvou 4, (s riznymi ,,indexy‘ z) je prazdny;
t. j. jestliZe
(5) (20€Z, 29€eZ, 2, + 2,) =>A1.Az. =0.
14) Ps4vé se té% II misto N.

% “l) Prvky mnoZiny U jsou tedy jisté intervaly, t. j. jisté mnoZiny redlnych
sel.

18) MnoZina Z z (3) se zde nazyva 2.
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To se oviem netyké rdzu mnoZiny (3) samotné, nybrz pouze jejiho
zplisobu vyjiddieni. Je-li na pf. AB=9, B=C + 0, je AuB =
= A v Bu (C, pii éemz sjednoceni vlevo je a sjednoceni vpravo neni
disjunktni.

Plati-li (5), fikdme také, Ze systém mnozin 4, (z € Z) je disjunktni.

Pozndmka 4. Jsou-li A, B, C mnoZiny, znadi oviem (4 v B) C
prinik mnoZiny 4 v B s mnozinou C.Podobné 4 u (BC) znadi sjedno-
ceni mnoziny 4 s prinikem BC) je v8ak zvykem z&vorku zde vynecha-
vati a psiti A U BC. Podobné piSeme AB — CD a minime tim (4B) —
—~ (CD). Prosté: znak . neboli n vaZe ,,siln&ji* nez znak U nebo —.
Méme-li tedy pied prinikem AB ... F nebo za nim znak U nebo —,
smime psati prinik bez zavorek. Podobné v aritmetice vypisujete
zavorky ve vyrazech (a + b) ¢, (@ — b) ¢, ale misto (ab) + ¢, (ab) —
— (cd) pisete obycejné ab + ¢, ab — cd.

DileZité je tato véta (které se velmi dasto uziva):

Vé&ta 1 (t. zv. vzorce de Morganovy).

A-UB=NA=B); 4-NB,=U(4=B,).
2eZ 2¢eZ z2eZ z2eZ

Dtukaz prvni rovnice. Oznaéme levou stranu M, pravou N.
DokéZeme piedné, e x e M =>z e N a za druhé, Zze x e N =z ¢ M.

Budiz tedy pfednd x ¢ M. T. j. z lezi v A, ale nele#i v B, pro Zddné
2. Tedy z lezi v A — B, pro kazdé z. Tedy z ¢ N. Budiz za druhé
zeN. T. j.: pro kaidé z leif x v A — B,, t. j. x lezi v A, ale nelezi
v Zidném B,, tedy x ¢ M. Dikaz druhé rovnice si étenai provede
sam.

Pozniamka 5. Pro operace U, n, — plati mnoho pravidel podobnych
pravidlim pro soudet, soudin a rozdil &isel. Na pf. AuB=BuU 4,
(AuB)u C = A v (Bu C) (apodobné pro prinik), (4 v B) C = AC v
UBC, (A~B)~C=A =~ (Bu(). Ale na pf. nemusi byti (4 —
~B)uC=(4AuC) = B (napt. pro 4 = B = C % @ je leva strana
A, prava ¢). Tedy opatrné!

Ptiklad 3. N (4 v B,) = 4 u (N B,) (¢tenéti by asi byla nizornajsi

zeZ zeZ

symbolika [J(4 + B,) = 4 + [[Bs)-
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Dukaz. Oznaéme levou stranu M, pravou stranu N. BudiZ pfedné
xeM, t. j. ze AU B, pro ka?dé z. Je-li xed, je xe¢N. Neni-li
viak x € A, je nutné x ¢« B, pro kaZdé 2, tedy opét z ¢« N. BudiZ za
druhé z € N, tedy budto = € A nebo z ¢ N B,. Ale v obou ptipadech je
zfejmé z ¢ M.

Se sjednocenim, prinikem, rozdilem mnozin musite umé&t hbité za-
chézet. Viz cvideni.

Cvi&eni

1.A=(A +-B)udAB;AUB =AU (B -4;AuB=(A ~B)u (B ~
= A) U AB. Sjednoceni vpravo jsou disjunktni.

2.4A-~(B =C)=.(A ~B)uU AC.

3.[A~(B+-C)=(A~B)uC]<CcA.

4.[(AuC) ~B= (A ~B)uUC]<>BC =9.

5. BudiZ déna posloupnost mno%in 4,, 4,, 4;, ... PoloZme B, = 4, U 4, U ...
..V 4,0, =A4,4,... A,. Potom je

@ @
Uu4,=UB,,B,cB,cBcC...,
n=1

n=1

@© ©

nAn=nCn’ C]_DC,DC,D-..
n=1 n=1

PoloZme konednd Dy == A4,,Dp, 4, =A,y,~ (4, VA,V ...0U4,)(n =1,2,..).
Potom

© ©
Uu4,=UD,,
a=1 n=1

kde sjednoceni vpravo je disjunktni. Podobnd pro kone&nou posloupnost
A, A,, ..., 4.

§ 3. Zobrazeni. Pro tisporu ve vyjadfovani zavedeme tyto &étyfi
znaky, které podrifme v celé této knize: N bude vidy znamenati
mnoZinu vSech pfirozenych éisel. Podobné budou znaky P, E,, K
znamenati po fadé mnoZinu viech raciondlnich é&isel, viech realnych
éisel, v8ech komplexnich ¢isel.

Budte dany mnoZiny 4, B a necht kazdému prvku x mnoziny A4 je
pfifazen urdity prvek y mnoZiny B; potom fikdme, Ze je ddno zobra-
- zeni mnoZiny 4 do mnoZiny B a prvek y nazyvime obrazem prvku z.
Vyslovme to v8ak radéji trochu jinak:
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Definice 1. Zobrazenim mnotiny A do mnofiny B nazjvdme katdou
mnofinu f uspofddanych dvojic [z, y],1?) jeZ md tyto vlastnosti:

1. Pro kaZdou dvojici [x, y] e f je x € A, y € B.

2. Ke kaZdému prvku x mnoZiny A existuje jeden a jen jeden prvek y
tak, e [z, y] € f.

Kazdému z € A je tedy zobrazenim f vskutku pfifazen jeden a jen
jeden prvek y e B, totiZ onen prvek y, proné&jz je [z, y] € f. Tento prvek
y oznatujeme znakem f(x) a nazyvame jej obrazem prvku z. MnoZinu
A nazyvime oborem zobrazeni f.

Poznidmka 1. Misto ,,zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B* ¥ikdme
téz ,,funkce*, a to ,funkce v oboru A4*“. Prvek f(z) nazyvidme pak
,»hodnotou funkce v prvku z*‘, mno%inu 4 nazyvime ,,oborem funkce*.
Nézev ,,funkce* nebo ,,funkce v oboru A* mé tu nevyhodu, Ze v ném
neni vyznatena mnozina B; proto ho budeme uZivati hlavné ve spe-
cidlnfch pt¥ipadech, v nichZ mnoZina B je pfedem dédna. Prvky mnozZiny
A byvaji dasto ,,body* néjakého ,,prostoru*‘; potom oviem mluvime
o obrazu bodu z (misto ,,prvku z*‘), 0 hodnot& funkce v bod& x a pod.

Ruzné zobrazenf znadime oviem ruznymi pismeny: f, g, F, ¢, f,, .
a pod. JeZto zobrazeni je mnoZina,!8) znamend rovnice f =g (,,zob-
razeni f je stejné jako g‘), Ze se mnoZiny f, g sklddaji z tychZ prvki,
t. j. Ze zobrazen{ f, g maji tyZ obor a Ze pro kaZdy prvek x tohoto oboru
jef(z) = g(=).

Pozndmka 2. Specidlnim p¥ipadem zobrazeni jsme se zabyvali
jiZ v DI, kap. V. Tam 8lo (viz def. 14, 14a v DI) o zobrazeni mnoZiny
M cE, do E,. Takovym zobrazenim jsme tehdy prosté ¥kali ,,funkce;
nyni pro rozliSeni jim budeme ¥ikati ,koneéné redlné funkce jedné
reélné proménné*

Poznimka 3. BudiZ f zobrazeni A do B. Je-li M C 4, oznadme
znakem f(M) mnoZinu vSech prvkia f(z), kde z ¢ M (t. j. y e f(M)

17) Dv¥ takové uspofddané dvojice [z, y], [£, ] povaiu]eme za stejné tehdy
a jen tehdy, je-li z = ¢, y = y; pfSeme potom [z, y] = [§, %]. Nenf.li tomu tak,
pifeme [z, y] + [£, 7). Na pk. Je [y, z] * [z, y), je-liz + y.

18) Zobrazenf f je podle definice 1 mnoZina viech dvojic [z, f(x)], kde z pro-
bihé v¥echny prvky mnoZiny A.
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tehdy a jen tehdy, existuje-li aspon jedno z ¢ M tak, Ze y = f(x)).
Rikdme také, Ze f zobrazuje mnozinu M na mnozinu f(M), ze (M) je
obrazem mnoziny M. Jisté se neni tfeba obivati zdmé&ny mezi f(z),
kde z je prvek mnoziny 4 a mezi f(M), kde M je ¢asti mnoZiny A.

Priklad 1. Definujme zobrazeni f mnoziny E, do E, rovnici f(z) =
=z potom je f(E,) = f((— 1, + o)) = f({0, + ®)) = <0, + ®);
10, 25) = f((— 1, 23) = f({— 2, 2)) =<0, 4); ((3)) = (9).

Budiz opét f zobrazeni A do B. Jestlize 4, > A (t. j. jestlie A, ob-
sahuje obor zobrazeni), budeme fikati, Ze f je zobrazeni z mnozZiny 4,
do B. Dile: jest f(A) C B.Jestlize f(4) = B, t. j. jestlize kazdy prvek
z B je obrazem nékterého prvku mnoziny A4, fikdme, Ze f je zobrazeni
A na B. Konetné: Rikdme, Ze f je definovano v bodé z (po prip.
v mnoziné M), ma-li symbol f(x) smysl, t. j. je-li z ¢ 4 (po pFip. ma-li
f(x) smysl pro kazdé x € M, t. j. je-li M c A). Piiklad: Funkce ,,arkus-
sinus‘‘ je zobrazeni intervalu I, = (—1, 1) na interval I, = {(—4}=, r);
je to tedy zobrazeni z E, do E,; je to zobrazeni I, do E,; je to zobrazeni
z E, na I,. Je definovano v bod§ 4, v mnoziné (0, }). Neni definovino
v bodé 2, v intervalu (0, 3).

V mnohych tvahich se lze omeziti na zobrazeni ,na B“. Nebot
je-li f zobrazeni 4 do B, je f téZ zobrazeni 4 na f(4).

Budiz opét f zobrazeni A do B; budiz M c A. Parcidlnim zobraze-
nfm f,, nazyviame zobrazeni takto definované: Jeho oborem je mno-
Zina M a pro kazdé z € M je fy(x) = f(x). Je-li na p¥. f(x) = 22 (obor
E,), je fco,+«,funkee, jejim% grafem je pravé pllka paraboly y = z2.
Jestlize pro kazdé x ¢ M je f(z) = g(), t.]. jestlize f,, = g4, budeme
téZ psati f = g v M neboli f(z) = g(x) pro = e M. Na pf. je-li f(z) =
= x, g(z) = |z| (obor E,), je f = g v {0, + 0).

Jeito u znaku f potiebujeme misto pro indexy, nebudeme znaku
fir téméf uzivati; kde ho uZijeme, podotknu to zvlaste.

BudiZ opét f zobrazeni 4 do B. BudiZ N C B. MnoZinu vSech x € A4,
pro néZ je f(x) e N, nazveme vzorem mnoZiny N a oznadime ji f_ (V).
Piiklad: budiz f(x) = a2 (obor E,). Potom f_,((—1, 3)) = f_,((—3, 3))=

= 140, 3)) = (—I/3; V3); f4(<1, 4)) = (=2, —1)> v <1, 2);
fa((4) = (—=2) U (2); f((—2, — 1)) = 0.
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Cvideni

V cvitenich 1—11 je déno zobrazeni f mnozZiny A do B.

I. M,c M,c A = f(M,) C f(My); NyC Nyc B = f_(N;)C f(Na).
2, Je-liM,c AprozeZ,je (UM, = UHM,), (NM,) c Nf(M,).Vdruhém
zeZ zeZ zeZ zeZ

vztahu nemusi platiti znameni rovnosti; na pt. budi¥ f(z) = z® pro z € E;, M, =
= (2), M, = (— 2); potom f(M,M,) = {(@) = @, {(M,) . {(M,) = (4).

3. Je-li Myc A, M,C A, je f(M,) ~ f(M,) C f(M, -~ M,). Nemusi platiti
znameni rovnosti; na pf. budiZ f(z) = 1 pro ka%dé z ¢ E;, M, = 0, 2), M, =
= <0, 1).

4. JeliN, C BprozeZ, jo f(UN,) = UfL(N), f(AN,) = Af,(N,).

zeZ zeZ zeZ

zeZ
Srovnejte 8 cvié. 2!

5. Je-li Nyc B, N,C B, je f_,(N,) = f_1(Ng) = f_,(N, = N,). Srovnejte
3 cvié. 3!

6. Implikace [N C B, N = @] = [f_,(N) # ¢] plati tehdy a jen tehdy, je-li
j zobrazenf mnoZiny 4 na B.

7. Rovnost f(A4) = B plati tehdy a jen tehdy, je-li f zobrazeni mnoZiny 4
na B.

8. Pro N C B je f(f_;(N)) C N; znameni = misto C plati tehdy a jen tendy,
je-li Nc f(A). Pro M cC A je f_,({(M)) DM, nemusi vi8ak platiti znameni
rovnosti. Pfiklad: f(x) = 2? pro x ¢ E,, M == {0, 1D, f_,(f(M)) =<{—1, + 1D,

9. {((a)) = (f(a)) pro a e A.

10. Budiz M c A. Potom plati: pro My C M je fa(M,) = f(M,); pro NC B
jo (fuM)a(N) = M .f_{(N).

1l. Symboly f(M), f_y(N) pro M C A, N c B lze interpretovati té% takto:
BudiZz Y systém vSech 84stf mnoZiny A, budiZ B systém viech &asti mnoZiny
B. Tim, %e ka’dé mnoZind M C A4 (t. j. ka¥dému M ¢ A) piifadime mnoZinu
f(M), definujeme zobrazeni mnoZiny U do B. Toto zobrazeni je zobrazenim
mnoZiny U na B tehdy a jen tehdy, je-li f zobrazenim mnoZiny 4 na B. Podobns,
ptifadime-li ka%dému N ¢ B mnozinu f_;(N), definujeme tim jisté zobrazeni
mnoZiny B do Y.

Naésledujici dvé cviéeni podavaji piiklady zobrazeni rdzu ponskud jiného,
neZ jste zvykli.

12. BudiZ % mnoZina v8ech omezenych neprazdnych mnoZin redlnych &isel.
KaZdé takové mno%ind M ¢ U prifadme interval {inf M, sup M) (pfi demZ
uZfvdme symbolu <a, b> nejenom pro a < b, nybr% i proa = b, kladouce <{a,a) =
= (a)). Tim je definovano zobrazeni f mnoZiny % do U (nikoliv na %), jeZ pii-
tazuje ka¥dé mno%ind M ¢ U ,,nejmensi*‘ uzavieny interval, obsahujicf mno-
Zinu M.
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13. Budi¥ 4 mnofina viech konvergentnich posloupnosti redlnych &isel.
Definujme zobrazeni f mnoZiny A do E, takto: je-li z ¢ 4, tak¥e z jo n&jaké
konvergentn{ posloupnost a,, a,, gy, ..., klademe f(x) = lim a,,. Potom je f zob-

n—>0
razenf mnoZiny 4 na E,.

§ 4. Prost4 zobrazeni. Mohutnost mnoZiny. Je-li f zobrazeni mno-
ziny A do B, muZe sestati, #e dva rizné prvky mnoZiny 4 maji tyz
obraz (na pf. je-li f(xr) = sinz pro z ¢ E,, je f(x) = f(x + 2x), f(0) =
= f(r) a pod.). Nenastane-li tento pifipad, nazyvame zobrazeni
prostym; jezto jde o dileZity pojem, vyslovme tuto definici ob&frné:

Definice 2. Zobrazeni f mnofiny A do mnoZiny B nazjvdme prostym,
jestlize

[x, €4, 25 e A, , + 2] = [f(z,) + f(z,)] .

BudiZz nyni f prosté zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu B. Potom ke
kaidému y e B existuje jedno a jen jedno z e A tak, Ze f(z) =y;
toto z oznadme @(y).!?) Tim je definovédno zobrazeni ¢ mnoZiny B
na mnoZinu 4, jeZ je ziejm& prosté; toto zobrazeni ¢ se nazyva zob-
razenim inversnim k f a znadéi se obydejné znakem f_,. Je definovdno
zfejmé& takto: rovnice x = f_,(y) znamena totéz jako y = f(x). Z toho
je patrno, Ze zobrazeni inversni k f_; je ptivodni zobrazen{ f.20)

Poznamka 1. Uzivam-li slova ,,funkce* misto ,,zobrazeni‘, yikim
oviem téZ parcidlni funkce, prostd funkce, inversni funkce. Specidl-
nimi p¥ipady inversnich funkei jsme se zabyvali v DI, kap. VII. Tam
byla f funkce spojitd a ryze monotonni v oboru J, kdez J byl né&jaky
interval; obecnéjsi pfipad byl vySetfovan v DI, kap. VII, § 1, cvig. 1.

Budte 4, B dv& mnoZiny; existuje-li prosté zobrazeni mnbdziny A
na B (t. j. lze-li prvky mnoZiny B vzijemné jednoznaén& pfifaditi
prvkim mnoziny 4), piSme 4 ~ B. Tento vztah mé tyto tii vlastnosti:

19) Z toho je patrno: déti prosté zobrazeni mno¥iny A na B zpamend totéZ
jako ,,pfifaditi prvky mnoZiny B vzéjemn® jednoznaénd prvkum mpoZiny A4
tak, jak to bylo vyliéeno v DI, kap. I, § 4, pozn. **) pod arou.

1) Pozor! BudiZ N c B; potom m4 znak f_,(N) zdénlivd dvojf smysl: vy-
jdu-li od zobrazenf ¢ = f_,, je f_;(N) mnozina C viech prvki ¢(y), pro n¥% je
y € N; vyjdu-li od zobrazeni f, je f_;(N) (podle oznaden{ z § 3) mnoZina D viech
prvia z, pron&% f(z) e N. Ale ka%dy prvek z ¢ A lze pséti ve tvaru z = g(y),
nade¥ je y = f(x). MnoZina D je tedy mnoZina viech prvka ¢(y), pro né% je
yeN, tak¥e C = D; oba zdénlivd rizné vyznamy symbolu f_(N) splyvaji
a nemuZe tedy nastati nedorozuméni.
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1. Vidy jest A ~ A. Dikaz. Definujeme-li ,,identické* zobrazeni
f mnoZiny A rovnicf f(z) = z (t. j. kazdy prvek je pfifazen sim sobd),
je f prosté zobrazeni 4 na A.

II. Je-h A ~ B, je B~ A. Dukaz. Je-li f prosté zobrazeni 4 na
B, je f_, prosté zobrazeni B na A.

III. Je-li A~ B, B~C, je A ~C. Dukaz. Je-li f prosté zobra-
zeni A na B a je-li g prosté zobrazeni B na C, definujme zobrazeni A
mnoziny A takto: pro z e 4 budiZz i(z) = g(f(x)); tento symbol ma
vskutku vyznam: nebot je-li z € 4, je y = f(z) ¢ B, takZe g(f(z)) =
= ¢(y) ¢ C mé smysl. k je zobrazeni 4 na C; nebot je-li z e C, existuje
y € B tak, Ze g(y) = 2, a potom existuje z e 4 tak, Ze f(z) = y; tedy
vskutku A(z) = g(f(z)) = g(y) = 2. Zobrazeni h je déle prosté: nebot
pro z, €A, ¢ A, 7, + x, je f(x,) + f(x,) (jeito f je prosté), tedy
9(i(z,) + 9(f(,)) (jeito g je prosté), t. j. h(z,) + h(z).

Rikejme prozatim, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni, jestlize je
A ~ B (a tedy téZ B ~ A4). Je zfejmo, Ze dv& kone¢né mnoziny jsou
ekvivalentni tehdy a jen tehdy, maji-li stejny poéet prvka,a Ze neko-
neé¢né mnozina neni ekvivalentni s Zidnou koneénou mnozinou. Zbyvs
otdzka — kterd je jednim z hlavnich tkoli obecné theorie mnoZin —
jak je to s ekvivalenci dvou nekonednych mnoZin. O této otézce, jejiz
podrobné diskuse pifesahuje ramec této knihy, si povime néco v §§ 5, 6.

Misto vyroku, Ze mnoZiny 4, B jsou ekvivalentni, se cast&ji uziva
vyroku, Ze mnoftny A, B maji stejnou mohutnost.

Cviéeni

I. Je-li f prosté zobrazeni 4 na 3, nicti: Je-li M,C A proze Z,jef(NM,) =
zeZ
= nz/(M.); jeliM,cd,M,cC 4,jef(M,) -- iiM,) = f(M, - M,);je-liM C 4,

Ze
je fa(/(M)) = M; je-lib e B, je f_1((b)) = (f-4(b)) (viz cvi8. 2, 3, 8, 9 v § 3).

2. BudiZ f zobrazeni 4 do B. VySetfujme zobrazeni mnoZ%iny U do ¥ a zob-
razeni mnoZiny B do U, zavedend v cvié. 11, § 3. Prvni z t&chto zobrazeni je
prosté tehdy a jen tehdy, je-li f prosté. Druhé z t&chto zohrazeni je 1. prosté
tehdy a jen tehdy, je-li f zobrazeni A na B; 2. je to zobrazeni 98 na U tehdy
a jen tehdy, je-li f prosté.

3. Implikaci v def. 2 lze nahraditi implikaci [z, € 4, 24 € 4, f(x,) ~ i(24)] =>
=, = Ty,
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§ 5. Posloupnosti. Spo&etné mnoZiny. N znali mnoZinu viech p¥i-
rozenych ¢isel (viz podatek § 3). Libovolné zobrazeni mnoZiny N do
libovolné mnoZiny (¢ili: libovolnou funkeci v oboru N) nazyvéime ne-
konelnou posloupnosti. Dati nekoneénou posloupnost znamena tedy,
piitaditi kazdému piirozenému é&fslu » jistou vée f(n) (Castdji se psava
@y, X, bny Ay, z, & pod.), kterou nazyvime n-tym élenem posloup-
nosti. Je-li

(6) a,, ay, Gg, ...

libovolna nekoneéna posloupnost a je-li k;, << k, < k3 < ... libovolnd
rostouci nekoneénd posloupnost pfirozenych &isel, nazyvame neko-
nec¢nou posloupnost

(7 Ak, A,y Ay -.. (n-ty Elen a;)

posloupnosti vybranou z posloupnosti (6). Kazda posloupnost vy-
brand z posloupnosti (7) je zfejmé téZ posloupnosti vybranou z po-
sloupnosti (6).

Je-li m ptirozené ¢&islo, nazyvame kaZdé zobrazeni mnoZiny éisel
1, 2, ..., m (do libovolné mnozZiny) konetnou posloupnosti o m ¢lenech;
takova posloupnost a,, a,, ..., a, je tedy dana, je-li kaZdému pfiroze-
nému &islu n < m piifazena jistd véc a, (n-ty ¢len). Pokud nebude
vyslovné fedeno, Ze pfipoustim také koneéné posloupnosti, bude slovo
posloupnost znamenati vidy nekoneénou posloupnost. ,,MnoZinou
vSech ¢lent posloupnosti (6) rozumim oviem mnoZinu viech véci,
jeZ jsou dleny této posloupnosti; t. j. véc @ je prvkem této mnozZiny
tehdy a jen tehdy, existuje-li aspoii jedno n ¢ N tak, Ze a, = a. Po-
dobné u koneénych posloupnosti.

Pi#iklad 1. MnoZina v8ech ¢lenu nekoneéné posloupnosti 1, =, 1,
m, 1, , ... je konecna, sklada se ze dvou prvki: 1, «.

Posloupnost (6) se nazyva (v souhlase s definici 2) prostou, jestlize
pro n + k je vidy a, + a, (podobné u koneénych posloupnosti).

Mnozinam, jez maji stejnou mohutnost jako mnozina N, Fikdme
nekoneéné spocetné mnoZiny. Mnozina M je tedy nekoneénd spodetna
tehdy a jen tehdy, existuje-li prosté zobrazeni mnoZiny N na M,
t. j. existuje-li prostd posloupnost (8) tak, Ze mnoZina v3ech ¢lenit
této posloupnosti je pravé mnozina. M. Kratce: M je nekoneénd spo-
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detnd mnoZina tehdy a jen tehdy, lze-li jeji prvky srovnati v prostou
(nekoneénou) posloupnost.

Pozndmka 1. Prvky koneéné neprizdné mnoZiny o m prveich lze
srovnati v prostou koneénou posloupnost a,, a,, ..., a, o m clenech,
nebo té% v nekoneénou — oviem nikoliv prostou — posloupnost, tteba
Ay By vy Oy Ay Ay ovey Ty By -

Nekoneénym spodetnym mnoZindm a koneénym mnoZindm (véetnd
prazdné mnoziny) fikime spo&etné mnoZiny; ostatnim mnoZinidm ¥i-
kame nespoéetné mnoZiny (existenci nespoéetnych mnozin dokizeme
v § 6). Spodetné mnoziny maji mnoho spoleénych vlastnosti, kterymi
se odliSuji od nespoéetnych mnozin.

Mnozi autoii Fikaji spodetnym mnoZindm ,nejvySe spocetné‘.
Nézvu ,,spoletny* uZzivaji potom jen pro nekoneéné spotetné mnoziny.

Véta 2. KaZdd édst B spoletné mnofiny A je spoletnd.

Dukaz. Véc je ziejma, kdyz B je koneénd. BudiZ tedy B a tedy téz
A nekoneénd mnozZina. Existuje tedy prostd posloupnost a,,a,, ...,
jejiz cleny jsou pravé viechny prvky mnoziny 4. Pro nékteré indexy
n bude a, patiiti do B; necht to nastdvd pro indexy &, < k; < ...,
takZe prostd posloupnost a;, a, ... obsahuje pravé viechny prvky
mnoziny B. Tedy je B nekonecnd spocetna mnozina.

Ptiklad 2. Budiz M mnoZina viech sudych kladnych &isel; M je
nekoneénd a spodetnd, nebof M C N. Vskutku existuje prosté zob-
razeni f mnoziny N na M: staéi poloZiti f(z) = 2x pro z ¢ N (existuji
oviem i jind takova zobrazeni).

Véta 3. Mnotina M vdech &lenit libovolné posloupnosti a,, a,, ... je

spoletnd.

Poznidmka 2. Kdyby byla tato posloupnost prostd, byla by
ovéem M spoletnd (nekonednd) podle definice; ale a,, a,, ... nemusi
byti prostd posloupnost.

Dikaz. Je-li M koneénd mnoZina, je tvrzeni zfejmé. BudiZ tedy M
nekoneéna. Definujme posloupnost pfirozenych &isel k; < k, < k3 < ...
takto: k, = 1; k, budiZ nejmensi pfirozené ¢islo n, pro néz jest a, +
+ a;; k; budiZ nejmensf pfirozené &islo n, pro néz je soudasnd a, + a;,
a, *+ a,, atd. Posloupnost a;, ay, ay, ... je ziejm& prosts posloup-
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nost, skladajici se pravé ze vlech prvkia mnoziny M. Tedy je M ne-
konecna spodetnd mnoZina.

V&ta 4. BudiZ f libovolné zobrazeni spobeiné mmofiny A na mnoZinu
B (nemusi byti prosté). Potom je B spoleind.

Dukaz. I. Je-li A konecna, je téZ B koneénd. II. Je-li A spocetnd
nekonec¢ns, lze prvky mnoZiny A srovnati v prostou posloupnost
a,, @, ... Mnozina B je pak zfejmé& mnozina viech ¢lenti posloupnosti
f(a,), f(as), ...; tedy je B spoéetna podle véty 3.

Véta 5. Budif Z == @ spoletnd mnoZina; kaZdému prvku z ¢ Z budii
pFifazena spoletnd mnofina A(z). Potom je V = U A(2) spoletnd mno-
Zina.

Pamatujme si tuto dileZitou vétu pod heslem: sjednoceni spoéetného
systému spocetnych mnoZin je spoéetna mnozina.

Dikaz. I. Je-li 4(z) =@ pro viechna zeZ, je V=9 a tvrzeni
plati. II. BudiZ tedy A(z) + ¢ aspoii pro jeden prvek z ¢ Z. Budiz ¥
mnoZina ondch zeZ, pro néz je A(z) + 0; tedy je ¥ + 9, Y C Z.
takie Y je spoletnd podle vty 2; ziejmé je V = U A(z) (vynechali

zeY
jsme jenom ,prazdné séitance“). Prvky mnoZiny Y lze srovnati

v koneénou nebo nekoneénou prostou posloupnost z,, z,, .. kla.de-
me-li tedy pro zkrécenf A(z,) = B,, je V = UB nebo ¥V = UB
n=1

v poslednim ptipadé deﬁnu]me B, = B,, pro véechna. n > m. Potom
je v kazdém piipadé V = U B,; pfi tom je B, (pro kaZdé n e N) ne-
n=1

prizdnd spoletnd mnoZina (po pfipad® koneéna); prvky mnoziny
B, l1ze tedy srovnati (viz poznamku 1) v posloupnost (obecné ne pros-
tou) €,y Cnay Cng, --- MnoZina V je pravé mnozina viech prvki, vystu-
pujicich ve schematu

C11) €125 Crgs -

Ca1s Caas Cags - -+

Ca1» C32» Cags - -

vy

ale vSechny tyto prvky lze srovnati ,»podle dhlopiicky‘‘ v posloupnost
(obecné ne prostou) .
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C115 Ca1s C125 Ca1; Cea; C13, C4y5 C3g5 C23s Cray Cpy -+

Ztejmé je V mnoZina vSech ¢lenl této posloupnosti; tedy je spodetns
podle véty 3.

Ptiklad 3. MnoZina P vdech raciondlnich &isel je spoletnd (vysledek pro
nézor prekvapujici). Dikaz. Kazdé raciondlni &fslo 1ze jednim a jen

jednim zpiisobem pséti ve tvaru %, kde p, q jsou celd, nesoudélna,
g >0. Cislo Max (|p|, ¢) nazveme ,,vyskou‘* &isla % Budi% A4, mnozina
viech racionélnich ¢&fsel, jez maji vy¥ku nejvyse rovnou &islu n (n > 0);

zfejm® je A, koneéni (mé nejvyle n(2n + 1) prvki) a P = 4,;
podle véty 5 je tedy P spodetna. n=1

Ptiklad 4. Budiz A spodetnd mnoZina, n pfirozené &islo. Budiz
A, mnoZina viech koneénych posloupnosti [z,, Z,, ..., Z,] (0 % &lenech),
pro né% je z, e A, z, € A, ..., z, ¢ A. Potom je A4, spodetnd. Dikaz.
Ziejmé je A, spotetnd. Budiz jiz dokdzano, Ze 4,_, je spodetnd; pro
ka?dé zeA budiZ M(x) mnoZina viech koneénych posloupnosti
[%1, Zgy -+ -5 Zn_y, 2], kde z; €4 pro j =1, 2,...,n — 1. MnoZina M(x)
je zfejmé spodetnd, jeito M(x) ~ A,_,; podle véty 5 je tedy spodetnd
imnoZina 4, = U M(z).

Zed
Piiklad 5. Budiz » pfirozené éislo; potom je mnoZina viech ko-
neénych n-8lennych posloupnosti [z, z,, ..., z,] 8 raciondlnimi z,
spotetnd. Dikaz: plyne z piikl. 3, 4 pro 4 = P.

V&ta 6. Ka%dd mnekonednd mmofina obsahuje nekoneénou spoletnou
édst.

Dukaz. BudiZ 4 nekoneénéd mnoZina; zvolme prvek a, ¢ 4; mno-
fina A = (a,) je op&t nekoneénd (kdyby byla A = (a,) koneéni,
byla by zfejmé& i 4 koneénd). Zvolme prvek a, ¢ A = (a,); mnoZina
A = ((a)) v (ay)) je opst nekoneénd; zvolme a; e A = ((a,) v (a,)) atd.;
obecné zvolime prvek a, v mnoZziné
(8) 4= ((a) v (a) V...V (aay))

(které je ziejm& nekonednd). Tim dostdvéme posloupnost a,, a,, a,, ..
prvki mnoziny 4, je% je ziejmé& prosté (pro kaZdé pfirozené n je totiz
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a, razné ode vSech predchazejicich ¢lent ey, ..., a,_;, nebot a, je
prvkem mnoZiny (8)). MnoZina vSech ¢lentt posloupnosti ay, a,, ...
je tedy vskutku nekonecna spodetnd ¢ast mnoziny 4.

Poznamka 3. Dikaz véty 6, a¢ velmi jednoduchy, lisi se pfece
zasadné od diikazi, jez jsme dosud provadéli: z mnoziny A jsme napied
vybrali prvek a,%!) potom jsme vybrali daldi prvek a,?!) razny od a,
(t. j. lezici v mnoZiné A4 — (a,)), potom daldi prvek a;*') rtzny od
a,, a, atd., takze jsme provedli vlastné celou posloupnost takovych
vybéra.

Uvah tohoto druhu se uzivalo nevédomky jiz divno, ale teprve
pomérné pozdé se vyjasnilo, Ze piipustnost téchto dvah spodivad na
tom, zda pfipustime tento t. zv. axiom vybé&ru: Je-li U néjaka-mnoZina
neprazdnych mnoZin, potom existuje zobrazeni f (s oborem %), které
kazdému prvku z ¥, t. j. kazdé mnoziné A « U, prifazuje jisty prvek
mnoziny A. Jinak Feéeno: f(4) ¢ A pro kazidé A € U.2%) Pripustime-li
existenci takového zobrazeni, nabude jiZz nas dikaz véty 6 obvyklého
charakteru: Budiz A nekonedénid mnozina, budiZz U mnoZina v3ech
neprazdnych &asti mnoZiny A. Podle axiomu vybéru existuje zobra-
zeni f, které kaidé neprdzdné mnoziné M C A ptifazuje prvek f(M) e
e M. Poloime nyni a, = f(4), 4, = 4 = (a,), déle a, = f(4,), A3 =
= A, = (a,), dile a; = f(4,), 4; = A, — (a;); obecns, kdyz prvky
a,, ..., @, a nekoneéné mnoziny A4, ..., 4, (obsaZzené v A4) byly jiz
definovany, poloime a,,, = f(4,), A, = 4n = (@ny,). Tim je
definovana jednoznad¢né (Giplnou indukei) prostd posloupnost a,, a,, ..
prvki z 4 a dikaz je hotov. Postup se lidi od diivéjsiho dukazu jen
tim, Ze nyni je jednoznaéné stanoven postup, jak uréiti ey, a,, as, ...,
coz je pravé podstatny rozdil.

Axiom vybéru je oviem zbyteény v téch pripadech, kdy piisluiné
zobrazen{ f dovedeme definovati nebo aspoti jeho existenci dokdzati:
potom neni nutno jeho existenci pfedpoklddati. Pro tento ,nekon-

1) Pii tom (a to je podstatné pro zvlaStni charakter tohoto dukazu)
nebyl dén %24dny pFedpis, ktery by jednoznaéné urdoval, jak tento vyb&r méme
provésti, t. j. ktery prvek méme zvoliti.

1) Hilbert ve svych populdrnich pfednaskach to fikal takto: Predstavte si
ty mnoZiny A jako spolky, A nyni kaZdy z téchto spolka zvoli (vybere) ze
svého stiedu predsedu (spolek 4 voli pfedsedu, kterého oviem oznadime f(4)).
Vidite, Ze tento axiom vypadé4 velmi pfijatelns.

36



struktivni“ charakter néktefi matematikové odmitali pouZivati axi-
omu vybéru — ale je vidét jiz z véty 6, Ze by prostym zédkazem tohoto
axiomu byla matematika ochuzena o mnoho duleZitych partii. Neni
‘proto divu, Ze se okolo axiomu vyb&ru rozvinuly Zivé diskuse, které
byly jednim z podnétti ke vzniku modernich zkoumani zdklada
matematiky.

DokiZeme jesté jednu vétu a probereme jeden piiklad, jejichz
obsah lze vysloviti takto: mohutnost nekoneéné mnoziny se ne-
zméni pfidanim spocletné mnozZiny; mohutnost nespoéetné mno-
Ziny se nezméni ubranim spodetné mnoZiny (Ze druh4 z téchto vét
neni bezobsaZna, zjistime v § 6, v ném% dokdZeme existenci nespodet-
nych mnozin).

Véta 7. Je-li A nekonetnd, B spoletnd mnofina, je A U B~ A.

Dukaz. Jest A uB=A4 v (B~ A), kde sjednoceni vpravo je
disjunktni; podle véty 2 je B = A spoletni, Podle véty 6 existuje
nekoneénd spodetnd mnoZina CcC A, takie 4 =(4 =~ C)u C,
AUB=(4+=C)vCu(B= A), kde sjednoceni v obou rovnicich
vpravo jsou disjunktni. MnoZina C u (B = 4) je nekoneéné a podle
véty 5 spoletnd; existuje tedy prosté zobrazexti mnoziny C na C v
v (B — A). Ptifadim-li jesté kaZdy prvek mnoZiny A — C sdm sobg,
dostanu prosté zobrazeni mnoZiny (4 —~C)u Cna (4 ~C)u Cu
U (B = 4), ¢im% dikaz proveden.

Priklad 6. Je-li A nespoletnd, C spobetnd, jest A — C ~ A. Du-
kaz. 4 = (4 =~ C) v AC; mnozina AC jest spodetnd, tedy je 4 — C
nekoneénd, ba dokonce nespodetnd (jinak by byla mnoZina 4 =
= (4 = C) v AC spocetna podle véty 5). Z véty 7 plyne pak hledany
vysledek.

Cviéeni

I. Podle piikl. 3 lze viechna racionélni &isla srovnati v prostou posloupnost.
Provedte to tieba.tak, Ze srovndte raciondlni &fsla podle ,,vy&ky* a &isla téZe
vyiky podle velikosti, &éim% dostanete posloupnost —1, 0, 1, —2, —4, 1, 2, —3,
—3, —%, —1, 4, %, ... Na kolikdtém mist$ této posloupnosti stojf &islo —21?
Ktery je tiicaty &len této posloupnosti?

2. Budte A4,, 4,, ... spotetné mnoZiny. BudiZ B, mnoZina vSech posloup-
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nosti a,, a,,...,a, 0 n &enech, kde a, € 4,, a; ¢ 4,, ..., a, € A,. DokaZte, Ze
0
mnoZina M = |J B, je spotetna.
n=-1

3. V predeSlém ptiklad8 kladte A, = A, = ... = P a provedte skute¥nd
néjaké uspofadani prvka mnoZiny M v prostou posloupnost (podobnd jako jste
to v cvié. 1 provedli pro mnoZinu P).

4. Je-li n piirozené éfslo a jsou-li a,, a,, ..., a, komplexni &fsla (a, + 0), mé
rovnice agx® + a,2""! + ... +a,_ ,x + a, = 0 nejvySe n ruznych komplex-
nich kotenu, t. j. existuje nejvysSe n riznych komplexnich &isel z, pro né% tato
rovnice plati. Navod: ové&ite si, Ze duikaz podany v DI, kap. V, § 2 platf i v oboru
komplexnich &isel.

5. Komplexni &islo z se nazyva algebraickym, existuje-li pfirozené éislo n
a cela &isla a,, a, ..., a,(a, F 0) tak, Ze plati rovnice

g™ + a1+ ... 4a, v +a,=0;
gislo Max (n, |ay], |ay, ..., |a,|) nazveme tieba vySkou této rovnice. Podet
algebraickych &isel, jeZ vyhovuji néjaké (asponi jedné) rovnici vysky k, je nej-
vysSe roven k .k . (2k + 1)¥+1 (viz cvié. 4); z toho ihned obdrZite, Ze mnoZina
viech algebraickych &isel je spodetna.

6. Viechny (jednorozm&rné) intervaly maji stejnou mohutnost. Névod:
jest (0, 1) ~ (0, 1> ~<0, 1) ~<0, 1> podle véty 7. Funkce (d —¢c)z + ¢
(¢ < d) zobrazuje tyto &tyFi intervaly prostd na intervaly o krajnich bodech

¢, d, ¢imZ omezené intervaly jsou odbyty. Funkce arctg x davéa pak prosté
zobrazenf kaZdého (i neomezeného) intervalu na omezeny interval.

§ 6. Nespoéetné mnoZiny. V celém tomto paragrafu budiz I mno-
%ina vSech nekoneénych posloupnosti ptirozenych éisel, t. j. mnoZina
viech posloupnosti tvaru

(9) ay, Gy, @y, ... (@, € N pro viechna n ¢ N) .

Véta 8. Mnofina M je nespoletnd (tim bude dokazana existence ne-
spoéetné mnoZiny).

Dikaz. Kdyby I byla spoéetna, daly by se prvky mnoZiny M
srovnati v posloupnost?3)
(10) Ay, A, Ay, ... (A, € M pro kazdé n e N),

3) To by bylo moZné, i kdyby M byla koneéna (viz § 5, pozndmka 1) —

ovdern by potom posloupnost (10) nemohla byti prosté, na temZ viak nezéleZf;
ostatnd je zfejmsé, Ze M je nekonedna.
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kde pro kaZdé n ¢ N je A, néjaké posloupnost ptirozenych é&fsel:

Ay: @y, Gy, Gy, -
(11) Ay gy, Gy, Qgg, ... (az; € N)
Ay ag, gy, gy, .-

DokéZeme nyni, Ze to neni mozZno, t. j. dokdZeme, Ze posloupnost
tvaru (10) nemiZe obsahovati viechny prvky mnoZiny M. To doké-
Zeme tim, Ze sestrojime tuto posloupnost pfirozenych &isel

(12) A: a4 1,0+ Lags+1,..,a,, + 1, ...

Jest A ¢ M, neni viak A = A,, jeito a,; + 1 + a,;; neni 4 = A4,,
jeZto ag; + 1 + ay,; obecnd: neni 4 = A, pro Zadné pfirozené n, jeito
ap, + 1 % a,,. Tedy posloupnost (10) neobsahuje vSechny prvky
mnoziny M, jezto se v ni nevyskytuje prvek 4.

Poznamka 1. Zikladni mySlenka tohoto dikazu (t. zv. diagonilni
princip) je velmi dileZita a dasto se vyskytuje v theorii mnoZin: ve
schematu (11) jsme vzali éleny v ,,ihlopii¢nd“ a,,, as,, asy, ..., ty
jsme jistym zplsobem pozménili; z t&chto pozménénych é&lent jsme
pak sestrojili posloupnost, riznou ode vdech posloupnosti 4,, 4,, 4,, ..

V DI, kap. IV, § 5 jsme mluvili o nekoneénych desetinnych zlomcich.
Zde si tyto tvahy pon&kud zobecnime. BudiZ ddno libovolné celé
dslo g > 1. Jsou-li a,, a,, ..., celd &sla, 0 < a, < g — 1, je nekonednd
fada

a,  a, a,
(13) g+g2+"'+gﬂ+"'
konvergentni a ma soudet nezdporny, nejvyse rovny 1. To plyne ihned
srovnanim s geometrickou fadou

g—1 g—1 g—1
-+ eeo=1.
g T g &
Radu (13) (t. zv. nekoneény g-adicky zlomek) oznadfme symbolem
(14) 0,a,a,a; ...

BéZny je vam piipad g = 10; v symbolu (14) musime oviem v&dét,
o které ¢islo g jde. PoloZme jeit& pro struénost g — 1 = & (toto &fslo
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hraje touZ roli jako devitka u desetinnych zlomki). Soucet fady (13)
se nazyvé téZ hodnotou nekoneéného zlomku (14). Plati pak tato

Véta 9. I. Ka#dy nekoneény g-adicky zlomek (13) neboli (14) je konver-
gentni fada; jeji soulet je 0 pro a, = a, = ... = 0; jeji soulet je 1 pro
a,=a,=...=h (h =g — 1); ve véech ostatnich pFipadech je soulet
kladny a mendi nef 1.

I1. Dva rizné nekoneiné zlomky maji stejnou hodnotu tehdy a jen tehdy,
md-li jeden z nich tvar O,a, ... a,_,a,000 ... a druky
0,a, ... a;_,(ax — 1) hhh ..., kde k > 0,a, > 0.

IIIa. Ka#dé &islo s, kde 0 < s < 1, lze vyjddfiti jednim (a podle 1T
jen jednim) zlomkem (14) takovym, Ze pro nekoneéné mmoho hodnot n
jea, + h.

IIIb. KaZdé &islo s, kde 0 < 8 < 1, lze vyjddfiti jednim (a podle 11
jen jednim ) zlomkem (14) takovym, Ze pro nekoneéné mnoho hodnot n je
a, £ 0.

Dikaz tvrzeni I, I, ITIa byl proveden v DI u véty 94 pro g = 10
(a tedy & = 9). Ctené¥ snadno zjisti, Ze methoda dikazu je pouZitelns
i pro obecné g. Tvrzeni IIIb je jasné pro s = 1 (viz tvrzeni I) a pro
0 < s < 1 plyne takto: podle IIla lze s vyjadFiti zlomkem (14). Kdyby
vygel nezddouci tvar 0,a, ...a;000 ..., mohli bychom jej podle II
nahraditi zlomkem 0,a, ... a;_;(a;, — 1) khh ...

Pozndmka 2. Pro nids budou nejdilezit&j$i zlomky dyadické
(9 = 2) a triadické (g = 3). Tedy specidlng (pro g = 2) lze kazdé &islo
8 (0 < s £ 1) vyjadriti pravé jednim zpsobem ve tvaru

=%, % t In
(15) s=F+ gt tmto

kde a,, a,, ... jsou nuly nebo jedni¢ky, pfi ¢emZ pro nekoneéné mnoho
hodnot = je a, = 1; naopak, kazdé é&islo s, definované takovou fadou,
lezi v intervalu (0, 1). Vynechdme-li v fad& (15) nulové &leny, muZeme
téZ psiti s =2"™ 2™ 4 2°"m | kde 7y <m, < ... je ne-
koneéné posloupnost pfirozenych &isel. Piseme-li zde koneéné m, = n,,

My = Ny — Ny, My = Mg — N, ... (takie n, = m,, ny, = m, + my, ng =
= my + my + My, ...), muZeme (15) psati ve tvaru
(16) §=2""™ 4 g-m-me 4 g-mi-m-mi
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kde m,, m,, ... je libovolna nekoneénd posloupnost pfirozenych é&isel,
pfi éemZ riznym posloupnostem odpovidaji rizné éisla s. Tedy mame
tento vysledek:

Véta 10 (pomocnd). Prifadime-li kaZdé poslowpnosti pFirozenych &isel
(17) my, my, My, ..
éislo s rovnici (16), obdrZime prosté zobrazeni mnofiny M na interval
(0, 1>.

Z toho plyne ihned (viz vétu 8)

Véta 11. Jest M ~ (0, 1), takte interval (0, 1) je nespoetnd mnoZina.

Poznémka 3. Podle cvideni 6 v § 5 maji tedy vSechny intervaly
(jednorozmérné) touzZ mohutnost jako mnoZina 9N. Mezi t&mito in-
tervaly je téZ mnoZina E, = (— oo, + ), které se n8kdy k4 &iselné
kontinuum (nédzvu kontinuum se uZiva také v jiném smyslu, viz kap.
VI, § 18, pozn. 1%%3)), Proto se o ka%dé mnoZing, jeZ ma stejnou mo-
hutnost jako M (t. j. jako E,), ¥k, Ze ma mohutnost kontinua.

Véta 12. Mnotina A véech usporddanyjch dvojic [y, z], pro né je 0 <
<y<Z1, 0<2<1, md stejnou mohutnost jako mmofina B vdech
&isel x, pro né% je 0 < z < 1. Nézornégji: body jednotkového étverce A
lIze vzajemné jednoznaén& pfifaditi bodim jednotkové tvsetky B —
vysledek na prvni pohled dosti pfekvapujici.

Dukaz. Podle v&ty 10 je kazdému déislu z ¢ B vzdjemné jedno-
znaéné piifazena posloupnost pfirozenych &sel m,, my, m,, ... rovnioi
Z=2"™ 4 2-mm 4 g-m-me-m 4 Cfglu z ptifadme dvojici
[y,z] takto: y = 2™ 4 27™~Ms . 27T Lz = 2™ 4
4 27T o 2 Mamme-me Lo . j. za y vezmeme ¢&fslo, pfifazené
posloupnosti m,, mg, my, ..., za z &islo, pfitazené posloupnosti m,, m,,
mg, ... Tim dostdvame zfejmé prosté zobrazeni B na A4; nebof jsou-li
dslim y, z pfifazeny posloupnosti p;, Ps, Ps» ---; 91s 92> s> ---» j€ bod
[y, z] obrazem jednoho a jen jednoho &fsla z € B, totiZ onoho disla,
jemuz je piitazena posloupnost p;, gy, P2, 9e P3s 93 -+

Poznidmka 4. Koneéné mnoZiny maji nekoneénd mnoho riznych
mohutnosti, podle toho, z kolika prvki se sklidajf.2¢) U nekoneénych

) V&decky zalo¥ené odvozeni zékladnich vlastnostf konednych mnozZin
najde &tenéf v kni%ce B. Pospisila, Nekoneéno v matematice, Praha 1949.
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mnozin jsme dosud poznali dvé rizné mohutnosti: existuji nekoneé&né
mnoZiny spodetné (na pf. N nebo P) a existuji mnoZiny mohutnosti
kontinua, na pf. mnoZina E,. Neni dosud znimo, existuje-li n&jaké
mnoZina redlnych &isel (t. j. ndjakd &dst mnoZiny E,), jeZ neni ani
spoéetnd ani nemd mohutnost kontinua (to je t.zv. problém kontinua).
Snadno v3ak sestrojime mnozinu F, jejiz prvky nejsou reilns &isla
(takZe neni F C E,) a kterd neni ani spodetnd ani nemé mohutnost
kontinua; viz nésledujici piiklad.

Piiklad 1. Budiz F mnoZina viech koneénych redlnych funkeci
v oboru E,.25) Tvrdim, %e F neni ani spoetnd ani neméd mohutnost
kontinua. Dikaz. I. Oznaéme — pro libovolné a ¢ E;, — znakem ¢,
,,konstantni‘ funkeci, kterd ma pro viechna z ¢ E, hodnotu a, t. j.
@q(x) = a pro viechna z ¢ E,. Ptifadime-li kazdému a ¢ E, funkci ¢,,
vidime, Ze mno%ina @ viech téchto funkei ¢, mé mohutnost kontinua.
Jeito F obsahuje nespodetnou &ést @, neni F' spoletnd (véta 2).
II. Kdyby mé&la F mohutnost kontinua, existovalo by zobrazeni y
mnoziny E;, na mnoZinu F (dokonce prosté). Obraz ¢&isla a oznadme
f..2%) Odtud odvodime ,,diagonilnim postupem* spor. Definujme
funkci f takto: pro kaZdé z € E;, poloZme f(x) = f,(x) + 1. Zfejms je
f € F, funkce f neni viak totoZzné s Zddnou funkei f,, nebof pro z = a
dostdvime f(a) = f,(a) + 1 # f.(a). Zobrazeni y nezobrazuje tedy
z4dné Cislo a € E; na funkei f ¢ F, take y neni zobrazenim mnoZiny
E, na mnoZinu F'. To je hledany spor.

Cvideni

1. BudiZz n ptirozené &slo. MnoZina A viech konednych posloupnosti [z,
Lgy ooy X,], kde z,, ..., x, jsou libovolné &fsla intervalu (0, 1), mé mohutnost
kontinua (pfpad n = 2 byl vyTeden ve vété 12).

2. BudiZ n ptirozené &fslo; budte dény intervaly J,, Jy, ..., J, (jakéhokoliv
druhu, tfeba i neomezend). Budi? B mnoZina viech koneénych posloupnosti
[%y, gy +.., 2,), kde z, €Jy, ..., %, €J,. Potom m4é B mohutnost kontinua.
Névod: ka?dy interval J, (k = 1,2,...,n) lze prostd zobraziti na (0, 1> (§ 5,
cvig€. 6). Tim se B zobraz{ prost$ na mnoZinu A4 z cvié. 1.

28) T. j. mnoZ¥ina viech zobrazeni mnoZiny E, do E,.
. ’;)( f;; Je tedy konené reélné funkee v oboru E;; jejf hodnota v bod® z ¢ E,
je fo(x) .
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3. Komplexni é&islo, které neni algebraické (viz cvi¢. 5 z § 5), se nazyva
transcendentni. DokaZte: mnoZina vSech komplexnich ¢&isel, mnoZina viech
komplexnich &isel iraciondlnich,??) mnoZina vSech komplexnich &isel transcen-
dentnich, mnoZina vSech redlnych &fsel iracionilnich, mnoZina vSech redlnych
¢fsel transcendentnich majf vesmé&s mohutnost kontinua. Tedy existuji trans-
cendentn{ &fsla, dokonce redlnd transcendentnf &isla. Déa se dokazati, Ze &isla
e, © jsou transcendentni; dikazy viak nepoddvam.

4. MnoZina vSech posloupnosti z,, z,, 3, ..., kde x,, 24, ... jsou libovolna
¢isla intervalu (0, 1), ma mohutnost kontinua. Navod: déti takové &fslo x,
znamend, dati posloupnost m,,, m;,, ... pfirozenych é&fsel (viz vétu 10); dati
posloupnost z,, z,, 3, ... znamens tedy dati schema

Mgy, Mgy oo e
Mgy, Mg, « .

toto schema lze vSak pfevésti jako v dukazu véty 6 na posloupnost, éim# do-
staneme ekvivalenci 8 mnoZinou M.

5. MnoZina vSech konefnych redlnych funkei v oboru P mé mohutnost
kontinua (srovnejte s piikl. 1). Navod: jeZto lze interval (— oo, + o) prosté
zobrazit na (0, 1), stali se omezit na funkce, jejichz hodnoty le%i v intervalu
(0, 1). JeZto P je nekonednd spodetns, znamend déti takovou funkei totéZ jako
déti posloupnost z,, z,, ... z cvid. 4.

6. BudiZ 4 libovolné mnoZina; budiZ U systém vsech &4stf mnoZiny 4. A ob-
sahuje &4st ekvivalentni 8 A (stalf vziti systém vSech mnoZin (a) o jediném
prvku a € A). Ale neni % ~ A. Névod: Piipad 4 = @ je zfejmy.Pro 4 + 0
uZijeme diagondlnfho principu. Je-li kaZdému a ¢ 4 ptifazena mnoZina M, C 4,
definujme mnoZinu M C A takto: je-li a e 4, budiZ a ¢ M tehdy a jen tehdy,
je-li a non € M,. MnoZina M je tedy rizné ode vSech mnoZin M,.

§ 7. Rozklad mnoZiny na t¥idy. BudiZ dana mnoZina M + @. Mno-
Zina M budiZ vyjéddiena jako sjednoceni n&jakych svych neprizdnych
podmnoZin, z nichZ Z4dné dvé (pokud jsou rizné) nemaji spoleénych
prvki. Jinak fedeno, budiz M = U 4, kde kterékoliv dv& rizné mno-

A
Ziny z Y jsou disjunktni. Jest® jinak: kazdy prvek z M le#i v jedné
a jen jedné z t&ch mnoZin 4 (pfi tom A4 c M). Rikdme pak, Ze je dén
rozklad mno¥iny M na t¥idy (témi t¥idami rozumim privé jednotlivé

17) Iraciondlnim nazyvdme ka¥dé Sislo komplexni, je% nenf raciondlni, t. j.
nepatfi do mnoZiny P. Specidlnd je tedy iraciondlni kadé komplexnf &fslo, jeZ
nenf redlné.
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mnoziny A). Piiklad: M budiZ mnoZina v8ech obyvatel jistého mésta.
Jeden rozklad na (nejvyse dvé) tiidy dostanu tak, Ze muZe pocitdm
do jedné tiidy, Zeny do druhé. Jiny rozklad podle roku narozeni:
do téze tiidy dam vidy vSechny osoby, narozené v témze roce. Nebo
rozdélim na tfidy podle povolini (to oviem jde jen tehdy, ma-li
kazd4 osoba né&jaké povoldni, a to jen jedno — v pra.x1 by tedy toto
rozdéleni vyzadovalo korektury).

Je-li mnoZina M rozloZena na tiidy, miZeme mezi jejimi prvky
definovati jisty vztah, ktery nazveme ekvivalenci (vytvofenou tim
rozkladem): Budeme fikat, Ze prvek a ¢ M je ekvivalentni?®) prvku
beM (znak a ~b), jestlize b patii do téZe ttidy jako a. Je ziejmé,
Ze tato ekvivalence ma tyto vlastnosti:

1. Pro kazdé a e M je a ~a.

2. Jelia~b jeb~aajeaeM,beM.?)

3. Jelia~b, b~c, je a~c.

Vyjdéme nyni naopak od libovolného vztahu ~, ktery mé vlast-
nosti 1, 2, 3; takovému vztahu budeme Fikati ekvivalence (v mnoziné
M).30) Tvrdim, Ze existuje rozklad mnoZiny M, kterym tato ekviva-
lence je vytvoiena (ve smyslu diive popsaném). Dukaz: Pro libo-
volny prvek a ¢ M budiz M, mnoZina vSech z ¢ M, pro nézi a ~ x.
Tvrdim: Je-i M M, + 9, je M, = M,. Nebot existuje-li ¢ e M, M,,
potom pro kaidé z e M, je b ~z, b ~¢c, a ~c a tedy podle 2, 3 je
a~z,t.j.xeM, Podobnéz x ¢ M, plyne x ¢ M,. Tedy: dvé mnozZiny
M,, M,, které nejsou stejné, jsou disjunktni. Budiz ¥ mnoZina vSech
¢asti mnoziny M, které jsou rovny nékterému M,.3!) Jeito podle
vlastnosti 1 je a € M,, lezi kaZdy bod a « M v nékteré mnozing 4 « U,
a to jen v jedné (jeito M, + M, => M, M,6 = ¢). Tedy mnoZiny
A ¢ Y tvofi rozklad mnoZiny M na tfidy a ziejmé leii a, b v téze
tiidé tehdy a jen tehdy, je-li a ~b (nehot z a e M,, be M, plyne
Zz~a, x ~b. a~b; naopak z a ~ b plyne b ¢ M, a podle 1 je téz
aeM,).

38) Prozatim nemyslete pfi tom na pojem z § 4; viz vSak dale cvid. 4.
29) T. j. ekvivalence se netyka vubec prvku, neleZicich v M.

30) Komu je zde n&co nejasné, necht si prohlédne ihned cvié. 1.

31) Podrobng: 4 € A znamen4, %e existuje a e M tak, %e je A = M,.
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Cviéenf

I. Ekvivalenci v mno%in® M lze definovati také takto: Budiz N né&jaki
mnoZina dvojic [a, b] (@ € M, b e M), kterd m4 tyto tii vlastnosti: I. a e M =>
= [a,a] e N; II. [a,b] e N = [b,a] ¢ N; III. je-li [a,b] ¢ N, [b,c] ¢ N, je [a,c] €
€ N. PoloZime-li a ~ b tehdy a jen tehdy, je-li [a, b] € N, je tato definice rovno-
cennd 8 definici pomoci vlastnostf 1, 2, 3 v textu.

2. BudiZ m pfirozens &islo. Budiz M mnoZ%ina viech celych &isel. PiSme a ~ b
tehdy a jen tehdy, je-li @ — b dé&litelno &islem m. DokaZte, %e tento vztah je
vskutku ekvivalenci v M, pfi které se M rozpadéd na m tiid. Misto a ~ b je
zvykem psati @ =b (mod m).

3. BudiZ M mnoZina vSech mnoZin reilnych &isel. Je-li A ¢ M, B ¢ M (t. j.
ACE, BcCE,), polofme A ~ B, je-li mnoZina (B - A) U (4 = B) (t. j.
(A U B) ~ AB) koneéné. DokaZte, Ze je to ekvivalence v M, pii které viechny
konetné mnoZiny realnych &isel tvori prave jednu tiidu.

4. Pojem ekvivalence z § 4 (mohutnost mnoZiny) spadd pod ndS pojem
z § 7 takto: Budi¥ M mnoZina, budiZ M mnoZina vSech jejich &asti. Pro 4 C M,
B c M piSme A ~ B, existuje-li prosté zobrazeni 4 na B. To je ekvivalence
v M.

5. Racionilni &isla lze zavésti pomoci celych &fisel takto: Sestrojme mno-

Zinu M viech symbola % (@, b cel4, b & 0), kterym budeme Fikati ,,zlomky**.

Zavedeme ekvivalenci takto: budeme psati % ~ %, je-li ad = bc. Presv8déte

se, Ze to je vskutku ekvivalence. Tim je M rozloZeno na tiidy; tdmto t¥{ddm

-1 -2
T2’ 4
je racionAlni &fslo. JeZto nas pak jiZ jednotlivé zlomky pi#ili§ nezajimajif, poji-
méme potom ruzné zlomky téZe tfidy prostd jako ruznéd oznadeni pro totéZ
racionélni &islo, talZe na pf. mluvime o &sle 3 misto o t¥id$ (t. j. o &isle), do
ni% pat¥{ zlomek 2.

miZeme Fikat ,,racionslni &isla““. Na pft. tiidazlomka 1, $, 3,4, ...

§ 8. Kartézské souliny. Jiz v DI jsme zavedli rovinu (a trojrozmérny
prostor) jakoZzto mnoZinu vSech uspofddanych dvojic (po piip. trojic)
redlnych ¢&isel. Je uZiteéno zobecniti tento postup. BudiZ ddna koneénd
posloupnost mnozin P, ..., P, (nemusi byt navzijem rtzné); jejich
kartézskym souéinem

P, X P, X ...X Py
budeme nazyvati mnoZinu vSech posloupnosti [z,, Z,, ..., 2;], kde
z, € Py, 2y € Py, ...., 7, € P. Specidlné kartézsky souéin E; X E, X...
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... X E, (r ¢initeld) budeme nazyvat r-rozmérnym (kartézskym)
prostorem, znak E,. Podobné budeme znaéiti K X K X ... X K=
= K,; pro jednotnost oznadeni budeme téZ psiti K, = K. Jednotlivé
,»body‘“ z E, (po pfip. z K,) jsou tedy posloupnosti [z, ..., z,], kde
z; jsou realna (po piip. komplexni) &isla, t. zv. soufadnice bodu.

Poznamka 1. Zobrazeni z A do B lze podle def. 1 interpretovati
jako jistou &ist mnoZiny 4 X B.32)

Poznamka 2. MnoZiny (naértnéte!) <0, 1) X <2,4), <(2,4)> X
X €0, 1) jsou dva intervaly v E,, které jsou zfejmé& rizné (dokonce
disjunktni). Kartézsky soudin neni tedy komutativni: nemusi byti
A X B=BXxA.

Poznidmka 3. Budiz M c
C P X Q. Zvolme néjak & ¢ P.
Mnozinu viech bodi y € @, pro
né% [&, y] e M, oznadme M**
(na obr. 1 je tato mnozina siln&
vytaZena na svislé ose). Po-
dobnég, zvolime-li néjak % € @,
oznaéme M*" mnozinu onéch
x ¢ P, pro néz [z, n] e M. Tedy
v symbolech:

Mo* = E(&y) e M),
v

D

DD IPPRppRPIpphy.

M*" = E(z,q] e M).
Obr. 1. z

Koneéné nazveme projekci
mnoziny M do mnoziny P mnoZinu viech x ¢ P, k nimZ existuje

32) Pojem uspofédané dvojice [z,, Z,] je intuitivnd ka%dému jasny. Pojimé-
me-li v8ak tuto dvojici jako dvoudlennou posloupnost, je tato dvojice zobra-
zenim mnoZiny (1, 2) (&islu 1 je pfifazen prvek z,, &slu 2 prvek z,). Lze tedy
prévem namftnouti, e jsme v definici 1 zavedli pojem zobrazeni, povaZujice jiZ
pojem uskterych zobrazenf (t. j. zobrazeni s oborem (1, 2)) za zndmy. Tomu je
moZno se vyhnouti tim, Ze zavedeme pojem uspoiddané dvojice [a, b] ne jako
zobrazeni, nybrZ jako mnpoZinu ((a, b), (a)). Pro @ + b se tato mno%ina skléds
ze dvou prvku (a), (a, b), pro @ = b je oviem (a, b) = (a), nase dvojice je pak
mnofina o jediném prvku (a), t. j. mnoZina ((a)). Koho snad tato poznémka
mate, nemus si ji viimat. V dal§im budeme pod uspotédanou dvojict, trojicf, ...
rozumdti posloupnost o dvou, tiech, ... élenech.
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aspoii jedno y € @ tak, Ze [z, y] ¢ M (na obr. 1 je tato mnoZina silnd
vytaZena na vodorovné ose).

BudiZ nyni f zobrazeni mnoZiny M do néjaké mnoZiny. Obraz
bodu [z, y] znaéme f(z, y) (misto sloZit&jtho f([z, y]). ,,Dosadim-li‘
sem za z urdity bod & e P, dostanu ,,funkci promé&nné y*, definovanou
v M**33) Pfesnd fedeno: je-li & ¢ P, oznadime znakem f** zobrazenf
8 oborem M*%*, definované rovnicf f*(y) = f(£,y) (pro y e M*¥*).
Podobn& definujeme f*” (pro ne@) jakoZto zobrazeni s oborem
M*" definované rovnici f*"(x) = f(x, 7).

Poznimka 4. Méjme mnoZinu
(18) P=P X P; X ...XP,
a jeji dast, majici specidlni tvar34)
(19) A=A, xXA;x...x A, (4,cP; pro 1<j<7).
Jest A = 0 tehdy a jen tehdy, je-li nékteré A; = @ (nadez na ostatnich
A, nezéleZf). Avsak plati
Tvrzeni 1. Je-li 4 + ¢ a plati-li vedle (19) také
(200 A=B, xXxB,xX..xXB, (BcP,prol1<j;<r),
jeA;=B;proj=1,..,r (t. . existuje jediné vyjadfeni tvaru (19)).
Trochu obecndji: Tvrzeni 2. Je-li § + A C B a plati-li (19) a
(21) B=B, XByX...XxB, (BjcP;prol1<j<r),
jed;cB;proj=1,...,r.
Dukaz tvrzeni 2. Zvolme j a libovolny prvek a;e A;. Jeito
A, * 0, 1ze pro kazdé k =+ j zvoliti prvek z; ¢ A;. Potom je

[y, ooy @1, @5, Xjygs ooy X ] €Ay X ... X A, C
CB X ...XB,.

Tedy a; € B;. Tedy celkem a; e 4; =a; e B;, t. j. A; C B,.

33) Pro pHpad P = Q = E, (,,funkce dvou redlnych prom&nnych*) jsme to
provédsli uZ v DI, kap. XIII, § 1, ptkl. 2 a text pfed nim.

34) Nelze oviem obecnd psiti ka%dou mno¥inu 4 ¢ P v tomto tvaru; na p¥.:
kruznici € (22 + y* = 1) c E, nelze psiti jako kartézsky soufin dvou mnoZin

[z,y
v E,. !



Dikaz tvrzeni 1. Plati-li (19) a (20) a je-li 4 + 0, je podle
tvrzeni 2 4; C B; a rovnéz B; C A,.

Poznamka 5. Pro kartézsky souéin neplati zikon komutativni,
jak jsme vidéli, ale také neplati zdkon asociativni. Jsou-i P, Q, R
nepriazdné mnoziny, jsou

(22) PxXx@XR PXxQXR Px (@ XR)

tfi ruzné mnoziny, nebot se sklddaji po fadé z téchto navzijem riz-
nych prvki:

(23) p, ql. 7], [P, a0, 7], [ (g 7]

(peP, ge@, r e R). Na pt. [[p, q], 7] je dvojice [s, 7], kde s = [p, q].
Ale je jasno, Ze rozdil mezi mnoZinami (22) je jen formalni, proto je
y,ztotoZnime’* (t. j. ztotoinime vidy kazdé t¥i prvky (23)); je téméf
na prvni pohled jasno, Ze timto zptisobem dojdeme vidy k sprivnym
vysledkim. Ale snad bude dobfe, kdyZ se na to podivime bliZe.
BudiZ M mnoZina viech prvku (23) (takie kazdé uspofadané trojici
p, ¢, r odpovidaji t¥i prvky (23) z M); provedu rozklad mnoZiny M na
tiidy ekvivalentnich prvkass) tak, Ze kazda tfida se sklddd ze tii
prvka (23). Budiz Z mnozina viech téchto t¥id. Je-li @ e M (takZe a
mé néktery z tvari (23)), ozna¢im znakem {(a) t¥idu (t. j. prvek mno-
ziny Z), ktery obsahuje a. Representantem tfidy z ¢ Z nazvu ktery-
koliv ze tii prvki tiidy z (a to representantem prvniho, druhého nebo
tfetiho druhu, podle toho, kterého ze tii tvara (23) tento representant
jest). Je jasno toto: Jestlize mezi representanty téhoz druhu a jejich
mnozinami plati néjakd mnoZinova relace (na pf. ae A n (B =~ C)
nebo A C B nebo A + B a pod.), plati tdZ relace mezi p¥islu$nymi
t¥idami a jejich mnoZinami — a rovnéZz naopak. JestliZe se nyni
smluvime na tom, Ze symboly (23) budeme pojimati jen jako t¥i rizna
oznaceni pro jednu a touZ véc, totiz pro tiidu, jejimiZz prvky tito re-
presentanti jsou, znamenaji t¥i znaky (23) vskutku totéz.3®) Vztahy,

3%) Ve smyslu§ 7.

38) Takové ztotoZnéni neni &tenafi cizf. Na pf. raciondlni &islo je vlastng
t¥fda zlomki, na pt. 3, &, &, ..., ::2;_, ___:, .
o ¢&isle (t¥idg), do ni% patti zlomek §; piSeme potom § = 3} & minime tim, Ze
piislusné tidy jsou totoiné; viz cvie. 5 k § 7.

.., & presto mluvime o é&isle § a ne
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které takto dostaneme, jsou vlastnd vztahy mezi prvky a &istmi
mnoZiny Z; jestlie v nich na p¥. pi¥i vesmds representanty prvniho
(nebo vesmés druhého nebo vesmés tfetiho) druhu, dostanu sprévné
vztahy mezi prvky a &stmi mnoZiny (P X @) X R (po piip. P X
X @ X R, P X (Q X R)).

K &emu toto ztotoZiiovini je, ukiZeme snad nejlépe na piikladé.
V prostoru E, = E, X E, X E, vySetifujme ,kvidr @ = (—1,1) X
X {(—=1,1> X €0,1). V E, = E, X E, budiZ K kruh & (z* + y2 < 1);

Zy

natez ¥V = K X <0, 1> je ,,vilec”* v prostoru E, X ély—]—- (E, X E;) X
X E,. Budeme fikati, Ze V C @, adkoliv bychom méli vlastng fici
toto: Jestlize kaidy bod [[z, y], 2] e V nahradime bodem [z, y, 2],
dostaneme mnoZinu V' C @. Nebo také bychom mohli ¥eci: JestliZe
kazdy bod [z, y, 2] € @ nahradime bodem [[z, y], z], dostaneme mno-
zinu Q' > V. Ctendt by se v kazdém piipadé mohl obejiti bez tohoto
ztotoZiiovani (ale doporuduji mu to jen v téch piipadech, kde mu n&co
bude nejasné), oviem za cenu ztrity piehlednosti.

Utiivajice tohoto ztotoZiiovani, budeme psati na p¥. (E, X E,) X
X E,=E, XE, XE, =E, X (E, XE), t. j. E XE, =E;=E, X
X E,; podobné E, X E, X E, =E,,,, atd. Ve specialnich p¥ipadech,
na pi. u prostoru E, a jeho &asti, miZeme tuto obtiZ s asociativnosti
pfekonati je$té jinak, viz konec ivodu ke kap. VII.

Cvi&eni

1.V E; je I=<(a,b,> X {ay byd> X {as, by ,kvadr“ € (a, <z < by,
[z,,2]
ay <y £ by, ay 2 < by). Polofme K = € (2 + y? £ 1) C E, (kruh). MnoZ¥ina
ll:v]
V = K x {0, 1) je valec (plny) se zakladnou K a s vyskou 1. UkaZte, 6 — na
vozdil od I — nelze V vyjadriti ve tvaruV = 4 x B x C,kde 4 CE,, BCE,,
C C E,.%7) Ukatte, %o kouli M = € (2? + y? + 2% < 1) nelze vyjadfit v Z4dném
[z,9,2]
z téchto tvara: M = 4 x B x C (4, B,C mnoZiny vE,), M = A x B(ACE,,

BCE,), M=A x B(AC E,, BcC E,). Uka%te té%, Ze vélec V nelze vyjadrit
vetvaruV = 4 x B(4 CE,, BCE,).

37) Kdyby to bylo moZné, potom by na pf. pro ka¥dé z ¢ C byla podminka
[x, ¥, 2] eV ekvivalentnf s podminkami z ¢ 4, y e B. V celém tomto cvitenf
oviem ztotoZiiuji E,, E, X E,, E; X E,.
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§ 9. Terminologické poznidmky. BudiZ f zobrazeni A na B (misto
zobrazeni 1ze Fici téZ funkce). Je-li A C E, (po ptip. 4 ¢ K,), Fikdme,
e f je funkce r redlnych (po piip. komplexnich) proménnych. B muZe
byti pfi tom mnoZina jakéhokoliv druhu. Pfifadim-li na pf. kazdému
realnému &islu z posloupnost éisel [2], [2x], [32], ... (pfi tom [«] znadi
nejvétsi celé Cislo, jez neni vétsi nez «, viz DI, véta 46), sestrojil jsem
tim funkeci jedné realné proménné (jeito E, C K, smim také ¥Fici:
jedné komplexni proménné). Naopak, je-li B C E, (po pfip. B CK)),
tikdme, Ze f je konelnd redlnd (po piip. konelnd komplexni) funkce.
Piitom muZe A byti jakdkoliv mnoZina. Pfifadim-li na pf. kazdé ko-
neéné redlné funkei ¢ v oboru <0, 1), kterd je spojitd v <0, 1}, éislo

1
Jo(t) d¢, je tim definovdna koneéné redlnd funkce. Jejim oborem je
0

mnozina vSech takovych funkei ¢. Tyto ndzvy oviem kombinujeme:
na p¥. zobrazeni z E, do K; nazyvame koneénou komplexni funkei dvou
redlnych proménnych. V nésledujici kapitole pfiddme k E, jesté
budto dva ,nevlastni“ prvky + oo, — oo (mnoZinu E, v (4 o) u
U (— o0) oznadime EY) nebo jeden ,.nevlastni‘ prvek oo38) (oznadime
E, v (o0) = *E,) a rovnéz ke K piiddme jeden prvek oo (znak *K =
= K U (0)). Zobrazeni libovolné mnoZiny do Ey3®) nebo do *E, na-
zveme redlnou funkci a zobrazeni do *K nazveme komplexni funkei
(vynechavajice adjektivum ,,koneéna‘).

U redlnych a komplexnich funkei je pfirozeno zavésti soudet a
soudin dvou funkei takto: Znakem f 4 ¢ rozumime funkei 4 takto
definovanou: k(z) je definovdno tehdy a jen tehdy, jestlize f(z) -+
+ g(x) ma smysl, natez h(zx) = f(x) + g(x).%*) Podobné pro soudin
fg (hodnota této funkce v bodé& z je f(x) g(x), pokud tento symbol m4
smysl). Jeito zde ziejmé plati komutativni a asociativni zikon, je
jasny smysl slozitéjsich vyrazl, jako f.f.fs + g,9, — h® (oviem f2 =
= f.f). Reknu-li na pt., Ze

38) Prvek oo zavedeme a¥% v kap. VI, § 4, pfiklad 2.

39) Pripoustdji se tedy té% hodnoty f(z) = +  a f(z) = — 0.

) Prozrazuji napfed: v pii§ti kapitole budeme definovati ¢ + (+ ) =
= (+ ®) +a = 4 o, je-li a ,,konené* (t. ). &islo z E,) nebo ¢ = + oo;

podobn @ + (— ®©) = (— ©) + a = — ©, je-li & konetné nebo — «. Na-
proti tomu nebudeme definovati (+ ®) + (— ©), (— ©) + (+ ). Tedy:
h(z) neni definovéno v t&ch bodech, kde je f(x) = + 2, g(x) = — o nebo ob-

racend.
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f+g=hk v M,
rozumim tim, Ze je
f(x) + g(x) = h(z) k(x) pro kaidé ze M ,
neboli %e jest (f + ¢)y = (hk)y (,,parcidlni funkce).

Oznadeni, kterd jsme zavedli, jsou pohodlnd v tvahéch obecnych:
funkce je oznadena uréitym symbolem, tfeba f (nebo, speciilné,
tfeba tg), nacez obraz prvku z se znaéi f(z), tg(x) a pod.«t) Ale p¥i
specidlngjsich funkcich je toto zddnlivé jednoduché oznadeni téZko-
pidné. Proto si ¢asto dovolime uréité odchylky, licence, oviem jen
tam, kde nehrozi nedorozuméni. Na p¥. ,,funkce z* v oboru E,“ bude
znamenati ,,funkci f v oboru E;, definovanou pro kazdé z ¢ E, rovnici
f(x) = 22*“. Nebo Fekneme-li ,,dosadim-li 2 =3 do funkce f(z, y),
dostanu funkei f(3, y) proménné ¥, rozumime tim p¥echod od funkce
{, jejimZ oborem je jistd mnoZina A dvojic [z, ], k funkei /** s obo-
rem A%*; atd.

§ 10. Moduly (nebo linedrnf nebo vektorové prostory). Je mnoho
mnoZin, v nichZ 1ze pfirozenym zpusobem zavésti dvé operace: ,,s¢itani*
dvou prvkd a ,nésobeni” prvku reilnym, po piip. komplexnim
&islem.92)

Vezméme nékolik ptikladu.

Priklad 1. BudiZ M mnoZina vSech koneénych redlnych funkei
v oboru 0, 1. Je-li a redlné ¢islo, definuji soudet f + g = kb a nasobek
af = k rovnicemi h(z) = f(x) + g(x), k(x) = af(x).

Piiklad 2. VySetfujme E (po ptip. K,). Jsou-li z = [z, ..., 2,],
Y = [y, -+, ¥,] dva body, a redlné (po piip. komplexni) &islo, je p¥i-
rozeno definovati z + y = [z, + ¥y, ..., 2, + ¥,), @z = [az,, ..., ax,].

Piiklad 3. Budiz M mnoZina viech posloupnosti reélnych &isel.
Je-li z posloupnost z,, z,, ..., je-li y posloupnost y,, ¥s, -.. a je-li aredlné
¢islo, je piirozeno definovati az jako posloupnost az,, az,, ... a x + y
jako posloupnost z, + y,, Z; + s, - --

41) Je oviem zvykem psati tg .

. 6“)' ,»Cisla® + 0, — w, o, 0 nich% jsem se pi‘ed!;éiné zminil v § 9, zde vy-
uuji.
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Jezto se piiklady toho druhu velmi éasto vyskytuji, je vhodno,
zavésti tuto definici:

Definice 3. BudiZ M neprdzdnd mnoZina, ve které kaZdé dvojici prokd
z e M, y e M je pFifazen prvek mnofiny M, zvany soultem z + y, a ve
které ddle kadému &islu a € E, (po pfip. a € K) a kaZdému prvku x € M je
pFifazen prvek z M, zvany ndsobkem ax. Potom mnoZina M, opatfend
témito dvéma operacems, se nazyjvd redlnym (po pFip. komplexnim ) mo-
dulem?*3) (nebo také linedrnim mebo vektorovym prostorem), jestliZe jsou
pro vdechna z, y, w z M a pro viechna a, b z E; (po pfip. z K) splnény
tyto podminky:

IlLx+y=y+all. (z4+y)+w=2+ (y + w). [Il. Je-lt z +
+y=z+wjey=w.IV.alx+y)=axr+ay. V.(a + b)x = ax +
+ bx. V1. a(bz) = (ab) z. VII. 1z = =.

(Pozor! a + b, ab jsou obydejné soucty a souliny ¢isel; x + y, ax
a pod. jsou operace, zavedené v M, které se s¢itinim a nisobenim
&isel nemusi miti nic spoleéného). Je zfejmo, Ze v piikl. 1—3 byly
uvedeny ptiklady moduli.

Dokazme nékteré jednoduché vlastnosti modulu M. Pro kazdé
zeM jet) x + 0z = 1z + 0z = (1 + 0) x = lx = z. Ke kaZdému =
existuje tedy prvek @, = 0x ¢ M tak, Ze x 4+ O, =z, a takovy
prvek je podle III jen jeden (jestliZe z + é§ =z =z + 7, je £ = 7).
Tvrdim, Ze @, = O, pro libovolna z ¢« M, y e M. Nebof z 4 6, = =,
tedy (x + 0,) +y =z + y, nadez uzitim I a II plyne z 4 (y +
+ 0,) = z + y, tedy podle IIL y + 6@, = y. Ale soudasné y + 6, =
=y, takZe op&t podle IIT je @, = @,. Prvek 6, = 0z je tedy pro
viechna x ¢« M tyz prvek, oznatme jej O (,,pocatek nebo ,nulovy
prvek®, ,nula‘“ modulu M). Pro kazdé x « M je tedy z + @ = O 4
+ z = z. Pozd&ji budeme tento prvek oznacovati dasto znakem o.

Nyni tvrdim: Jsou-li ddny z ¢ M, z ¢ M, existuje privé jedno n ¢ M
tak, Ze x + 7 =2; je to prvek 9= (—1).x + z. Nebof prednd
z+(—1).z+2)=Q1Q1.24+(—1).2)+2=0+2=0 -+
4+ z=12. Za drubé: jeli z + 9, =2z=2+ n, je nutné n, =19,
(podle III).

#3) Rikava se té% obsirndji (a z dobrych davodit): modul nad tSlesem real-
nych (po pfip. komplexnich) &isel.
44) U%ivame po Fadd VII, V, vlastnosti nuly 1 4 0 = 1, a op&t VII.
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Zavidi se nyni oznateni —z = (—1).2z, takie — (ax) =
= (— 1) (ax) = (— 1. a) x = (— a) z (uzije se VI). Misto z 4 (—y)
se potom piSe x — y; feSeni n rovnice z 4 5 = z lze potom psati
n=z4+(—1)x=z2+4 (—2z)=2—x a odtud a z komutativniho
a asociativniho zdkona plyne, Ze souéty a rozdily lze psiti obvyklym
zplsobem; na pf.4%)

z— 3y + 2z — 5u
znamena z + (— 3)y + 22 + (— 5)u atd. — tak jak jste zvykl
z aritmetiky.

Cvideni

M budiZ modul; oznaéeni jako v textu.

I. Je-li ar = bx. a &= b, je x = O neboli: je-li ax = bz, x + O, je a = b
(rovnici Ize ,,kratit* libovolnym prvkem z = ©). Oviem a® = € vidy.

2, Jelli ax = ay, a * 0, je z = y (lze ,krétit" libovolnym &islem a + 0).
Oviem 0x = O vidy.

45) JeZto v soudtu (z + ¥) + 2 a pod. lze zavorky premistit podle II, nepi¥i
se tyto zdvorky vubec.
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