Diferencialni pocet II

Kapitola XI. Mocninné fady

In: Vojtéch Jarnik (author): Diferencialni pocet II. (Czech). Praha: Academia, 1984.
pp. 520--550.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402018

Terms of use:

© Vojtéch Jarnik, 1976

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402018
http://project.dml.cz

KAPITOLA XI.

MOCNINNE RADY

V kap. XI a XII pajde vyhradné o konedné komplexni funkce
jedné komplexni promé&nné nebo né&kolika komplexnich proménnych,
t. j. o zobrazeni z K, do K, nebo, obecnéji, z K, do K;. Metriku v K,
a rovnéz v K, zavedu jako v kap. VI, § 3, piikl. 1, 2. T. j. je-li
z=2x+ iy, w=u+ iv (2, y, u, v redlna), kladu o(z, w) = [z — w| =
= V(@ — w)? + (v — v)% ptifadim-li tedy &islu z = z + iy « K, bod
[z, y] € E,, je to isometrické zobrazeni K, na E, s eukleidovskou metri-
kou (v kap. VII—X jsme v E, uZivali vétSinou jiné metriky, ale ,,skoro
stejné*). Podobné: jestlize bodu [z,, 2, ..., 2,] € K, (2; = z; + iy;) pFifa-
dim bod [z,, ..., Z,, Y3, . . -, Y,] € E;,, dostavam isometrické zobrazeni K,
na E,, s eukleidovskou metrikou. Vzhledem k této isometrii se viechny
véty o mnozZinich v E,, pfendleji okamzité na mnoziny v K,. Na pf.
okoli Q(a, ¢) (@ = a, + iay, 0 < o < 4+ ©) v K, znamend — znazor-
nim-li si é&islo z, + iz, bodem [z,, z,] € E; — vnitfek kruZnice o stiedu
[a,, @;] a o poloméru g. Slova ,,uzavér”, ,,vnitini bod*“ a pod. budou
znamenati vidy uzavér v K, (nebo v K,) a pod. RovnéZz symbol
lim f(z) bude znamenati limitu ,,vzhledem ke K, (po pfip. K,). Pokud

z2—a

nebude jinak fedeno, bude slovo limita nebo derivace znamenati
vidy koneénou limitu nebo derivaci.

Déti komplexni funkci f komplexni proménné znamend, pfifaditi
kazdému z = z 4 iy jistého oboru komplexni ¢islo f(z) = P(z, y) +
+ iQ(x, y) (rozklad na redlnou a imaginarni &ast), takZe to znamend
totéz, jako dati dvé funkce dvou redlnych proménnych; podobné
komplexni funkce r komplexnich proménnych uréuje dvé redlné
funkce 2r redlnych proménnych. Funkece f (jedné komplexni proménné)
je spojita v bod& z, + iy, tehdy a jen tehdy, jsou-li P(z, y), Q(z, y)
spojité v bodé& [z,, y,]. Rovnice lim f(z) = 4 + iB (zy = z, + iy,) zna-

z—>2,
mens prosté, ze jest lim P(z,y) = A, lim Q(x,y) = B atd.Zde neni
[z,4]1[70¥s] [Z,v]>(7e,v4]

tedy v podstaté nic nového proti redlnym funkeim; prosté se jedna
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komplexni funkce jedné komplexni prom&nné (po ptip. r komplexnich
proménnych) nahradi dvojici reidlnych funkci dvou (po piip. 2r)
redlnych prom&nnych. Nové a zajimavé okolnosti se ukéZi teprve
tehdy, kdyZ se pokusime zobecnit na funkce komplexni proménné
pojem derivace, coZz nyni uéinime.

§ 1. Derivace funkci komplexni promé&nné. Definice 41. BudiZ

(1) [(z) = P(z,y) + iQx,y) (z==z+1y)
funkce komplexnt proménné z. BudiZ dino komplexnt éislo z = = + iy,
sestrojme funkci komplexnt proménné h = k + il ?)

k+il )

Ma-ls tato funkce proménné b limitu?) v bodé 0, nazyvime tuto limitu
derivact (komplexnt) funkce f podle (komplexnt) proménné z a znadtme

7t f'(z) nebo d,d—(:) .3) Jest tedy

. e+ h)— ) _ .oy
g i (e E 10—y = 42,
existuje-lv limita vievo.

Poznédmka 1. Podivate-li se na pravou stranu v (2), vidite, Ze jde
o limitu jisté komplexni funkce dvou redlnych proménnych £, I; jde
tedy o limitu redlné a imagindrni &4sti této funkce v bodé& [0, 0]

(t. j. jde o symbol lim ). To je podstatny rozdil proti p¥ipadu redlné
[k,t}—[0,0]
funkce redlné proménné; tam &lo totiZ o limitu funkce jedné redlné

proménné h, totiz o limitu
i fE 1) — f@)
h—) h

1) Jde oviem stéle o rozklad v redlnou a imaginarni &4st, tak¥e z, y, P, @,
k, 1 jsou redlné; to nebudu stéle pfipominati.

%) Oviem konefnou (podle na¥f umluvy).
3) Mluvime ovem o derivaci v bod$ z.
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Tento rozdil se projevi v nasledujici vété, jez vyjadiuje podminku pro
existenci derivace (3) pomoci vlastnosti funkei P, @.

Vé&ta 218. Funkce (1) md derivaci v bodé z = x + iy tehdy a jen
tehdy, jsou-li splnény tyto podminky: 1. Funkce P, @ majt v bodé [z, y]

, . ., . 0P 9Q 0@ _ 0P
totdlnt diferencidl. 2. V bodé [z, y] je = 5‘1/— o = _ay .
9P . Q
Potomyef(z)—%—}—la—.

Dikaz. Budiz 4 + iB komplexni ¢islo; definujme funkei n(k, I) =
= ny(k, 1) + iny(k, 1) rovnici?)

Prz+ky+1l)— Py +i@s+ky+l)—0y) _
kil

= A + iB + ny(k, 1) + iny(k, 1) .
Cislo A + iB bude limitou levé strany tehdy a jen tehdy, bude-li®)
(8) lim 7,(k, 1) = lim 7y(k, 1) = 0.

Jde tedy o to, zda lze voliti hodnoty 4, B tak, aby platilo (5), a jaké
budou tyto hodnoty. Nésobime-li (4) ¢&islem k 4- il a srovnidme re-
alnou a imaginarni éast, obdrZime

(6) P+ k, y+1) — P(x,y) = 4k — Bl + {4(k, 1),

(4)

) Qz+k y+1)— Q,y) = Bk + Al + L4k, 1),
kde jsme kladli (pii kratce 5, misto 7,(k, 1) atd.)

(8) Li=mk—nd, Ca=ml+ nk;

tedy

o R T

Exre ' T T Rip
I. Necht existuje f'(2) = A + iB, takZe plati (5); podle (8) je potom

s 1 taks
pro j =12 prr S Il + [nsl, takde

4 Jde o limitu v bod¥ [0, 0]; vyluduji proto stale ptipad k = I = O.
§) Pro zkraceni vynechdvam znak [k, 1] - [0, 0].
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C:‘(k’ l)

10) lim 2222 — 0 neboli {,(k, I) = o(|k l j=1,2).
To vBak znamen3 (viz (6), (7) a def. 37),5) Ze funkce P, @ maji v bodé
(1 1 . ., . , 0P 0Q oP  2Q
1 —_—— == —_——,— = —
[z, y] totalni diferencidl a Ze jest 5~ oy A, 2y~ o B,

yn 0P . 00Q

takief (Z) = —a; + l?ﬂ; .

II. Nechf za druhé jsou splnény podminky 1, 2 véty 218. Plati tedy

. . oP _ 9Q _
rovnice (6), (7), (10), klademe-li 4 = = B=— W o
Jeito k? + l2 > 2|kl|, jest k2 4 12 > 3(|k| + |1])%, nagez z (9) plyne
pro j =1,
< e+ (EDOH + 1) Le] + 12
. CEaUN
tedy lim %, = lim 772 = 0 podle (10). Z (4) potom vskutku plyne
Q

fo=4+iB=2 4%

Poznamka 2. Véta 218 ukazuje, Ze funkee f(2), které maji derivaci
podle komplexni proménné z, jsou funkce jistého specidlniho typu,
nebot mezi jejich redlnou a imagindrni ¢asti jsou uréité vztahy, dané
podminkou 2. Témito funkcemi se zabyva t. zv. ,,theorie analytickych
funkei* neboli ,,theorie funkei komplexni proménné“. My se touto
theorii soustavné zabyvati nebudeme; definici 41 a vétu 218 jsem zde
uvedl vlastné jenom z tohoto diivodu: Budeme mluviti o mocninnych
fadach s komplexnimi proménnymi, pfi éemzZ se s derivaci setkame,
a bylo by snad vyumélkované, kdybych se tomuto pojmu vyhybal.

Ptiklad 1. Derivace konstanty je zfejmé rovna nule. Dile jest

% = 1. Dukaz: je-li f(z) =2, jest (fz + k) — f(z)):h=(z2+ h —

—2):h = 1proh % 0;limita pro 2 — 0 je tedy 1.
Ptiklad 2. Obvykla pravidla z DI, kap. VIII, § 2 o derivaci souétu,
rozdilu, souéinu a podilu, jakoZ i véta o derivovani sloZené funkce

$2) Pro bod [k, I] uZivam zde normy |k| + {/|; to smim, viz pozn. 1 v kap.
§ 2.
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plati i pro derivace komplexni funkce komplexni promé&nné; dukaz
je tyz jako pro readlné proménné (pfesvédéte se o tom).

Priklad 3. BudiZ ¢ konstanta (komplexni); potom jest (z — ¢)’ = 1
a indukei podle m dostanete — uZivajice pravidla o derivovani sou-
éinu — vzorec ((z — ¢)™)’ = m(z — c¢)”~1 pro kazdé pfirozené m; pro
2 + c plati tento vzorec i pro celé zaporné m, nebof pro m = — n
(n celé kladné) jest

= cEr

, 1 ! n.(z—c)r!
((z_c)m)___.( )_____(_)__
Piiklad 4. Existuji velmi jednoduché a ,rozumné‘ funkce, jez
nemaji derivaci podle komplexni prom&nné z. BudiZ na p¥. f(z) = z;
< L. . . 0P 0Q
t.j. jeli z=2z + iy, je f(z) =z — iy. Zde je = I,E— -1,

takZe f'(z) neexistuje pro Zadné z. Je viak poudno, zjistiti tuto okolnost
pfiimo. Pro z =z + iy, h = k + il jest

fe+h) —fz) k—il  k—B— 2k
3 T kil 242

(11)

Jeli k=0, I % 0, je podil (11) roven — 1; je-li k + 0, kladme
l:k = t, nadez podil (11) m4 hodnotu

1—2 . 2
12 1+’

jez ukazuje velmi zfeteln& zavislost vyrazu (11) na hodnotd 1: k = ¢;
na pi. pro¢ = 0, 1, — 1 vyjde pro (11) hodnota 1, — i, i.

BudiZz nyni f(z,, ...,2,) komplexni funkce n&kolika komplexnich
proménnych; budte a,, ..., a, komplexni &isla.

Sestrojme funkei f(ay, ..., @y, 2, @gyy, ..., @,) Proménné z,; mé-l
tato funkce derivaci v bod¢ a,, nazyvdme tuto derivaci parciilni
derivaci funkce f v bodé [a,, ..., a,] podle 2,. Parciilni derivace funkce
f podle z; v bodé [z, ..., 2,] je tedy limita (existuje-li)

. 1
11::) 7 F@1 s Zemrs e+ R, 204y, 0 2,) — f20 oo 21y o0 20)) 5

524



k Ll’é—) nebo aif- a pod. Definice a oznateni pro derivace
2k 2k

vy&Sich ¥4dd, na pF.

zna.

f”’(Z) — dsf(Z) a7i(z1, zz’ zs: 24)
dz® 023 0z, 02} 0z,

se zavadéji jako u redlnych proménnych (viz kap. VIL, § 1 a DI,
kap. VIIL, § 3 a kap. XIII, § 3).

Ptiklad 5. Budte &y, ..., k3 15, ..., I, celd nezaporna é&isla. Derivuji-li
funkei 2%2%... 2% podle 2, celkem I,-kréte, ..., podle z, celkem I,-krate,
obdrzim

ﬂkj(kl — 1) (k=4 1) 2,

at provadim derivovéni v jakémkoliv potadi, takie derivace jmeno-
vané funkce jsou ,,zdménné‘‘ ve smyslu bézném z kap. VII. Aby vy-
sledek platil bez vyjimky, je nutno uéiniti tuto imluvu: Je-li /, = 0,
zna¥i vyraz za symbolem [ [ &slo 2}%; je-li I, > k;, znadi tento vyraz
nulu (a to i pro z; = 0). Dikaz plyne ihned z pifkl. 3.

Ptiklad 6. Budiz f(2,, ..., 2,) funkce » komplexnich promé&nnych;
budiz A4 c K, oteviend souvisld mnoZina. V kazdém bodé mnoZiny
A budiz —af—= 9 =..= a—f—- 0. Potom je f konstantni v A.

0z, 02, 0z,

Dikaz: Provedme rozklad na reilnou a imaginarni &ast: z; = z; +
+ iy,, f = P + iQ; potom jsou P, @ funkce proménnych z,, ..., z,,
Y1 -+ Yr & V kaZdém bod® mnoziny 4 (kterou mohu téz pojimati ]ako

¢ast prostoru E,,) je®) 3f op L ;R =0, tedy op_ Q9 _ 0,

Q 2 "o, o, ox; 0y,

= 0 pro j = l .., r, takZe funkce P, @ jsou podle v&ty
Z 4

184 konstantni v A.
Ptiklad 7. Nechf funkee f,, ..., f, komplexnich proménnych z,, ...
. 2, maji v jistém bod$ derivace g— budiz J ,,funkéni determi-
2

nant‘‘, vytvoreny z t&chto parcidlnich derivaci. Kladme z;, = z; + iy,

) Viz v&tu 218.



ff(zli L] zr) = Pi(zlr ey Ly Y15 o0y yr) + in(x].: ey Ty Y15 -0 .'/r)

a budiz 4 funkéni determinant funkei Py, ..., P,, @,,..., @, podle
L3y oees Tyy Y1 -oos Yy (V tomto pofadi). Tvrdim, ze 4 = [Jp=J .J.

Dikaz. Sestrojme determinant fadu 2r

| I IO
I | Iv
takto: do T dém vyrazy 0 — 225 4 1995 11dex j zmaii tadky, index
0z 6xk 0%,
k sloupce); do IV dam vyrazy komplexné sdruZené %’3 Zg’ do
k ]

II a III d4m samé nuly, takie K = J .J. Nyni provedu n&kolik
transformaci, jimiZ se hodnota determinantu K nezmé&ni. Pfedn® ddm

do II vyrazy — ;Qi Nyni pfiétu (r 4+ k)-ty sloupec, nisobeny i,
k sloupci k-tému; v I budou stati vyrazy _3%’ v III budou vyrazy
k
zTP’ + LQ’ Nyni pfiétu j-ty Fidek, ndsobeny — i, k ¥adku (5 + r)-
k
tému; ted budou v TIT stéti vyrazy 2% v 1V pak 2Bt — %, i
oz, % OYn’
]eétévII—ml sto — ai vidim, Ze K = A.
k Ly

Poznamka 3. BudiZ f funkce komplexni proménné z v oboru M;
polozme N = ME,. Napifi-li parcidlni funkeci f,, znamené to, Ze si
viimdme pouze redlnych hodnot proménné z. Je-li z reilné a existuje-li

) = tim (D = 1@) _ y Ho 41D — fe)

[,2j—0 k4l ’
jest oviem téz

h—0
neE,

pravé strana (kde % konverguje k nule redlnymi hodnotami) jest
oviem derivace fy(%) parcidlni funkce fy (to je funkce jedné reslné
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proménné). Tedy: je-li z redlné a existuje-li f'(x), existuje
ify(z)a obd& derivace jsou si rovny. Casto vynechivime u funkoe
fy znak N; vzhledem k rovnici fy(x) = f'(x) jist& nedojde pfi tom
k nedorozuméni. Miize se oviem stiti, Ze fy(z) existuje, i kdyZ f'(z)
neexistuje; je-li na p¥. f(x + iy) = x — iy, neexistuje f'(z) v Z4dném
bodé z (viz prkl. 4), ale fy(z) = z, takie fy(x) = 1 pro kaZdé redlné
z. Podobnd poznidmka se aplikuje na funkei nékolika proménnych
f(2y, ..., 2,) v oboru M C K,; zde oviem jde o parcidlni funkei fy, kde
N = ME,.

Pozndmka 4. M4-li funkce f komplexni proménné v bod¥ z deri-
vaci, je oviem v tom bodé spojita. Dikaz:
lim (f(z + k) — f(z)) = Lim [CER = 1@ 5 _
e h

h—0

f(2).0=0.

Cvideni

1. V&ty z piikl. 2 lze odvoditi také timto zpisobem (naznalme to pro v&tu
o sloZenych funkecich): Necht ¢(z) = o(x, y) -} io(z, y) m& derivaci v bod$
2 =z + iy a necht f(u) = P(t, v) + iQ(t, v) mé derivaci v bodd u = ¢(z) =
= o(z, y) + io(2, y). Jest f(p(z)) = @ + iH, kde @ = P(p(z, y), o(z,¥)), H =
= Q(¢(x, y), o(x, y)). Zjistdte, Ze funkce G, H maji v bod$ [z, y] totalni dife-

oH
rencidl a Ze je w o w  m (uZivajice obdobnych rovnic pro funkce
z

oy’ oy oz
. d 0@ . oH
P, Q a g, o), naleZ vyjde % (f(p(2))) = ™ + i = V'(@(2)) ¢'(2). Provedte

vBechny vypolty a odvodte obdobnym zplusobem té% v&tu o derivaci soudtu,
rozdflu, souéinu a podilu.

§ 2. Mocninné Fady v jedné promé&nné. Jsou-li z,, a,, a;, a,, ...
komplexni éisla, nazyvime fadu

(12) @y + 0,(T — Tg) + ay(x — ) + ... =kzoak(x — Zo)*
mocninnou fadou o stiedu z,.7)

) Rozklad na redlnou a imagindrni &4st ted ji% témé&F nebudeme provadsti;
proto uZivdm také pro komplexnf &fsla znaki z, y, ... V fad¥ (12) znadi z kom-
plexnfi prom&nnou, kdeZto z, je dané &fslo.
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Véta 219. Ke kaZdé fadé (12) existuje éislo ¢ (0 < o < + o) tak,
Ze fada (12) jest absolutné konvergenini pro |x — z,| < o, divergentnd
pro |x — z,| > . Cislo o je ddno vzorcem

1
(13) e= w s
lim sup J[a,|
pFi tom se vpravo mute vyskytnouti symbol +loo , kteryj oviem znamend

0, a té% symbol %, ktery necht zde (vjjimeéné) mnamend + co. Cislo

o se nazyjvd polomérem konvergence fady (12).

Diikaz. Rada (12) je absolutnd konvergentni pro z = z,; staéi tedy,
vySetiime-li hodnoty = + z,.

L Jeli0o< |z — x| <op,je
n n
lim sup |/ o — @[ @] = |z — x| lim sup |/[a.] < 1;

”n
Ize tedy voliti ¢ < 1 tak, Ze |z — 2| lim sup |/ja,] < ¢; existuje tedy

n
(v8ta 21) n,e N tak, Ze pro n > n, jest |x — z,| . V]a_,,|g g, nadei
Cauchyovo kriterium davé absolutni konvergenci (Gvaha plati i pro

e = + <o, t. j. pro lim sup J/ja,] = 0; potom je tedy (12) absolutn¥
konvergentni pro viechna x « K).

n
IL Jeli |z — x| > o, jest obdobn& lim sup [l — 2" [a,] > 1;

tedy (véta 21) je [/[x — ao|" [a,] > 1, t. j. | — z,|" |@,| > 1 pro ne-
kone¢né mnoho hodnot n, takze n-ty élen fady (12) nemé limitu 0
a fada diverguje (Gvaha plati i pro o = 0, t. j. pro lim sup V|a_,,i =
= + oo; potom je tedy (12) divergentni pro kazdé = + z,).
Poznamka 1. Je-li 0 < g¢ < + oo, nazyvime mnozinu vSech
z, pro néi |z — x| = o, konvergenéni kruznici fady (stfed z,,

polomér p). Viimnéte si, Ze véta 219 nefika nic pro hodnoty z, lezicf
na této kruznici.
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Poznamka 2. Viimnéte si, Ze g zdvisi pouze na prostych hodno-
tach soudinitelt a,, a;, a,, ...

Poznamka 3. Je-li n pfirozené &islo, je fada
(14) p + Apy (T — ) + Cpya(® — xg)2 ...
konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li konvergentni fada (12). To je
zfejmé, je-li x = xy; je-li ® + x,, stadi si viimnouti, Ze (14) vznikd
z (12) vynechanim » ¢&lent a délenim dislem (x — z,)* + 0. Tedy
maji fady (12), (14) tyZz polomér konvergence.

Poznédmka 4. Pripad ¢ = 0 je mélo zajimavy (fada konverguje
pouze pro z = ,); budeme proto ve zbytku tohoto paragrafu pred-
poklidati, Ze je dana Fada (12) s polomé&rem konvergence g, kde 0 <

< o £ 4 0.8) Soudet této fady, pokud je konvergentni, oznaéime
f(x), takZe rovnice

(15) f(x) ZLZ (T — o)*
=0

plati pro |x — z,| < ¢ a moZné i pro n&kterd x, pro néz |x — z,| = p.
(Specialng jest f(z,) = a,.)

Véta 220. Je-li 0 < R < o, je funkce f(x) omezend v krubu |z — x| <
< R.

Dukaz. Polozim-li |ao| + |a;| R + |ag| R2+ ... =K, je K < + ©
a pro [x — z,| < R je podle (15) zfejms |f(z)| < K.

V&ta 221. f'(z,) = a, (tedy je f(x) spojitd v bod& x,, viz pozn. 4
v§1l).

Dikaz. Pro 0 < |z — x,| < g jest
H@) — fmo)

xr — xo
= (& — Zo)(@z + a3(T — Zo) + a4 — zp)* + ...) .
Rada v z4vorce vpravo ma polomér konvergence ¢ (poznimka 3).
Zvolime-li R tak, e 0 < R < p, existuje podle véty 220 &slo K <

(16) a, =

8) Piipad o = + oo je téZ dulezity; nastdvé na pf. ufady e* =1 + z: 1! +
4+ x3:2! 4 ...
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< + oo tak, Ze prosta hodnota fady v (16) v zdvorce vpravo je pro
| — o] < R men&i nez K. Pro 0 < |z — z,| < R je tedy

f(x) "' /(xo) —a, éle _ xol ,
x — x,
takZe leva strana v (16) ma limitu 0 (pro z — z,).

Priklad 1. Budte
f(#) = @@ — 2o)* + Gnpa(® — T)" "1 + ... = 3 ax(@ — 7o),
k=n

0(z) =k§ byl — )"

mocninné fady s kladnymi poloméry konvergence; budi a, # O,
bn + 0. Tedy

lim Un + Bpsr(T — Zo) + Bnso(@ — )2 + ... — %n
7, bm -+ bm+1(x - xo) + b'm-)-z(z - xo)z + ... bm

(ndsledkem spojitosti &itatele i jmenovatele, véta 221). Odtud ihned

plynou pro limf(—x) = L tyto hodnoty: L =a,:b,, jeli n=m;

27, (%)

L=0,jelin>m; L= o, jelin <m.

V&ta 222. BudiZ aspori jedno z &isel a,, ay, a,, ... ruzné od nuly;
potom existuje R > 0 tak, Ze pro 0 < |x — z,| < R je f(x) + 0. (T. j.
v kruhu |z — 2| < R nemiZe byt f(x) = 0 v Ziddném bod& z # x,;
miZe viak byt f(z,) = 0, t. j. a, = 0; pfedpokladidme oviem g > 0.)

Dikaz. Je-li a, prvnf soudinitel rizny od nuly, je pro 0 < |z — 2| <
<e
(17) ———ﬂi—=a F @ppy(Z— 2o) + @y 2T — 20)2 4.

(x_zo)n n n+1 0 n+2 0 .
Mocninné ¥ada vpravo mé v bods z, limitu a,, (nebot je spojita v bods
z,). Jeito a, + 0, existuje R (0 < R < p) tak, Ze pravé a tedy i levd
strana v (17) je riznd od nuly pro 0 < |z — z,| < R.

V&ta 223. Necht fada (12) md polomér konvergence o > 0. Polom
plati:

530



I. Pro |z — | < o jest
(18)  f'(x) = ay + 2a5(x — z,) + Bay(x — xy)2 + ...,
(19) f'(@) =2.1a; + 3. 2a3(x — 2o) -+ 4. 3a,(z — z,)* + ...,
obecné

(20) f() = iak ckE—1) ... (k—n+ 1) (x — x)kn;
k=n

fady (20) maji polomér konvergence p.
I1. Je-li [x, — 20| < o, je pro |z — x| < o — |2, — 2|

I( 1) - (xl)

21) f@) =fx) + =7 @ —a) + ...+ —F

(x — )" +

Poznidmka 5. Tvrzeni I pravi: pro
|t — 2o| < o mé funkce f derivace
viech ¥adul, jez se dostanou tak, Ze se
v fad¢ (12) derivuje &len po &lenu.
(Podle poznémky 4 v §1 je tedy f
spojitd v kruhu |z — z,| < .) Tvrzeni
II pravi mimo jiné: Zvolim-li bod z,
tak, Ze |z, — z,| < g, potom ve viech
bodech uvnit¥ kruZnice o stfedu z,
a o poloméru ¢ = ¢ — |2, — z,| (viz
obr. 12) lze funkci f vyjadfit mocnin-
nou fadou o stfedu z,; polomér kon- Obr. 12.
vergence této fady je tedy aspoii g,
muZe viak byti téZ v&tdi. Je-li o = + o0, je 1é% 0 = + o0, t. j. vzo-
rec (21) potom plati pro viechna z.

Dikaz. BudiZ |r; — 2| < ¢ & budiZ = takové, e |z — z,| < ¢ —
— |y — x|, takie |x — zo| < |x — 4| + |&, — 20| < 0. Potom fada

(22) IGOI + lall(lx - xll + lxl - xol) + ...+
+ Ia’kl(lx - xll + lxx — zol)k +

je konvergentni. Z toho plyne: jestlife v rovnici

(23) f(x) = ao + al((x - xl) + (zl - xO)) + LR +
+ ax((x — ) + (2, — 20))* +-
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rozvinu kazdy é&len podle binomické poucky
k

(= )+ e = )t =3 (1) (e — 20" o = 20

n=0
bude zobecnéna fada (viz kap. III, § 3)
k
_ n —_— k-n
(24) 0;;;1;% (n) (x — 2y)" (2, — @)

absolutné konvergentni®) a jeji soucet je (podle (23) a podle véty 39)
roven f(z). Upravim-li (24) tak, Ze dim dohromady dleny s touZ
mocninou z — x,, obdrZzim (opét podle véty 39)

(25) f(@) = by + by — x,) + ... + by(x — @) + ...,
kde

(26) by = ay + a,(x, — 7o) + ag(xy, — )2 + ... = f(x,) ,
(27) by = ay + 2a5(x;, — o) + Bay(x, — Te)* + ...,
obecné

(28) b, = 7%‘2. ake —1)...(k—n 4+ 1)z, — ).

Podle véty 221 je viak b, = f'(z,) a tim je dokdzana rovnice (18)
pro |z — z,| < ¢ (nebot z, bylo libovolné &slo z kruhu |z — z,| < p).
Ziroven je vidéti, Ze polomér konvergence fady (18) je aspoi .
Nemuize viak byti vétsi nez g. Nebot kdyby byl v&tsi nez o, existovalo
by z takové, Ze [x — z,| > ¢ a Ze by fada

lay| + |2aq(x — xo)| + ... + |[kar(x — zo)*~1| + ...

byla konvergentni. Tim spie by byla konvergentni fada
las| + lag® — )| + ... + |ax(x — zo)s 1 + ...
(v k-tém &lenu vynechdn dinitel k) a tedy i fada
lao| + |ar(® — 20)| + ... + |awlz — zo)*| + ...
(ndsobil jsem |r — x,| a pfidal &len |a,|). Ale to je nemozno, nebot

fada (12) je pro [z — x,| > o divergentni. Tedy fada (18), jez vzniké

%) Soudet prostych hodnot jakéhokoliv kone¥ného podtu &lent této rady je
toti% nejvyse roven souétu fady (22); viz k tomu pozn. 2 v kap. III, § 3. V fad$
(24) se stitd pies vSechny péry celych &isel k, n, pronéZ je 0 <n < k.
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derivovanim jednotlivych ¢lent fady (12), ma polomér konvergence
0 a pro |z — z,| < o m4 soudet f'(x). UZijeme-li tohoto vysledku na
fadu (18), vidime, Ze fada (19) ma rovnéz polomér konvergence ¢ a Ze
mé pro |z — z,| < o soudet f"(z). Uplnou indukei podle n dostévime
ihned tvrzeni I. Tvrzeni II pak plyne z (25), nebot podle (28), (20)

jest b, = = f(zy)

Je-li g(z) libovolna komplexni funkce jedné komplexni proménné,
nazyvame bod z kofenem nebo nulovym bodem funkce g¢(z), je-li
g(x) = 0. Je-li n piirozené ¢&islo takové, Ze ¢g(x) =g'(x) = ... =
= gn-1)(z) = 0, g"(z) + 0, fikdme, Ze x je m-nasobnym koienem
funkce g. Pro piipad, Ze g je mnohodlen, je tato definice v souhlase
8 definici, obvyklou v algebie, jak se ihned presvéd¢ime. Je-li totiz
g(z) mnohodlen, majici k-ndsobny kofen «,) je

g(x) =a(®x — ) (x — ) (x —p)™ ...,
kde a + 0 a kofeny B, y, ... jsou rizné od «. Poéitite-li derivace az do
tadu k — 1, vidite, Ze se ze vSech é&leni dé vytknouti x — «, takze

g(x) = ¢g'(x) = ... = g*D(a) = 0. AvSak derivace k-td se sklada
z nd8kolika ¢lent, z nichz lze vytknouti * — « a mimo to z ¢lenu
a.kl(x —pB)(x—y)m...,jeni pro x = « je razny od nuly, takzie

vskutku g®)(x) #+ 0.

Vé&ta 224. BudiZ (12) mocninnd fada o poloméru konvergence o > 0;
budiz aspori jedno z Eisel a,, a,, a,, ... rizné od nuly; budiz 0 < R < o.
Potrm plati: v kruhu |t — x| < R le#i nejuyde koneény polet kofend
funkce f(x).11)

Dukaz. Budiz M mnoZina viech kofeni funkee f, leZicich v kruhu
| — z,| < R; predpoklidejme, Ze M je nekoneénd. Podle pozn. 5
v kap. VI, § 16 md tedy mnoZina M aspoii jeden hromadny bod,
t. j. M’ & 9. Mnozina M’ je neprazdna a podle véty 123 uzaviend
(a omezend, tedy kompaktni podle véty 156). Podle véty 159 (kde
kladu 4 = (z,), B = M') existuje tedy v mnoziné¢ M’ bod z, tak, Ze
o(Zq, ;) = o(%g, M'), t. j. bod z, lezi ze viech bodd mnoZiny M’ nej-

10) Ve smyslu obvyklém v algebre.
1) Kaidy pocitame jen jednou, i kdyZ je mnohonésobny.
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blize bodu z,. Podle véty 222 je jisté z; + %, Tedy 0 < |z, — zo| <
< R < p. Podle véty 223 plati v kruhu |z — z,| < o — |z, — 2|
rovnice (21).12) JeZto bod z, je hromadnym bodem kotenu funkee f,
musi podle véty 222 byti viichni soudinitelé mocninné fady (21) rovni
nule; potom je viak podle (21) f(z) = 0 pro vSechny body kruhu
|t — 2, < @ — |z, — %,|, takie viechny body tohoto kruhu patii k M
a rovnéz k M’. Ale mezibody tohoto kruhu existuji zfejmé body, je
maji od bodu z, mensi vzdalenost nez bod z, — ale to je ve sporu
s volbou bodu z,.

Vé&ta 225. BudiZ (12) mocninnd fada o poloméru konvergence ¢ > 0;
budiz aspoti jedno z &isel a,, ay, ay, ... rdzné od nuly. Potom platt:
je-li |y — xo| < o, je aspors jedno z &isel

(29) f@y), (@), (@), ...
razné od nuly.

Dikaz. Necht existuje &islo x, tak, Ze |x, — xo| < ¢ a Ze viechna
¢isla (29) jsou rovna nule. Podle véty 223 plati potom pro vSechna
z jistého kruhu Q(z,, ¢) (¢ > 0) rovnice (21), takze viechny body
tohoto kruhu jsou kofeny funkce f(x) (nebof prava strana rovnice
(21) je nula); to viak neni mozno podle véty 224, kdyZ |z, — z,| < o.

Poznamka 6. BudiZz v fadé (12) aspoii jedno z ¢isel a,, a,, a,, ...
ruzné od nuly. Véta 224 potom pravi, Ze kofeny funkce f(x) nemohou
miti Z4dny hromadny bod z uvniti¥ konvergenéni kruznice (t. j.
takovy, Ze |z — z,| < ¢); mohou v3ak miti hromadny bod na kon-
vergenéni kruznici; viz cvié. 2. Véta 225 pak pravi, ze kaidy z téchto
kofenii mé urditou nasobnost.

Poznédmka 7. Z rovnic (18), (19), (20) plyne pro z = z,:
1, 1,
(30) ao=/(xo), a1=1—!f(3o):-~-;an=m/ 779 I

takZe soudinitele a,, @, @s, ... 1ze vyjadiiti derivacemi funkce f v bodé
z,, t. j. ve stfedu mocninné fady.

Vita 226. Budie ay + (x — 2o) + ... + ap(® — o)k + ... = f(z),
bo + by(x — xo) + ... + be(x — z)* + ... = g(x) mocninné Fady o polo-

12) Sted je ,, polomdr ¢ — |z, — 2l; kreslete!
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mérech konvergence o > 0, o > 0. Necht existuje éislo R (0 < R <
< Min (p, 0)) takové, e pro nekoneéné mnoho hodnot xz, spliiujicich ne-
rovnost |x — zo| < R, jest f(x) = g(x). Potom je ay = by, @y = by,
ag = by, ... (t. zv. véta o neurditych soudinitelich pro moc-
ninné fady).

Dikaz. Rada

(@0 — bo) + (@1 — b)) — ) + ... +
+ (@ — bi)(@ — o)* + ... = f(x) — g()
mé polomér konvergence aspoii Min (g, 0),2%) tedy vétsi nez R, a jeji
soudet se rovna nule pro nekone&n& mnoho hodnot kruhu |z — z,| < R;
podle véty 224 je tedy a;, — b, =O0prok =0,1,2,...

Véta 227. BudiZ 0 < R < g, potom je fada (12) stejnomérné konver-
gentnt v mnofing Q(z,, R).

Dukaz. Pro |z — 2| < R jest |ax(x — zo)*| < |ax| R, takZe kon-
vergentni fada |a,| + |a,| R + |ag| R? + ... (s &leny nezdvislymi na x)
je v mnozing 2(z,, R) majorantni k fad& (12); véta 54 pak davé
vysledek.

(31)

Cvideni

oz -] oo (-] -
1 k k
I. Rady > kiak,> —ak, > k¥, > —, > maji po fad$ polomsr kon-
E<v okt G0 SR Ak

vergence 0, + o, 1, 1, 1. Na konvergen&ni kruZnici (t. j. pro |z| = 1, t. j. pro
¥ = ol?, g ¢ E;) jo tieti fada divergentni, &tvrtd absolutn® konvergentni; paté
pak je divergentnf pro z = 1, ale konvergentni pro |z| =1, z & 1. Dikaz

zxk 2

= el =11

o(n+hie _ 1

el? — 1

k poslednimu bodu: je-li z = ei? = 1, jest
na to uZijte véty 44.

2. BudiZ |z] < 1; potom jest

i ~1
f(x) = —l— el-%2 _ gl-z| — ! —_ 1 + ! —
2i 1—2a2 341 —=2)® 541 —=x)

KaZdy &len se pro |z| < 1 d4 rozvinout v fadu

1 = (2n + k)
= Z zk

(31a) (1 — z)2n+1 _k-O (2n)! k!

13) Je to rozdil dvou fad, konvergentnich pro |z — z,| < Min (g, o).
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1 — zk+1
Néavod: Pro |z| <1 je 1+ + a2+ ...+ 2%k = —l—x———, a odtud pro
- X

1
k — o plyne =1+ x + 2% + ...; derivuji-li 2n-krdte (uZivaje vlevo
—z

ptikl. 3 z § 1 a vpravo vty 223), dostanu (31a). Dosadim-li do fady pro f(z)
podle (31a), dostanu f(z) ve tvaru zobecn&né fady, jeZz jest absolutn$ konver-
gentni — soudet prostych hodnot jakéhokoliv koneéného podtu &leni je nejvyse
roven 1
1 N 1 N 1 ‘ ey
1o 30—z B —faps S
Lze tedy srovnati tuto fadu podle mocnin z a obdrZime
[} @
(— 1" (2n + k)
fo) = b, 3 (A @0
k=0 n=0 (2n)! (27L + 1)! k!
pro |z| < 1; polomér konvergence ¢ této fady je tedy > 1. Funkce f(x) se rovna

1—2 T 1—=
m =1,2,3,... odpovidaji hodnoty |z| < 1. Kofeny funkce f(x) maji tedy
hromadny bod 1, jenZ podle vty 224 nemuZe leZeti uvnitf krufnice |z| = g;
tedy je o = 1.

1
nule, je-li - ! + 2mni (m celé), t. j. £ = 1 — —; hodnotdm
mn

o]
3. Z cvié. 7 v kap. III, § 5 odvodte: je-li Dirichletova fada Z b,n—* konver-
n=1
gentni pro jistou hodnotu 8 = 8, = g, + it,, je konvergentni pro kaZdé s = o +
+ it takové, Ze ¢ > g, (v citovaném cviéeni pidtea, = b,n—%) a je absolutnd kon-
vergentni pro ¢ > o, + 1. Je-li absolutnd konvergentnf pro s = g, - it,, je
absolutnd konvergentni pro ¢ = a,. Z toho odvodte: existuji &isla 1 ¢ Ef, A ¢ EX

tak, ¥e fada Zb,,n" je konvergentni pro ¢ > A, divergentni pro ¢ < A, absolutnd
konvergentni pro ¢ > A, a neni absolutnd konvergentni pro ¢ < 4. Pfi tom je

budto 2 = A = — o (pkiklad: > 2~"n=%)nebo A = A = + o (ptiklad: > 2nn—?)
nebo jsou 4, A koneéné &isla a jest 1 < 4 < 4 4+ 1. Na pf. pro fadu Zn" je
A=A=1,profadu p(— 1)"n=*jed =04 =1.

§ 3. Mocninné Fady v n&kolika promé&nnych. Méjte nyni stile na pa-
méti ivahy o zobecnénych fadich, provedené v kap. III, § 3. Radu

[}
k,
2 . — )" (Y — o)
k. k=0
o ,stfedu’ [« ..., x,] 1ze pfevésti na fadu
o0
(32) > @, kxie. Ty

)
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o stfedu o = [0, ..., 0], klademe-li ; = y; — «;; omezime se proto na
vySetfovani fad (32).

Véta 228. Je-li fada (32) absolutné konvergentni v bodé [u,, ..., u,],
je absolutné konvergentni v kaZdém bodé [z,, ..., x,], pro né&jZ plati ne-
rovnosty
(33) feal < sl oo o] < ]

Souéet f(zy, ..., x,) Fady (32) je funkce spojitd v mnoZing (33).

Dikaz. Srovnejme ¢leny fady (32) néjakym zptsobem v posloup-

nost

(34) i@y, .. ), GolXyy oo 2y), oot

kazdé funkce g, je n&ktery z &lenit a, = i ... 27, tedy je to funkee
spojitd v K,. Rada

(35) Z |9n(u1, ey ur)l

n=1

je podle piedpokladu konvergentni; plati-li (33), jest |g,(zy, ..., 2,)| <
< [gn(uy, -.., %,)|; tedy je fada

z gﬂ(zl’ ceey xr)
n=1

v mnozing (33) absolutng a téz stejnomérné konvergentni. Odtud pak
plyne spojitost funkce f (véta 174, I).

Véta 229. Je-li (32) absolutné konvergentni v bodé [z, ..., x,], kde
2, #0, 2, £ 0,...,2, + 0, existuje &islo K < + oo tak, Ze vdichni
soulinitelé a; . splituji nerovnost
K

kr *

<
= [xl‘h e ]x,

|ak.. cenky

Dukaz. Z konvergence fady (35) (pro u; = z,) plyne, Ze posloupnost
(34) je omezend; existuje tedy K < + oo tak, Ze |g.(zy, ..., 2,)| < K
pron=1,2,...

Véta 230. Rada (32) budif absolutné konvergenini pro
(36) l#,| < Ry, ..., |&,| < B, (Ry,>0,...,B. >0);
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jejt soulet oznaéme f(xy, ..., %,). Potom je v mnoZiné (36) absoluiné
konvergentni téZ fada
(37) kyay, 2yl 2l
B2, Fe 20,000 kr20
a md soulet 9 .
ox,

Dukaz. Pro r = 1 je tvrzeni spravné podle véty 223. BudiZ tedy
r > 1. Budte déna &sla &,, ..., &, tak, Ze || < R; (j =1, ..., 7). Po-
tom fada
(38) f(xl’ 52’ LR 51‘) = 2 akl,,,‘,k,x’{‘gg' oo EI:'

Fip i hr=0
(je to funkce z,) je absolutné konvergentni pro |z,| < R,. Podle v&ty
39 mohu tedy funkei (38) psati ve tvaru mocninné fady (v promén-
né xz,)
(39) f@y, & oo 1) = D x’f‘( > kS0 5’:) )
Bi=0  \Fy..o k=0

jez ma polomdr konvergence > R,. Jeito || < R,, ma funkce (39)

podle véty 223 v bodé &, derivaci, tato derivace jest O .-, &)

0x,
a vypotte se takto:
of(6ys s & <
(40) /(5_161_5) z ky £kt ( }; Oakl“__’k’gg..._ggr) .
Dokazi-li jesté, Ze fada
(41) > ey, x &5 L&

k21, k20, ..., k20

jest absolutné konvergentni, bude tim tvrzeni dokézano: nebotf podle
véty 39 bude pak vyraz (40) roven soudtu fady (41).

Zvolme 8,, ..., S, tak, e |&| < S; < R; (j =1, 2, ..., r). Jeito (32)
konverguje absolutné v bod& [S,, ..., S,], existuje podle véty 229

K <+ o tak, Ze |ax,. . K N ; piSeme-li tedy lf’l
(0 é q;i < 1)! je

K
k@, ... 57185 . | S o Ragh g gk
1

LI_Sk = 4q;
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Tedy je fada (41) absolutné konvergentni: nebot soudet prostych
hodnot jakéhokoliv konedného podtu jejich &lenti je nejvyse roven
dislu

K [} [
42 — 5 kgt ..
(42) 3, kz 191 l‘.2-:0 q:

1=1

- 24
k=0
Rada (37) vznikla z fady (32) tim, Ze jsme v fad& (32) derivovali
élen po &lenu; misto z, jsme oviem mohli vziti kteroukoliv jinou pro-
ménnou z;. UZijeme-li v&ty 230 na ¥adu (37), dostdvime obdobnou
vétu pro derivace 2. ¥4du funkce f. Uplnou indukei pak ihned plyne

Vé&ta 231. Rada (32) (se soultem f(z, ..., x,)) budif absolutné kon-
vergentni v mnoZiné (36); potom md funkce f v mnoZiné (36) parcidlnt
derivace vdech Fidu, tylo derivace jsou v mnoZiné (36) ddany jako soulty
absolutné konvergentnich fad, je£ vanikaji tak, Ze v fadé (32) dertvujeme
Elen po Elenu. Tedy jsou tyto derivace spojité!t) a zdménnél®) v mnofing
(36).

Véta 232. Rada (32) budif absolutné konvergentni v okoli poldtku,1%)
budif f(z,, ..., x,) jejt soulet. Potom plath:

I. Existuji éisla K, L (0 < K < 4 0, 0 < L < + o) tak, %e jest

(43) lak,,...,k,l < KLk;+...+kr .
I1. Jest
(44) a, 1 ak.+k.+...+k,f(0, vees 0)

ok = BT R dE . oaE

111. Je-li f(,, ..., z,) = 0 v kaZdém bod& jistého okoli poldtku, jest
,,...x, = 0 pro véechna k, >0, ..., k, = 0.

Dikaz: I. Existuje § > 0 tak, Ze fada (32) je absolutné konvergent-

ni pro x, =2, = ... = z, = §; tvrzeni I plyne pak z véty 229 pro
L=1:6.

II. Derivujeme-li tadu (32) ¢len po ¢&lenu a dosadime potom z, =
= %y = ... = x, = 0, obdrZime podle v&ty 231 tvrzeni II.

1) Podle vity 228.

15) Nebot derivace jednotlivych élent fady (32) jsou zam&nné podle pikl. 5
v§l

§“) To znamend ovem: Existuje okoli 2 bodu o tak, Ze (32) je absolutnd
konvergentni v ka¥dém bod$ mnoZiny .
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III. Necht existuje 6 > 0 tak, ze f(z,,...,2,) =0 Vv mnozind
|2y < 8, ..., |x,| < 4. Potom jsou v této mnoZing — a tedy speciilnd
v potatku — vsechny parcidlni derivace funkce f rovny nule a III
plyne z II.

Poznamka 1. Z III plyne oviem tato véta ,,0 neurditych soudini-
telich*: maji-li dvé mocninné fady v okoli potitku stejny soudet,
maji ob& fady tytéZ soudinitele. Pro » = 1 znime oviem ostfejii
vétu 226; viz k tomu cvié. 3.

Ixl+lyl<1 x3elyl<1 Ixl<1
Obr. 13.
Cvideni
. R (m + n)! man .y .
. Rada ————— z™y" je absolutn®d konvergentni tehdy a jen tehdy,

mn=0 min!

-2
je-li konvergentni fada z (lx] + Jyh¥, t. j. je-li || + |y| < 1. Odtud: fada
k=0
0
(m + n)! . . . .
———— T™yY" je absolutng konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li |z|* +
mn=0 MM

O pmyn
+ ly] < 1. Rada

mmn=0
|z| < 1. Nakreslete tyto tn obory pro redlnd z, y, abyste vidéli, jak riuzné
mohou byti obory absolutni konvergence u dvojnych mocninnych fad.

je absolutné konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li

2. Rada (32) je absolutnd konvergentni pro viechna z,, ..., z, tehdy a jen
1

tehdy, platf-li toto: srovname-li &isla |y, . &, |F++ - - +* n&jakym zpisobem v po-
sloupnost, mé tato posloupnost limitu 0.
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3. Rada (32) budiz absolutn¥ konvergentni pro |7,j < R,,...,|r,| < R,
(R, >0,...,R, > 0). Budte M,, ..., M, mnoZiny komplexnich &isel s t&mito
vlastnostmi: I. M; mé aspoil jeden hromadny bod ¢; takovy, e |&;| < R;
( =1,...,7). II. Dosadim-li do Fady (32) za z, libovolné &islo z M,, ..., za z,
libovolné &islo z M,, je soudet fady roven nule. Tvrdim: vSichni soudinitelé
fady (32) jsou rovni nule. Dikaz z véty 226 indukei podle r (viz obdobnou
indukei v dikazu véty 178).

§ 4. Poletni vykony s mocninnymi Fadami. Véta 233. (Séitani a
nasobeni.) Jsou-li fady

(45) /(xl, ooy x,) = z a'kl,.,,,k'x’:‘ . xf’ ,
Fureiorky =0
(<o}
(46) 9@y .. x) = S by ab.ah

kypouiybr=0

absolutné konvergentnt v okoli poédtku a jsou-li A, B komplexni é&isla,
platt v okoli poldtku tyto rovnice (pfi éemZ fady vpravo jsou absolutné
konvergentnt v okolt poédtku)

4 f(Il, L] xr) + Bg(x].: ---:xr) =

47 st
(47) = S (Aay, s+ Bby, ) @h...ab,
Epeiorkr=0
ks - ~
(48) f(xy, ..o, 2,) . g(zy, ..., x,) = z Cr, kXN ... TH,
kiy.ooy kp=0

pFi Cemé
(49) Cry,... K, = 2 a,...ibu...1 -

hith=k

Geti =k,

Duikaz je téméf samoziejmy: srovndm zobecnéné fady (45), (46)
v absolutn& konvergentni fady (obyéejné) a provedu séitani, po p¥ip.
ndsobeni (viz vétu 40), ¢imZ vzniknou opét absolutné konvergentni
(po ptip. zobecnéné) fady, jez vhodnou dpravou podle véty 39 upravim
na tvar (47), po ptip. (48).

Véta 234. (Dosazovani nekoneinych fad do mocninnych
tad.) Budif fada (32) absolutné konvergentni pro |x,| < R,, ..., |z,| <
< R,. Budte
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(50) Sb 1), 3 bln, ) V)

neM, nyeM,

absolutné konvergentni zobecnéné fady takové, Ze

(51) S |bns, )| < By proj=1,2,..,r.
njeM;
V fadé (32) polofme specidiné
(52) = Y b(ny, 1), ...,2, = > bn,, 1)),
n.eM, neM,

Potom je étslo

(53) f(Zy, ...o2,) = f( Z b(ny, 1), ..., z b(n,, r))

nyeM, n.eM,
rovno soultu absolutné konvergemtnt zobecnéné fady U, jejimi% &leny
jsou prdvé vdechny vyrazy

(54) Q. 1 b(Mmyy, 1) o bRy, 1) o B(R, 7)o B(Ry g, 7)
(ki =20,n; e M; prol <m < k).

Dikaz. Pisme 3 [b(n;, j)| = 8;, takie 0 < 8; < R,. Cislo (53) je
n EM,'
soudet viech élenﬁi

(85) @y, a2t ...xy=ap (2 bng, 1) .. (> bn, ).
neM, neM,

Vynésobim-li absolutné konvergentni fady vystupujici v ¢&lenu (55),
dostanu (podle véty 40) absolutné konvergentni fadu, jez se sklids
pravé z onéch &lent (54), v nichz vystupuji pravé ony hodnoty &y, ..., k,,
jeZ se vyskytuji v ¢lenu (55). Je-li tedy fada U absolutné konvergentni,
je soudet této fady — podle véty 39 — vskutku roven soudtu viech
tisel (55), t. j. roven hodnoté (53).

Absolutni konvergence fady U plyne pak z toho, Ze soudet prostych
hodnot jakéhokoliv kone¢ného podtu é&lent fady U je zfejmé nejvyse
roven ¢&islu

17) Indexy u &isel b jsou sloZité; proto je piSi do zdvorek, aby se pfili§ ne-

kupily.
18) To smime, je¥to prosté hodnoty t8chto &isel jsou mensf ne% R, ..., R,.
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k.
L“_'E,y_o lax,,....x| (ngl. b(ny, l)l) . (n,%[, Ib(n,, ’)l)

= z |ak".“,k'| S’;' cae S’:’ .

| - :, =

k,

Poznédmka 1. Véta i dukaz vlastné jsou velmi jednoduché, pouze
indexy jsou sloZité. V podstat® ifka véta 234 toto: Dosadim-li do fady
(32) za z,, ..., z, podle rovnic (52), mohu provésti v kazdém &lenu
vynésobeni, ¢imZz dostanu absolutn& konvergentni fadu U; soulet
této fady U (kterou mohu v disledku véty 39 psiti v nejrizné&jiich
tvarech) je pak roven ¢islu (53); vie oviem za pfedpokladu, Ze plati
podminka (51). Vezméme jeden velmi dileZity piiklad.

Piiklad 1. (Dosazovani mocninnych fad do mocninné
fady.) Budte

o«

(56) @y, cn2) = 3 @y, k%Y ... 25,
Fiyeosk,=0
< 1
vy ) = 3 b ot vl
fl:-~-:7l‘0
(67) ©
(Pr(vh seey va) = Z bgfl’.__,,‘v{' oo v:’
Jiseeesdo=0

mocninné fady, absolutné konvergentni v okolt poldtku; budiZ ¢4(O0, ...
e 0) = ... = 9,0, ..., 0) = 0. Potom lze funkci (proménnych v, ...
“es Vg)

,(‘Pl(vl’ ceey va), ceny ‘Pr(”n sy va)) =
(58) « )
= 3 G kO 0 (@0 )

vyjddfitt v okolt poldtku mocninnou fadou

(59) S om

My, Mm=0

m, m,
o m T O

kterou obdriime tak, Ze na pravé strané v (68) provedeme vyndsobeni a
slouétme éEleny, obsahujict tyf soubin v ... vi™.
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Diakaz. Budiz fada (56) absolutné konvergentni pro |z;] < R
(R > 0). Jezto b§? o = 0, existuje &islo S > 0tak, Zeprot =1,...,r
jest

@O

2, 5

Jiveessa=

8 ... 84 < R .19

Pro |v;| < 8 lze tedy uziti véty 234, nadei v absolutné konvergentni

fadé ¥ sloudime vidy vSechny é&leny, obsahujici tyZ souéin v ... v™.

Piiklad 2. Jestlize fada (32) je absolutné konvergentni pro
v8echna z,, ..., x,, muZeme ve vété 234 ziejmé vynechat pozadavek
(51) [stadi absolutni konvergence fad (50)]. Odtud ihned plyne tato
véta, analogicka vété z piikl. 1: JestliZe fada (56) konverguje absolutné
pro vdechna x,, ..., x, a jestlize fady (57) konverguji absolutné pro vechna
[v4) < 045 ..., |vs] = 0, (neni nutno piedpoklddati ¢,(0,...,0) = ...
= ¢,(0, ..., 0) = 0), potom fada (59) — sestrojend podle piedpisu
z pikl. 1 — je absolutné konvergentni pro |vy| < 0y, ..., [v5| < 0, @ jejt
soucet se tam rovnd funkci (58).

Ve vété 233 jsme se zabyvali séitdnim a ndsobenim mocninnych
tad. Pfistupme k déleni.

Vé&ta 235. Budte (pisi f(x) misto f(x,, ..., z,) atd.)

© -]

flx) = z a,,hm,,,’x’{' e xbog(x) = Z b,,hm’,c,x'{‘ ez

Eu. o k=0 Eiyeor k=0

mocninné fady, absolutné konvergenint v okolt poédtkw. Budif

b0,0,...,O * 0.
Potom lze funki .51((—2)) vyjddfiti v okoli poldthu moeninnou Fadou,
kterd konverguje absolutné v okolt podtku.
Dikaz. Dokazme, Ze funkei .‘;% Ize vyjadfiti takovou fadou; podle
1

véty 233 lze pak timto zplisobem vyjadfiti i souéin f(z) . @

19) Levs strana je absolutn konvergentni, je-li S dosti blizko nuly. Lze ji
tedy upraviti (véta 39) v mocninnou fadu jedné proménné S, je% mé prosty
dlen 0 a tedy mé nésledkem spojitosti limitu 0 pro S — 0.
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Pro [z| < 1 je
(60) S R S

1—2=2

(Nejpiirozenéjsi dikaz je jako pfi redlném z: vypoétu 1 + 2z + ... +
1—

n—1 ——
+7 =

= 0 a tedy lim z* = 0). Nejkrat$i dikaz dostaneme, vynisobime-li
podle véty 233 mocninné fady (1 —z2)(1 +2z+ 224 ...) = 1.) Do-
sadme do (60)

z; a provedu limitni pfechod n — oo (je lim |20 =

b_—lo (9(x) — bo,....0) 5

)

rA—

vpravo je mocninnd fada, kterd ma v poéatku hodnotu 0. V (60) vlevo

bo,...,0
9(x)
ninnou fadou, absolutné konvergentni v okoli podétku. Tim je dikaz
proveden.

dostaneme , pravou stranu lze pak podle piikl. 1 vyjaddfiti moe-

Poznamka 2. Jak 1ze vypodisti v praxi koeficienty fady

f(=) S "
= = c ol il
g(x) ks --?;’1 =0 Fur ek r

Takto: vynasobim g(z), takze

Dag, .. kT .- xkr = Db, .. m & T Do, p &L TP
Vpravo vynasobim podle véty 233, nadez podle pozn. 1 v § 3 vim,
Ze kaZdy soudinitel mocninné fady vpravo se musi rovnati stejno-
lehlému soudiniteli vlevo; t. j.

(61) bo,....oC0,...0 = o, 0>

obecné

(62) bO, e.0Cay . yq, + me" veumCoy,. 0, = Qq,,. .. q,>

kde za znamenim Z se séit4 pres viechny systémy m,, ..., m,, p,, ..., D,
takové, Ze m; + p, =Yy, ..., m, + P, =¢, — 8 vyjimkou ¢&lenu
8 m; = mg = ... =m, = 0, ktery jsme napsali zvlait pied znamenf

2. Nazveme ¢&islo ¢, + ¢, + ... + ¢, ,,vySkou* koeficientu ¢, . .
Jeizto b, o + 0, uréuje rovnice (61) koeficie.t ¢, .., vysky 0. Je-li
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t > 0 (t celé) a zndme-li jiz vSechny koeficienty vysky mensi ne% ¢,
uréuje rovnice (62) jednoznaéné kaidy koeficient ¢, o VySky ¢
nebot za znamenim 3 stoji koeficienty vysky mensf nez ¢, + ... +
+ q, = ¢, tedy é&isla jiz znama.
Poznimka 3. Koeficienty fad pro
z)
(63) 4f@) + Bylo) [ 9(a), 2
dostaneme podle véty 233 a podle pozndmky 2 z ¢isel 4, B a z koefi-
cientli fad pro funkce f(z), g(x) séitanim, od&itinim, nisobenim a dé-
lenim (déli se jen &islem b, ,). Tedy: jsou-li 4, B a koeficienty fad
pro funkce f(x), g(x) &isla redlnd, jsou i koeficienty ¥ad pro funkce (63)
¢isla realna.
Cvicenf
Definujme cos z, sin z (pro v8echna komplexni ) a arcsin x (pro vSechna kom-
- (= 1)kg2 = (= 1)k gak+1

lexni z kruhu |z| < 1) fadami cos x = - ,sinz = _—
P <1 2 2 @I
. = 1.3.5...(2k— 1) a2+1
msmx:xﬂ; 2.4.6...2k 2k+1
rovnice plati, viz DI, véta 156, 161).

1. V jistém okoli podatku jest

»

(pro pifslusné redlnd z tyto

! —E +ﬂxz+ﬂx4-£§a:e+
cos x o 2! 4! ' e o
2n 2 2n
pf‘iéemiEﬂ—(2 E,,+ : E, ,— ...+ (=" (2n)Eo=0pron>0.

Odtud plyne, %e E, jsou celd &isla. Vypottste K, ..., £ (kontrola: E; = 50521).

@ -]
2. Jsou-li rady f(z,y) = Z a; Yk, o) = sz?ﬂ absolutné konvergentnf
Jk=0 =1

[}
v okolf podatku, plati v okoli podatku rovnice f(z, ¥(r)) = Z c,z®, kde ¢, =
n=0

= Daubb,, ... by, kdek se stita pies viechny systér?y j 2 0. k 2 0,1, > 0, ...
veuly>0takové, Zej + L + L+ ...+ =n.

3. Budi? m =+ 0 reélnsé &islo, () = cos (m arcsin %), y(x) = sin (m arcsin z).
Podle pifkl. 2 1ze pro |z| < 1 psati

= k| = ik,
(@) goakx (@) go
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Cisla a,, b, stanovime nejsndze takto: @, = ¢(0) = 1, a, == ¢’(0) = 0 (poditime
derivaci stéle pfi redlné proménné, viz pozn. 3 v § 1) a podobné b, = 0, b; = m.
Déle

my(z)

P'@) = — » (1 — 22) p%(x) = m¥(1 — ¢*(x))
Vl — x?

a odtud — pokud ¢’(z) + 0 —

(1 — 2?) ¢"(x) — zg’(x) + mip(x) = 0.
Leva strana je mocninnd fada a rovnice platf pro vSechna redlnd z ¢ (— 1, 1),
pro né% ¢’(x) =+ 0; tedy jisté pro nekoneénd mnoho redlnych z, majicich hromad-
ny bod 0.2°) Tedy (v&ta 226) jsou vSichni soudinitelé levé strany rovni nule, t. j.
(k+ 2)(k + 1) a,,s + (m® — k%) a;, = 0 a odtud

mim? — 23)(m? — 42) ... (m? — 2%n — 1))

Aap_y = 0, Gy, = (— 1)*

(2n)!
Obdobné
_ _ L m(m? — 1%)(m? — 3%) ... (m? — (2n — 1)?)
bnn - 0’ bln+l - (_ 1) (2n F l)! .

§ 5. Mocninné ¥ady v jedné prom&nné na konvergen&ni kruZnici.
Mai-li rada

(64) S a2 = f()
¥=0

polomér konvergence p (0 < ¢ < 4+ o0), je jeji soudet f(z) funkei spo-
jitou pro |z| < ¢. Na kruinici |r| = ¢ jsou moiny rizné piipady.
Zvolim-li bod ge'* (x redlné) na konvergenéni kruznici, mohu se ptati
predné: je fada (64) konvergentni, kdyZz do ni dosadim z = ge'*?
Za druhé: ma funkce f(z) limitu, kdyZ se x po poloméru kruZnice
z vnittku blizi bodu ee'*? Tyto dvé otdzky uvedeme v souvislost:

budeme se ptati, jaky je vztah mezi konvergenci fady Y a(ge')
K=o
a mezi existenci limity lim f(te'*). Napted otdzku trochu formalng
t—e- .
zjednodusime: pidi-li x = e'*y, piejde bod x = ge'* v bod y = p;
pisi-li déle y = pz, piejde bod y = ¢ v bod z = 1 a kruZnice |y| = ¢

1) Snadno zjistite, Ze nenf stéle ¢’(z) = 0, tak¥e existuje d > 0 tak, Ze pro
z * 0,ze(— 9,0)je ¢'(x) + 0; viz v&tu 222.
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v kruznici |z| = 1. Staéi tedy, omezime-li se na p¥ipad ¢ =1 a na
limitni pfechod x — 1 — (jde tedy o limitu p¥i redlném z). Ctena¥
se jisté dovede odtud vratiti k obecnému ptipadu.
Vé&ta 236. Rada v (64) necht md polomér konvergence 1. Pro x| < 1
definujme f(x) rovnict (64). Potom plati:
1. Je-li fada

(65) lzﬂak

konvergentni, je fada (64) stejnomérné konvergentni v intervalu {0, 1);
ddle existuje limita
(66) lim f(zx)

z—1—
a rovnd se soultu fady (65).21)
I1. Existujt pfipady, kdy limita (66) existuje a fada (65) diverguje.
I1I1. Je-li véak
(67) lim ke, = 0

k—c
a existuje-li limita (66), je fada (65) konvergentni (a jeji souéet se ovdem,
podle I, rovnd limité (66) ).22)

Poznamka 1. Ve vété jde vesmés o reidlnd z intervalu (O, 1).
Tvrzeni I je velmi uspokojujici, neda se vSak podle tvrzeni II obratiti.
Tvrzeni III vSak ukazuje, Ze se tvrzeni I pfece nékdy da obratiti,
totiz tehdy, konverguji-li @, dosti rychle k nule [podminka (67)].
Tuto podminku lze nahraditi podminkou znané méné pozadujici —
touto otdzkou se viak zde nebudeme zabyvati, a patii mezi dulezité
otdzky moderni analysy.

Dukaz I. Budiz (65) konvergentni. Pro 0 <2 <1 je 1 > 2 >
=z > ... > 0. Podle véty 55 je tedy fada > a,x* stejnomérné kon-
E=0

vergentni v (0, 1). Jeji soutet je tedy funkce spojitda v <0, 1); odtud
plyne, Ze

lim z axk = zak 1%,

r—>1- k=

1) T, zv. vita Abelova.
22) T, zv. véta Tauberova.
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. 1 2 . 1
II. Pro III <1 ]BSt ﬁ_——x =1 x4+ x .oy funkce m
mé v bodé 1 limitu }, ad fada 1 — 2 + 2* — ... je pro z = 1 diver-
gentni.

III. Necht existuje limita (66), oznadme ji s, a necht plati (67).
Pro kaidé n € N oznaéme znakem ¢, ¢&islo

&y = sup [kax| ;
k=n+1,n+2,n+3,...

tedy lim ¢, = 0. Pro libovolné = ¢ N a pro kazdé x € (0, 1) jest

fn—o
n

(68) Son— fo) = Sl — ) — z+|akxk
Zde jest

(69) Lilak(l — k)| = (1 — x)|kila,‘(l +z 4. x| <

<(1- x)le |ka| ,

0 o0

kak|:v’°<e” 2 v <

=n+1 =-n4
'l
n Z n(l — :c)

a0
k-;—f-l

(70)

II/\

Zvolme nyni x = 1 — i (n>1), tedy 1 —x= %, z (68), (69),
(70) plyne

kz _fl——)l< ZILakl-’l-en.
Jezto lim |ka;| = 0, je podle vty 29 té%
k—

(71)

lim |l.a1|+|2.a2|+...+|n.a,.|=0;

n—wo n

jeito téZ lim ¢, = 0, je podle (71) 11m ( > a,— f(l — %)) = 0. Jezto

A=0

pak lim/(l—;)=s, jelim > a,=3s.

n—ro n—ow k=0
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Cviceni

V kap. IV, § 3, pfikl. 1 jsme pro — 1 < 2 < 1 snadno dokdzali, Ze

a3
if— -3 + ... = arctg x; jeito fada vlevo konverguje pro z = 1, plyne
1-3+3—%+...=limarctgz = {r. Tim jsme znovu (a velmi snadno)
1~

odvodili znémou fadu pro }= (viz DI kap. XII, §5; jiny dikaz viz v kap. IV,
§ 3, cvit. 4).
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