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KAPITOLA V

LEBESGUEUV INTEGRAL V E,

§ 1. Vitaliova v&ta o pokryti. V celém tomto paragrafu znamend u
Lebesgueovu miru v E,. Omezeny nezvrhly interval v E,, jehoz hrany
jsou stejné dlouhé, nazveme krychlovym intervalem. Délku hrany
krychlového intervalu K budeme znaditi h(K); je tedy 0 < h(K) <
< + 0, u(K) = hr(K). Kratéeji budeme krychlovym intervalim
ftkati , krychle‘ (uvédomte si oviem, Ze to jsou krychle ve specialni
poloze).

Budiz M C E, a budiZz & systém uzavienych krychli v E,. Budeme
rikati, Ze & pokryvd M ve smyslu Vitaliové, jestlize kazdy bod z M je
obsaZen v libovolng malych krychlich systému &; podrobné: jestlize ke
kazdému z ¢ M a kazdému ¢ > 0 existuje krychle K ¢ & tak, Ze z ¢ K,
hK) < e.

Poznamka 1. Nechf systém & pokryvd M ve smyslu Vitaliovs.
Necht G je oteviend, M C G. Potom systém onéch krychli systému &,
které lezi v G (t. j. které jsou éastmi mnoZiny ) zfejmé také pokryva
M ve smyslu Vitaliové.

Vé&ta 81 (Vitali). Necht @ & M C E, a necht & je systém uzavienyjch
krychlovyjch intervali, pokrjvajict M ve smyslu Vitaliové. Potom existuje
disjunktni spoletny systém krychlt z K:

(1) K, Ky, Ks,... (K,eR K, K,=9 pro p % q)
tak, e (1 je Lebesgueova mira v E,)
(2) pM ~UK,)=0.

n

Poznédmka 2. Posloupnost (1) je budto koneénd, t. j. mé jisty po-
sledni ¢len K,,, nebo je nekoneénd.

Dikaz. I. Pfedpoklddejme napied, Ze M je omezend. Sestrojme
otevienou krychli I tak, e M C I. Podle pozn. 1 smime z £ vynechati
viechny krychle, jez neleZi v I. Smime tedy a budeme pfedpokladati,
%e viechny krychle K e & lezi v I a tedy h(K) < h(I).
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Zvolme predng n&jakou krychli K, e & Je-li M c K,, jsme hotovi.
Neni-li viak M c K,, sestrojujeme dalsi krychle K,, K, ... podle
tohoto predpisu: Je-li » pfirozené ¢&islo a jsou-li disjunktni krychle
K,, ..., K, (K;e8) jiz zvoleny, poloime

n
(3) Fn_':UKi’ Gn=I_.'Fn-
. =1

Tedy F, C I je uzaviend, G, oteviend. Jestlize M C F,, jsme hotovi:
za posloupnost (1) vezmeme K,, K,, ..., K,. Neni-li tomu tak, t. j.
existuje-li bod zye M = F,, volime K., takto: JeZto F, je uzaviens,
mé z, od F, kladnou vzdilenost. Jeito systém & pokryvéd M ve
smyslu Vitaliové, existuje Ke& tak, Ze ze K CI - F, = G,.2)
Budiz s, supremum v&ech éisel A(K) pro viechna K € &, leZici v G,.
Jezto aspon jedno takové K existuje, je 0 < 8, < A(l) < + oo.
Zvolme (vzpometite si na definici suprema) K, ., € & tak, ze?) h(K,.,) >
> }8p, Kuiy CGQ,. Systém K, K,, ..., K, jest opét disjunktni. Tak
postupujeme dale. Skoné&i-li se tento proces pfi nékterém n, jsme hotovi,
jak bylo jiz poznamendno. Neni-li tomu tak, dostdvime nekonednou
posloupnost krychli

(4) K, Ky, ... (Kpe&, KDKG =@ pro p * q)

s touto vlastnosti (F,, @, definuji vzorei (3)): je-li s, supremum &isel
h(K) pro viechna K € 8, jeZ lezi v @, je

(5) hK,.)> %38, >0pron=1,2,...
Jeito K, jsou disjunktni, je

(6) 2 hr(K,) = MU Ko) < pld) < + oo
n= n=
Budiz @, krychle soustiednd s K, o hrang k(Q,) = 5h(K,).
Z (6) plyne
(7) lim h(K,) = 0, 2A(Q.) < + .
fi—>o 7 -

1) Ka%dé K e & leZi v I.
1) Velmi pfirozené myslenka: Chei pokryti ,,co nejvétﬁi &ast mnoZiny M;
proto volim K., ,,velké«.
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Polozme F = U F, = U K,. Stadi ziejm& dokdzat, %e pro kazdé pti-
Py n=1
rozené p je

(8) M= Fcy Q.

fn=p

nebot odtud plyne u,(M — F) < > h"(Q,), kde vpravo je zbytek kon-
n=p

vergentni fady; tedy u,(M — F) < ¢ pro kazdé ¢ > 0, t. j. u(M —

~ F)=0.

(8) pak dokdZeme takto: Vezméme libovolny bod ze M — F. Jest
ze M, xe G, Jeito G, jest oteviens, existuje K ¢ & tak, Zexz e K C G,,.
Podrzme krychli K pevnou. Nemuze byti K C G, pro viechna n > p;
nebot je-li K c G, je h(K) < 8, < 2h(K,.,) (viz (5)) a pravi strana
podle (7) konverguje k nule pro n - 0. Tedy: Je K C Gy, t. j. KF, =
= @, ale existuje n > p tak, Ze je KF, + 0 (t. . K nelezi v @,). Vezmg-
me nejmensi takové n > p, takie

KF, , =90, KF,+0, tedy KK, + 9.
Jeito K C G, _,, je MK) < 8,_, < 2h(K,) (viz (5)). JeZto K m4é spo-
le¢ny bod s K, a hranu mensi nez 2h(K,), je zfejmo (nadértnétel), Ze
K c @,. Tedy x € @, pro jisté n > p. Tim je (8) dokazéno.
II. Budiz nyni M neomezend. Sestrojme vSechny oteviené krychle

E m<z,<m+1,...m<z,<m +1),
[zh"-rz']

kde m,, ..., m, jsou libovolné cel4 d&isla. Srovnejme tyto krychle v po-

sloupnost R,, R,, ... MnoZina E, - U R, ma miru rovnou nule, nebot
n=1

se skldd4 z ongch bodd, jejichZ n&kterd souradnice je celé &islo, t. j. je
sjednocenim spodetného systému nadrovin (tedy zvrhlych intervalii).
KaZdou z omezenych mnoZin MR, lze podle bodu I skoro celou?)
pokryti spodetnym disjunktnim systémem krychliz &, o nichZ mimo to
smime (viz pozn. 1) pfedpokladati, Ze leZi v R,. VSechny tyto krychle
(pro n = 1, 2, ...) tvofi tedy dohromady disjunktni spodetny systém
krychl z &, pokryvajici skoro celou mnoZinu M.

3) T. j. a%Z na mnoZinu miry 0.
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Podany dikaz pochdzi od polského matematika St. Banacha.
Pro omezené mnoziny lze z Vitaliovy véty odvoditi tento disledek:

Vé&ta 82. Necht M CE, je neprdzdnd omezend mnofina a necht & je
systém wuzavienych krychlovijch intervali,, pokryvajict M ve smyslu
Vitaliove. Necht ¢ > 0. Potom existuje disjunkini konelny systém
krychlt z K:

(9) KI,K,,,...,K,,. (KnGR:KvKa=¢prop*Q)
tak, Ze
(10) uiM -~ UK, <e.

n=1

Dukaz. Zvolme otevienou omezenou mnozinu G > M. MiZeme se
(podle pozn. 1) omeziti na systém t&ch krychli K ¢ &, pro které je
K c @. Vyberme z nich disjunktni posloupnost (1), pro kterou plati
(2). Je-li posloupnost (1) nekoneénd, uvazme, Ze

Zlﬂ(K,.) = ,U(U K,) S p@) < + o,

takze fada vlevo konverguje. Existuje tedy m e N tak,%e > u(K,)<e.

n-m+1

Jeviak M — UK cC (M~ UK)U( U K,), takZe podle (2) dosté4-
n=1 n=m+1

vame (10).

Cvi&eni

1. Viz cvié. 2 v kap. I, § 10. Sledovénim dikazu vty 81 zjistdte, Ze tato vita
zistévéd v platnosti i tehdy, jestlife uzaviené krychlové intervaly nahradime
uzavienymi koulemi (A(K) znadf ted polomé&r koule K).

V dalfch evi¥enich budiZ f zobrazen{ E, na E,, které je isometrické pfi euklei-

3t
dovské metrice o(z, y) = ( 2 (z — y‘)’) Viechna takové zobrazeni byla po-

pséna v D 1, kap. VI, § 3, pi‘ikl -3 — ale nebudeme to potiebovat.
2. Obrazem uzaviené koule je uzaviend koule o témZ poloméru.

3. Obrazem mnoZiny nulové je mno¥ina nulové (viz cvié. 5 v kap. I, § 10).
Proto obrazem méfitelné mno#iny je métitelnd mnoZina.

4. p,({(M)) < p(M). Navod: Necht u,(M) < + o, & > 0. Sestrojim otevte-
nou G > M, u(@) < p,(M) + e. Podle cvi8. 1 pokryji skoro celou M disjunktn{
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posloupnosti koulf K, c @ (n=1,2,...); podle cvié. 2,3 bude u,(f(M)) <
< ZuK,) < pM) + e

5. u,(f(M)) = p,(M). M je m&fitelné tehdy a jen tehdy, je-li f(M) méFitelns.

Névod: cvid. 3, 4 a inversn{ zobrazeni. Obecn&j&{ vysledky obdriime v kap. VI.

§ 2. Derivace funkci s variaci koneénou. V tomto paragrafu pijde
o redIné koneéné funkce jedné redlné proménné. Znakem {a, b) budu
v tomto paragrafu oznafovati nezvrhly omezeny uzavieny interval
(t. j. @ £ b) — kaidy takovy interval v E, je oviem ,,krychlovy‘. Na
rozdil od dosavadnich tmluv budu v tomto paragrafu pripoustéti
oznadeni (a, b) i tehdy, kdyZz a > b; potom necht <{a, b) znamens
totéz, co (b, a) (tedy na pi. (3, 1> = (1, 3>). Slova ,,mira*, ,, méfitelny‘
a pod. a znak u se vztahuji k Lebesgueové mife v E,.

Poznédmka 1. Definujme hornt a dolni derivaci funkee f v bodé z
rovnicemi

D f(x) = lim sup fo+ b —f@ h’)l — I ,
h-0

11

- D f(@) = lim int (&£ —f@)
h—0 h

Vidy jest D f(z) < D f(x). Derivace f'(z) (konedné nebo nekoneénd)

existuje zfejmé tehdy a jen tehdy, je-li D f(x) = D f(x), nadeZ f'(z) =

= D f(z) = D f(a)

Poznédmka 2. Z definice v pozn. 1 je patrno, Ze existuji posloup-
nosti hy, hy, ...; ky, ky, ... tak, Ze

(12) h, +0, limh,=0, lim f"‘“‘,’;’““”:ﬁf(x),

fn—oo f—>o n

(13) k, +0, limk, =0, lim ﬂ’”“‘,:""”:gf(x)

71— 00 fn—>o n

(viz kap. I, § 1, pozn. 4).

Poznimka 3. V DI, kap. V, § 8 jsme zavedli ¢tyfi derivovand
¢isla.¢) Ziejms

¢) ,,Zpravas D+ f(z) = lim sup Kz + h) — f(z) s
h—0+ h
D, f(z) = lim inf f + hlz — f(z) a podobnsd ,,zleva‘ (D-, D_; pi§ b —» 0 —).
0+
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D f(x) = Max (D+ f(z), D~ (), D f(x) = Min (D, f(z), D_ f(z))
(viz D I, kap. V, § 6, pozn. 4 nebo kap. VI, § 12, pozn. 5).

Poznémka 4. Je-li f neklesajici v (a,d), je D f(x) = Oproa <z <
<b.

1. pomocn4 v&ta. Budif f funkce rostouct a koneénd v intervalu (a, b)
(—o<a<b< 4+ o). Budif 0<p < + o, MC(a,b). Necht
v kaZdém bodé mnofiny M je D f(x) < p. Potom p,(f(M)) < p p(M).

Dikaz. f(M) je obraz mnoZiny M, tedy jistd mnoZina v E,. BudiZ
& > 0. Podle definice vn&j&i miry (&islo o, ve vét& 10) existuje oteviensd
mnozZina G tak, Ze
(14) Mc@c(@b)) w) <uM)+e.

Ke kazdému bodu z € M existuje posloupnost k,, k,, ... tak, Ze plati

(13); jezto D f(x) < p, mlZeme po vynechéni koneiného poétu éleni
dosdhnouti toho, Ze pro viechna pfirozena n je

k,+0, limk,=0, {(z,z+k,)c@Q,

(15) f7—>0
ﬂx+k]:)_f(x) <P+£ neboli lf(x+lrl;l)l_i(x)| <p + e

(nebot v piedeslém zlomku m4 gitatel totéZ znameni jako jmenovatel).
Tim je kazdému bodu ze M piifazena jistd posloupnost intervald
{z,z + ko) (n=1,2,...; ¢isla k, zdvisi oviem na z; pro v&tsi jasnost
lze pséti k,(x) misto k,). Viechny intervaly {(z, z + k,(z)) (pro vechna
ze M, neN) pokryvaji M. Jeito f je rostouci, je obraz intervalu
(%, z + k.(x))> zfejmé obsaZen v intervalu

(16) @), fz+ ka®));
viechny intervaly (16) pokryvaji tedy f(M), a to ve smyslu Vitaliova,
nebot z (15) plyne

(17) [f@ + ka(z)) — f(@)] < (D + &) [ka(2)] .
Podle véty 81 existuje tedy disjunktni posloupnost

(18) I, I, ... (Inl,=9 pro m % q),

§) Kdyby nebylo G cC (a, b), mohu misto @ vzit G . (a, b).
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vybrana ze systému intervald (16) a takovd, Ze
(19) p(f(M) = U L) = 0.
m

KaZdému intervalu I,, ptitadme interval H,, takto: Je-li I, interval
(16), budiz H,, = (z,z + k,(x)). Tim dostdvime novou posloupnost
intervalu

H,H,...

Piitom podle (17) je u(l,) < (p + &) p(H,). Déle H, H, = @ pro
m #+ g (nebot obraz intervalu H, leZi v I,,, obraz H, lezi v I, a je
1,1, = ¢). Dale je H,, C G a tedy celkem podle (15), (14)

wU 1) = Z/‘(Im) S(p+e) Z/“(Hm) =
(20) = (p + &) u(U Hn) < (p + &) u(@) <

< (0 + O)udd) + o).
Ale (M) € (f(M) ~ U I,)) U (U L), takze (19), (20) dévé u,(f(M)) <

m m
< (p + &)(u(M) + ¢); to plati pro kaidé &> 0, tedy wu,(f(M)) <
_S. P p(M).

2. pomocna v&ta., BudiZ [ funkce rostouct a omezend v intervalu
(@, b) (@ < b). Budiz 0 < q << + o0, M C (a,b). Necht v kaZdém bod¢
mmnotiny M je D f(x) = q. Potom p,(f(M)) = q pe(M).

Dukaz. Zvolme &islo ¢, 0 < ¢ < g. MnoZina f(M) je podle piedpo-
kladu omezené. Podle definice vngjsi miry existuje oteviend mnoZina
Q tak, ze

(21) (M)c@, u@) <mplf(M) +e.

Znakem S ozna¢me mnozinu onéch bodd x € M, v nichZ { je spoji-
t4.%) Podle kap. I, § 1, pozn. 2 je M = 8§ spocetnd. Je-li z € S, zvolime
posloupnost Ay, ks, ... tak, %e plati (12); jeito D f(z) = ¢, miZeme
vynechanfm koneéného pocétu élend dosdhnouti toho, Ze pro viechna
Hz + ha) —f

7 (=) > ¢ — & neboli (jeZto citatel a jmeno-

pfirozena n je

%) V obvyklém smyslu, t. j. vzhledem k E,.

178



V(x + ’(}:)I_ ,(z)l > q— & Déle ze 8 c

c M, tedy f(x) e f(M) c G. Jeito @ je oteviend, f spojitd v bods z,
leZ{ interval {f(x), f(x + h,)) pro viechna dosti velk4 n v G. Vynecha-
nim kone¢ného poétu ¢lent lze dosshnouti toho, Ze pro viechna
neN je

vatel maji totéZ znamenf{)

ha 0, lim h, = 0, {f(2), f(x + h,)) c @,
(22) e

(@ + ko) — f(@)] > (¢ — &)k -
Cisla h, zavisi oviem na z, pisme h, = h,(z). VSechny intervaly
{x, x + hu(x)) (pro viechna z € S, n ¢ N) pokryvaji zfejm& S ve smyslu
Vitaliové. Tedy existuje disjunktni posloupnost intervali

(23) 1,1,... I,I,=9 pro p +m),
vybrand ze systému intervalt {z, z + h,(x)) a takova, Ze
(24) w8 =UIL)=0.

?

Kazdému intervalu I, = (z,z + h,(z)) pfifadme interval H, =
= {f(z), {(x + hn(x))). Jeito f je rostouci, je téz H H, = Pprop + m
(lezi-li I, vlevo od I, leii téz H, vlevo od H,). Odtud a z (22), (21)
plyne (jeito U H, C Q)

»

(26) (¢ — ¢) Zﬂ(—’,) < Z#(Hp) = ﬂ(U H,) < u(@) < p(f(M)) + ¢

AleM = (M =~ 8)uv (M. U L) u (S~ U I,), nadei ze spodletnosti
mnoziny M = 8 a z (24) plyne
(26) pM) < p(U 1) = Suly) .
4 b 4
Ale z (25), (26) plyne pro kazdé ¢ € (0, q)

:u'c(f(-M)) > (g — S)ﬂ.(M) — &,
tedy u,(f(2)) g q po(M).

3. pomocné v&ta. Budif f omezend a neklesajict v omezeném intervalu
(@, b) (@ < b). Potom f md skoro vdude v (a, b) koneénou derivacs.
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Dukaz. Funkce g(z) = f(x) + = je v (a,b) rostouci a omezeni.
Existuje-li koneéna g¢’(z), existuje i koneénd f'(z) = g'(x) — 1. Stadi
tedy dokézati, Ze g mé skoro vSude v (a, b) konednou derivaei.

Pro kazdé z e (a,d) je 0 < Dg(z) < D g(x) < + . Polozme

A=E€@a<z<b Dyg(x)= + ),
B=E@a<2<b0< Dygxr) <Dygl).

Stadi dokdazati, Ze u(4) = u(B) = 0.

Podle predpokladu existuje omezeny interval I tak, Ze g((a, b)) C I.
Na mnoZinu 4 lze uziti 2. pomocné véty s libovolnym koneénym g,
takze q u,(4) < p(g(d)) £ u(I) < + oo; jeito to plati pro kazdé ko-
neéné g > 0, je u(4) = 0.

Za druhé: Je-li z e B, existuji kladné raciondlni &isla p < ¢ tak, Ze
D g(x) < p < ¢ < D g(x). Poloiime-li tedy

B,,=E&@<2z<bDgx) <p<q<Dyw),

je B= U B, (s¢itd se pres raciondlni p, ¢, 0 < p < q). Stadi tedy

94
dokézati, Ze u(B,,) = 0. Podle 1. a 2. pomocné véty je p u,(B, ) =
= pe(9(By,q)) = q po(By,q)- Jetto p < g, 0 < #e(By,q) Sb—a<+oo,
plyne odtud u,(B, ) = 0.

V&ta 83. Budif | funkce konetnd a neklesajict v intervalu I. Potom f
md skoro v¥ude v I koneénou derivacs.

Dukaz. BudiZ a podateénf, b koncovy bod I(— 0o <{a<b <
< + ). Zvolme &sla ... <a_j<a <@, <q,<@a, <a; <
<ay <... tak, %e lima, =b, lima_, = a. V ka?dém intervalu

f—+>o fn—+o
(@n Guys) jo f(@n) < f@) < H@ner), tedy f omezend. Intervaly
(@, @pyq) pokryvaji vnitfek I aZ na spodetnou mnoZinu bodu a,.
Staéf nynf, uZijeme-li 3. pomocné véty na ka¥dy z intervalt (a,,
ay +1)'

Pojednéme nyni o funkefch s variaci koneénou a o funkeich abso-
lutné spojitych (zopakujte si D Il, kap. V, § 9). Jezto kazda funkce,
majicf v {a, b) variaci koneénou (— 0 < a < b < + ), je v<a,bd)
rozdilem dvou koneénych neklesajicich funkef, plyne z véty 83 ihned
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Véta 84. KaZdd funkce, majict v (a,b) (— © <a <b < + o) ko-
neénou variaci, md skoro vude v {a, b) koneénou derivacs.

Poznémka 5. KaZdé funkce, kterd je absolutné spojitd v <a, b),
ma v {a, b) konetnou variaci (D Il, kap. V, § 9, pozn. 11) a tedy ma
skoro vsude v <a, b) konednou derivaci.

Poznimka 6. Budiz f spojitd v {a, b); jestlife v kaidém bodé&
z e (a, b) je f'(x) = 0, je f konstantni v {a, b) (viz D 1, véta 135). Jest-
lize vSak je f'(x) = 0 pouze pro skoro viechna z ¢ (a, b), nemusi byt f
konstantni, jak ukazuje tento piiklad: V D I, kap. V, § 9, cvié. 4 jsme
sestrojili funkei f s témito vlastnostmi: f je spojitd a neklesajicf v inter-
valu {0, 1) a zobrazuje tento interval na interval <0, 1), neni tedy
konstantni v <0, 1). Ale f je konstantni v kazdém omezeném styéném
intervalu Cantorova diskontinua a ma tam tedy derivaci rovnou nule.
Jezto Cantorovo diskontinuum mé Lebesgueovu miru rovnou nule
(kap. I, § 8, pFikl. 1), je f'(x) = 0 skoro vSude v intervalu <0, 1>. Je
nyni velmi duleZité, Ze takovéto poméry nemohou nastati u funkei
absolutné spojitych:

Véta 85. Budif f absolutné spojitd v <{a,b) (— © <a < b < + ).
Budi? f'(x) = 0 skoro v§ude v {a, b). Potom f je konstanint v {a, b).

Dikaz. Budiz a < &« < 8 < b. Mame dokézati, Ze f(«) = f(B).

Budiz ¢ > 0. Jeito f je absolutng spojitd v {x, f>, existuje § > 0
tak, Ze

e, <bfa,<b;<...5a, <b,§p’,i(b,,—a,.) < 4d)=>
(27) » »=t
= zl/(bn) '—f(an)l <e.

n=1
Budiz M mnoZina onéch bodi z € (x, 8), pro néz f'(x) = 0; podle pfed-
pokladu je u(M) = B — «. Je-li ze M, potom pro viechna dosti mals
|2] je |f(x + k) — f(x)] < ¢|h|. Odtud je jasno, Ze systém viech inter-
vali (z, z + k), vyhovujicich podminkim
zeM, x +he(x,8), h >0, |[f(x + k) — f(z)| < ¢h,

pokryvé M ve smyslu Vitaliové. Podle véty 82 lze tedy z téchto inter-
vald vybrati koneény podet disjunktnich intervalt (mysleme si je srov-
niny zleva doprava) (z,, z, + k,) (p = 1, ..., n) tak, Ze jest
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6 <z <% +h <zy<TY+hy<..<2, +bh,<8B,
(28) "
mM = U1<xm z, + hyp) <6, |f(xy + hy) — f(2,)] < &by
p=

Odtud plyne ihned

ﬂ—a>ilh,,=u(ﬁl<x,,x, + ) > u(M) — 8 =
p= p=
=f—a—29.

Za druhé: PiSme pro zkridceni y, =z, + k,, Yy = &, 4, = B, takZe
=Y < Ty <Y < Ty <Yy < ... <Tp <Yp <Tpyy = p.Podle (28)
jest

(29)

(30) i‘lrﬂy,) — fa) < ¢ ilh, <ef—a);
p= p=
podle (29) je pak zfejmé
(31) S @y —Yp) =B — o — Shy <8,
=0 p=1

takye (27) dava

(32) iolf(wm) - f(?/ﬁ)' <e,
p=
a tedy podle (30), (32)

i1B8) — )] = |(Hxns1) — f(yn) + (f(yn) — f(=0) + ... +
+ (f(x) — (o)) < e(B — &) + .

Jeito to plati pro kazdé ¢ > 0, je f(8) — f(x) = 0.
Véta 86. Budte f,g absolutné spojité v {a, b). Budif f'(x) = ¢'(z)
skoro v¥ude v {a, b). Potom funkce f — g je konstanint v {a, b).

Dukaz. Funkce f — g je absolutnd spojitd v <a,d) (viz D,
véta 95); skoro viude v {a,d) jsou f'(z), ¢g'(x) konedné (pozn. 5)
a stejné, tedy f — g ma skoro viude v {a, b derivaci f'(x) — ¢g'(x) = 0.
A nyni se uzije véty 85.

§ 3*. M&Fitelnost horni a doini derivace.* Tento paragraf nebude-
me v dal§im potiebovat.
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Véta 87. BudiZ f koneCnd redlnd funkce v intervalu I C E,. Potom
funkce Df, Df jsou méFitelné v I podle Lebesguea. )

Pozndmka 1. Zajimavé je, Ze funkce f mizZe byti jakikoliv, i ne-
méfitelnd. Pro struénost poloZme

Q. ) = "”; 1) _ o, .

Z geometrického vyznamu tohoto vyrazu je jasno (a snadno se dokdze
aritmetioky), Ze pro « <y < f je

(33) Min (Q(x, 7), Q(r, B)) < Q, p) < Max (Q(x, ¥), @y, B))
(t&chto nerovnosti jsme uZivali téz v D I, kap. V, § 10).

Dukaz v&ty 87. Bez tjmy obecnosti pfedpoklidejme, %e I —
= (a, b) je otevieny interval (@ < b). Zvolme libovolné c ¢ E;; mime
dokdzat méfitelnost mnoziny

(34) M=f’(a<x<b,f)f(x)_2_c).
Pro kazdé pfirozené &islo » nazvu interval {(«, f) intervalem n-tého
radu, jestliZe je
a<a<p<b, ﬂ—a<%, Q(zx,ﬂ)>c—-—’1;.
Budi% 4, sjednocenf viech intervali n-tého ¥4du. Je jasno, Ze M c

c A,, ba dokonce %e intervaly n-tého ¥ddu pokryvaji M ve smyslu
Vitaliové (nebot je-li x e M, existuji &isla y libovolné blizkd &fslu z

tak, %e Q(z, y) > ¢ ————) Tim je té% dokézéno, Ze M c n A,. Budi%

n=1
naopak zef) A,. Potom ke ka%dému prlrozenému n existuje

ons ) C (@, D) tak, fe an S & < Boy fun— a0 <o Qa, fa) >

1
> ¢ —%; tedy je budto Q(x, a,) > ¢ —; nebo @z, fn) > ¢ — -

(nebot budto je z = f, nebo je £ = &, nebo je &, <z < B, & potom
se d4 uZfti (33)); tedy je D f(z) = ¢, t.j.x e M; tedy jetéZ N A, c M,
tedy celkem

(35) M=ﬁA,..

n=1
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BudiZz nyni n pfirozené ¢&slo. Podle Vitaliovy v&ty 81 existuje dis-
punktni posloupnost intervalii n-tého ¥adu, jejiZ sjednoceni — oznadme
je B, — pokryva skoro celé M, t. j.

(36) McB,vT,, kde u(T,)=0.

B, je oviem méfitelnd, B, C 4,. Jeito (36) plati pron =1, 2, 3, ..., je

Mc(?jB,,)u(GT,,)a.ovkem M=ﬁA,.DBB,.,

n=1 n=1 n=1 ne=1

takie M = Bu T,kde B=N B, T =M .U T,. Oviem B je mé&fi-
n=1 n=]1

telnd, T nulové; tedy M je méfiteln4.

§ 4. Lebesgueiv integril v E,. Znak x znaéi v tomto paragrafu
opét Lebesgueovu miru v E,. Jako v kap. I, § 10 zavedme tato tfi
zobrazeni prostoru E, na E,:

'Pl(xli LEXY xv) = [xp,’ (RX}) zp,]’ ?’2(‘171’ e &) = [_xl’ Loy ovey xr] ’

@32y, ... ) = [, + @y, ..., 2, + a,];
pfitom p,, ..., p, je jistd permutace &éisel 1, 2, ..., 7; @,, ..., a, jsou disla
z E,. Ve v&té 30 a v ndsledujioi poznamce 2 jsme dokézali: Je-li M C E,,
je no(M) = pn(p:(M)); mnoZina M je méfitelnd tebdy a jen tehdy, je-li
@s(M) mefitelnd (¢ = 1 nebo 2 nebo 3). Oznadime-li y; zobrazeni in-
versni k ¢;, mi y; podobny tvar jako ¢;. BudiZ nyni f néjakd funkce r
redlnych proménnych. Znakem f; (¢ = 1, 2, 3) oznaéime funkei takto
definovanou: Je-li M, oborem funkce f, budi% ¢,(M,) oborem funkece f,,
pro kazdé z e M, budiZ pak f,(p:(x)) = f(z); jinak fedeno: pro kaidé
y e i(M,) budiz fi(y) = f(vly).

V&ta 88. Fyunkce f; (1 = 1 nebo 2 nebo 3) je méfitelnd v p;(M) tehdy
a jen tehdy, je-li f méfitelnd v M.

Dukaz. Métitelnost funtkce f v M znadi: 1. M je m&fitelnd, 2. f je de-
finovéna skoro viude v M, t. j. mnoZina N onéoh z e M, pro néz f(x)
nenf definovédno, m4 miru nulovou. 3. Pro kazdé c € E, je mnoZina 4 =
= E(xe M, f(xr) > c) meftitelnd. Ale (podle véty 30): M je méfitelnd

tehdy a jen tehdy, kdyZ ¢,(M) je méfitelns; rovnice u(N) = 0 znamend
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totéz jako wu(@;(N)) = 0. A konednd: oznadime-li B = E(z ¢ p,(M),
z
fi(x) > ¢) = E(x e (M), f(pi(x)) > ¢), je ziejmé B mno¥ina viech
z

bodt ¢,(z), kde ze M, f(z) > ¢, t. j. B = ¢,(A4), takie B je m&Fitelnd
tehdy a jen tehdy, kdyZ 4 je mé&fitelnd.

Véta 89. Symbol [f(x) dz znamend (pokud se existence i hodnoty

7
tyde) totéZ jako [ f(vi(y)) dy.”)
(M)

Dukaz. Misto f(v:(y)) lze pséti fi(y). Mé&Fitelnost funkce f v M znadi
totéz jako mefitelnost funkee f; v @,(M) (véta 88). Necht napied f(z)
nenf nikde zdpornd v M; budiz N mnoZina onéch x ¢ M, pro néz f(z)
neni definovdno. Kazdému rozkladu

™m: M, M, .. M,
mnoziny M prifadme rozklad
(D) @ My), (M), ..., @i M ,)
mnoZiny @y(M). Zfejmé

inf f@) = inf fiyiy) = inf  f(y).

zeM;- N Vepi(My) - @ N) Vewi(My) - 9(N)
Tedy: Dolni soudet, pfisluiny funkei f a rozkladu (M), se rovna dolnimu
souttu, piisluinému funkei f; a rozkladu (M,). Pfechodem k supremu
dostavame Zadany vysledek. JestliZze za druhé f nabyva téz zapornych
hodnot, uzijeme dokdzaného vysledku na funkce f+, f-.
Poznamka 1. Poloime g(y) = f(yi(y)), t. j. f(x) = g(pi(x)). Potom
vétu 89 lze psati v tomto snad ndzornéjsim tvaru: Jest

(37) [9(puz)) dz = [ g(y)dy,
M w(M)
jakmile jeden z integrala existuje. (Ndzornd pomucka k zapamatovani:

probiha-li * mnoZinu M (viz integral vlevo) a poloZim-li ¢,(z) = y,
probihd y mnozinu g(M) (viz integral vpravo)).

Priklady. Nésledujici rovnice plati, ma-li n8ktery z napsanych
integrali smysl:

7) Jen pro v&tif ndzornost pifi jednou z, po druhé y.
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(38) fdxdy ff dedy ff _dzdy
z* +y y+z —a* +y

0<z<1 0<-2z<1

1<z +2y<8 1<v+2z<8 1<-z+2y<38
. ff dx dy
- (x+223+y—1"
0<z+2<1

1<z+2+42(y-1)<8

(39) f/(x +p)de = ff(x)dx )

a+p
b - -
(40) [1(~ ) 4 = [e) dm = — ] fla) dz

Pfi poslednim pifkladu byste snadno mohli udélat chybu ve zna-
meni:®) Integraéni obor vlevo je (a, b); tomu odpovidda v druhém in-
tegralu integra¢ni obor (— b, —a) (nebof — b < — a), tedy dolni mez
— b, horni — a. Potom prejdu k tfetimu integrdlu ziménou mezi (podle
umluvy, uéinéné v kap. III, § 7, pozn. 3). Poznamenejme, Ze ve v&té
89 (a oviem téZ v piikladech (38), (39), (40)) nejde o nic jiného, ne%
o specidlni pfipady t. zv. substituéni methody, kterou se obecn& bu-
deme zabyvat v kap. VI. Ostatn v E, uZ tuto methodu zndte z J I,
kap. III, oviem za predpokladii vice omezujicich (a pro Riemannovy
integraly); na pf. (39), (40) lze odvodltl téz ihned z véty 55 v )L

Substituce x + p = y, dr = dy dava ff(x + p)dx = f/(y) dy, sub-

¢+P

stituce — z = y, de = — dy dava ff(—— z)dx = — f/(y) dy — oviem

jen tehdy, je-li f(y) spojita v pFisludném intervalu a j—sou-li meze koned-
nd ¢éisla. Zde jsme obdrzeli (39), (40) za obecngjsich pfedpokladu.

Cviden{
1. Zavedte zobrazen{ g, (prostoru E, na E,) jako v kap. I, § 10, cvi&. 1:
Pu(®y, o005 2,) = [y, ..., 0,2,] (0<a;< + ©).

%) Mindno je a < b; ale vysledek platf i pro a > b (stadf zam®&nit meze, t. j.
zménit znameni na obou stranéch).
9) UZ jsem upozornil na toto nebezpedi v kap. ITI, § 7, pozn. 3.
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Definujte v, jako zobrazeni inversnf k @y, f,(4) = f(v4(¥)). Dokate, ¥e v&ty 88, 89
plati téZ pro ¢,, aZ na to, £e nynf je

[ fwiy) dy = 6104 ... a, [#(z) d .
P(M) M

2. Odtud odvodte rovnost
b B
JH(z) dz = kAf fe + ke) dz
a

1 1
(—oLa<b< 4+, k*0, keE,, ceE;, 4 =I(a—c),B=7(b-—c);
rovnost plati, ma-li jeden z obou integrélii smysl; pro k£ < 0 musfte ufti té%
B 4

tmluvy [ = — [).
4 B

§ 5. Neurdity integrél Lebesguetv v E;. V celém tomto paragrafu
jde o Lebesguetv integral v E,. V znaku {a, b) je vidy — © <a <
< b < + o, pokud neni jinak poznamenano. Jestlize konverguje

b z

[f(x) dz, t. j. je-li feL(a, b),1°) konverguje téZ [f(¢) d#*!) pro kazdé
a a

z e {a, b) (véta 42). Kazdou funkei

(41) Fo) = [)dt +C (pro a <z < D),

kde C ¢ E, je konstanta, f e L(a, b), nazyvejme neuréitym (Lebesgueo-
vym) integrdlem funkce f v {a, b). Funkei F' budeme kritoe nazyvati
neuréitym indegrdlem v {a, b), jestlize F je v {a, b> neurditym integ-
ralem nékteré funkce.

Poznémka 1. Je-li F v intervalu {a, b) neurditym integrilem
funkce f, dostivime z (41) F(a) = C (dosazenim z = a) a potom
dosazenim = = b

b
(42) [i(§) dt = F3) — Fa) .

10) JestliZe v definici 11 do symbolu L(M) za M dosadim (a, b) nebo <a, b
atd., dostanu symbol L((a, b)), L(<a, b)) atd. JeZto u Lebesgueova integrélu je
jed.ngo, ktery z intervali (a, b), <a, b> a pod. vezmu, vynechévém vnitini zdvorku
a pii L(a, b).

11) | Integradni prom&nnou‘* znadim t, aby se nepletla s hornf mezf z.
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Pozndmka 2. Také pro komplexni funkei fe L(a, b) definujeme
neurdity integral rovnici (41), pii éemZ pfipoustime oviem i komplexni
hodnoty C (C € K,). Jezto specidlng redlnd funkee f je také komplexni
funkei, vznika pfi redIném f jakasi nejistota (mam pripoustéti vSechna
komplexni C nebo jen reilni?). Ale neni zde nebezpeéi nedorozuméni,
takZe nebudeme zavadéti zvla§tni ndzev (tfeba ,, komplexné neurdity
integrdl‘ nebo pod.). Viz obdobné J I, kap. X, § 1.

Predmétem tohoto paragrafu jsou tyto dva problémy:

1. Kdy je dand funkce F neurditym integrilem v (a, b)>?

2. Dény jsou dvé funkce F,f. Kdy je F neurditym integrilem
funkce f v {a, b)?

Odpovéd bude shrnuta v pozn. 6.

Véta 90. Budif f koneénd a neklesajict v {a, b)>. Potom je
b
(43) 0< [f'(z)dz < f(B) — f(a);

tedy je f' € L(a, b).
Jeito kazda funkee s variaci koneénou je rozdilem dvou koneénych
neklesajicich funkei (D 1I, véta 92), plyne odtud ihned:

Véta 91. Md-li f v {a, b) variact konetnou (specidlné: je-li f absolutné
spojitd), je f' € L(a, b).
Diikazu predesleme nékolik trividlnich poznamek.

Pozndmka 3. Kaid4 funkce monotonni v intervalu I je méfitelna
v I, nebof mnozina E(z ¢ I, f(x) > c) je interval.
z

Poznidmka 4. BudiZ c € E,. Potom funkoce g(x) = f(z + c) je mé&fi-
telnd v intervalu {a, b) tehdy a jen tehdy, je-li f(x) méfFitelnd v (a + ¢,
b

b +c¢) (viz vétu 88 a 89), nadei symbol [f(z + c)dz md tyZ smysl

b+e
(pokud se existence i hodnoty ty&e) jako symbol [ f(z) dz.

a+te
Poznémka 5. BudiZ F funkce definovans v (a, b), kters je tam
konedns a méfitelnd. Nechf skoro vsude v (a, b) existuje F'(z).
Potom F’ je funkce méfitelnd v <a, b). Dikaz: PoloZim-li F(z) =
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=F@b)prob <z b+ 1, je F'(z) = limn(F(z + %) ——F(:v)) ve

n—o
viech bodech z € (a, b), v nichz F’'(x) existuje; a za znamenim limit-
nfm stojf pro ka%zdé n ¢ N funkce méfitelnd v (a, b)>. Tento vysledek
je oviem také dusledkem daleko obecnéjsi véty 87.

Dikaz véty 90. Dopliime definici funkce f, kladouce f(z) = f(b)
pro b <2< b + L. Tedy f je neklesajici a omezend (f(a) < f(z) <
< f(b)) v <a, b + 1). Skoro viude v (a, b) existuje (v&ta 83) koneéna
derivace

(44) 0 < f(e) = limn (f (z + %) - f(z)) .

Za znamenim limitnim stoji (pro kaZdé prirozené n) funkce nezéporns,
méfitelnd (pozn. 3) a omezena v {a, b), takZe nasledujici integril kon-
verguje (pfi jeho Gpravé viz pozn. 4)

b

fn(f(x +%) —f(x))dx=nff(x+%)dx—nff(x)dx=

b+—- a+—

(ffx)dx—ff(x)dx)—n(f fx)dx—f f(z) d.z:)

a+—

b+— a+—

(f fb)dx—f f(a)dx)—fb)—f(a

Podle (44) je ' méfitelnd; podle Fatouova lemmatu (viz vétu 63 nebo
pozn. 9 v kap. III, § 4) je tedy

0< f o) de <_sup f alifz+2) - @) e <10 0.

V&ta 92. Necht funkce F je neuréitym integralem v {a, b). Potom F je
absolutné spojitd v {a, b).
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Dikaz. Necht plati (41), kde feL(a,d); proa <z <y < b je
v v
(45) |F(y) — F@)| = | [f(t) d| < [lf(@)] de .

Podle véty 51 existuje ke kazdému ¢ > 0 &islo 6 > 0 tak, Ze z ne-
n
rovnosti a <2, <y S 2 <Y S S 2 <Y b, (v, — ) <
p=1
n Yp n
< dplyne > [[f(t)] dt < ¢ a tedy podle (45) téz > |F(y,) — F(x,)| < e
p=1z, p=1

Véta 93. Budif fel(a,b) (— © <a <b < + o). PoloZme
(46) F(z) = [f(t)dt.

Potom skoro v§ude v {a, b) je F'(x) = f(x).

Dukaz. Vime, Ze konetnd F’ existuje skoro viude (F je absolutné

spojitéd v <{a, b) podle v&ty 92, nale? viz vétu 84). Budiz
M = Exe(a,b), F'(x) > (),

7 z
(47) N = Ere(a,b), F'(z) < ().

Stadi dokdzati, ze u(M) = u(N) = 0. Je-li z e M, existujf raciondInf
sla p, ¢ tak, Ze f(z) < p < ¢ < F'(z). Polozime-li tedy (pro racio-
ndlni p < q)

(48) M, .= E@=e(a,b), fz) <p <q<F)),

je M = U M, , (stit4 se pres raciondlni p, ¢, pro n&% p < q). DokaZe-
9,9
me, %e u(M,,;) = 0 pro p < g; tim bude dokézéno, Ze

(49) w(M)=0.

Budiz tedy p < ¢. MnoZina M, , C (a, b) je zfejm& meFitélns (pozn. 5)
a podle (48) je

(50) Mf f¢) dt < p u(My, ) -

Budiz & > 0. Podle véty '5'1 existuje § > 0 tak, Ze

(51) (4 c(a,b), ud) < é) = [lf()) dt < e.
4
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MuZeme pfitom zvolit § < e.
Zvolme otevienou mnoZinu G tak, Ze

(52) M,,cGcC(a,b), u@=M,,) <9.
Pro kazdé x € M, , plati toto: je-li » > 0 dostatedné malé, je

(x,z +h)C@, zf“f(t)dt=F(x +h) — F(z) > qh

(podle (48)). VSechny tyto intervaly (z, x + h) pokryvaji zfejmé M, ,
ve smyslu Vitaliové. Podle véty 81 existuje tedy disjunktni posloup-
nost intervala <z,, z, + k,> (n = 1, 2, ...) tak, Ze

Ty + Py
hyn> 0, (x,, 2, + h,) CG, f f(t) dt > gk, ,
(63) 2

/A(M,,q;P)=O,
kde klademe P = U {z,, z, + h,), takie podle (52), (53) je
n

(54) PC@, [ft)dt>qu(P), wP =~ M,;)<3.
P

Je tedy predeviim (véta 12) podle (53), (54)
(85) |u(P) — u(My,0)| < u(A(P, M,,,)) <6 <e.
Disjunktni rozklady M,,v (P —~ M, ,) = P v (M, , =~ P) davaji
dale podle (50), (53), (54), (51), (54), (55)
p/‘(Mv.a)z ff(t)dtz}!‘f‘M f f >P_[f(t)dt—eg

P 9~P  P-My,

2 qu(P) — ¢ g q;u(Mn.a) - IQIG — &,

a to pro kaidé &> 0; tedy pu(M,.) =qu(M,,). Jeito p <g,

0 u(M, ) < (b—a) < + o, plyne odtud u(M, ,) = 0. Tedy plati

(49). PouzZijeme-li tohoto vysledku na funkee g(z) = — f(z), G(z) =
z

= [g(t) dt = — F(z), dostaneme ihned, Ze také u(N) = 0.

Véta 94. KaZdd funkce absolutné spojitd v {a, b) je v {a, b) neuréitym
tntegrdlem své derivace.

Dukaz. Necht F je absolutng spojita v <{a, b); tedy existuje koneéns
F'(z) skoro viude v {a, b) (v&ta 84) a je F' ¢ L(a, b) (v&ta 91). Polozme

191



z
GQ(z) = [F'(t) dt. Podle véty 93 je G'(x) = F'(x) skoro viude v {a, b).

Jezto také G je absolutné spojita v <{a, b) (véta 92), je podle véty 86
F — @ konstantni v {a, b), t. j.

z
F)= [F'(¢)dt +C proa <z < b,

kde C je jista konstanta.

Poznimka 6. Véty tohoto paragrafu davaji velmi tiplnou odpovéd
na otézky poloZené na jeho podatku. Shriime tyto vysledky.

I. Kdy je funkce F neurtitym integrilem v (a, b)? Tehdy a jen
tehdy, je-li F' absolutné spojita v <{a, b>. Dikaz: véty 94, 92.

II. Budte dany funkce F, f. Kdy je F' neur¢itym integrilem funkce
f v <a,b>? T. j. kdy plati (pro vhodnou konstantu C) vzorec (41)?
Tehdy a jen tehdy, je-li F absolutn® spojita v (a, b)> a je-li F'(z) =
= f(x) skoro viude v {a, b)>. Dikaz: Plati-li (41), je F' absolutné spojitd
(véta 92) a skoro viude je F' = f (véta 93). Jestlize naopak je F' abso-
lutn& spojitd a F' = f skoro vSude v <a, b), je podle véty 94 funkce F
neurditym integralem funkce F’ a tedy téZ neuréitym integralem ekvi-
valentni funkce f.

II1. Kdy je felL(a,b)? Tehdy a jen tehdy, je-li f skoro vSude

v {a, b) rovna derivaci jisté funkce, jez je absolutné spojitd v (a, b). To
plyne ihned z II.12)

IV. Z (41) je vidét: neurdity integral F je aZ na aditivni konstantu
urden jednoznaéng ,.integrandem‘* f. Naopak, z véty 93 je patrno, Ze
integrand f je funkei F' urcen aZ na ekvivalenci (nebot f ~ F’ v (a, b)).

Jesté jednu otdzku si poloZime. Nechf f e L(a, b); poloZme
z
(56) F)= [ft)dt proa<z<b.
a

Vime, %Ze skoro véude v {a, b> je F'(z) = f(z). Ale v kterych bodech to
plati? Césteénou odpovéd na tuto otdzku davaji vty 95, 96.

13) Podle véty 91 staff dokonce, aby f byla skoro viude v {a, b> rovna deri-
vaci jisté funkee s variaci konednou: potom je f € L(a, b).
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Véta 95. Budif feLl(a.b) (— o <a <b < + ). F budif defino-
vdno vzorcem (56).

1. Je-li ze{a,b) a je-li | spojitd zprava v bodé z, je F',(x) = f(z)
(F',, F'_ znaét derivaci zprava a zleva).

2. Je-li z ¢ (a, b) a je-li f spojitd zleva v bodé x, je F'_(z) = f(x).

Diukaz. Jde o limitu vyrazu

z+h ‘2
1
67 o =+ e+ 0 —Fe) =1 [ 1wa=25 [1oa.

z+h
Provedme dikaz na pf. pro tvrzeni 2 (témé&f doslovné jako v JI,
véta 35). Budiz tedy f spojité zleva v bod& z € (a, b).

«) Je-li f(xr) = + o, existuje ke kaZidému A4 e (0, + o) é&islo
e (0,z —a)tak, e x —d <t <z=>ft) = A. Pro0>h> — 4
T

je potom podle (57) (k) = — f A dt = A. Tedy F'-(z) = + .
z+h
Podobné pro f(z) = — oo.
B) Je-li f(x) kone¢né, existuje ke kazdému ¢ > 0 &islo d e (0, z — a)
tak, e r—d<t<zx=>flx) —e<f(t) <f(x) + e Pro 0> h >
> — 0 je potom

o 25 [ — o= fw) — e,
z+h

o< [ +ou=fe te,
z+h

tedy F'_(z) = f(x).

Pozniamka 7. Je-li fe L(a, b), nemusi byt f spojitd v Zadném bodé
(na pf. f(x) = O pro raciondlni z, f(x) = 1 pro iracionilni x). Potom
oviem véta 95 nefikd nic. Proto odvodime jesté dalsi vétu o rovnici
F' = f. Napied zavedeme tento pojem:
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Definice 14. Budif fe L(a,d) (— © <@ <b < 4 ©). Bod z ¢ (a, b)
nazveme lebesgueovskym bodem (funkee f), jestliZe

1
(58) lim f (&) — f(@)| dt = 0 .19)

Véta 96. Je-li x lebesgueovskym bodem funkce f, md neuréity integrdl
(56) v bodé¢ = derivact f(x).

Dukaz.
z+h z+h

I%f f1t) dt — f(a) =]%f (16) — f@)) dtlg

z+h

< |3 [ 10— fer e,

a zde pravé a tedy i levé strana mé pro A — 0 limitu 0.
Na rozdil od vé&ty 95 (viz pozn. 7) tyké se véta 96 skoro viech bodu
v (a, b). Nebot plati toto:

Vé&ta 97. BudiZ fe L(a,b) (— 0 <a <b < + ). Potom skoro ve-
chny body intervalu (a, b) jsou lebesgueovskymi body funkce f.

Dikaz. Budiz r libovolné raciondlni ¢&islo. Jest f(t) — re L(a, b),
tedy |f(£) — 7| € L(a, b). Podle véty 93 je tedy

z+h

69 timr [ 1) —rldt=1fw) —rl < + oo

skoro v8ude v (a, b). Budiz M, mnoZina téch z € (a, b), pro néz neplati
(59); tedy u(M,) = 0. Budiz M = U M, (stit4 se pies vSechna racio-

nalni r); tedy i u(M) = 0. Budi z € (a, b) ~ M, tedy |f(z)] < + o
(viz (59)). BudiZ déle & > 0.Zvolme raciondlni r tak, Ze |f(z) — r| < e.

13) Je-li tedy z lebesgueovsky bod, je f(x) kone&né &islo, nebot jinak by in-
tegral v (58) nemohl miti koneénou hodnotu.

14) Znamenf absolutni hodnoty ,,venku* je ostatn¥ zbyteéné (i proh < 0) —
pro¢? (viz pozn. 3 v kap. III, § 7).
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Tedy |f(t) — f(z)| < [f(t) — r| + |[r — f(*)|, pokud f() je definovéno.
Odtud

z+h z+h
= If(t) — f(=)] dt| < i3 |f(&) — rldt| + £.19)
h )

Jeito z e (a, b) =~ M,, plati (59) a tedy existuje 6 > 0 tak, %e pro
0<|h| <édje

z+h
%f 1) — r| dt < |f() — 7] + & < 2¢

a tedy

z+h

!%f Ity — fia)| dtl <.

Tedy platf (58), t. j. kazdy bod z € (a, b) — M je lebesgueovsky.
Poznimka 8. Pripojme je§td jednu trividlni pozndmku, tykajici se
omezenych i neomezenych intervali.

b
Necht — 0 < a <b < +  a necht [f(t) df existuje. Potom je
a

b z b
JH®) dt = lim Jf() dt =Lm Jf¢)at.

To plyne na pf. ihned z véty 49 (zvolim-li libovolnou posloupnost
b Zn
2 <% <.., limz, =0, je podle véty 49 [ =1lim [). Jestlize
b a a
f#(t) d¢ dokonce konverguje, je mimo to
a
b z
lim [f(t) dt = lim [f(t)d¢ =0
z>b- 2z z+a+ a
b b z
(nebof [ = [ — [ atd.). V piipadé b = + oo &ti ovem z—> + o
z a a
misto x - b —; podobn& pro a = — oo.
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§ 6. Integrace per partes a druhi v&ta o stfedni hodnot&. V&ta 98.
(Integrace per partes.) Budif — © <a <b < + oo; budte f, g
absolutné spojité v {a, b). Potom je

b b
(60) JH(@) g'(x) dz = [f(x) g(x)]g — [f () g() dz .

Poznédmka 1. Funkce f, g mohou byt i komplexni; komplexni
funkce se nazyva absolutné spojitou (zkratka a. s.) v <a, b), je-li redl-
né i imaginarni ¢ist a. s. v {a, b). Pii dukazu si myslete f, g kom-
plexni, abyste si ufetiili dodateény mechanicky vypoéet. Klademe
oviem [F(z)] = F(b) — F(a). Vé&ta plati za obdobnych ptedpokladt
ipro — 0 < b <a < 4 oo (stadi vyménit meze).

Dukaz. Soudin fg je a. 8. & ma skoro viude v {a, b) kone¢nou deri-
vaci ¢ = fg' + f'g. Tedy je fg v <a, b) neurditym integralem funkce ¢
(véta 94) a podle (42) je

b
(61) f(®) 9(b) — f(@) g(@) = [(fg’ + f'g) d= .

Ale f je omezend a méfitelnd v {a, b), ¢’ € L(a, b) (viz vétu 91), tedy
ifg' e L(a, b) (véta 55) a podobnd f'g € L(a, b), takZe prava strana v (61)
b b

je [fg'dz + [f'g dx; z (61) tedy plyne (60).

Poznamka 2. Vétu 98 lze vysloviti také takto: Budiz — o <a <
< b < + oo, f absolutné spojitd v <(a,bd), yeLl(a,b). Budiz ceK,

g(x) = fy(t) dt + c. Potom je

b b
(62) aff(z) (@) de = [f(z) g(@)ls — [f'(=) g(x) dz .

Dukaz: g je a. 8. v {a, b), takZe plati (60). Ale skoro viude v {a, b je
g’ = v, takZe (60) lze psiti ve tvaru (62).

Vé&ta99. Budif — oo <a <b < + o, n pfirozené &islo. Necht
funkce f, g maji v {a, b) absoluiné spojitou derivaci Fidu n — 1 (pi&i
ovdem O = f). Potom

b n-1 b
Jf@) g™ (z) dz =EZO(— D* [f®(z) " D)l + (— 1)“!/""(1) g(x)dz .
(63)

196



Dikaz indukei. Pro n = 1 je to véta 98. BudiZz véta spravnéd pro
jisté m > 1; necht f™ g™ jsou a. s. Potom

ffg(n+l) dx = [fg(n)lz _ ;f’g‘”) dz .

JestliZe integrdl vpravo vyjadiim pomoeci (63), kde misto f pisi /',
dostanu ihned vzorec (63), pouze s hodnotou n + 1 misto n.

Jako specidlni prfipad vezméme néisledujici vétu; je to Taylorova
formule s jinou formou zbytku nez v D1, vé&ta 153. Zivainé je, Ze
tato forma zbytku plati i pro komplexni funkei f.

V&ta 100. BudiZacE,,beE,,a + b, n = 0, n celé. Necht f md abso-
lutné spojitou derivaci n-tého fddu v (a, b) (po pFip. v (b, a), jestliZe
b < a). Potom je

(64) 1(b) = Ly (O A
kde
b
Russ = f for+(a)(b — 2" dar =
(65)

(_b___“)"__ff(nn)(a, +t(b —a))(1 — )~ dt.

Dikaz. f(b) = f(a) + f/’(x) dz. PoloZme g(x) = (—_1?1—)1 b — ),

(= 1+
(n—k)! -~
. (b — a)*-*. PouZijme nyn{ vzcrce (63), v némZ pfleme [’ misto f
(vzorec plati oviem i pro b > 1 -- stad{ vymeénit meze). Vychézi

takie g™(z) = 1 a pro 0 < k < n je g¥(b) = 0, g®(a) =

6) = fla) + f (2) g(z) der =

(b — a)+

= (@) +,,Zo frenie) BB + f fo+(@) (b — 2)r dz
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Substituce z = a + #(b — a) divd druhou formu zbytku; Ze lze
tuto substituci provésti (zptisobem obvyklym z J 1), najdete v kap.
VII, § 1, pozn. 2. Ostatnd ten, kdo poéital cvié. 1, 2 k § 4, to jiZ zn4.

Véta 101. (2. véta o st¥fedni hodnot&.) Budif f redind, f € L(a, b),
budiz g monotonnt a koneénd v {a,b) (— ® <a <b < + ). Potom
existuje & € (a, b) tak, Ze

b ¢ >
(66) afl(x) g(z) dz = g(a) [f(z) dz + g(b) ef f(=) d= .

Dukaz. Predpoklddejme bez tjmy obecnosti, Ze g je neklesajici
(a oviem omezena, jeito g(a) < g(x) < g(b)) v <a, b).
I. Budi? pfedné g absolutnd spojitdi v {a,bd); poloime F(z)=

= [f(t) d¢. Integrace per partes ddvi
a

b b
(67) ..f f(x) g(x) dz = F(b) g(6) — [F(x) g'(x) d= .

Ale g’'(x) = 0 skoro viude a F je spojitd; podle 1. véty o stiedni
hodnot& (v&ta 66 a pozn. 13 k této vétd) existuje tedy & e {a, b) tak, Ze

b b
JF (@) g'(x) dz = F(¢) [g'(x) dz = F(¢) (9(b) — g(a)) -
Tedy podle (67)

[itgta) &z = 40) f1) d2 — 6O) — 9@ [f(e) .
A to se ihned pfevede na tvar (66).
II. Budi% g libovolna neklesajfcf. Znakem g, ozna¢me funkei takto
definovanou: polofme z,, = % b—a)+a (=0,1,...,n); dile

poloZme g,(;,,) = g(2;,4) Proj = 0, 1, ..., n & v ka¥dém z intervali
{Tj-1,m T30y (1 = 1, ..., n) budiZ g, linedrni (naértnéte!). Zejme g,
je a. 8.%) a neklesajici, a tedy podle bodu I je (jeito g.(a) = g(a),
ga(b) = a(b))b

én b
(68) J1(@) gn(x) dz = g(a) [ f(=) dx + y(b)ef f(x) dz

18) V (a, b). Je totiZ absolutnd spojité v ka¥dém intervalu{z;_, ,, z; ,> a tedy
i v celém intervalu <{a, b> (D I, kap. V, § 9, pozn. 13). '
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kde a < &, < b. Tvrdim, Ze lim ga(z) = g(x) v ka¥dém bod® inter-

fn—-+>wm
valu (@, b), v n8m% g je spojitd, a tedy skoro viude v (a, b>. Dikaz:
Budi% g spojitd v bod8 z, (@ < z, < b); budiZ & > 0. Pro dosti velké

n, fekndme pro n > ,, platf implikace |z — z,| < b—a = |g(z) —

— g(%,)| < e. Budiz n > n,; existuje j tak, ¥e z,, < %y < Tyiqn
— b—

a oviem z, — 22 < 40, 3 + o0 2 3y, Jotto gal@ia) =

= g(z,,), dostdvame
In(@o) < Gn(®s11,0) = 9(@501,0) < g(,) + €,
In(@o) = 9a(@sn) = 9(@5n) > glxwo) —&.
Tedy lim g,(z,) = g(x,). To plati skoro viude v (a, b). Déle: pro
fn—+

z e {a, b) a pro véechna n jo g(a)< ga(z) < g(b); tedy [f(2) ga(z)] <
< |f@)| . Max (|g(a)], |g(5)]). Podle véty 65 plyne tedy z (68)

b 1 b
(89) aff(x) 9(x) dz = ’1'1_?; (g(a){ f(=) dz + g(b) ef f(x) d=) .

Posloupnost £, &, ... je omezené a obsahuje tedy vybranou konver-
gentnf posloupnost: lim &,, = £ Jestlife v (69) vezmu vpravo
k—»>o

limitu vybrané posloupnosti (pro n = n,, n,, n,, ...), dostanu (66).

Pozndmka 3. Je-li na pf. g nerostouci a zménfme-li hodnoty
g(a), g(b) tak, %e g(a) nahradime jakymkoliv koneénym &fslem 4 >
=>1lim g(x) a hodnotu g(b) jakymkoliv koneénym é&fslem B <

z—a+

< lim g(z), ztstane g funkef nerostoucf v <a, b), takZe lze op&t uZiti
z—b-

vzorce (66); pfitom levé strana se nezméni (zménili jsme jen dvé
hodnoty funkce g), takZe dostdvime

> ¢ )
(70) aff(x) g(z) dz = A [ (=) dz + Bﬁ[f(ﬁ) dz

(¢islo &’ € <a, b) oviem miiZe byt jiné neZ & v (66)). Podrobnéji o tako-
vyoh vécech a o vyznamu 2. véty o stiedni hodnot& viz J I, kap. X,
§ 3; v této knize také jet& fasto této véty pouZijeme. Pripominim
durazng, Ze piedpoklad o realit$ funkce f je podstatny.
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Poznémka 4. Pfipominam aspoii jeden pfipad rovnice (70), uve-
deny také v ] I, kterého se ¢asto uziva. Je-li g nezdpornd a nerostouct
v {a, b), mizeme v (70) klasti 4 = g(a), B = 0 a dostaneme

b ¢ N
(71) J1(z) 9(z) dz = g(a) [f(x) dz (@ < £ < ).
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