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KAPITOLA VI

ZAVADENI NOVYCH INTEGRACNICH PROMENNYCH
DO r-ROZMERNEHO INTEGRALU

§ 1. Prost4 reguldrni zobrazeni. Tento paragraf se netyks integral-
nfho podtu; navazuje na D Il, kap. VIII, § 2 a obsahuje n8které do-
plitky, které budeme potiebovati v nésledujicim paragrafu, pojedné-
vajicim o substituéni methodé pro mnozné integraly.

Poznamka 1. Vyrok, Ze f je zobrazeni z E, do E,, znamend toto:
kazdému bodu % jisté mnoZiny 4 C E, (4 je obor zobrazen{ f) je
pfifazen jisty bod z = f(u) € E,. Je-li u = [u,, ..., u,], z = [2,, ..., 7,],
Ize rovnici
(M z = f(u)

pséti ve tvaru r rovnic

(2) Ty = fyUyy ooy %)y onny Bp = fo(Uy, .00y U,)

kde f,, ..., f, jsou kone¢né redlné funkce v oboru 4.

Poznémka 2. Je-li f zobrazeni z E, do E,, dané rovniocemi (2), fiké-
me, Ze toto zobrazenf je reguldrnt{ v mnozind P C E, (viz D Il, kap. VIII,
§ 2), jestlize

1. P je oteviend,

2. denva.ce f : (z j=1,...,r) jsou kone¢né a spojité v P,
D(fla ) /r
3. m + 0 Ppro v8echna u e P.

Jacobitv determinant v 3 budeme nazyvati determinantem zobrazent f
a budeme jej znaditi Dy,; jeho hodnotu v bodé » znadime oviem D,(u),

Poznimka 3. Budeme se zabyvati hlavng pfipadem, Ze f je regu-
ldrnt a prosté v P; ozna¢me R = f(P). Potom (viz D Il, v&ta 212) je
R rovnéz oteviend (to plati i pro regularni zobrazenf, které neni prosté).
Za, druhé, je-li P oborem zobrazeni f, je inversni zobrazeni f_, reguldrni
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v R a zobrazuje R na P (t. j. f_,(R) = P).!) Mezi determinanty obou
zobrazeni je tento vztah (D I, kap. VIII, § 2, pozn. 2): Je-li ue P,
z = f(u) (neboli: je-li ze R, u = f_,()), jo

@) Dy(u) Dy_,(x) =1.

Poznédmka 4. BudiZz f reguldrni v P, budiz P, ¢ P. Potom plati:

1. Je-li P, oteviend, je f regularni v P, a tedy f(P,) je oteviend.

2. Je-li P, kompaktni (t. j. uzaviend a omezend), je f(P,) kom-
paktni.

3. Je-li P, omezen4 (t. j. P, kompaktnf) a je-li P, c P, je f(P,) =
= f(P,) a tedy f(P,) kompaktn{ podle 2.

Dikaz. Bod 1: — zfejmé. Bod 2: — viz D I, v&ta 169. Bod 3:
Predns: Podle bodu 2 je f(P,) kompaktni, tedy uzaviens a obsahuje
f(P,). Mnozina f(P,) je pak nejmen¥i uzaviend mnozina, obsahujict
{(P,). Tedy f(P,) c f(P,). Budi# za druhé z ¢ f(P,), tedy = f(u) pro
jisté ue P,. Existuji tedy u, tak, %e u,eP,, limu, = u, tedy

lim f(u,) = f(u) = ; ale f(u,) € {(P,), tedy z € {(Py). Tedy f(P,) c f(P,).

Pozndmka 5. Budte &, g jakdkoliv dvé zobrazeni (s obory H, Q);
ozna¢me znakem h * g zobrazeni f, definované rovnici f(u) = h(g(u))
pro kaZdé u, pro né% symbol vpravo mé smysl.?) Oborem ,,sloZzeného
zobrazeni“ h * g je tedy mnoZina onéch ue @, pro néz je g(u)e H.
Jsou-li g, b prosté, je i & * g prosté (dvéma raznym bodiim % odpovi-
daji dva rtzné body g(u) a tedy dva rizné body h(g(u))). Z pravidel
o derivovéni slozenych funkei ihned plyne: je-li g reguldrnf zobrazeni P
na Q3) a je-li A reguldrni zobrazeni @ na R, je h * g regularni zobrazeni
P na R. Ze vzorce pro derivovéni sloZenych funkei plyne totiz podle
pravidla o ndsobeni determinanti ihned (viz D Il, kap. VII, §3,
piikl. 2) pro kazdé u ¢ P

(4) Dy, ,(u) = Dy(v) D,(u) + 0, kdez v = g(u) .

1) Nenf-li P p¥fino oborem zpbrazeni f, platf toto tvrzenf oviem pro parcidlni
zobrazenf f,. V dal$fm &asto, kdyZ mluvim o zobrazeni reguldrnim v P, povaZuji
mléky P za obor zobrazeni. Ctenéte to nezmyli.

) Oznadeni h x g nenf v tomto smyslu obvyklé.

3) Takto se budeme n&kdy strudnd vyjadtovat, misto abychom Fkali: g je
zobrazen{ regulérni v P, které zobrazuje P na Q.
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Poznémka 6. V této pozndmoe budiz r = ¢ + o (e, o celd kladnd),
takze E, = E, X E,. Body z E, pidme ve tvaru [y, 2], kde y ¢ E,, z¢ E,.
Budiz 4 CE,, { ¢ E,; jako v kap. IV, § 1 (nebo jako v D Il, kap. I, § 8)
pisme A*¢ = E([y, {]e A); obdobn& pro neE, piSme A"* =

v
= E([n, z] € A); viz obr. L pro ¢ = ¢ = 1. Zfejm& 4 C B = A"* c B"*,
z

Plati toto: 1. Je-li A4 uzaviend (v E,), je A**¢ uzavﬁzé, (v E,). 2. Je-li
A oteviens (v E,), je A*¢ oteviend (v E,). 3. Jest A*:C_E_ (4)*+¢ (pozor!
vlevo je uzévér v E,, vpravo uzévér v E,); rovnost 4*% = (4)%¢ ne-
musi platit.

Dikaz. Ad 1. Budiz y = im ¢, Yne A%, t. j. [yn, L] e 4, tedy
(jeZto A4 je uzaviend) [y, {]e 4, t. ). Y€ A*4) Ad2.Zdeje B=E, ~ A
uzaviend, tedy podle 1 B* uzavie-
nd, A° = E, — B’ oteviend. Ad 3.
(Z)‘ je uzaviend mnoZina (viz 1)
obsahujicf 4% A° je nejmensi
uzaviend mnoZina, obsahujicf 4°.

Poznamka 7. BudiZ opét r =
= o + o (o, o celd kladnd). Body
z E, budeme opét psit ve tvaru
z = [y,2] nebo u = [v, w], kde Obr. 1.
Y=1[Y,--Yleky 2z = [z, ...,

z,] € E, a podobng v, w. BudiZ nyni f op&t regularni prosté zobrazeni
mnoZiny P C E, na mnoZinu R = f(P) C E,. Nechf viak mi toto
zobrazeni specidlnf tvar: PfepiSeme-li rovnici [y, z] = f([v, w]) na tvar
(2), maji tyto rovnice tvar

(5) Ys = [ivrs e Vs Wy, o w,) (E=1,..0,0),

z; = wy G=1,...,0).
To znadi tedy, Ze poslednich ¢ soufadnic se zobrazenim f nezméni.5)
Determinant zobrazeni D, (u) = D,(v, w) ma podle (5) oviem tvar
Dify 0 o)
D(v,, ..., v,)
4) Je-li jasno, na kterém mist8 hvzdifka stojf, vynechdvédm ji n&kdy.

%) Z¥ejms tedy ani pii inversnim zobrazen{ se poslednich ¢ soufadnic nem#nf,
t. j. i inversni zobrazeni je tohoto typu.

” A.lg

(6) 0 % Dy(u) = Dy(v, w) =
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P¥i pevném w = [w,, ..., w,] definuje prvnich o rovnic (5) jisté
zobrazeni z E, do E, (které bodu [v,, ..., v,] pfifazuje bod [¥1, ---, ¥,],
dany prvnimi g rovnicemi (5)); toto zobra.zeni oznadme f**.%) Je to
zfejmé prosté zobrazeni P*-* na R*.* (hvézditky budu nyni vyneché-
vati) s determinantem (6). Déile je P¥ oteviené v E, podle pozn. 8,
takZe fv je prosté regularni zobrazeni mnoziny P¥ na f*(P¥) = R
Snadno zjistite, Ze (f*)_, = (f_,)*. Viz obr. 2, kde [y, w] = f([v, w]),

E.

7 y E,
Obr. 2.

takZe f“(v) = y; tedy jednak v = (f*)_,(y), jednak [v, w] = f_1([y, w]),
tedy v = (f_,)*(y). Vzhledem k této rovnosti budeme psiti f*; bez
zavorek.

Pozndmka 8. Budiz f prosté reguldrni zobrazenf z E, do E,, r > 1.
UkézZeme, Ze zobrazeni f 1ze sloZiti — asponi lokdIné — (v jakém smyslu,
uvidime za chvili) ze dvou zobrazeni, z nichZ jedno nechdvé beze zmény
jednu soufadnici, druhé ostatnich r — 1 soufadnic. Tato zobrazenf
maji tedy charakter, popsany v pozn. 7 (jednou pro o = 1, po druhé
pro o =r — 1).

BudiZz tedy dédno prosté regularni zobrazeni f oteviené mnoZiny
P CE,na R CE,, dané rovnicemi

(7) z; = fwy, ...,u) (=1,..,7)

s determinantem D,(u) + 0. V ka%dém bodé u ¢ P je tedy jisté —~
# 0 aspoii pro jednu hodnotu <.

of

a *

8) Zde se trochu odchylujeme od oznaeni v D Il, kap. I, § 8, konec pozn. 3:
poslednich ¢ soufadnic z, ..., z,, jeZ jsou nynf konstantni, si viibec nev§iméme.
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Vezméme libovolny bod £ € R a sestrojme bod 7 = f_,(&) e P; pied-
poklddejme, ze

(8) aafl + 0 v bodg 5.7)

Lze tedy sestrojiti P, tak, Ze plati:
1. P, je omezeny otevieny interval, ne P, C P.

2. Funkce 88 h je v P, budto stéle kladna nebo stéle zéporné.
Uy

3. Polozme R, = {(P,), takie R, je oteviend, & = f(n)e R, C R.

Budeme se nyni snazit, rozloZit parcidélni zobrazeni fp na tvar
h * g, kde h, g maji jisty specidlni charakter.8)

2

Obr. 3.

BudiZ g zobrazeni v oboru P,, dané rovnicemi
(9) w1=/l(u1:°"’uf): Wo = Ugy +ovy Wy = Uy .
Polozme @, = g(P,) (viz obr. 3 pro r = 3).

) Kdyby tomu tak nebylo, stafilo by permutovati soutadnice z;, t. j. funkce
fi v (7). Ale nenf tfeba si toho vifmat.
®) fp, je opét popséno rovnicemi (7), nynf viak uZ j jen pro u ¢ P,.
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Tvrdim pfednd, Ze g je prosté. Jestlize totiz g(uw') = g(u’) = w,
plyne z (9) predevdim ug = ug = w,, ..., ¥, = u, = w,, nadeZ prvni
rovnice (9) dava
(92) falug, wy, ..., wy) = fy(uy, wy, ..., w,) = w, .

Ale P, =4, X i3 X ... X &, kde 4, jsou intervaly v E,. Podle 2 je
f1(uy, wy, ..., w,) (pti pevnych wy, ..., w,) jakozto funkce %, ryze mono-
tonnf v 4,, takie z (9a) plyne u; = u;. Tedy vskutku z g(u’) = g(u”)
plyne »’ = u”. Dale je podle (9)

_ %h
(10) Dy(w) = 5,1 + 0 v Py.
Tedy celkem:

4. Definujme g v P, tak, Ze rovnice w = g(u) znamend totéz jako
rovnice (9); potom g je reguldrni a prosté v P, a jeho determinant je dén
vzorcem (10).

5. Polozme @, = g(P,). Potom @, je oteviena.

Inversni zobrazeni g_; zobrazuje @, na P, a zobrazeni f zobrazuje P,
na R,; ob& zobrazeni jsou regularni a prostd. Tedy:

6. Polozme h = fp * g_;. Potom & je prosté regulirni zobrazeni Q,
na R, a je

(1) p,=h*g

(nebot pro ue Py je h(g(u)) = f(g-(g(»))) = f(w)).
Podle (9) 1ze rovnici = g_,(w) rozepsati do tvaru

(12) Uy = @(Wy) ooy W), Uy = Wy, ovy Up = Wy .

Jest oviem g(g_,(w)) = w, coz podle (12), (9) davé vedle trividlnich
vztaht rovnici

(13) hig(wy, ... w,), wy, ..., wy) = w;, pro we @, .

Explicitni vyjadreni rovnice x = h(w) (w e @,) dostaneme, kdyZ do (7)
dosadime za u; podle (12), t. j.

Z; = fi(@r(Wys ooy Wp), Wy oy wy) G=1,...,7);

pro 7 = 1 dostdvame podle (13) x, = w,. Tedy kone¢né:
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7. Rovnici z = h(w) (we @,) lze rozepsati do tvaru

(14) Ty = wy, T3 = Pa(Wi, o0y W), oony Zp = YWy, ...r W)
Jest oviem
D(ygy ..., ;)
15 D = Mt 0 ¥
( ) h(w) D(wm LS ] wr)

Shriime: Je-li £ée R, n = f—,(&), % + 0 v bod§ 7, lze definovati
1

P, Q,, Ry, g, b tak, Ze platf 1 a% 7. Pfitom (11) ukazuje: f vznik4
sloZzenim zobrazen{ k, g, pfi éem% A nemén{ prvn{ soufadnici (viz (14)),
naproti tomu g mén{ nejvyse jen prvni soufadnici (viz (9)).

Poznidmka 9. KaZdou mnozinu 4 C E, typu F, lze psiti ve tvaru
-
(16) 4= U F,,
n=1

kde F, c F, C ... jsou kompaktni.

Dukaz. Jest A = U 4,, kde 4, jsou uzaviens. Mnokiny 4, , =

p=1
= E(xz e 4,, Max |z,] < g) jsou kompaktnf; srovnejme mnoZiny 4, ,
z 1<k<r
(p,g=1,2,8,...) v posloupnost B,, B,,... Potom 4 =y B, a
=1
staéf poloZiti ’
F,=B, uBu..UB,.

Poznéamka 10. Budiz 4 C E, typu F; budiZ f zobrazeni mnoZiny 4
do E,; budi? f spojité v 4. Potom f(A4) je typu F,. Dikaz: PiSme (16)
ve smyslu pozn. 9; potom f(F,) jsou kompaktni®) (tedy uzaviené),
f(A4) = U f(F,).

Poznimka 11. Kazdy interval I C E, je typu F, podrobné&ji: lze
psati I=U I, kde I,cI,cIzc... jsou kompaktn{ intervaly.

n=1
Dikaz: Pro r = 1 je to ziejmé; stadi poloZiti
%) D II, v&ta 169, str. 322.
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AN O\ [ _b—a

@n =0, (ot g0- 2> =15 )
Gt

@h=Y9 " +n

— S|

0 L N
(a,+oo)_—”l=Jl\a+n,a+n/ atd.

Budiz nyni I =14, X 93 X ... X ¢, (i intervaly v E,). Lze psati
[

o = U i}, kde i} C iy C... jsou kompaktni intervaly; staéi poloziti
=1
" @
I,=i xiyx...Xiy,nadeiI=y I, I,c1I,.,.
n=1

§ 2. Substituéni methoda (zavddé&ni novych integragnich promén-
nych) pro mnoiné integrily. Prvnim nasim cilem bude tato

1. pomocné v&ta.l%) BudiZ P C E, oteviend, budif f zobrazeni reguldrng
a prosté v P (takZe + R = f(P) C E, jest otevfend) s determinantem D,.
BudiZ F méfitelnd v R a nezdpornd skoro véude v R. Potom

(17) RfF(x) dx =PfF(/(u)) . |Dy(u)| du .

Této vété dame pozdéji ve vété 103 tvar vhodngjsi pro poletni praxi,
ale to uz bude lehké. Ditkaz 1. pomocné véty bude obtizny. K jeho
provedeni budeme potiebovati tyto dvé pomocné véty:

i. pomocnd véta. Budif [ zobrazeni reguldrni a prosté v P CE,;
polotme R = f(P). Potom plati: Je-li I omezenyj interval, I C R, potom je

(18) uD) = [ |Dfw)| du.
)

Poznamka 1. Znakem g, znaéime Lebesgueovu miru v E,. 2. po-
mocnd véta je specidlnim piipadem 1. pomocné véty pro F = ;.

3. pomocn4 v&ta. Budif | zobrazeni reguldrnt a prosté v P CE,;
polozme R = f(P). Pfedpoklddejme, Ze existuje funkce A, koneénd, spo-
jitd a kladnd v P, kterd md tuto vlastnost:

10) V pom. vétach 1—4 znadi P obor zobrazeni f. Viechny integrily jsou
Lebesgueovy; tedy oviem i méfitelnost znadi lebesgueovskou métitelnost.
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Je-li I libovolny omezeny tnterval takovy, Ze IcR,je

(19) wll) = [ Aw) du.
1-D
Tvrdim, Ze potom plati toto:

1. Je-li F méfitelnd v R a skoro véude v R nezdpornd, je
(20) JF@) dz = [F(j(w) A@w) du.

2. Je-li NC R, u(N) =0, je té£ u(f_1(N)) = 0.
Hlavni je zde tvrzeni 1; tvrzeni 2 je maly vedlej$i produkt.

Odvozeni l. pom. véty z 2. a 3. pom. véty. Budte splnény pied-
poklady 1. pomocné véty. Funkce |D,(u)| je tedy konednd, spojitd
a kladné v P. Tedy jsou podle 2. pomocné véty splnény predpoklady
3. pomocné véty, klademe-li A(u) = |D(u)|, takZe plati vzoreo (20)
pro A(u) = |Dy(u)|, t. j. plati vzorec (17). Stati tedy, dokédZeme-li 2. a
3. pomocnou vétu. Zaéneme s 3. pom. vétou.

Dikaz 3. pomocné véty. Budte splnény piedpoklady této véty.
Budeme pro kratkost fikati, Ze funkce F m3a vlastnost W, jestlize
plati:

1. F je definovana a nezdpornd viude v R a je méfitelnd v R.

2. Plati rovnice (20).

DokéZeme napied tato ¢tyfi pomocend tvrzeni:

«) Mé-li F vlastnost W a je-li ¢ = 0 koneéné ¢islo, mé i cF vlast-
nost W.

B) Maji-li F, G vlastnost W, mé i F + G vlastnost W,

y) Majf-li F, (n =1, 2,...) vlastnost W a je-li F (z) < Fp.(2)
pro kazdé z € R, m4 i funkce lim F,(x) vlastnost W.

n—o0
6) Maji-li F, (n = 1, 2, ...) vlastnost W, je-li F,(z) = F,.,(z) pro
ka?dé ze R a je-li [Fi(x)dx < + oo, m4 i funkce lim F,(z) vlast-
R n—cw
nost W. ,
Tvrzeni «, f jsou ziejmé. Dukaz tvrzeni y, 6: v obou piipadech
mame

[Fa(x)dx = [F,(f(u)) A(u) du .
R P
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Nyni prejdeme vlevo i vpravo k limité n — oo; v pripadé y uZijeme
véty 57, v piipadé J uZijeme véty 65 (za ,,integrabilni majorantu‘‘
vezmemne vlevo funkei F,(x), vpravo funkei F,(f(u)) A(u)).

Nyni budeme dokazovati 3. pomocnou vétu podobné jako jsme
dokazovali vétu 71 (kap. IV, 1): postupnym uZivanim tvrzeni « a% é
budeme dokazovati vzorec (20) pro stile sloZit&jsi funkce F.

A) Budi? I omezeny interval, I c R. Podle predpokladu plati
vzorec (19), t. j.

1) =fo1(¢r) dz = Pfx;(f(u)) A(u) du,

nebot y,(f(x)) = 1 tehdy a jen tehdy, kdyZ f(u)e I, t. j. uwef_,(I).
Tedy y; ma vlastnost W.

B) Budiz I jakykoliv interval, I c R. Podle pozn. 11 v § 1 exis-
tuje posloupnost kompaktnich intervalt I, cI,cI;c... tak, Ze
I =lim I,. Tedy y,(x) = lim y, (), 1, () < %1,,,(®). Podle A) a y)

mé tedy y, vlastnost W.
C) Budiz @G c R oteviend, tedy G = U I,, kde vpravo je disjunkt-
n=1

ni sjednoceni intervala (je totiz G e €,, viz vétu 6). Polozme A4, =
=1 v.. vl zejmé y, =g, + ...+ 2y Xay S X4,y F=
=lim 4,, y, =1lim y, . Podle B), p) a y) majf tedy g, ,x, a ko-
ne¢né y. vlastnost W.

D) Budiz M c R omezend mnoZina typu G, tedy M =MNQ,

n=1

(@, oteviené). Existuje otevieny omezeny interval I > M. Mnoziny
H, = RIG,...G, jsou oteviené, H,D> H,,,, M =lim H,. Tedy

18, = Xm,,p Xu = limzg, & konetnd 1{ xmy(@) dz = p(H,) < p(l) <

< 4 oo. Podle C) a ) ma tedy y,, vlastnost W.

E) Budiz M c R mnozina typu G, Poloiim-li M, =

- &(Max |2,| < n), jsou M, omezené a typu Gy, x5, = Xy, o lim g, =
z 1Sisr » " »

= x,p takie y, mé podle D) a y) vlastnost W.
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F) Budiz N C R, u(N) = 0. Existuje M typu G, tak, e N c M,
u(M) = 0. Smim predpokladati, ¢ M C R (jinak bych vzal MR
misto M). Podle E) mé y,, vlastnost W, t. j. plati (20):

me(f(u)) A(u) du =Rf7m(x) de = pu(M)=0.

Tedy je yu(f(w)) A(uw) = 0 skoro viude v P (véta 46 — jde o integril
nezaporné funkee); jeito pak N C M, je tim spise

(21) xn(f(u)) A(u) = 0 skoro viude v P .
Tedy predné

‘!xN(f(u)) A(u) du = 0 a rovnés Rf xn(z) dz = p(N) =0,

t. j. xy ma vlastnost W. Za druhé: f_,(N)C P a pro uef_,(N) je
f(u)e N, xy(f(u)) A(u) = A(u) > 0, takie podle (21) je nutnd
pe(f-1(N)) = 0. Tim jsme dokézali tvrzeni 2 tfeti pomocné véty.

G) Budiz M métitelnd, M C R. Existuje mnozZina K typu G, tak, %e
WK~ M)=0, McKCR (kdyby nebylo KCR, vezmu KR
misto K). Polome N = K - M. Podle E), F) maji y¢ i xy vlastnost W,
tedy

(22) I_[ 1x(f(w)) A(u) du =Rf xx(x) dz,
(23) szv(f(u)) A(u) du =Rf xn(x) dz = pu,(N) = 0.

Ale y, = xg — xy» takie odeftenim rovnic (22), (23) dostdvime
obdobnou rovnici pro yu, t. j. x mé vlastnost W.

H) Budiz F funkce jednoduché a méfitelnd v B, 0 < F(z) < + o
viude v R. Jsou-li¢, < ¢ < ¢35 < ... < ¢, (¢, = 0) viechny hodnoty,
kterych F nabyvé, a klademe-li M, = E(z ¢ R, F(x) = ¢,), jsou mnozi-

ny M; méfitelné, F = cxp, + ... + Coxm, takZfe F m& vlastnost W
(podle G), ), B)).

K) Budiz F mé&fitelnd v R, 0 < F(z) < + oo viude v R. Podle
véty 39 existujf funkce F, (n = 1, 2, ...), koneéné, jednoduché a mé-
fitelné v R tak, %e pro kaidé x ¢ R je 0 < F,(z) < Fp.y(2), F(z) =
= lim F,(z). Podle H), ) m4 tedy F vlastnost W.

n—>o
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L) Dokoné¢ime ditkaz 3. pomocné véty. Budiz F' méfitelnd v R a ne-
zapornd skoro viude v R. Existuje tedy funkce @, nezdporni viude
v R a takova, Ze existuje mnoZina M C R tak, Ze
(24) F(x) = G(x) pro xe R ~ M, u (M) =0,

a tedy

(25)  F(f(w) = G(f(w)) pro we P = f_y(M), p,(f(M)) =0
(viz tvrzeni 2 tfeti pomocné véty, dokazané jiz sub F). Podle K) je

[G(z) dz = [G(f(u)) A(x) du
R P

a podle (24), (25) zistane tato rovnice v platnosti, pii-li vlevo i vpravo
F misto G. Ale to je pravé Zddany vzorec (20).

Pristoupime nyni k dikazu 2. pomocné véty, pfi éemZ budeme
uzivati jiz dokazané 3. pomocné véty. Pro r = 1 dokdZeme 2. pomoc-
nou vétu snadno; ale budeme jesté potfebovati vétu, kterd ndm umozni
indukei z r — 1 na r. Touto pomiickou je

4. pomocnd vé&ta. Budte g, o celd kladnd &isla, r = o + o. Zobrazent f
budiZ regulirnt a prosté v P CE,; kladme R = f(P) C E,. Necht md
zobrazent f specidlnd tvar, vydetfovany v § 1, pozn. 7; t. j. rovnici x = f(u)
lze rozepsati!)

Yo =fi(vy, .., v, wy, .. w,) (B=1,...,0),
(26) {z,:w, ) G=1,...,0).

Ptedpoklidejme, %e existuje funkce A(v, z), koneénd, spojitd a kladnd
v P, kterd md tuto vlastnost: Je-li ze E, a je-li I, C E, omezeny interval
takovy, Ze I, C R* (uzdvér v E,), je
(27) tdy) = [ A(v,2)dv

fo-aIy)
(1% 1(I,) je mnoZina onéch v, pro néZ bod f*(v), t. j. bod, dany pronimi
rovnicems (26) — kde misto w; pt&i z; — leZi v I,; viz § 1, pozn. 7).

Tordém: potom pro kasdy omezeny interval I C E,, pro néji je I c R

(uzdvér v E,), platt

(28) pr(I) = fDA (v, w) dv dw .
(

1) Pi¥eme oviem & = [y, 2] = [Y1 -+ +» Yo» Z» =+ 1 %] B podobnd u = [v, w].
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Poznédmka 2. Smysl véty i jejiho nésledujiciho diikazu je snad nej-
1épe vidét na obr. 4 (o = ¢ = 1); mnoZiny I,, {2 ,(/,) jsem mél vlastnd
kreslit na vodorovné ose (znatici prostor E,) & ne na rovnobéZce s ni
o soutadnici z; ale takto je snad obrdzek ndzorn&jsi.

Jetto také f= je regularni prosté a tedy homeomorfni zobrazeni P*
na Rs, jsou podle pozn. 10 a 11 v § 1 mnoziny f* ,(Z,), f_,(I) typu F,
a tedy méfitelné.

E

Obr. 4.

Dikaz této dlouhé véty je velmi kratky. Budiz. @ + I = I, X I,,
kde I, je omezeny interval v E,, I, je omezeny interval v E, a budi
I—=1 x1I,cR. Proka?dézel,jetedy I, x (?) CR, t.j. I, CRs,
takze podle piedpokladu plati (27). Podle Fubiniovy véty 74 je viak
(4 je spojitd kladnd v méfitelné mnozing f_ () € P)

(29) [ A@w,w)ydvdw = [( [ A(v, w)dv)dw;
(I I, fe_y(I,)

nebot pfi daném w e I, je f2,(I,) praévé mnoZina onéch bodi v ¢ E,, pro
néZ [v, w]ef_,(I) (viz stile obr. 4), kdezto pro w non € I, necxistuje
Zadné v tak, aby [v, w] e f_,(I).22) Ale podle (27) je pravé4 strana v (29)

If/t,,(ll) dw = #,(Il)lf dw = py(I,) po(ls) = pu.(I).

12) Nebot podle poslednich ¢ rovnic (26) mé bod [v, w] e f—,(I) toté% w jako
joho obraz, ktery le#i v I, tak¥e we I,.
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Dikaz 2. pomocné véty. Dino je zobrazeni f, regularni a prosté
v PCE,; R = f(P). Pro katdy omezeny interval I, pro ngjz I C R,
mame dokazati rovnici

(30) m(D) = [ |Dyw) du.
1-1(D)

I. Budiz r = 1,'%) I omezeny interval (ani prdzdny ani jedno-
bodovy — v téchto p¥padech je (30) trividlnf), I c R.Jeito f—, je té%
regulérnf a prosté v R (§ 1, pozn. 3), je podle pozn. 4 v § 1 _,(I) =
= f_oI) c f_,(R). = P. Je%to f_, je spojits funkce, je podle véty 130
v D1 f_,(I) interval a f_,(I) = f-,(I) kompaktni interval, oviem
nikoliv jednobodovy (jde o prosté zobrazeni); tedy f_l(T) = {a, b),
a < b. Spojitd funkee D,(u) = f'(u) #bO je tedy v (a, bb) stdle kladna
nebo stile zéporns, takie prednd [f'(u)du = 4 [|f'(w)|du a za
druhé krajni body intervalu I jsou ;i"ejmé f(a), f(b;, takze u,(I) =
= |f(b) — f(a)|. Funkece f ma v {a, b) derivaci spojitou a tedy ome-
zenou (DI, véta 127) a tedy je f v <{a, b) absolutné spojitd (D II,
kap. V, § 9, pozn. 14), takZe podle véty 94 a pozn.. 1 v kap. V, § 5 je

b b
f(®) — f(@)] = | [} (w) du| = [|f'(u)| du )

t. j.
m(I) = [ |Dy(w)| du,
I

coz bylo dokazati.

II. Budiz r > 1 a pfedpoklddejme, Ze 2. pomocna véta je spravna az
do dimense r — 1.

Vezméme libovolny bod & € R a sestrojme bod n = f_,(£) € P. Pied-
pokladejme prozatim (ke konci dikazu toto omezeni odstranime), Ze

ofy y
(31) é-u—l-#:OVbOdeﬂ.

MuzZeme tedy uZiti pozn. 8 v § 1: Existuji mnoZiny P,, @,, R, a zobra-
zeni g, b s témito vlastnostmi:

13) Zobrazeni f je tedy prost§ funkce jedné prom&nné.
14) To plyne ostatné také z } 1, v8ta 39, jeZito tento integral 1ze podle pozn. 7
v kap. III, § 4 pojimati té% jako Riemannuv.
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. P, je omezeny otevieny interval, e P, C P.

0
2. Funkece % je v P, budto stile kladna nebo stéle zdporné.
1
3. R, = f(P,), takie R, je oteviend, £ = f(1) ¢ R, C R.15)
4. g je zobrazeni reguldrni a prosté v P,; pfitom rovnici w = g(u)
(v € P,) lze pfepsati na tvar

(32) Wy = fi(tyy -0y Up), Wy = Uy, «.oy W, = Uy
tedy
_ o

5. @, = g(P,), takie @, je oteviena.
6. I je regularni a prosté zobrazeni mnoZiny @, na R, a je
p,=h*g.

7. Rovnici x = h(w) (w € Q,) lze pfepsati na tvar

(34) Ty = Wy, Ty = Wa(Wy, ooy W), ooy T = Pp(Wy, ooty Wy) 3
tedy
(35) Dy(w) = ¥ 20 ¥

Dw,, ..., w,) "

Nyni pouzijeme toho, co bylo fedeno v § 1, pozn. 7. Zvolime-li pevng
w, € E;, definuji druhd aZ r-td rovnice (34) jisté zobrazeni A", které
zobrazuje (podle 6) @f* na RY:. Zobrazeni h** je reguldrni a prosté
v @f* a ma podle (35) determinant

_D(ypy, ..oy vr)
(36) Dhu‘(wz, ceey w,) = m = D,,(wl, ooy w,) .

Jeito h* je zobrazeni o r — 1 proménnych, smime na né pouziti podle
indukéniho predpokladu pomocné véty 2 a dostdviame toto: Je-li
w, € E;, I, C E,_, omezeny interval, I, ¢ R, je (podle (30) s hodnotou
r — 1 misto r a podle (36))

(37) /‘r—l(Il) = f |Dh(w1) LR wr)l dwl e dwr .
A1)

18) Obr. 3 vam bude stéle uZitedny k oZiveni pfedstavy.
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Tato rovnice ukazuje, %Ze smime pouZit 4. pomocné v&tYy, jestlie v ni
klademe: » misto f; @,, R, misto P, R; 0 =1, ¢ = r — 1; déle pisi
Wy, ..., W, Misto vy, ..., v, a konedns | Dy| misto 4.1%) Vychéz{ pak toto:

Pro kazdy omezeny interval I C E,, pro ngj je I C R, jest
(38) () = j('nlD,,(wl, ceey Wy)| duwy ... dw, .

Podobné to provedu se zobrazenim g: PiSme kratoe z = [%,, ..., u,]. Pii
pevném z urduje prvni rovnice (32) jisté zobrazeni g*,17) které je regu-
larni a prosté v P} a zobrazuje P} na Qj; jeho determinant je

0 s eeey Uy
(39)  Dyu) = il ®) _ pu, ) = Dyt ).

Na zobrazeni g* (odpovidajici pfipadu r = 1) miZeme jiZz pouziti
2. pomocné véty!®) a dostavame: Je-li z = [u,, ..., u,]€E,_, a je-li
I, C E, omezeny interval, I, C @}, je
(40) ‘ m(l) = [ |Dy(uy, 2)| du, .

g*-al)

Tedy lze op&t uZiti 4. pomocné véty pro ¢ = 1, ¢ = r — 1, kde misto v,
pisi u,, misto f, P, R pak pi§i g, P,, @,. ObdrZime:

Je-li I c E, omezeny interval, I C ,, je
(41) w(l) = j(’l)[D,(ul, oo Uy)| du, ... du, .

g-1

Odtud je v8ak déle patrno, Ze smime pouZiti 3. pomocné véty (tu jsme
jiz dokdazali!), jestlize misto f, P, R, A piSeme g, P;, Q,, |D,|, a dosté-
véme:

Je-li F mé&fitelnd v @, a skoro viude v @, nezdpornd, je

(42) Qf F(w) dw =pf F(g9(u)) |Dy(w)| du
(piSeme u = [u,, ..., %,], w = [wy, ..., W,]).

1) Prom&nnéd w, by podle zn¥nf 4. pomocné vty méla st4ti na poslednfm
mistd; ale to nevadi, zndme v&tu 89 (invariance Lebesgueova integrdlu vu&i
permutacim soufadnic).

17) Je to prost8 funkce jedné promdnné.

18) Budto podle indukéniho pfedpokladu nebo proto, Ze pfipad r = 1 byl
dokézén sub I.
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Dile uvaujme takto: Je-li I omezeny interval, I c R,, smim pouzit
(38) a vychazi
uI) = a f IDh(wv ceey wr)l dw;, ... dw, =

—of [Da(w)] 25_ynw) dw .
Nyni viak mohu uZiti na posledni integrél vzorce (42) a obdrZim
(44) ul) = flh_.(l)(g(’“)) |Da(g(w))] . | Dy(w)] duw .

Ale podle (4) v §1 je Dy(g(u)) Dy(uw) = D,(u); déle x,_l(,)(g(u)) je
rovno 1 tehdy a jen tehdy, je-li g(u) € b_,(I), t. j. h(g(u)) € I, t. j. f(u) €
el, t.j.uef_,(I). Tedy lze pséti (44) v tomto tvaru:

Je-li I omezeny interval, I c R, je
(49) mel) = f |Dy(u)| du .

—l

Z_Lolme nyn{ omezeny otevreny interval K(&) tak, %e £&e K(&),
K (&) c R,. Potom oviem (45) plati pro ka%dy interval I c K(§).
Dokazme nyni:
Tvrzeni (T). BudiZ £ € R. Potom existuje otevieny interval K(&) tak,
Ze t e K(&) C R a Ze pro kady interval I C K(£&) platt (45).

(43)

/1

Toto tvrzenf jsme pravé dokézali za pfedpokladu, Ze S0
v bod& 5 = f_,(¢). Odstranime nyni toto omezen{.®) Budli tedy
Ee R, n = f_,(&). Jisté existuje index k tak, Ze /" % 0 v bodé 7.

Uy
Zavedme jesté zobrazen{ p, dané témito rovmceml."’)

L=, =2, t;=2; (pro ¢t + 1, ¢ £ k),
takZe jde prosté o transposici dvou soufadnio.?!) Ziejmé |D,(z)| = 1.
Polozme S = p(R). Zobrazeni p je regularn{ a prosté v R, takZe sloZené
zobrazeni 8 = p * [ je reguldrni a prosté v P,

[Dy(u)| = [Dy(u)| . [Dy(f(w))] = |Ds(w)] -

1%) Prosim za prominutf, ¥e tuto snadnou v&c budu nynf obfrn8 dokazovat.
Ale v tak slofitém dikazu, jako je tento dikaz 2. pomocné v&ty, nechei Etenédte
odbyti slovy: ,,ze symetrie je jasno, Ze toto omezeni lze odstranit«:.

20) Rozepisuji rovnici ¢ = p(z).

1) Predpokldaddm k + 1; pro k = 1 bylo tvrzeni (T) ji% dok4zdno.
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Rovnici ¢ = s(u) 1ze rozepsati takto:

ty = 8;(u) = fi(u), t = si(u) = f1(w),

b, =s(u) =f(u) (prot + 1,1 *k).
Polozme 1 = p(§) = 8(n), tedy =5 = s_, (). Je 2—81— = aﬁ +0

u,  Ou,
v bodé 7. Tedy podle toho, co jsme jiZz dokdzali: Existuje otevieny
interval L (ve L c 8) tak, Ze pro ka?dy interval M c L je
(46) u(M)= [ |D,(u)|du.
s_.(M)
Budiz K = p_,(L), takze K C R je otevieny interval, & = p_,(7) ¢ K.
Zvolme za K(&) tento interval K. Budiz I interval, I ¢ K(£); polozme
M = p(I), takze M je interval, M C p(K(¢)) = L, tedy plati (46). Ale
(M) = u.(I) (jde jen o permutaci souradnic), s_,(M) = f_1(p_,(M)) =
= f_i(I),®2) takZe (46) lze piepsati do tvaru (45). Tim je tvrzeni (T)
dokazano.
Nyni jsme jiz skoro hotovi. Budiz I jakykoliv omezeny interval,

I c R. Miame dokézati (45). Oteviené intervaly K(&) (pro vsSechna
¢ e R) pokryvaji R a tedy I. Podle Borelovy véty (D I, v&ta 158)
existuje mezi nimi koneény podet intervala

K(£1), AR K(Sﬂ) ’

pokryvajici I a tedy I. Sestrojme simultinni kanonicky rozklad?s)
intervali
I’ K(EI)) LR ] K(fﬂ)a N
(kde N je jakykoliv omezeny interval, obsahujici I, K(&,), ..., K(&,)).
Je tedy patrno, %e I lzc psiti ve tvaru disjunktniho sjednoceni I =
=J, v J, v ... U J,2 kde kazdy J, je ¢asti nékterého K(&;), takie
podle tvrzeni (T) je
sl ) = f | Dy(w)| du .
» f-1(J®)
Seéteme-li pro k=1,2,...,q, dostdvame (43). Tim je dokédzina
druhd a tedy i prvni pomocnd véta.
1) Jo-lis =pxf, jo 8.y = f-1 % Py, nebot z s(u) = v, t.j. p(f(u)) = vplyne
Hu) = p_4(v), & kone&nd u = f_1(p4(v))-

23) Viz kap. I, § 6, pozn. 4.
) J,, ..., J, jsou ony intervaly rozkladu, které jsou obsaZeny v I.
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Nez vyslovime hlavni vysledek, dokdZeme je$té tuto drobnost:

Vé&ta 102. Budif f zobrazeni oteviené mnofiny P CE, na RCE,,
které je reguldrnt a prosté v P, s deferminantem D,. Budi{ M C R.
Potom plati:25)

1. u(M) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li u(f_,(M)) = 0.
2. M je méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li f_ (M) méfitelnd, nadet
wM)= | )|D,(u)| du .

1-o(M

Dukaz. 1. BudiZ x(M) = 0. Smim uziti 3. pomocné véty, kladu-li
A(u) = |Dy(u)| (to plyne z 2. pomocné véty); podle tvrzeni 2 tieti
pomocné véty je tedy u(f_,(M)) = 0. Jestlize naopak mnoZina N =
= f_,(M) m4 miru rovnou nule, uZiji zobrazeni f_; (misto f) a dost4-
vém u(f(N)) = p(M) = 0.

2. Je-li M typu F,, je podle pozn. 10 v § 1 také f_,(M) typu F;
je-li N = f_ (M) typu F,, je také f(N) = M typu F,. Tedy M je m&fi-
telnd, t. j. tvaru ,,mnozina typu ¥, plus mnoZina miry nulové‘ (véta
22) tehdy a jen tehdy, je-li také f_ (M) tohoto tvaru, t. j. méfiteln4.
Je-li M méfitelnd, je podle 1. pomocné véty vskutku

(M) = [1y(x) dz = [xy(f(w)) |Dy(w)] du = [ |Dy(u)| du,
R P (M)

nebot je y(f(w)) = 1,t. j. f(u) e M tehdy a jen tehdy, lezi-li w v m&¥i-
telné mnozing f_,(M).

A nyni ptijde hlavni véta tohoto paragrafu:

Véta 103. Budif | zobrazent oteviené mmnofiny P CE, ma R CE,.
Budif f reguldrnt a prosté v P, s determinantem D,. Budif M C R a budi%
F Uibovolnd redlnd funkce. Potom je (jde o Lebesgueovy integrdly)

(47) [F(x)dz = [ F(f(u)) |Dy(v)| du,
s 1-300

jakmile jeden z obou integrdli existuje.

Poznamka 3. Vzorec plati i pro komplexni F, jakmile jeden z in-
tegralu konverguje.

1) Znak u znalf oviem Lebesgueovu miru v E,.
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Dukaz. I. Necht leva strana v (47) md smysl, takZe M je méfitelns,
F métitelna v M. Polozme F(x) = 0 pro z ¢ R — M, takZe levou stranu
lze psiti [F(z) dz. RozloZime-li F = F+ — F-, mame podle 1. po-

R

mocné véty
ﬁ]’F*(x) dx =PfF+(/(u)) |Dy(w)| du

a podobnou rovnici pro F-. Jezto aspoii v jedné z t&ohto rovnio stoji
konvergentni integrily, lze je odecisti a dostdvame

(48) Rf F(z) dz = Pf F(f(w)) | Ds(w)| du .

Ale F(f(u)) =0, je-li fu)e R~ M, t.j.ueP = f_ (M). Jeito f_,(M)
je méritelna (véta 102), lze rovnici (48) vskutku psati ve tvaru (47).

II. Necht prava strana v (47) md smysl. Polozme f_,(M) = NCP,
F(f(u)) |Dy(u)| = G(u) (pokud F(f(w)) mé smysl), takZe pravd strana
v (47) je
(49) [G(u) du .

N

PouZiji-li bodu I na tento integril a na inversni zobrazeni f_,, vidim,
Ze (49) lze psiti ve tvaru

. 1{) F(f-1(z)) |D;_ ()| dz =
= JE((2@)) ID/f4() - Dy )] d .
Ale f(f_,(x)) = = & dile D,(f_,(x)) D,_(x) = 1 (viz § 1, pozn. 3), takZe
(49) 1ze vskutku psati ve tvaru [F(x) de.
M
Priklad 1. BudiZ f specidlng t. zv. afinni zobrazent, dané rovnicemi
(50) ;i =auu +... +au, +b; E=1,...,7)

s determinantem A # 0 (determinant A4 tohoto zobrazeni je ovSem
determinant koeficienti @;.). Je to ziejmé prosté regularni zobrazeni E,
na E,. Podle (47) je tedy pro M C E,

(51) MfF(x) dz = IAI, (fM)F(f(u)) du ,

existuje-li jeden z t&chto integrila. Speciilné pro F(x) = 1 plyne
(52) u(M) = 4] u(f (M),
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jakmile jedna z obou mnoZin M, f_,(M) je m&fitelnd. Je-li |[4| = 1
(coZ plati mimo jiné pro v¥echna isometrick4?®) zobrazeni E, do E,,
viz D I, kap. VI, § 3, pHkl. 3), dava (52) u(M) = p(f_,(M)).

Vezméme jesté zcela specidlni piipad. VySetfujme mnoZinu P bodi
% = [uy, ..., %,], vyhovujicich nerovnostem

(53) A, <anuy, +...4apu, <A, +h; (t=1...,1),

kde h; > 0, pti Sem%z 4 #+ 0, kde 4 je determinant &isel a,;; mnoZing P
se F{ka rovnobéinostén v E,. Zavedeme-li zobrazeni z = f(u) rovni-
cemi (50) (kde b; = 0), vidime, Ze R = f(P) je interval, dany nerov-
nostmi 4; <z; < A; + h; o ,objemu‘ (mffe) &, ...h, PiSeme-li
v (62) M = R, f_,(M) = P, dostdvame, Ze mira (,,objem*) rovno-

bé&inosténu (53) je rovna — |A| h’. Jeito kazdd nadrovina, dané rov-
nicf
(54) aw, +... +au,=c (@i +..+a>0),

ms miru rovnou nule — jak ihned dokédZeme — nezméni se na mife
mnoziny P nio, jestliZe v (53) n&kter4 znameni < nahradime zname-
nimi <.

Ze (64) mé mfru nulovou, dokédZeme takto: Vhodnou permutact
soufadnic (viz vétu 30) lze dosdhnouti toho, Ze a, + 0. Potom lze
z (54) vypoditat u,, naleZ je patrno, %Ze mnoZina (54) je grafem

1
funkce P (c—au, — ... —a,_%,_,) (obor: E,_;) a tedy mé
r

miru 0 (véta 76).

(Jiny dikaz: vhodnou afinni transformaci pfevedeme (54) na zvrhly
interval z, = ¢, jenZ m4 miru 0 podle za¢étku § 10 v kap. I, a uZijeme
vzoree (52).)

Ptiklad 2 (poldrni soufadnice v roving). Viimnéme si napred
obecné véty 103. O mnozind M a funkci F se v ni nepfedpoklddéd
vlastn® nic; napiSe se vzoreo (47), naleZ, zjisti-li se existence nebo do-
konce hodnota jednoho z obou integrali, je tim zji¥t&na existence nebo
i hodnota druhého. Vyhodné je, Ze vzorce (47) miZeme uZiti jak k vy-

) Pri eukleidovské metrice.
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podtu prvniho integrilu pomoci druhého, tak také naopak k vypoétu
druhého pomoci prvniho. Zato se kladou dosti pfisné pozadavky na
zobrazeni f, t. j. na ,,transformadni rovnice‘

(55) 2= fi(ug, ..,u,) (E=1,2,...,7);

pozaduje se, aby toto zobrazeni bylo regulérni a prosté v jisté oteviené
mnoZiné obsahujici integraéni obor integralu vpravo (nebo, mluvim-li
o inversnim zobrazeni g = f_,: toto zobrazeni g mé byti regularni
a prosté v jisté mnoziné R, obsahujici M). V praxi obydejnd uZivime
pomérné jednoduchych transformaci (55), ale pfece jen se u nich &asto
vyskytuji body, kde parcidlni derivace neexistuji nebo kde D,(u) = 0
nebo konecn& v nékterych bodech je porufena ,,prostota‘ zobrazeni.
Je-li viak takovych bodi ,,dosti malo*, miZeme se jich &asto zbavit;
uvedme tento pfipad:

Jde o integral [F(x) dz. Znime zobrazeni f v oboru P, jeZ je regu-
M

lirni a prosté v P; kladme R = f(P) a pfedpoklidejme, Ze R pokryvé
,,8koro celou‘“ mnozinu M, t. j. Ze u(M = R) = 0. Potom mohu uziti
vzorce (47) na integraéni obor MR a dostavam

[F(z)dz = [F(z)dz = [ F(f(w)) |Ds(u)| du .
M MR (MR)

~1

Jako pfiklad uvedme zobrazeni f, jehoZ oborem je interval I =
= (0, + ) X <0, 2r) (nalrtnéte!) a které kazdému bodu [r, p]e I
(t.j.r =2 0,0 < ¢ < 2r) pfifazuje bod [z, y] = f(r, ), dany rovnicemi

(56) =recosp, y=rsing.

Je D,(r, ) = r a f zobrazuje I na E,. Ale I neni oteviené, D, je n8kdy
rovno nule a zobrazeni neni jesté prosté. Vezmeme-li vZak vnitfek
intervalu I:

(67) P = (0, + o) X (0, 2x),

je f jiZ regulérni a prosté v P; dile je f(P) = R mnoZina, kterd vznikne
z E, odstranénim boddu [z, 0] (z = 0), takZe u(E, - R) = 0. Pro libo-
volnou mnozinu M c E, je tedy — jakmile jeden z napsanych integrala
existuje —
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fJF(x, )dwdy = [[F(z,y) dz dy =

(58) = [[ F(rcosg,rsing)rdrdp =
1-\(RM)

[ [ F(r cos @, rsin ) r dr dp 7).
1-a(3M)
Posledni rovnice plati proto, Ze mnozina f_,(M) = f_,(RM) se skladd
pouze z bodd, leZicich na hranici intervalu I, a ma proto miru 0.

Postupoval jsem ponskud rozvlaéné, ale chtél jsem na typickém
piiklad® ukdzat, jak lze dasto odstranit nepodstatné obtiZe, vyskytu-
jici se pfi uZivéni vzorce (47). Podotykdm, %e misto intervalu <0, 2r)
bychom mohli vziti jakykoliv interval délky 2x. Nésleduji t¥i specidlni
piiklady na transformaci (56).

Priklad 3. Pro 0 < ¢ < + o je podle (58) a podle Fubiniovy

véty
dx dy . .
ff(xz-{—y’)*" ff?l drdp = f(fl fd'P)dr

O<r<e
O<p<2w

, 2"_.92—41
vychdzi I = - proa <2, I = + oo proa = 2.

Piiklad 4. Poddme novy, velmi jednoduchy vypodet Laplaceova
integrilw (viz kap. III, § 7, prikl. 12)

<+

@

I=[e*dx.

(=]

Fubiniova véta davéa

ffoe“" ”'dxdy_f(e“fe v'dy) dz = fe"'Idx—
z>
>0

+
=1 [e " dax=1Is.
0

7) f_,(M) znad¥{ vzor mnoZiny M p¥i zobrazeni f & to i tehdy, kdy¥ f neni
prosté (D If, kap. I, § 3, str. 26 dole).
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Véta 103 a Fubiniova véta divaji

iT to
[fo#Vdzdy= [[ ordrdp= [ ([o"rdr)dp—
z>0 r>0 o 0

y>0 O<p<im
i
— of ddy = ir.

Tedy I* = in; jeito I > 0, je I = 1|/
Pfiklad 5. (Obsah v polérnich soufadnicich.) Budif (x, p)

interval délky nejvyde 2r. Budii F funkce nezdpornd v (x, f) (ne nutné
koneé¢n4). Budiz M mnozina ondch bodi [z, y] v roving, které maji

tvarz =rcos g,y =rsing,a <9 <B,0 <r < F(p) (obr. 5, 6; jde
r=f(yp)
LS/
Pecx
o
Obr. 5. Obr. 6.

o ,kfivodary trojahelnik‘, jehoZ ,strany* maji v polérnich soufadni-
cich rovnioce ¢ = «, ¢ = f,r = F(p) — ¢tendf mné jisté rozumi i v pif
pads, Ze F(@) = + oo pro n8které ¢ — viz obr. 6, kde F(p,) = + o).
Jde o to, kdy M je métitelnd a jak se vypolte u(M). Postupné uZitf
piikladu 2 v kap. III, § 1, véty 103 a Fubiniovy véty 74 dévd

B F(p) B
wM)= [[dedy= f[[ rdrdp= [([rdr)dp =} [Fp)dp;
M a<p<p a 0 a
0<r<F(p)
piitom tento vzorec plati tehdy a jen tehdy, existuje-li
[[ rdrde.
alp<f
0<r<F(9)
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Jefto je to integril spojité nezdporné funkoe, existuje tento integral
tehdy a jen tehdy, je-li mnoZina € (¢ € (x, B), 0 < r < F(p)) méfitelnd

[o,r]

(pozor! jde ted o mnoZinu bodu [g, 7] s ,,pravothlymi‘ soufadnicemi
@, r. Ze jsem pred tim psal [r, ¢], nevadi — viz vétu 30). Ale podle vty
77 je tato mnoZina méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li F' méfitelnd
v («, ). Tedy: M je méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li F méfitelnd
v («, B), nace

B
w(M) =} [F*(p) dp .

Na pf. prox < < & + 2w, ¢ > 0, a > 0 a pro kfivky (v ,,poladrnich
soufadnicich®) r = ¢cp (x = 0), r = ce®, r =clgap (ax = 1) vyjde
po fadd

(M) = 3(B* — o),

c? )
W) = 7o (2P — o) ,

p=af

3
wM) = % [iplg*e —plge + 91 ..
Vytknéme jestd zvléstd tento specidlni piipad véty 103 pro r = 1:

Vé&ta 104. Budif f funkce spojitd a ryze monotonni v (x, f); poloZme
lim f(u) = a, lim f(u) = b.38) Necht existuje mnoZina N c («, B) 8 té-
u-—+a+ u—f—

maito vlastnostmsi:

1. u(N) = u(f(N)) = 0;

2. (x, B) — N je oteviend;

3. v mnoZiné («, B) — N md f koneénou spojitou od nuly riznou dert-
vaci. Potom je

b g
(59) JF(2) dz = [F(f(x)) f'() du ,

md-li jeden z téchto integrdli, smysl.

Dukaz. f je zobrazeni regulirni a prosté v oteviené mnoZind
(x, B) — N a zobrazuje ji (jezto f je prosté v celém (x, #)) na mnoZinu

) Tedy: f zobrazuje («, f) na (a, b) pfi rostoucim f,ale na (b, a) p¥iklesajfcfmf.
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(@, b) — f(V) pfi rostoucim f a na mnoZinu (b, a) =~ f(N) pfi klesaji-
cim f. Tedy podle véty 103 je2?)
Fx)de = [ F(f(w))f (»)du pfi rostoucim f,
(a,b) - {(N) (x,8)=N
Fe)de = — [ F(f(w))f'(v) dw pii klesajicim f,
(b,a) = {(N) («,f)~N

existuje-li jeden z t&chto integrali. Ale do integraénich obori mohu

b
pfidat nulové mnoZiny N, f(N). Uvazim-li, Ze [ = [ pro a <3,
@b a

a b
[ = [= — [ pro a > b, dostanu (59).
(b,a) b a

Poznamka 4. Véta je velmi pohodlnd v praxi. Intervaly («,f),
(a, b) (po ptip. (b, a)) nemusi byt omezené. Podminky 1, 2, 3 Fikaji
prosté, Ze f mé mit spojitou od nuly riznou koneénou derivaci v ote-
viené mnoziné, kterd vznikne z («, ) odstranénim vhodné nulové
mnoziny, jejiz obraz je také nulovd mnozina; to byva v praxi vétSinou
splnéno. (Vedle toho oviem se poZaduje spojitost a ryzi monotonnost
v celém intervalu («, B).)

§ 3.* Obecnd zobrazeni t¥idy C,.* BudiZ f zobrazeni mnoZiny
P CE, do E,, dané rovnicemi

(60) x,- = f.’(ul, ooy ’u,.) (i = 1, coey T) D

Budeme Fikati, Ze f je zobrazeni t¥idy C, v P, jestliZe P je oteviend

a derivace % (¢,7 = 1,...,7) jsoukoneéné a spojité v P. Na rozdil
i

od regulirnfich zobrazeni muZe tedy byti D,(u) = 0. Vymizen{
determinantu D, md podstatny vliv na mfru obrazu f(P), jak uké-
Zeme ve vété 105.

Poznidmka 1. KaZdou otevienou mnozinu P # @ lze vyjidriti
jako sjednoceni spodetného systému uzavienych krychlovych inter-
valia. Dukaz: KaZzdému bodu z ¢ P lze pfifaditi ,,raciondlni krychli*
K, (t. j. interval {a;,a; + k) X {as, ay + k) X ... X <a,, a, + h),

%) Jest |f’| = f pFi rostoucim f, ale |f’| = — f’ pFi klesajicim f.
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kdea,, ..., a,, h jsou raciondlni, 0 < h < + o) tak,%exe K,, K, C P.

Ztejm¥ tedy P = U K,, ale mezi mnoZinami K, je jen spocetné
zeP

mnoho riznych mnozin (jeZto mnozina vsech racionalnich krychli je

spoletnd). Tedy kazd4d oteviend mnoZina je typu F, (Ctendi to ostatné

viz D I, kap. VI, § 6, pozn. 2), jeji spojity obraz je tedy podle pozn. 10

z § 1 také mnozina typu F  a tedy méfitelnd mnoZina.

Véta 105. Budi# f zobrazenit z E, do E,, které je t¥idy C, v otevFené mno-
%iné P C E,. Potom plati:

I. Je-lt Dyu) & 0 aspori v jednom bodé we P, obsahuje f(P) mne-
prdzdnou otevienou mnofinu a tedy je u(f(P)) > 0.%°)

II. Je-li D)(u) = 0 pro vechna ue P, je u(f(P)) =0 a tedy f(P)
neobsahuje Zddnou neprdzdnou otevfenou mnoZinu.

Dikaz. I. Existuje-li u,e P tak, Ze D,(u,) + 0, existuje okoli P,
bodu u, (4, € P, C P) tak, ze vSude v P, je D,(u) + 0, takze f je regu-
ldrni v P, a tedy f(P,) je (viz § 1, pozn. 3 nebo D Il, véta 212) oteviena
mnoZina, obsazZens v f(P).

II. Budiz D,(u) = 0 vSude v P.3!) Dokazeme:

YA) Je-li K libovolnd uzaviend krychle (t. j. interval tvaru
{a;, a; +h) X {ag, ag +h) X ... X <ay, @, +h), 0 <h < + )
obsaZens v P, je u(f(K)) = 0.

Je ziejmé, Ze IT plyne z A). Nebot podle pozn. 1 1ze psiti P = U K,,

kde K, jsou uzaviené kryohle, tedy f(P) = U f(K,) a podle QI) plyne
p(f(P)) < D u(f(K,)) = 0. Stadi tedy dokdzati U).
Misto ) dokidzeme toto:

B) Budiz K uzaviena krychle, obsazend v P. Potom ke kazdému
e > 0 existuje n = n(e) > 0 s touto vlastnosti: Je-li H libovolnd
uzavrend krychle obsaZens v K a majioi hranu kratsi nez 7, je

(61) n(f(H) < e p(H) .

Z tvrzeni B) plyne Y) takto: BudiZ dédna uzavieni krychle K c P
o délce hrany k. Zvolme ¢ > 0, sestrojme piislusné 7(¢) a rozdélme

30) f(P) je mé&titelnd podle pozn. 1.
) Predpoklédéme P + @; piipad P = @ je zfejmy.
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krychli K na n* uzavienych krychli K,, K,, ..., K,. o hrané —z—,-"“)

pfi éemz prirozené &islo n volime tak velké, zZe %< n(e); tedy

podle (61) u(f(K,)) < & u(K,) a odtud

w8 = w0 1K) < 3 ufK) <

1= 1
hr
< 812/4(1{‘) = s.n’."—z—= e u(K) .

r

JeZto to plati pro kazdé ¢ > 0, je u(f(K)) = 0.

Stadf tedy, provedeme-li
dikaz tvrzeni 9B). BudiZ tedy K c P uzaviend krychle. Spojité
ofs

koneéné funkce Fro jsou v kompaktnf mnoziné K omezené a stejno-
]

mérné spojité (viz D I, véta 169 a 170). Tedy existuje predné ¢
(0 <c < + o) tak, Ze

(62) ue K = <c

0fi(u)
Ouy

a za druhé ke kazdému ¢ > 0 existuje d = d({) > 0 tak, Ze

(ae K, be K, Max |b; — a,| < 8) =
1<i<r

(63) B
= Max (af‘) — (@f_«) <¢.
1isr [\OUs ),y \%%s)u—a
1<jisr

BudiZ nyni ¢ > 0, H uzaviend krychle, H C K; pisme H =
={a,, a; +h) X ... X<a,a, +h) a budiz 0 <h < (). Jeli
we H, je podle poznamky 1 k vété 203 v D 11%3)

r ofi(v)
(64) fi(x) — fi(a) =’Z:1(uj — a;) _3171:- ’

’;1)1' Vnit¥ky t&chto krychlf jsou disjunktni; majf viak po p#p. spoletné body
na anicl.

33) Existence totélnfho diferencidlu plyne ze spojitosti parcidlnich derivact
(viz D I, v&ta 187).
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kde v znadi néjaky bod tsetky o krajnich bodech a, u; tedy ve H,
Io — | < Ju, — a;| < h < 8(¢). Tedy predns (podle (64), (62))

(64a) —rhe < fiu) — fia) <rhc (1=12,...,7)

cu;

J

a za druhé (M znad{ derivace v bodé a) podle (64), (63)

(65) fi(w) — fi(a) = Z (us — @) (agia) + Zu) P
i=1 E)

kde |4,| < ¢.34) Jeito Ds(a) =0, existuji redlnd d&isla A4,,..., 4,
(z4visl4 pouze na a), kterd nejsou vesmés rovna nule a pro néz je

(66) DA, z;u, =0 (j=1,2..7).

Nésobim-li vhodnym &islem, mohu dooiliti toho, Ze |4,| < 1 pro viechna
t, A, = 1 aspoii pro jedno ¢; bez 4jmy obecnosti budiz 4, = 1. Néso-
bim (65) ¢islem A, a seétu pro ¢ = 1, 2, ..., r; obdrzim

A, fi(u) + Agfo(w) + ... + A4, f(u) =
=S A, fda) + 3 Ak (4 —a).

i=1 =1

(67)

Pro kaZdy bod z e f(H), t. j. pro kaZdy bod =z, kde z; = f,(u), we H,
plati tedy rovnioce (67) a nerovnosti (64a) (kterych uZijeme pro ¢ =
=2,...,r). Jezto 4, = 1, |4,| £ 1, |Ay| < ¢, plyne odtud pro kazdy
bod z e f(H):

3 A®) = hE <7+ Ay ..+ A < 3 Adfla) + AL,
68) *= =
(68) fda) —rhe < z; < fa) +rhe (1 =2,3,...,7) .35)

Tedy f(H) je obsaZena v rovnobéZnosténu, definovaném nerovnostmi
(68), jehoZz mira (objem) je (viz § 2, koneo piikl. 1; zde je 4 = 1)
2rpr+ier-1Lpr, Tedy

(69) u(f(H)) < 27r7+ 167~ pu(H) ,

nebof u(H) = h’. BudiZ nynf ¢ > 0; volme { > 0 tak,%e 2rrr+ler-1f =
= ¢. Jestlize H je libovolnd uzaviend krychle leZici v K a majicf

84) A,j zévisf ovlem na a, y, 1, §.
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hranu krat$i nez 6(£),*%) plati (69), t. j. u(f(H)) < e u(H), coi bylo
dokazati.

Poznamka 2. Srovnejte vétu 105 s vétou 213 v D H (pro specidlni
pfipad s = ). Budiz f zobrazeni oteviené mnoziny P C E, do E,, které
je t¥idy C, v P anecht D/ (u) = 0 viude v P. Tato podminka mé za nd-
sledek —- zhruba feeno — Ze soufadnice f,(%), ..., f,(«) bodu f(u) jsou
k sob& jistym zpisobem vézany. Ve vété 213 v D Il se to projevilo
,»Jokalng tim, Ze v okoli kazdého bodu u, e P, ktery neni ,,singulér-
nim*,37?) lze aspoii jednu z funkei f,, ..., f, vyjadfiti jako funkei ostat-
nich; ve vété 105 se to projevuje ,globalné tim, Ze bod f(u) =
= [fy(u), ..., f(«)] m4 ,,;malou volnost pohybu‘‘: probiha-li » mnozinu
P, probiha bod f(u) pouze mnoZinu miry nulové,

35) Pro r = 1 tyto nerovnosti odpadaji.

s8) Cislo 6({) zavisi na & miiZeme jo oznadit #(e).

37) T&ch singulédrnich bodu je ,,mélo*, tvofi pouze ffdkou mnoZinu — viz
D Il, pozn. 2 za v&tou 213.
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