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KAPITOLA X*

POKRACOVANSf O LEBESGUE-STIELTJESOVU
INTEGRALU*

V dosavadnioch kapitolich jsme nestudovali z4vislost integrilu
[1 du na mife y; v nasich dvahsch byla mira u vét§inou pevnd déna
M

(v kap. V—VIII jsme se dokonce viibec zabyvali pfevéZn& jen jedinou
mérou, totiZ Lebesgueovou). Tuto mezeru doplnime v § 2, 4, 8 této
kapitoly. Mimo to zobecnime probranou theorii v § 3 na ,,miry*, které
mohou nabyvat zdpornych hodnot. A koneénd v § 6 a ke konci § 7
probereme aspoii trochu podetni techniku Lebesgue-Stieltjesova integ-
rélu. Podotykdm, Ze tuto kapitolu lze vynechat; v dalsich kapitoldch
se ji neuzivé. Ke studiu této kapitoly je tfeba zndti kap. IX a dile § 3
z kap. II1. Viechny funkce v této kapitole jsou re41né. Rada vysledki
se d4 oviem prenésti na komplexni funkee, jestlize klademe [(f + ig) .
M

.du = [fdp +i[gdu (konverguji-li integrély vpravo). Zdiraziiuji
M M

jektd, Ze se v této kapitole viibeo nemluvi o zobeen&nyoh integrilech ve
smyslu kap. VIII. A% do §6 (véetn®) jde o Lebesgue-Stieltjesovy
integraly; v § 7 bude zaveden jestd daldf pojem integralu.

§ 1. VyjédFeni integrilu [f du integrilem s jinou m&rou. Poznédm-
M

ka 1. BudiZ x4 funkce intervalu s vlastnosti S,; v kap. I jsme uk4zali,
jak je mo#no definiéni obor této funkoe roziifit na viechny t. zv.
mnoZiny u-méfitelné. Funkei takto rozdifenou jsme nazvali mérou
a znatili jsme ji (a budeme ji v&tsinou znadit) tym% pismenem u jako
funkei intervalu, z ni# jsme vyili; nedorozumndni je vyloudeno.
Tvrdim nyni:

MnoZina M C E, je u-méfitelnd tehdy a jen tehdy, lze-li psiti M =
= G = N, kde G je mnoZina typu G, a N je mnoZina, kterd je Edsti mno-
Ziny Gy, je£ je typu Q4 a md miru u(G,) = 0.

Dikaz. Je-li M udaného tvaru, je ziejm& u-méfitelns. Je-li naopak
p-méfitelnd, mé podle véty 20 tvar M = Q@ — N, kde G je typu G,
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a u(N) = 0. Podle téZe véty existuje tedy @, typu G, tak, Ze N c @,,
#(G) = u(@, ~ N) = 0.

Pozndmka 2. BudiZ I omezeny interval v E,. Potom existuji ome-
zené intervaly oteviené K, D Ky O ... a uzaviené L, C L, C ... tak, %e

NK,=1=yL,.

n=1 n=1

Dukaz. Pro r =1 je to snadné: Je-li I = (a, ), volme K, =
— —larl g IN 1 _1
= (a, b), L,,__\a+n,b n/(proa+n >b nklademe

— 9 — podobn déle); je-li I = (a, b), volme K, — (a — % b),

<a b— —>a.podobné pro I = (a, b), I = {a, b) (zde L, =

= (a,b)).Je-lil =1 X ... X ¢'cE,, volme prokazdéh =1, 2, ...,r
- podle predeslého otevfené omezené k> k}> ... a uzaviené .l} c

chc... tak, ieﬁk"—t"—al",aklad'meK — kL X ... % kI,
n=1

L,=1 X% ... xl;. Potom vskutku pledné kaZdy bod ze N K, mé
h-tou souradmcl ve vSech k2, tedy v i*, tedy ze I; za druhé, je-li
zel, je zyei, tedy z el , ..., 2, el; pro jistd m,, ..., n,; kladu-li
tedy » = Max (n,, ..., n,), je ze L,, tedy ze U L,.

Vé&ta 127. Pfedpoklady: Budif u mira v E,. Budif g funkce u-méfi-
telnd a skoro véude nezdpornd v E,. Necht integrdl

(1) v(M) = [gdu
M

konverguje pro kaidy omezeny interval M C E,.
Tvrzent:

1. Funkce intervalu v md vlastnost S, a definuje tedy (ve smyslu
pozn. 1) jistou miru ».

2. KaZdd u-méfitelnd mnoZina je v-méfitelnd; katdd u-nulovd mnofina
je v-nulovd.

3. Ka#dd funkce u-méfitelnd v mnoZiné A je v-méfitelnd v A.

4. Vzorec (1) ddvd v-miru mnofiny M nejenom pro omezené intervaly,
nybrE pro katdou u-méfitelnou mnofinu M.
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Dukaz. 1. Aditivnost, konednost a nezdpornost funkce » je zFejm4.
Budiz I libovolny omezeny interval a volme K, L, jako v pozn. 2.
Podle vzorce (1), véty 49 a pozn. 3 v kap. III, § 2 je lim »(K,) =

n-—+» o

= lim »(L,) = »(I); tedy m4 » vlastnost S, (viz kap. I, § 6, pozn. 6).

2. Mame tedy miru », definovanou pro viechny »-méfitelné mnoZiny
a za druhé ,,mnoZinovou funkei* »*, definovanou pro kaZdou u-méii-
telnou mnoZinu rovnici

(2) v} (M) =Mfg du )
Je-li M omezeny interval, je
(3) v¥(M) = »(M) .

Je-li tedy M = U I, (disjunktni sjednoceni omezenych intervali), je
n=1

podle v&t 18, 48
M) = Zl,) = Jv*I,) = »*(M),

t. j. (3) plati i pro mnoZiny z €,, tedy pro oteviené mnoziny. Je-li M
omezend typu G,, tedy M = ) G, (G, > G; 2 ... omezené oteviené),
je podle v&ty 24 a pozn. 3 v kap. III, § 2

y(M) = lim »(@,) = lim »¥(Q,) = v*(M) ;

je-li koneénd M typu G, (ale ne omezend), je M = Y G, (G, C G, C...
typu G; a omezené) a podle vét 49, 23 plati op&t (3). Tedy plati (3)
pro kazdé M typu G,.

Je-li M u-nulova, existuje u-nulovd N O M typu G,, nateZ

Y(N) = v*(N) =Nfgd,u =0,

takfe M C N je téi »-nulovia. A z pozn. 1 je ihned vidét, Ze kaZda
u-méfitelnd mnozina je »-méfitelnd. Tvrzeni 3 plyne ihned z 2.
Jedi M u-méfitelnd, je M = G — N (G typu Gy, u(N) = 0). Vime, Ze
pro mnozinu @ je »(@) = »*(@), t. j. (@) = [g du; a jeito M ~ G (u),
G

M ~ @G (v) (podle 2), je »(M) = [g du. Tim je v&ta 127 dokizdna.
M
1) Podle pfedpokladu je v*(M) konedné, je-li M omezené.
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Vi&ta 128. Predpoklady a oznadent (1) jako ve vété 127. Budif f
u-méfitelnd v M. Potom je

(4) Jtdv = [fgdu,
M M

jestlize aspori jeden z integrdli existuje.

Dukaz. Je-li f charakteristickd funkce u-méfitelné mnoziny N, je
podle véty 127

Jfdv= [dv=»(MN)= [gdu= [fgdu
M MN MN M

a (4) plati. Linedrni kombinaci prejdu k pripadu, Ze f je jednoducha,
nezépornd, koneéns a u-méfitelns. B&Znym limitnim pfechodem (podle
véty 39 a 57) dostanu (4) pro nezdporné f a rozkladem na f* a f~ pro
libovolné f (pamatujme, Ze g = 0).

Véta 128 je dulezitda — na pf. v podtu pravddpodobnosti i jinde.
S jejim pouZitim se setkdme v § 6.

Véta 129. Budii M C E, mno#ina u-méfitelnd, u(M) < + co. BudiZ

f funkce u-méfitelnd a p-skoro véude koneénd v M. Definujme funkcs
intervalu v v E; rovnict

(5) v(I) = u(€(xe M, f(x)el)).
Potom je
®) [fau= [ zdv,

M -

konverguje-li jeden z téchto integrdls.
Pravé strana znaéi oviem f g d», kde g(x) = = pro kaidé zeE,.

Integral vpravo (]ednorozmemy') vypadd velmi jednodule, oviem
pamatujme, Ze v je ddno r-rozmérnym integralem

W)= fdu (A= E@eM, f@)el).
A z
Dikaz. Musime dokézati, Ze » definuje miru ve smyslu pozn. 1.
Aditivnost, nezdpornost a konednost (v(I) < u(M) < + o) je jasni.

Jde jedté o vlastnost S,. BudiZ I omezeny interval v E,. Sestrojme
omezené intervaly oteviené K, D K, D ... a uzaviené L, C Lg C ... tak,
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Ze NK,=1=Uy L, Polozime-li k, = E@xeM,[(z)eK,), l,=

= E(xeM,f(x)eL,), je ziejm& k,dk,2d..., LClyC..., Nk,=

=Ul,=¢, kde ¢ = E(xe M, f(x)e I). Vity 23, 24 davaji u(i) =
z

= lim u(k,) = lim u(l,), tedy podle (5) »(I) = lim »(K,) = lim »(L,,),
takZe » m4 vlastnost S, (podle kap. I, § 6, pozn. 6).

Smime — v daldim dikazu — predpoklidati, Ze f je koneénd viude
v M. Budeme se opirati o vétu 53. Zvolime 6 > 0, sestrojime rozdéleni
D;, dané délicimi body I, =nd (n =0, 1, —1,2, —2,...) a zvolime
&y = l,. Polozime-li M, = E@xe M,1,_, < f(x) <l,), je soudet pfi-

z
slusny k integrilu v (6) vlevo (ve smyslu véty 53)

+ o
(7 8Dy E)= 3 l.uM,).

n=- o

Soudet, pFisludny k integralu vpravo, je

+
(8) T®, &) = z l.v(N,),

n=-o
kde
N,=€E@eE,l,_, =z <l,)
z

(nebot integrandem vpravo je funkce g(z) = z). Ale podle vzorce (5),
kde klademe I = {I,_,,1,), je »(N,) = v(I) = u(M,), takie fady (7),
(8) jsou identické. Tedy: je-li jedna z nich absolutné konvergentni, je
i druh4; mé-li jedna z nich limitu 4 pro 6 — 0 +, méidruh4 limitu 4;
a nyni stadi uziti véty 53.

§ 2. Zavislost [f du na funkci u. VEta 130. Budte u,, u, funkee s viast-
M
nostt S,; 0 < c¢ < + . Definujme funkce intervalu 2, v, o rovnicems
M) = cu(I), vI) = p(I) + pI), o) = ma(I) — po(I) .

Jsou to zfejmé koneéné aditivnt funkce intervalu. Potom A, v majt viast-
nost S,; jestlite pro kazdy omezeny interval I je uy(I) = po(I) (¢ j.
o(l) = 0), md téZ p viastnost S,.
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Dukaz. Jezto uy, 4, maji vlastnost S,, 1ze na miry u,, 4, (ve smyslu
§ 1, pozn. 1) uziti celé na3{ theorie z kap. I. Budiz / omezeny interval
a sestrojme K, L, jako v § 1, pozn. 2. Tedy hm ui(Ka) = hm pi(Ly)=

= pi(I) pro 1+ = 1, 2. Seftenim dosta.neme hm y(Ka) = hm v(L,) =
= y(I), coz bylo dokdzati. Podobné& pro 1 a pro g.

Pozndmka 1. Lze tedy vytvofiti miry 4, », ¢ i vndj§i miry 4,,
v,, 0. budeme je oviem po pfip. znadit téz

Oty Py + Has = foi (Ctha)er (M1 + edes (B2 — Hade +?)
Véta 131. Majt-li p,, py viastnost S, a je-li 0 < ¢ < + oo, je
(9) (Cﬂl),(M) =c. (/"I)G(M) ’
(10) (g + :u?.)e(M) = (ﬂl)o(M) + (ﬂz)c(M) .
Dikaz. Uzijme radéji znakd A = cu,, v = p; + pg.Je-liCe G, t.].
C = U I, (disjunktni sjednooeni omezenych intervali), je
AC) = 2MI,) = Je mIa) = ¢ puy(0)
a podobn& »(C) = u,(C) + uy(C). Podle definice vnéjsf miry je tedy
M = 1 f = i == M N
AM) = inf X(0) = cinf jy(C) = clyu) M)
coZ je (9). Pro » je to o n&oo sloZit&jsi. Jest
M) = inf Q))
v(M) = inf oC) = inf (u(C) + m(0)

Jeito pro M c Ce G, je u,(C) = (,u,):(;lI'), je
(11) Vo(M) 2 (u1)o(M) + (ue) (M) -

Obrécend nerovnost je.jasnd, je-li vpravo + oo. Budiz tedy (u,),(M) =
=A;, < + o pro ¢t =1,2; budiz ¢> 0. Zvolme C;> M, C;¢GC,
(¢ = 1, 2) tak, Ze u;(C,) < A, + ¢, takze C,C3 > M & tedy

V(M) < 9(C,05) = uy(C10y) + 1y(C,C,) < 4, +¢ + 4, +¢,
tedy »,(M) < A, + A,, coZ spolu s (11) dava (10).

Poznémka 2. Odtud plyne: M je u,-nulové tehdy a jen tehdy,
je-li cu;-nulové. M je (u, + pg)-nulovéd tehdy a jen tehdy, je-li sou-
dasnd u,-nulovéa i ug-nulovi,.

%) Nade¥ na pf. (41 + #;).(M) znadi oviem v,(M).
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Véta 132. Necht py, pp majt vlastnost S,; 0 <c¢ < + oo. Potom plati:
1. Mnoina M je cuy-méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li u,-méfitelnd,
nade (cu)(M) = cu,(M).

2. Mno#ina M je (uy + ps)-méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li u,-méfi-

telnd © pg-méfitelnd, naleZ
(41 + po)(M) = (M) + po(M) .

3. Je-li uy(I) = py(I) pro kaZdy omezeny interval a je-li M u,-méfi-

telnd, je téZ (u, — po)-méfitelnd i uy-méfitelnd a je
(y — p) M < py(M), peo(M) = py(M) .

Dikaz. M&me na paméti (véta 22), e mnoZiny u-méfitelné jsou
pravé mnoziny tvaru F v N, kde F je typu F,, u(N) = 0. Odtud,
z pozn. 2 a z véty 131 plyne ihned tvrzeni 1. Rovng% je patrno, Ze
mnozina (u; -+ p,)-méfitelns, t. j. mnoZina tvaru M = F u N (F typu
Fo, (1 + po)(N) = 0) je u,-méFitelns i uy-méfitelns a Ze (u;, + ue) .
(M) = u,(M) + uy(M). Je-li naopak M p,-mefitelnd pro i =1, 2,
t. . M=F,0 N, F; typu F,, p(N,) =0, je M = (F, v Fy) u
U (NN,), kde u;(N1N,) = uy(N,N,) = 0, tedy i (pozn. 2) (¢, + pg) -
- (N1NVg) = 0, takie M je (u, + u,)-métitelna. Oznadime-li opét. o =
= p1 — M, plyne koneén& tvrzeni 3 z tvrzeni 2, nebot u;, = u, + o.

Poznédmka 3. Z vty 132 a pozn. 2 plyne ihned:®) Funkoce f je
cu,-méfitelnd v M (0 < ¢ < + o) tehdy a jen tehdy, je-li u,-m&fi-
telnd v M. Je (4, + pe)-méfitelnd v M tehdy a jen tehdy, je-li u,-méfi-
telnd i ug-métitelnd v M. V piipad® u,(I) = ue(I) je kaida funkce
u-méfitelnd téZ (u; — pp)-méfitelnd a u,-méfitelnd v M. Ted jestd
integraly:

V&ta 133. Necht uy, 1y majt vlastnost S,; necht 0 < ¢ < + . Potom
platt rovnice

(12) Jfd(e +uo) = [fduy + [fduy,
M M M
jakmile jedna strana md smysl. TotéZ platt o rovnics
(13) [fd(ep) = ¢ff du, -
M M
3) Stadf si uvddomit definici m&titelné funkee (def. 7).
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Poznamka 4. V piipad® u,(I) = ue(l) dostividme: Existuje-li
[f du,, existuje i [f d(u; — u,) & [f du, a v pfipads f(x) = 0 je potom
M 74 M

ffd/h = Max (ffd(!‘l — Hs), ff d,“z) .
M M M

Nebot je u, = u; + 0, kde ¢ = u; — u,, & uiije se rovnice (12).

Dukaz provedme pro (12) (pro (13) je jests lehéi). Budiz f (4, + u,)-
méfitelnd v M — jinak by totiZ ani leva ani prava strana neméla smysl.
Je-li f charakteristickd funkce mnoZiny N, je levé strana v (12) rovna
Mj;vd(/ll + #9) = (41 + ps)(MN) a prava je obdobn® u,(MN) + ug(MN);

podle véty 132 tedy rovnice plati. Odtud prejdeme k nezédpornym
koneénym jednoduchym funkeim, limitnim pfechodem k nezdpornym
funkoim a rozkladem f= f* — f- (opatrnd odeéitat!) k libovolnym
funkeim.

§ 3. Odstran&ni pFedpokladu u(I) = 0.V &etnyoh otdzkédch matema-
tickych i fysikdlnich je tfeba oprostiti se od pfedpokladu u(I) = 0.
Je-li na pf. u(I) elektricky ndboj, obsaZeny v intervalu I, je funkce u
aditivni, ale maZe byti u(I) < 0.

Poznimka 1. Zopakujme terminologii. Je-li kaZdému omezenému
intervalu I C E, ptitazeno jisté &islo u(l) € E (tedy re4lné ¢&islo, ale po
piipadé téZ + o nebo — o), Fikdme, Ze u je funkoe intervalu (v E,).
Jestlize pro kaZdy omezeny interval I C E, je u(I) koneéné (po pfip.
u(l) = 0), fikdme oviem, Ze u je konednd (po piip. nezapornd) funkce
intervalu. JestliZe pro libovolné omezené intervaly I, I,, I,, vyhovujici
podminkdm I = I, v I,, I, I, = @, plati rovnice u(I) = u(l,) + u(ls),
fikdme, Ze u je aditivni funkoe intervalu. V kap. I (§ 6, pozn. 5 a v&ta 7)
jsme zjistili, jak lze kaZdou koneénou aditivni funkei intervalu s 4)
roziifit na cely obor QI %) vyjadfime-li M € U, ]a.ko disjunktni sjedno-

ceni intervala M = U I, definujeme u(M) = 2/4(1 ). Toto roziifeni
k=1 k=1
konedné aditivni funkce intervalu x4 na obor 2, budeme znaéit tymz

1) Pritom Jsme nepfedpokldadali — pokud to nebylo vyslovng feeno —

%e p je nezdporné.
&) U, jsme zavedli v def. 1 (kap. I, § 5).
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pismenem u. Podotkndme, Ze pro konednou aditivni funkei x4 je vidy
u(9) = 0.

Definice 17. Budi% u koneénd aditivni funkce intervalu v E,. Pro kaZdy
omezeny interval I C E, poloZme

(14) n(I) = sup u(4), »(I) = sup (— p(4));
A, AU,
Acl Acl

funkce tntervalu m, v, « = n-+ v nazyvdme po fadé positivni variact,
negativnt variact a variact (nebo totdlnt variact) funkce u.

Pozndmka 2. TFi variace funkce y (po pfip. x,) budeme znaditi
vidy =, v, & (po pFip. 7y, ¥4, &,), pokud nezavedu vyslovng jiné ozna-
¢eni. Jezto mezi &isly u(A) v (14) je téZ &islo u(@) =0, je 0 < =(I) =
S+ 0=¢I) £+ o 0 =) <+ . Ziejmd n(9) = »(0) =
= «(f) = 0. Je jasno, Ze funkoe — u mé positivni variaci », negativni
n. Dale je ziejmo, Ze funkoe cu mé pro 0 < ¢ < + oo po fad® variace
¢m, ¢v, cx & pro 0 > ¢ > — oo variace [c|v (positivni), |c|z (negativni),
lej (totalni).

Déle je zfejmo toto: jsou-li u,, us koneéné aditivni funkoe intervalu,
U=y + ug, je pro kaidy omezeny interval n(I) < m,(I) + my(I)
a podobnd pro », x. Nebot pro 4 e U,, A C I je u(4) = pu,(A4) + py(4)=
= m(I) + my(I), nadez se vlevo piejde k supremu. Konecnd: Je-li u
nezaporné koneéns aditivni funkce intervalu, je u ==, » =0,
o = u. Nebof pro kazdy omezeny interval I a kazdou Ae%,, AcI
je podle véty 7, II 0 < u(4) =< u(l), takZe nejvétsi hodnotu dostdviame
pro A =1 a nejmensi pro 4 = 9. Tedy (podle (14)) n(I) = u(I),
(I) = u(@) = 0. Je-li u nekladné, je oviem n =0, = —y,
&= — u.

V&ta 134. BudiZ u koneénd aditivnt funkce intervalu. Potom m, v
(a tedy i « ) jsou nezdporné aditivni funkce intervalu (ne nutnd koneénsé).
Dukaz. Budte I, I,, I, omezené intervaly, I = I, v I,, I,I, = 0.

1. Jeito I, c I (k= 1, 2), je podle (14) ziejm& n(I;) =< n(I). Rov-
nice

(16) a(I) = (L) + n(Is)
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je tedy jisté spravnd, je-li vpravo + co. Budiz tedy =(I;) < + oo pro
k=1,2.Jelidcl, Ae¥, je Al e U, a tedy
wA) = w(ALL) + u(Al,) < () + n(1y) ;

prechodem k supremu vlevo plyne
(16) al) S ally) +a(ly)
BudiZ za druhé ¢ > 0; volme 4, e A,, A, C I, (k = 1, 2) tak, Ze u(4;) >
> n(I,) — &, nadez (jeito 4,4y = 9) je podle (14) a podle véty 7, I
n(l) = u(4, v 4y) = p(4,) + u(d,), tedy n(I) > n(l,) + n(ly) — 2,
coZ spolu s (16) dava (15).

2. Funkce » je positivni variaoi funkce — u, tedy je aditivni podle 1.

Definice 18. BudiZ u koneénd aditivni funkce intervalu. JestliZe pro
kazdy omezeny interval I je x(I) < + oo (t. §.n(I) < + o0, »(I) < + ),
Fikdme, Ze p md variaci koneénou (zkratka: v. k.).)

Poznédmka 3. Jestlize 4 (koneénd aditivni) je nezdporné nebo ne-
kladné, mé px podle pozn. 2 v. k. Dile (podle pozn. 2): maji-li u,, u,
v. k. a je-li ug =cuy, gy = p; + 1y (ceE,), maji i us u, v. k. a je
ag = [c|xy, oy = &) + &g

Vé&ta 135. Md-li u variact komeénou, je u = m — v, t. j. pro kazdy
omezeny interval I je
(17) wll) = m(I) — w(I) .

Diukaz. BudiZ ¢ > 0; sestrojme Ae U, ACI tak, %e u(4) >
> n(l) — e. Jest v(I) = — u(I — A), tedy u(I) = u(4) + u(I - 4) >
> n(I) — e — »(I). Tedy u(I) = n(I) — »(I). UZijeme-li tohoto vy-
sledku na funkei —u, mdme — u(I) = »(I) — n(I). Posledni dvé ne-
rovnosti davaji (17).

V (17) je funkoe s v. k. vyjidfena jako rozdil dvou koneénych ne-
zdpornych aditivnich funkei intervalu; naopak, takovy rozdil mé
podle pozn. 3 vidy v. k. Tedy:

Vé&ta 136. Funkce intervalu md v. k. tehdy a jen tehdy, je-li rovna roz-
dilu dvou konelnyjch nezdpornych aditivnich funkct intervalu.

$) Vztah k funkefm jedné prom&nné, jeZ maji v. k. (viz D Il, kap. V, § 9),
probereme v § 5.
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Poznamka 4. Budif u funkce intervalu s v. k., tedy u = n — »,
o« =n + v. Koneéné neziporné aditivnf funkce intervalu =, v, x
1ze ve smyslu pozn. 1 roziifiti na cely obor U,. Rovnice u(4) = n(4) —
— »(4), «(4) = n(A4) + »(4) plati pro kazdy omezeny interval A,
a tedy (podle véty 7) plati i pro kazdou mnoZinu 4 e U,. Jestlize &, »
maji vlastnost S,, lze sestrojiti miry n, » a definovati potom mfru
w(M) = n(M) — »(M) a integrdl [fdu = [fdn — [fd», pokud pravé

M M M

strana mé smysl. To také podrobné provedeme, napied vSak roziedime

otdzku: Jak lze pfimo na funkei x4 poznati, zda x, » maji vlastnost

S,? K tomu cili zavedeme jinou vlastnost S, jejiZz vztah k S, budeme

studovat.?)

Definice 19. Budi u koneénd funkce intervalu v E,. Budeme #ikatt, Ze
u md vlastnost S¥, jestliZe platt toto:

1. u je aditivnt funkce intervalu s variact konecnou.

2. Pro kaZdou klesajict posloupnost omezenych intervale, I, > Ig> ...

8 prdzdnym prﬂnikem"éll n=07e }Lrg u(l,) = 0.

Vé&ta 137. Budif ce E,, ¢ + 0. Potom plati:

1. u md viastnost S¥ tehdy a jen tehdy, md-li cu viastnost S¥.

2. Maji-li p,y, o viastnost S¥, md ¢ u, + pg viastnost S¥.

3. Jsou-li py, py nezdporné koneiné aditivni funkce tntervalu, md
U1 + g viastnost S* tehdy a jen tehdy, md-li u, i p, viastnost S¥.

Dikaz. Pokud se ty¢e podminky 1 z def. 19, stadi si viéimnout po-
zndmky 3. Pokud se tyée podminky 2, stati pfejit k limit& n — oo ve
vztazich

(eu)In) = c pn), (1 + pa)In) = pi(La) + pa(Ia) -

Vé&ta 138. Budif u nezdpornd funkce tntervalu. Potom u md vlastnost
S, tehdy a jen tehdy, md-li viastnost S¥.

Dikaz. 1. Nechf 4 mé vlastnost S,, takZe je koneéna, aditivni,
nezdporné a mé y. k. (pozn. 2). Funkci 4 mohu rozsifiti na miru ve

7) Pro funkce u, jeZ nabyvajf té% zdpornych hodnot, se vlastnost S, nehodi,
protoZe &isla inf u(Iy), sup u(I,) z definice vlastnosti S, (kap. L, § 6) ztracejf zde
svoji duleZitost.
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smyslu pozn. 1 v §1. Jsou-li nyni I, > I,> ... omezené intervaly
8 prazdnym prinikem, je u(I,) < + oo a podle véty 24 je lim u(I,) =
fn—>o

= p(lim I,) = u(N I,) = u(9) = 0, takZe u ma vlastnost S}.
2. Necht x mé vlastnost S}, takZe je aditivni a konené (a oviem

nezapornd). Funkei u lze rozsifit na U,%) a uzivati véty 7. Mame jestd
dokézati toto: Je-li ¢ > 0, I omezeny interval, existuje omezeny ote-
vieny interval I, O I a uzavieny interval I, C I tak, Ze u(l,) < p(I) +
+ &, pu(ly) > p(I) — e. Budiz tedy I, ¢ ddno. Podle pozn. 2 v §1
zvolme oteviené omezené intervaly K, > K, O ... a uzaviené intervaly

L, cL,c... tak, %2e N K, = I = Y L,. Staci dokazati, Ze
(18) lim y(K, — L,) = 0.

Nebot potom pro jisté n bude u(K, — L,) < ¢, tedy (véta 7)

w(Ky) = p(I) + (Ko = I) < p(l) + ¢,
w(Ly) = p(I) — p(I = Ly) > p(I) — e

(nebot K, ~ICcK, -~ L, I~ L,cK, —~ L,). Prol = ¢ stadi voliti
K, = L, = 0. BudiZ tedy I + @, takie L, + ¢ aspoii od jistého n
podinaje — tedy pro vSechna n, vynechdme-li kaneény podet ¢lend.
Pisme

K,=k!x..xki, Ly=10x..xI;

podle pozn. 2 vkap. I, §4jekr oI kXD kX ;A I}, | Jest k? — I? =
= ¢q! U 8%, kde g}, s* jsou dva disjunktni intervaly (pfitom nechf ¢*
lezi ,,vlevo* od I} — pokud neni prazdny, s} ,,vpravo* od I} — pokud
neni prazdny). Viechno se odehrivi v E,, je to velmi jednoduché a proto
tyto Gvahy jen ndzornd naznaduji. Mnozina K, — L, je sjednoceni 2r
intervald:

K, L,=(qh X k2 X ... X kl) U (85 X k3 X ... X k) v
(19) U (kp X gh X k2 X ... X kL) U (kp X 82 X ky X ... X ki) U
Ue UL X oo X ETE X @R U (kh X oo X KLY X 8T).

8) Viz pozn. 5 v kap. I, § 6.
%) kB, I* jsou intervaly v E,.
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Podle véty 7 je u(K, — L,) nejvyse rovno souétu mér onéch 2r inter-
vald, jez stoji v (19) vpravo. Vezméme na pf. prvni séitanec

A, = (gt xk?x...xXkl)cK,~L,.
Jezto k} klesaji, I} rostou (s rostoucim =), je zfejm& g;J¢;2 ...

(a obdobng s} D s;2...), takie 4, D 4,2 ... Déle jsou 4, omezené
intervaly a konecné

Ancn(Kn—Ln)=nKn'—ULn=I'—I=¢;
n=1 n=1

n=1

n
n=1
podle vlastnosti §* je tedy lim u(4,) = 0 a podobng pro ostatnich
2r — 1 vyraza v (19) vpravo’t_"lc‘oedy plati vskutku (18).

A nyni pfijde to hlavni:

Vé&ta 139. BudiZ u aditivnt funkce intervalu 8 koneénou variact. Potom

u md vlastnost ST tehdy a jen tehdy, majé-li z, v viastnost ST (¢. j. viastnost
S, — podle véty 138 — jeZto m, v jsou nezdporné).

Poznédmka 5. Funkce #, » maji podle v&ty 137, tvrzeni 3 vlastnost
S, tehdy a jen tehdy, ma-li « = & + » vlastnost S,.

Dukaz véty 139. 1. Maji-li z, » vlastnost S¥, mé podle véty 137
i u = — v tuto vlastnost.

2. Necht x mé vlastnost S}. Stadi dokézati, e = m4 vlastnost S}
(nebot potom i v = # — u m4 vlastnost S}). BudiZ tedy dédna posloup-
nost omezenych intervald I; 2,2 ... s prazdnym prinikem. Je
tedy??)

n(ly) 2a(ls) = ...,
takZe existuje lim =(I,). Mame dokazati, Ze tato limita je nula.
fn—
Napfed dokiZeme pomocné tvrzeni:

Tvrzeni T. Budiz m pfirozené ¢&islo, ¢ > 0, n(l,,) > &. Potom exis-
tuje prirozené &islo n > m a mnoZina Ae¥, AClI, = I, tak, Ze

P
u(4) > e. Dukaz. Existuje Be,, Bcl,, B= U L, (disjunktni
k=1
10) Viz vétu 7, II (n je nezadporna).
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P
sjednoceni intervali) tak, %e pro &islo v = u(B) = 3 u(L,) platf
k=1
> e Pro kazdé k (k= 1, 2, ..., p) tvoif omezené intervaly L.I, O
> LI, > ... posloupnost s prazdnym prinikem: Ay L./, c N I, = 0.

n=1 n=1

Tedy lim u(L.I,) = 0 podle vlastnosti $}. Existuje tedy n > m tak,

JANERE

Acl, ~ 1, Ae¥,. Potom B= A v BI,, coz je disjunktnf sjedno-
ceni. Tedy

P
t= u(B) = p(4) + u(BI,) = u(4) +k§1#(LkIn) <

pro k=1, ..., p. Polofme 4 = B =~ I, tedy

< u(A) -|—p.t—;—£, t.j pAy>7— (v —¢)=c¢,

¢imz tvrzeni T dokazédno.
Predpoklidejme nyni, Ze
(20) Iiman(l,)=a > 0;

n—>oo

z toho odvodime spor. Polozme ¢ = }«. Pro kaZdé =» je n(I,) = &« > e.
Postupnym uzitim tvrzeni T dostivime:

1. Existuje index s, > 1 a mnoZina A, tak, Ze A4,CI, ~1I,,
A e, pd,) > e

2. Existuje index s; > s, a mnoZina A4, tak, %e A,Cl, —I,,
Age Y, u(d,) > ¢ atd.

Tak dostdvime (klademe-li s, = 1) posloupnost mno#in A,, 4,, ...
tak, Ze

Ad,cl, =1, , A,e¥, pd,)>e

(I=98 <8 <s<...).

Pro m > n je zfejmé 4, cI, cI, , tedy A,4,= 0. Pro kazdé
pfirozené ¢ lei mnoZina C, = 4, v ... V 4,€ Y, v intervalu I, a je

#(Co) = Zlu(An) > ge.

Tedy n(I,) > gqe pro kazdé pfirozené ¢, tedy »(l,) = + oo — spor,
jeZto u ma podle predpokladu v. k.
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Mé-li p vlastnost S¥, maji podle véty 139 té% x, », « vlastnost S¥,
takZze mdme k disposici (jeZto =, », « jsou nezdporné) celou theorii
z-miry, n-méfitelnosti, jakoz i theorii integralu [f dz a podobng pro

M

v, «. Je proto pfirozeno definovati:

Definice 20. Necht.u md vlastnost S¥. Budeme #ikati, e mnofina M je
u-méfitelnd (po prFip. Ze funkce f je u-méfitelnd v M), je-li mnoZina M
(po pFip. funkce f v M) soulasné n-méfitelnd i v-méfitelnd (neboli: je-l
a-méfitelnd — viz vétu 132 a pozn. 3v § 2).

Definujeme potom

(21) u(M) =n(M) — (M), [fdu= [fdrn — [fdv,
M M M

md-li pravd strana smysl. Md-li [fdu koneénou hodnotu, nazveme jej
M

(stejné jako diive) konvergentnim.

Poznédmka 6. Definice se vztahuje i na komplexni f. MuZe zde
nastati pfipad, Ze M je u-méfitelna a pres to u(M) neexistuje — kdy%
totiz n(M) = »(M) = + oo. Pro nezaporné u je u = =, » = 0 a nafe
definice je v souhlase s drivéj§imi (v kap. I, II, III). Vé&ty o mife,
méfitelnosti a integralu vznikaji z v&t, platnych pro nezdporné miry,
prostd kombinaci podle def. 20; nékde oviem mohou vzniknout obtiZe
pfi odecitani. Proberu v nisledujicich poznamkéich a ve vétach 140,
141 n&kolik takovych vét. PFitom stdle pfedpokladdm, Ze u mé vlast-
nost S}, nade% definiéni obor funkce u (coZ byla pivodns funkoe inter-
valu) roz8ifim pomoci prvni rovnice (21); takto rozsifenou funkei
budu opét znadit 4 a budu ji nazyvat zobecnénou mérou (abych
vyznadéil, Ze pFipad u(M) < 0 neni vylouden).!?)

Pozndmka 7. Z definice je patrno: [fdu konverguje tehdy a jen
M
tehdy, kdyZ konverguji [fdn, [fdv, t. j. (v&ta 133) kdyZ konverguje
» M
[fda, t. j. (véta 45) kdyZ f je a-méfitelnd v M a [|f| dx konverguje.
M M

11) Vedle tohoto ndzvu se v ruting uZfva té% nézvu ,,zarjad** (= naboj).
Halmés fiké ,,signed measure*s.
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V tomto pifipadé je podle véty 45 (pro komplexni f pak viz kap. III,
§6)
|[fdu| = |[fdrn — [fds| < |[fdn| + |[fdv] < [|f|dn + [lf| dv,
M M M M M M M

t. j. (jezto x =7 + v)
(22) |[f 4] < [If] ds.
M 74

Pozndmka 8. Ma-li M koneénou u-miru, mé i kazdd u-méfitelns
(t. j. «-méfitelnd) mnoZina M, C M koneénou p-miru. Dikaz.
n(M,) < n(M), v(M,) < (M) jsou kone¢nd éisla. Nemusi oviem byt
(M) < p(M).

Poznimka 9 (viz v&tu 18). M4-li M koneénou u-miru a tvoii-li M,
(2 € Z) disjunktni spoletny systém u-méfitelnych mnoZin M, c M,
je w(U M,) = S u(M,), coi je opst konetné &islo. Dikaz: Rovnice

2eZ 2eZ

plati pro = i pro », nadez odeteme. Viimnéme si pii tom, %e n(M) <
< + o0, ¥(M) < + oo.

Podobné se dokdze z v&ty 23 a 24: I. Je-li M, c M,C..., M =
= lim M,, jsou-li M, u-mé&fitelné a je-li u(M) konednd, je u(M) =
= lim u(M,).

II. Je-li M, > My> ..., M = lim M,, jsou-li M, u-méfitelné a ma-li
nékteré M, konetnou u-miru, je u(M) = lim u(M,).

Poznédmka 10 (viz vétu 42). Jestlize [fdyu konverguje a M, c M
M
je p-méfitelnd, je i [fdu konvergentni. Dikaz. To plati pro n a »,
M,

naceZ odecteme.

Poznamka 11 (viz véty 47, 48). Budiz M = Y M, disjunktni sjed-
zeZ
noceni spogetného systému u-méftitelnych mnozin M,. Potom je

(23) MffdM=Z [fdu,

zeZ M,
konverguje-li integral vlevo. Je-li Z koneénd mnozina, staéi, kdyz kon-
verguji integraly vpravo. Dikaz. Napisi rovnici prox a pro » a odedtu.

Poznamka 12 (viz v&tu 58). Pro reilné funkece f,, f; jest >
(24) Jth +f)du= [fidu +ffnd.“’
b7 M b7
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m4-li pravé strana smysl. Dikaz: Neoht ma pravé strana smysl; jeji
hodnota je (vynechivim znak M) [f, dz — [fidv + [fydn— [fadv,
kde tedy nevystupuje soutasné + oo a — . Tedy to lze prepsat do
tvaru ([f, dn + [fadn) — ([f, dv + [fad»), cok podle vity 58 je
[(f + 1) dm — [(f, + f2) dv; ale to je prévé (podle definice) [(f; +
+ f5) dp. Pro komplexn f,, f, plati (24), jsou-li integraly vpravo kon-
vergentni.

Pozndmka 13 (viz vétu 54). Je-li ¢ & 0 koneéné komplexni ¢islo,
je :
Jef du = cffdu,

M M
je-li jeden z integrdlu konvergentni. Dikaz: napisi rovnici pro =
a v a odedtu.

Poznamka 14. Za ,,zanedbatelné** mnoZiny, které nemaji vlivu na
miru a integril, nelze zde povazovati mnoziny, pro néz u(M) =0
(nebof takovd mnoZina se muZe sklddati ze dvou &asti, jejichZ miry
jsourizné od nuly a rusi se), nybrz ony mnoziny (viz definici 20), které
jsou soudasné n-nulové a y-nulové, t. j. které jsou x-nulové.

Poznémka 15 (viz v&tu 65). Necht f, jsou u-méfitelné v M; necht
existuje funkce g, majici konvergentn{ integral [g du a takové, Ze pro

M
«-skoro viechna z v M je |fo(x)| £ g(x) (n =1, 3, ...), lim f,(2) =
n—oo

= f(x). Potom je
(25) [f dp = lim Iéf,. du

§74
a viechny integrily v (25) konverguji.
Dukaz. Co plati x-skoro v3ude, plati téz n-skoro viude. Podle
pozn. 7 a véty 65 je [fdn = lim [f, dn (vesmés s konvergentnimi
M nso M

integrily). Podobnd pro », nateZ odeéteme.
Nyni si véimneme je§té zdvislosti integralu na x4 (podobné jako v § 2,
ale ted také pro zobecnéné miry).

Véta 140. BudiZ ¢ + 0 koneéné redlné éislo. Potom
(26) [fd(eu) =cffdu,
M M

md-li aspori jedna strana smysl.
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Dikaz. 1. Necht pravé strana, t. j. ¢/fdz — ¢[f dv m4 smysl
(vynechdvam symbol M). Pro ¢ > 0 je to podle véty 133 [fd(cn) —
— [f d(cv), ale to je prav® [fd(cu), jeito cm, cv jsou positivni a nega-
tivni variace funkce cu. Pro ¢ < 0 lze pravou stranu psati

— le| Jfdm + |e| [fdv = [fd(le| ») — [fd(le|n)
podle vty 133; ale to je opét [f d(cu), jeito cu mé nyni positivni va-
riaci |c| » a negativni [c| 7.
2. Necht levd strana mé smysl; potom rovnici (26) dostanu,

pidi-li v 1. cpu, —(1;, u misto y, ¢, cu.

Vita 141.
(27) [1d(uy + po) = [f du, +Mffdl4z,

M M
md-li pravd strana smysl.

Dukaz. PoloZzme u = u, + u, (variace funkce u znadime oviem
7, v, «) & necht pravé strana mé smysl. Tedy u, i u, majf vlastnost S¥
a tedy i u. Prava strana je (nepisi M)

Jtdm + [fdm, — [fdy, — f/ dv, =

= [fd(m +m) — ffd(v, + )

(véta 133). Vime viak, Ze n <m;, + @y, v < v, + v, (pozn. 2), takie
0 =mn, +my, —m, T = v, + v, — ¥ jsou nezdporné funkce s vlastnosti
ST (tedy S,). Ale 0 — 7= (m — %) + (T — %) — (w — ) = p, +
+pg—u=0. Jeito n;, + =7 +o0, v, +vo=v +1=19+o0,
je prava strana v (28) podle véty 133 rovna

(f dn + [fdo) — (ffdv + [{da) .
Jezto tento vyraz mé smysl, je [f do koneéné &islo, tedy lze provésti

odetteni a dostaneme [fdsx — [fdw, t. j. pravé levou stranu rovnice
(27).

(28)

§ 4. Rovnice [fdu = lim [fdpu,. Pajde o tuto otdzku: Jsou dany
M n->wo M

miry (po pfip. zobecn&né) u,, s, ... takové, %e lim u,(I) = u(I) pro
kaZdy omezeny interval I. Ptame se, za jakych podminek plati rov-
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nice uvedens v nadpise. Odvodime dvé véty tohoto druhu; prvni se
tyka pfipadu 0 < p; < u, < ..., drubd pak toho pfipadu, Ze existuje
jakasi ,,spoleénd majoranta‘‘ g, t. j. nezdipornd mira p takova, Ze
xa(I) < o(I). Viimnéte si jisté analogie s vétami 57, 65. Pozdéji odvo-
dime (viz § 8) jesté dalsi véty tohoto typu, kterych se velmi casto
uziva a které se tykaji tohoto specidlniho pfipadu: » = 1, M je inter-
val, f je spojita v M. Zato od posloupnosti u,, u,, ...se v téchto vétich
bude pozadovati méné.

Véta 142. Budte u,, u,, ... funkce s vlastnostt S, (tedy nezdporné);

pro kaZdy omezeny interval I c E, budif p,(I) < popa()(n =1,2,...),
p(I) = ltim u,(I) < 4 oo. Potom platt:

1. u md vilastnost S,, takZe definuje (nezdpornou) miru p.

2. Pro ka#dou M CE, je
(29) peo(M) = Lim (u,) (M) .

3. Mnofina M je p-nulovd tehdy a jen tehdy, je-li u,-nulovd pro
kazdé n.

4. Mno#ina M je u-méfitelnd tehdy a jen tehdy, je-li u,-méfitelnd pro
kaZdé n.

5. Obdobné pro méfitelnost funkci.

6. Je-li f(x) = 0 u-skoro v¥ude v M, je

(30) Mf fdu = lim B{f dita ,

n— ©
mad-lt jedna strana rovnice smysl.

7. Je-li f funkce u-méfitelnd v M a existuje-li &tsloc (0 < ¢ < + )
tak, Ze [|f| du, <c prom =1, 2, ..., plati opét (30).
74

Dukaz. 1. Ze u je aditivni funkee intervalu, plyne z

pntly U 1) = pa(ly) + pally) (I 0 Iy = 0)
limitnim pfechodem. Kladme nyni stdle ¢, = u — u,. To je nezé-
pornéd aditivni funkce intervalu, jejiz definici lze tedy roziifit na
obor U,. Budiz I n&jaky omezeny interval a zvolme otevieny omezeny
interval I, > I. BudiZ ¢ > 0; jezto lim p,(I,) = u(l,) — lim u,(I,) =
fn—> o
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= 0, existuje n tak, Ze p,.(I,) < }e. Zvolme takové n. Pro kazdé
Acl, Ae¥, jepotom p,(4) < }e (v8ta 7). Zvolme uzavieny inter-
val I, c I a otevieny interval I, 5 I tak, Ze u.(I,) > p.(I) — 3¢,
ta(ly) < pn(I) + }& pritom budiz I, c I, (jinak bychom vzali I,1,
misto I,). Jeito u, = u — p,, je
W) 2 pall) > pall) — 3o = u(I) — oull) — 3e > p(l) — ¢,
;) = pa(ly) + 0all) < pa(I) + 3¢ + oaly) < u(l) + ¢,

tak¥e x4 ma vlastnost §,.

2. Ziejm® (u,)s < (Uns1). < ., takZe limita v (29) existuje. Budi
pfednd M omezend mnozina, tedy M C I, kde I je omezeny interval.
Podle véty 131 je

(31) Bl M) = (un) (M) + (0a) (M) ;
ale (0,).(M) < (04).(I), lim g,(I) = 0, takZe z (31) plyne (29). BudiZ
za druhé M neomezend. Zrejmg lze psiti M = U M, kde M, jsou

p=1

omezené, M, C M, C ... Podle véty 27 je
po(HM) =p1in°1° L M,)

Budiz T' < . (M); zvolme p tak, Ze u,(M,) > T'. Jeito pro omezené
mnoziny plati (29), existuje ¢ tak, Ze (u.).(M,) > T; jeito M > M,,
plyne odtud (u,) (M) > T & tedy Lim (ua) (M) 2 (4)(M) > T.

Tedy z u.(M)> T plyne lim (u,), (M) > T. Tedy jest u (M)
< lim (u,), (M); obricena nerovnost je zfejma.

3. Je-li M p-nulové, je tim spiSe u,-nulovd. Naopak, je-li M u,-
nulové pro ka%dé n, je téZ u, (M) = 0 podle 2.

4. Je-li M p-méfitelnd, je také u,-méfitelnd pro kaidé n (v&ta 132).
BudiZ naopak M u,-mé&fitelnd pro kazdé =, t. j. (véta 22) M = A4, u

U N, (4, typu F,, u,(N,) = 0). Potom M = (U 4,) v (N N,); zde

n=1 n=1
je prvni élen typu F,, druhy je mnoZina u,-nulova pro kaZdé n, tedy
(viz 3) mnoZina u-nulova.
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5. Plyne ihned z 3, 4.

6. Necht f(x) neni nikde v M zépornd. Budiz déle f u-méiitelnd
v M*'2) (nebot jinak by ani pravé ani leva strana v (30) nemély smysl).
Je-li pfedné f jednoduch4 koneén4 s hodnotami 0 < ¢; < ¢, <... <¢,
a klademe-li M; = E(xe M, f(z) = c;), je

z

(32) [fdu=SouM), [fdun= 3 o ualM)
M i=1 M 1=1

a z (29) plyne (30). Je-li f libovolnd, zvolme podle véty 39 konedné
jednoduché u-méiitelné funkce 0 < f, < f, < ..., lim f,(x) = f(x)
u-skoro vSude v M, nadez (vynechavam znak M)

(33) Ity dp = Xim [f, du,
a podle véty 57
(34) Jfdu = lim [ty dp .

Budiz T < [f du; najdeme napted (viz (34)) p tak, ze [f,du > T
a potom n, tak, Ze pro n > n, je [f, du, > T (viz (33)), tedy tim
spise [fdu, > T a tedy i lim [f du, > T'. Tedy z [f du > T plyne

n— o

lim [{du, > T; tedy lim [fdu, > [fdu. Obricensd merovnost je

jasné, nebot u, < u.
7. V tomto pfipadd je podle 6

Jf+du=lim [f+du, < ¢ < +
a obdobné pro f-. Tedy smime odedist.

Vé&ta 143. Budte u,, p, ... 20becnéné miry v E,; necht pro kasdy ome-
zeny interval I C E, existuje

(35) im po(I) = u(I) .

n—

Necht ddle existuje nezdpornd mira o tak, Ze pro kaZdy omezeny interval
I CE, a pro kazdé pfirozené n je

(36) xal) = o)

13) T. j. u,-méfitelnd pro kaZdé n, t. j. (coZ znadi totéZ) u,-msritelné pro vie-
chna dosti velkd n.
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(G ny &, Tn, T, ¥y, v 2nalt variace funkct u,, u). Potom platt: Jestlize
konverguje

(37) Ef fde,
potom
(38) Jfdu=lim Jfdu,.

Poznamka 1. V (37), (38) lze psati M misto E,, klademe-li f(z) = 0
prozeE, — M a je-li M o-méfitelna.

Dukaz. I. Ziejmé je u konetnd!®) aditivni funkce intervalu, takZe
jeji definiéni obor lze rozsifit na U,. Je-li I omezeny interval, 4, C I,
Are, prok=1,2, je

Ha(dy) + (— pa(dy)) S 7a(I) + va(I) < o),
tedy limitnim piechodem (nebof (35) plati zfejmé nejenom pro inter-
valy, nybrz pro viechny mnoziny z ,)
u(4) + (— u(4,) < o(I)
& pfechodem k supremu (pro v8echna A, e ,, 4, C I)
(39) al) = () + »(I) < oI) .

Odtud je patrno, Ze u m4 vlastnost S} a Ze z p-méfitelnosti (mnoziny

nebo funkce) plyne u,-méfitelnost (viz (36)) a u-mé&fitelnost; dile

z konvergence [fdg plyne |[fdu| < [|f|dx < [|f|de < + o & po-
N N N N

dobné pro y,.

II. Budiz nyni f charakteristickd funkoe omezeného intervalu I.
Potom rovnice (38) znamend totéz co (35), takZe (38) plati. A odtud
ihned plyne: (38) plati, je-li f charakteristickd funkce mnoziny 4 € U,.

III. V dal$im prib&hu dikazu pfedpokldadejme, Ze (37) konverguje.
Necht piedevi&im f je charakteristickd funkoce mnoZiny M, takZe
o(M) = [fdo < + . Mdme dokazati, Ze plati (38), t. j.

E,

(40) lim p.(M) = u(M) .
1) Jo totik [, ()] < an(I) < (1) a tedy i lu(I)| < e(I) (viz (35)).
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Budiz ¢ > 0; podle véty 13 existuje 4 e U, tak, ze o(4(M, 4)) < .
Jezto

wd v M) = u(d) +pu(M — A) = p(M) + u(d4 - M),
plyne

[u(4) — u(M)| < (4 — M)| + |u(M — 4)| < o(4 ~ M) +
foM =~ 4)<e

a obdobné |un(4) — ua(M)| < e.

Jeito podle II je lim u,(4) = u(4), existuje n, tak, Ze pro n > n,
plati [un(4) — u(d)| < ¢ a tedy |u(M) — p(M)| < 3¢, t. j. (38) plati.
Tedy plati (38) zfejmé také pro kazdou jednoduchou koneénou funkei f,
pro kterou (37) konverguje.

IV. Necht koneénsd f je libovolnd funkce, pro kterou (37) konver-
guje. MizZeme tedy pfedpokladati, Ze f je vEude koneénd. Podle vty
39 (s pozn. %)) existuji jednoduché koneéné p-méfitelné funkce
fus far - ok, %o viude jo lim fy(z) = f(2), |u@)| < If(a)], tedy

lim [fi(x) — f(2)] = 0, [ful) — f(2)] < 2[f(2)| .
Odtud plyne podle véty 65

lim f|f, — fldg = 0.
Budiz ¢ > 0; potom existuje k tak, %e [|f, —f|do < e a tedy i
E,

[f(f — /) du| < & & obdobnd pro u,. Podrime toto k pevng; potom
E,
podle III existuje n, tak, Ze pro n > n, je

|[fe Aun — [frdu] < ¢
E, E,
a tedy (vynechidvdm znak E,)

[[fdu — [fdua] = |f(f — h)du + [fdp — [frdpa +
+ [(fe — ) dua| < 3¢.

Tedy plati (38).
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§ 5. Vyjad¥eni aditivni funkce intervalu v E, funkci jedné promé&nné,
Je-li u kone¥n4 aditivni funkoe intervalu v E,, existuje koneéns reslnd
funkoe f v oboru E, tak, Ze je

(41)  u((a, b)) = f(b) — f(a) pro — © <a <b < + o,

a tato funkoe f je uréena aZ na aditivni konstantu jednoznadné.
Vskutku, mé-li platit (41), musf byt

w2) #(<0, @) = f(z) — f(0) pro z > 0,

1<z, 0)) = f(0) — f(z) pro = <0,
tak¥e f(z) je urdeno jednoznaénd rovnicemi (42), jakmile volim (libo-
volnd) f(0). Definuji-li f rovnicemi (42), plati potom vskutku (41);
nebot piedné pro a < 0 <b je u(<a,d)) = u(Ka, 0)) + ©(<0, b)) =
= f(0) — f(a) + f(b) — f(0), za druhé pro 0 <a <b je u({a,b)) =
= ({0, b)) — (<0, a)) = f(B) — f(0) — f(@) + f(0) & podobny za t¥et]
proa < b < 0 (pro a = 0 nebo b = 0 viz piimo (42)). VyTesime nyni
otdzku, jak musi vypadat funkee f, aby u mélo vlastnost SY (t. j. aby u
definovalo zobecn&nou miru). Zavedme tuto definici: Kone&nou real-
nou funkei f v oboru E,, kterd m4 koneénou variaci uvnitf E, a je spo-
jitd zleva v kaZzdém bodé, nazveme distribuéni funkei (viz viak
pozn. 7).

Véta 144. Md-li u viastnost S, je funkce f, definovand®) rovnict (41)
neboli rovnicemi (42), distribuéni fumkci. Naopak, je-li f distribuéni
funkce, existuje prdvé jedna funkce u s vlastnosti ST, pro kterou platt (41);
pro tuto funkci u je pak

(43) #((®)) = f(x +) — f(z) pro z€E,.

Poznamka 1. (z) znadi jednobodovou mnozinu; f(xz +), f(x —)
limitu zprava a zleva (ty u distribuénich funkef existuji). Rovnicemi
(41), (43) je funkce intervalu u jednoznaéné uréena, nebotf nasledkem
aditivnosti je u((a, b)) = u(<a, b)) + u((6)) — p((a@)) = (b +) —fla+)
a podobnsé u((a, b)) = f(b) — fla +), u(Ka, b)) = f(b +) — f(a).

Uvédomme si (podle (43)), Ze mira jednobodové mnoZiny je rizna od
nuly tehdy a jen tehdy, je-li pfisludna distribuéni funkce v tomto bodé
nespojitd (ovSem zprava).

14) a% na aditivni konstantu.
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Poznamka 2. Budeme fikati, Ze funkce y, f z v8ty 144 jsou si na-
vzéjem piifazeny. Budeme n8kdy znadit znakem u, funkei intervalu,
pfifazenou funkei f, a obdobné f, funkei jedné proménné, pfifazenou
funkei x.1%) Vzpomeiime si (D I, véta 93), Ze positivni, negativni a to-
talni variace distribuéni funkce jsou téZ distribuénimi funkcemi
(t. j. jsou spojité zleva v kazdém bodé).

Dikaz. I. Necht piedn& x4 mé vlastnost ST. Potom (v&ta 135 a 139)
u=mn— v, kde m, » jsou nezdporné a maji vlastnost ST, t. j. §,.
Rovnice
(44) n({a, b)) = f,(b) — f(a), v(Ka, b)) = }4(b) — fs(a)
definuji zfejmé dvé neklesajici funkce. JeZto pro = plati celd theorie
miry, je (véta 24)

A
=n(n /b—%,b))znw)zo’

n=1

lim (f1 (b + %) — fl(b)) — lim n(<b, b+ %)) -
(46) n—»>w o n— o
~ n("le (b, b + %)) — 2((0)),

tedy f, je spojitd zleva, m((b)) = f,(b +) — f,(b); podobn& pro f,.
Klademe-li f = f, — f,, vidime z (44), (45), (46), Ze plati (41), dale Ze f
je distribuéni funkce a Ze plati (43).

II. Necht naopak je f distribuéni funkee; tedy f = f, — f,, kde f,, f,
(positivni a negativni variace funkce f) jsou neklesajici a téz spojité
zleva. Definujme u(<{a, b)) rovnici (41); ma-li x miti vlastnost S}, musi
platit1®) )
w(®) = ("Q1 <b, b+ %)) = lim (<b b+ %)) -

n— o

(47) 1
= lim (f (b + ;;) — f(b)) = f(b +) — f(b)

fn—wo
18) Zduraziiuji, Ze znak f, nenf zcela jednozna&ny: u urfuje {, pouze aZ na adi-
tivni konstantu. Naopak 4, je jednozna&né uréeno funkei f.
18) 4 toti% potom definuje zobecn&nou miru, pro kterou plati na pf. pozndm-
ka 9, IT z § 3 o u(lim M,).
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a déle musi platit (aditivita!) vzorce z pozn. 1. Definujme takto u.
Jde jestd o to ukédzat, ze toto u m4 vlastnost S}. Definujme tedy
obdobné =z, » rovnicemi (44), ddle rovnicemi n((b)) = f,(b +) — f,(b),
»((b)) = f4(b +) — fa(b) a rovnicemi obdobnymi vzorcim z pozn. 1
(pro =, f, resp. ¥, fs misto u, f).

Jeito potom zfejmé u = n — », stadi podle vét 137, 138 ukizat, Ze
nezdporné aditivni funkce n, » maji vlastnost S;. Ale to je snadné;
na pf.

n({a, b)) = f,(b) — f(a) =

o o2 e

(v dusledku spojitosti zleva) a déle
n({a, b)) = f,(b) — fi(a) =

= lim (fl (b — % +) — fl(a)) = lim n(<a, b — %>) ;

podobng pro intervaly typu (a, ), (a, b), {a, b> (té% pro b = a) a pro
funkoi ».

Poznimka 3. Z (41), (43) a ze vzorci pozn. 1 plyne, Ze u je nez4-
porné tehdy a jen tehdy, je-li pfisluing distribuéni funkce neklesajici.

Pozné'mka 4. Z (41)’ (43) Plynes Ze fcu cf;n fp+o f +f917)
a obrdcend u., = cpy, pr., = p, + p,, jestlize ceE,.

Pozndmka 5. Budiz f=f, — f,, kde f je distribuéni funkce,
f1, fs jeji positivni a negativni variace.18) Budte u, , » funkce intervalu,
piifazené funkeim f, f,, f,, tak¥e u = n — v (pozn. 4). Tvrdim, %e & je
positivnt (a tedy v = m — u negativnt) variace funkce u (nadef totdlni
variaci f; + f, funkce f je pFifazena totdlnt variace # + v funkce p).

Dukaz. Ozna¢me znakem n* positivni variaci funkee u; jeito plati
(44), stadi dokazati, Ze

(48) n*((a, b)) = f,(b) — h(a)

17) Tuto rovnici — vzhledem k urenosti a¥ na konstantu — je nutno (zde
i v daldim) &isti opatrnd: f, + f, je jednou z distribuénich funkef, ptifazenych
zohecn&né mife 4 + ¢

18) f,, f, jsou tedy téi distribuéni funkce (pozn. 2).
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(nebot potom — jeZto m, n* jsou miry — je nutné také a*((d)) =
1
= lim =* (<b, b+ ;)) = f,(b +) — f,(b) & z (44) vychazi podobnd
t4% hodnota pro n((d))). Podle definice v kap. IX (§ 3, pozn. 1, vzorce
(44)) je f,(b) — f,(a) positivni variace funkce f v intervalu <a, b), t. j.
p-1
(49) X = f,(0) — fi(a) = squZI(f(akﬂ) — Ha))*,

kde supremum se bere pres viechna mozné rozdélenia = a;, < a, <
<..<a,=b,t.j

p-1
(50) X = supkzl(/‘«ak: @)t

Naproti tomu je

q

(51) Y = 7*(a, b)) = sup p(4) = sup 2 u(ln),

A, m=1

Ac{ab)
kde supremum se bere pies viechny disjunktni systémy intervalu
I,,c<a,b). Soudet v (51) nezmensim, vynecham-li zdporné séitance,
t. j. piSi-li x* misto x. Odtud je vidét, Ze kazdy soucet v (50) vystupuje
také v (51), takie X < Y. Choeme jestd dokazati, Ze Y < X. Budiz
tedy ¢ > 0 a zvolme disjunktni I,, C {a, b) tak, Ze

(52) immm*>¥—s.

q
Jest {a, b) — U I,, ¢ Y,; tato mnozina je tedy sjednoocenim disjunkt-
m=1
nich intervala J,, ..., J, a soudet v (52) se nezmensi, pfiddme-li jesté
t
> (u(J ) * . Tedy dostévame jisty rozklad intervalu {a, b) na disjunktni
m=1

intervaly K,, ..., K, a je
.
(63) S K >Y —e.
m=1
Jeito (z + y)* < z* + y* a jeito u je aditivni, nezmensi se soudet

v (53), rozlozim-li kazdy K, na nékolik disjunktnich intervali. Pro-
vedu to tak, %e kaidy K, tvaru {«, B), (x, B>, {x, B> (x < B) rozloZzim
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na («) Y («, ), («, B) v (B), (&) Y («, B) v (B); tim dostanu??) zFejms
sudy pocet intervald L,,..., L,, tvaru (z,), (21, 22), (4), ..., (z,),
(T, Zs41) (@ =2, < 2y < ... <2y = D), kde

28
(54) 2wl >Y —¢.
m=1
Nyni zvolim 6 > 0 tak malé, Ze prom = 1, ..., s je

(56) 8 < Tmir — Zms [{&m + 8) — & +)| < 55 -
Provedu potom rozdéleni na intervaly M,,:

<xl’ xl + 6)’ <x1 + a’ xZ)r <33, xﬁ + d)) coey <xl) xa + 6)1
<xs + 6; xs+l.) .

To jiz je rozklad takovy, jaky je pipustny v (50). Jest podle (55)
a podle pozn. 1

l/‘(Mzm—l) - .“(Lzm—l)l = l,u(xmx xm + 6)] < '2% ’
(56)

| Lym) — (M) = |4(Zm, Zm + )] < Ee,; .

23
Jeito |z* — y*| < |x — y|, plynez (54), (56) > (u(M,))* > Y — 2¢,
m=1
tedy X > Y — 2¢ pro kazdé ¢ > 0, X > 7.

Poznidmka 6. Véta 144 ndm dovoluje zavésti nové oznaceni
Lebesgue-Stieltjesova integrilu v E,, kterého se hojn& uZivd. BudiZ
u funkce intervalu, m piisluind distribuéni funkce. Potom misto
[f du se psavé [fdm nebo — s jistou , licenci — [f(z) dm(z) (nebo
M M o
[1(t) dm(t) a pod.),?°) coz ndm dovoluje psiti bez dalSich vysvétlivek
M
na pF.

fe sin z d(x® — cos z) .
Jsou-li , v, « variace?!) funkoce u a obdobné p, n, a variace funkce m,2!)

1%) Kreslete si naértek!

20) Mluvi se potom také o m-mife a m-mé&fitelnosti misto u-miry a u-m&titel-

nosti.
1) Positivnf, negativn{ a tot4lnf.
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vime z pozn. 5, Ze funkee p, n, a jsou po fadé pfifazeny funkeim =, », «,
takZe definici integralu v (21) lze piepsati takto: [f(z)dm(z)=
M

= f f(x) dp(x) — f f(x) dn(x), ma-li prava strana smysl; pozn. 7 z § 3
lze prepsati takto 1= f f(x) dm(z) konverguje tehdy a jen tehdy,
konverguje-li J = flf x)[da(x nadez |I| < J. Dile (viz vétu 141):
Jest

A{ f(z) d(m;(x) + my(x)) =Mf f(x) dmy(2) + 5{ f(x) dmyfz) ,

mé-li pravé strana smysl atd. Kratce: viechny tyto v&ci mohu psati
8 distribuénimi funkeemi, neohlizeje se na, prislusné funkee intervalu.

Poznamka 7. Budiz x4 neziporna mira a budiz u(E;) < + c0.229)
Volime-li f(z) = u((— o, z)), plati zfejme (41); déle je podle vét 23, 24

Jim f(z) = Lim f(—m) = lim ((— e, —n)) = 2 n (— o, —n)) =
=pu(@) =0,

lim f(z) = lim u((— 0, n) = w(U (= @, m) = p(Ey)

z—>+®

Nézvu ,,distribuéni funkce* se uZivd nejéastéji v tomto uzsim
smyslu, pfi demZz se klade je$té obydejné u(E,) = 1. T. j. ndzvu
,,distribuéni funkce‘ se obycejné (hlavné v poétu pravdépodob-
nosti) uziva pro funkce f(z), jeZ jsou neklesajici, viude spojité zleva
a pro néz je lim f(z) = 0, lim f(z) = 1.

- Z—++©

Pozndmka 8. Obdobné avahy by bylo moino provésti i v E, pro
r > 1. V rovnici analogické k (41) by oviem f byla funkce » promén-
nych a misto prvni diference f(b) — f(a) by vystupovala jistd ,,r-ta
diference*. Nebudeme se tim zabyvat. Poznamenavam je§té: kdyby-
chom misto rovnice (41) byli vysli z rovnice u((a, b>) = f(b) — f(a),
byli bychom dosli k funkeim spojitym zprava.

22a) Takové miry se vyskytuji v poltu pravdépodobnosti. Pfedstavme si, Ze
konédme néjaky pokus, pfi tem% vysledkem pokusu je n&jaké konedné reilné

&islo; budiz u(M) pravdépodobnost, Ze toto ¢islo padne do M. Jeito toto éislo
urdité padne do E,, je u(E,) = 1 (,,jistota‘: je mérena pravdépodobnosti 1).
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§ 6. Vypoéet Lebesgue-Stieltjesova integrilu v E,. V&ta 145,
BudiZ f funkce méfitelnd podle Lebesguea v M C E,. BudiZ g funkce abso-
lutné spojitd uwvnitf E,. Potom

(57) [f(x) dg(z) = [f(z) ¢'(x) dz,
b4 M

md-li jeden z integrdla, smysl.
Vpravo je Lebesguetv integril; véta nas tedy pouduje o pievedeni
Lebesgue-Stieltjesova integralu na Lebesguetv, je-li g a. s. uvnitf E,.

Dukaz. Cislované rovnice tohoto dikazu jest &isti takto: Ma-li
jedna strana smysl, je rovnice spravna. Budte p, n positivni a negativni
variace funkce g. Potom pfedné (viz pozn. 6 v § 5)

(58) ff(x dg(x) = ff(x) dp(z) — ff(x) dn(z) .
Podle véty 121 jsou funkce p, n absolutnd spojité uvnitt E, a je
b
p(b) — pla) = fg”(x) dz, n(b) —n(e) = [¢'~(x)dz.

Jsou-li tedy =, » piislu$né funkoe intervalu, je pro kaZdy interval I
o krajnich bodech a, ??*) (oznadime-li je§té znakem A Lebesgueovu
miru)
ay= [¢'* di, wI)= [g'-da,
1 i
a véta 128 dava

[fdp = [fdr = [fg'* dA,
M M M
[fdn = [fdv = [fg'-dA.
M M M

Budiz P, resp. N mnozina onéch bodua z M, pro néZ je g’ = 0, resp.
g <0. Jest P U N ~ M (1), nebot g’ skoro viude existuje. V P je
g*=g,9-=0,vNijeg*t =09~ = —g', takZe z (58), (59) plyne

(60) [H(z) dg(x) = [fg’ dA + [fg’ dA = [fg'dA,
i P N o

coz je rovnice (57).

(59)

33) Jefto p, n jsou spojité, je jedno, zda body a, b pati k I nebo ne.
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V&ta 146. BudiZ s distribulnt funkce,®®) kterd je funkct skoka,?*) t. j.
existuje spoletnd mnozina X = (z,, T,, 3, ...) (T; + 2, pro i + k)
bodt a posloupnost redlnych étsel t,, t,, ... tak, e pro — © <a <b <
< + o je

s(b) —s(@)= > t;, D || <+ .

asz;<b a=n<b

BudiZ M CE,; budif | funkce redlnd, definovand ve vdech bodech z,,
které lett v M. Potom
(61) ff ds = ZMf(x R
md-li jedna strana smysl. Pntom pravou stranu je nutno pojimati jako
soudet zobecnéné fady: ten md smysl tehdy a jen tehdy, je-li konvergentni
budto fada kladnijch nebo fada zdpornyjch Eleni (nebo obé).

Dukaz. Necht prednd s je neklesajici, t. j. ; = 0 a necht f(z;) =0
pro kaZzdé i. BudiZ o nezdporni mira, pfifazend funkoi s. Potom je
o((z)) = s(z; +) — 8(z;) =1, tedy o(<a,b) X) = > o((z)) = Z t.. Ale

soudasnd o({a,b)) = s(b) —s(a) = > ¢, tedy a(?c‘z%))— X)= :&2 )b)) -
zie(a,b)

— o(Ka,b) X) =0 pro — 0 <a <b < + . Odtud ihned o(E, -
= X) = Oatedy (jezto [f do = f(;) o((x;)) = f(x;) ¢;) vychdzi vskutku
(=)

ff(a:)ds(x)= ffda= z ffd":Zf(xi) ti s
M MX

zieM (%) zeM
coZ je (61). V nasledujicim &téte éislované rovnice opét v tomto smyslu:
rovnice plati, mé-li aspoii jedna strana smysl. BudiZ nyni za druhé s
neklesajici, ale f libovolné. Podle definice a podle (61) je
(62) [fds = ff* ds — ff‘ ds = Z/ (x) t: — Zf x) b = Zf(z.)t 2)
M zieM TieM
Budiz koneé¢né i s libovolnd; jeji rozklad na positivni a negativni va-
riaci s = p —-n vypadé takto: p(d) — p(a) = > t}, n(b) — n(a) =
: asz<b

>, t;, takie podle definice a podle (62) je

as<n<b

23) Tedy spojité zleval

24) O funkeich skokt viz podrobn&ji v kap. IX, §2 a podatek §3; hlavng
vétu 119.

35) Sami si vidy rozmyslete, e levéd strana ka¥dé rovnice mé smysl tehdy
a jen tehdy, mé-li pravd strana smysl.

412



(63) [fds= [fdp — [fdn =3 f(x:)t] — D f(x:) t; = 2 f(@) ¢, .2%)
M M M zeM reM zieM

Poznédmka 1. BudiZ g distribuéni funkce, p, n jeji positivni a nega-
tivni variace. RozloZzme tyto tfi funkce podle véty 125 na jejich abso-
lutné spojitou &4st, singuldrni spojitou &4st a funkei skoki:

(64) 9=01+9s+ 93 P=P1 +Pa + D3 n =1 + 70y +ny.

Funkce p;, n; jsou neklesajici, t. j. k nim pFisluiné funkce intervalu
jsou nezaporné. Podle pozn. 6 v § 5 & podle véty 133 je tedy (vynechéd-
vam znak integraéniho oboru M)

[tdg = [fdp — [f{dn,

Jtdp= [fdp, + [fdp, + [fdps,

[fdn = ffd'nl + [fdng + [fdn,,
pfi ¢emZ tdmto a dalsim rovnicim jest opét rozumsdti ve smyslu:
,,yovnice plati, ma-li jedna strana smysl*“. Tedy
(65) [fdg= [fdp, + [fdp, + [fdps — [fdn, — [fdn, — [fdn,.
Ale vime (v&ta 126), Ze funkce p;, n; jsou positivni & negativni variace
funkoe g;, takie [fdg; = [fdp; — [f dn,.

Tedy lze (65) psati téz
(66) Jfdg = [fdg, + [fdgs + [fdygs.

Abych tedy vySetfil existenci a hodnotu integrilu [f dg, mohu budto
M

rozloZit g = g, + g, + g; & pocitat podle (66) nebo rozloZit napfed

g = p — m, potom rozloZit p a n podle (64) a potitat podle (65). Integ-

raly [fdg,, [fdg, se daji podle v&t 145, 146 pFivésti na ,klasické

ukony: Lebesguetiv integrdl a nekonetnou fadu. Jak lze poditat

[ dg. aspoil v n8kterych piipadech, povimesi v § 7, pozn. 4.

Pi{klad 1. Budiz M c E, mnoZina u-méfitelns (u budiZ nezdpornd
mira), (M) < + co. BudiZ f funkce u-mé&fitelnd a u-skoro viude ko-
nednd v M. Definujme funkei g v oboru E, rovnici

99) = w(Elz e M, f2) <))
Potom je

4o
(67) A{f du = _f ydg(y),
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jestliZe jeden z téchto integrali konverguje. To plyne ihned z véty 129,
nebot tamni » vyhovuje rovnici »(<{a, b)) = g(b) — g(a). Jestlize nadto g
je absolutné spojitd uvnitt E;, 1ze rovnici (67) psati ve tvaru

4+
(68) ﬁ{ fdu = _f yg'(y) dy

(véta 145). Tim je r-rozmérny integral Lebesgue-Stieltjesiv pfi ne-
zéporné mife u (ve specidlnim piipadé Lebesguetv) pfeveden na jedno-
duchy Lebesguetiv integral v pfipadé, Ze g je absolutné spojitd uvnit¥
E, a Ze dovedeme stanovit ¢'(y) (nepotiebujeme znat g(y); zjistime-li na
PE., Ze g’'(y) existuje viude a Ze g'(y) je omezensd v kaZdém omezeném
intervalu, je tim zarudeno, Ze g(y) je a. s. uvnitt E,).

Cvidenfi

1. Budi# s distribuéni funkce (funkce skoku) z véty 146: s(b) — s(a) = z ¢
asz<b

Z |t] <+ o pro — o <a <b <+ . Piislusnou miru oznaéme . Viechny
b

asz; <
mno#iny jsou o-mé&titelné. Pro které mnoZiny M plati, Ze a(M) je 1. kone¥né,

2. 4+ o, 3. — oo, 4. neexistuje?

2. Vcvid. 1 specialisujme: z; jsou éisla 1, — 1,2, — 2,3, — 3, ...; ¢; = (— 1)%.
Reste tytés otazky jako v cvié. 1. Zde o(E,) neexistuje, ale existuje

ds(zx) _ nd
2 6

3. Budi¥ g(z) = 22* pro 2 < 1, g(x) =5 pro 1 <z < 2, g(x) = 7 — x pro
2 <z £ 4, g(x) = 10z pro z > 4. Potom

1 4

[ zdg(z) = [4a?dz +1.3 — [zde+4.37
{0,4) 0 2

(dopod¥téte). Pro integradni obor (0, 4> vyjde totéZ, pro integraéni obory (0, 4),
(0, 4) odpadne posledni &len. Vynechate-li z integraénfho oboru bod 1, zmensi se
integrél o 3; vynechéte-li bod 2, integral se nezméni.

4. Sestrojte distribuéni funkei g(x) tak, aby platilo: Neobsahuje-li interval

{a, b) Z4dné celé {islo, je g(b) — g(a) = ; pro celé n je pak

1 1
146 1+4a
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g(n +) — g(n) = nsgnn. Pro viechny intervaly I (omezené i neomezené,
uzaviené, polouzaviené i oteviend) vypodtste f 2* dg(z), pokud existuje (kdy
I

existuje?). TentyZ kol pro miru, t. j. pro f dg(z).
I

§ 7. Stieltjesuv integrail. Dosud jsme se zabyvali Lebesgue-Stieltje-
sovym integrilem; bude-li to tieba, budeme jej znaditi (L¥)[fdu
o

(po ph"pa.dé, jako v § 6, (LY) [f(z) dg(x)). Pavodni definice Stieltjesova
M
(jedné se v ni jen o integraly v E,, kde integra¢nim oborem je interval)
byla jiné; pro jeji historicky i dneni vyznam o ni kritce pojedname.
Budte f, g koneéné redlné funkee v {(a, b> (— © <a <b < + o).
Zvolme libovolné rozdéleni

D oa=zg <z <2< ...<x,=0b;
znakem |D|| oznadme jeho ,normu‘, t. j. &islo 11\511_12:’ (s — 24).
Zvolme dile posloupnost p bodi: -
(69) E: £ o n b (o SE =)

a sestrojme soudet

(10) 5,5 =80, 5 f9) = S o) — gleia)

Budeme fikati, Ze

(71) lim §(,5) =1

1Dl—0
(I € E,), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro viechna
rozdéleni D s normou mensi nez é a pro viechny mozné volby po-
sloupnosti £ v (70) je [S(D, £) — I| < &. Potom oviem pro kaZdou
posloupnost rozdéleni D,, D,, ... s lim ||[D,|| = 0 a pro jakoukoliv

volbu pfisludnych posloupnosti 5,,5,,... je lim 8(D,, &,) =1

(v obvyklém smyslu, jakoZto limita posloupnosti), takze &islo I
v (71) je jednoznaénd urdeno.2¢)

¥) Je vidét, ¥e v D misto z;_, < z; smime pFipoustdt téZ z;,_; < z; &leny
8 x;_;, = z; v (70) se rovnaji nule.
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Definice 21. Exzistuje-li koneénd limita I v (71), nazyvdm ji Stieltjeso-
vym integrdlem funkce f(,integrovand funkce:) podle funkce g ( ,,sndegru-
jici funkce**) od a do b, znak

b b b
(72) [fdg nebo [f(x)dg(z) nebo (¥)[f(x) dg(z) .

Jak je vidét, nedefinovali jsme Stieltjestv integral s hodnotou +
nebo — oo, aé by to bylo mozno. A% do konce § 8, pokud nebude vy-
slovnd zdtraznéno néco jiného, pijde o Stieltjestv integral.

Poznémka 1. Odvodime nyni podminku ,,Bolzano-Cauchyova
typu‘: Integril (72) existuje tehdy a jen tehdy, jestlize ke kaZdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze plati implikace
(73) (@l <6, D] <) =>|S(D, &) — 8(D", &")| <e.

Dukaz. 1. Existuje-li (72), existuje limita (71); tedy ke kazdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze [|D| < d = |S(D, &) — I| < }e. Odtud
vSak plyne spravnost implikace (73).

2. BudiZ naSe podminka splnéna. Zvolme posloupnost rozdéleni D,
(n=1,2,...) tak, Ze lim ||D,|| = 0. Potom ze (73) plyne, Ze po-

sloupnost ¢isel S(D,,E,) vyhovuje obyéejné Bolzano-Cauchyovd
podmince a tedy existuje koneén4 limita lim §(D,, &,) = I. Tvrdim,

fn— o

Ze plati (71) (t. j. Ze (72) existuje a m4 hodnotu I). Dikaz. Budiz
e > 0azvolme § > 0 tak, aby platila implikace (73). Potom zvolme
n tak, ze [|[Da| < J a Ze
(74) |8(Dn, Ep) — I| < .
Pro libovolné rozdéleni D s normou men&i nez § bude podle (73) platit
IS(D, &) — 8(D,, E,)| < &, tedy podle (74)

1D < é=|8D,5) —1I| <2.
Tedy vskutku plati (71).

Poznidmka 2. Shriime n&které trividlni vlastnosti.
3
I. Je-li g(x) = z v <a, b, znamen4s Stieltjestiv integril (¥)[f(z).
b a
. dg(z) totéZ jako vlastni integral Riemanniv (R)[f(z) dz.
a
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V } | byly pfisluiné v&ty uvedeny v trochu jiném tvaru ne% by se
nam zde hodily — je proto k ditkazu tieba Fici nékolik slov. VSimné-
me si v J | napied véty 21; v naSem pripadé je Az, = z; — 2,_, =
= g(z;) — g(x;-,) a véta 21 tedy praveé rika, ze v piipadd existence
Riemannova integrilu maji souéty S(D, Z) tento integrél za limitu
(ve smyslu (71)), t. j. Ze Stieltjestiv integral existuje a rovna se Rie-
mannovu. Naopak, existuje-li Stieltjestiv integril, plyne ze (71) (kde

b
I = (9) f f dg), Ze pro kaZdou posloupnost rozdéleni D, s vlastnostf
hm l|@,.|| = 0 a pro libovolné volby &, je lim §(D,, E,) = 1. Ale

to podle véty 67 v ] 127) pravé znamend, Ze existuje vlastni Rieman-
niv integral (ktery potom oviem, podle bodu 1, se rovn4 Stieltjesovu).
Prosim za prominuti, Ze tato trivialita vyZadovala pomérné mnoho
slov.

II. Je-li g konstantni v {a, b), je ff(a:) dg(z) = 0. Je-li ceE,, je
f ¢ dg(z) = c(g(b) — g(a)).
II1. Jsou-li k, m konedné redlné d&isla rizné od nuly, je
b b
Jk f(z) d(m g(x)) = km [{(z) dg(x)

mé-li jedna strana smysl.
IV. Jest

b b b
J(h(2) + fi(x)) dg(z) = [f(z) dg(z) + [fu(x) dg(z),

b b b
J1(@) d(gi() + gx(x)) = [f(x) dgy(x) + ..f f(x) dgs(=) ,

ma-li pravd strana smysl.

V.Jeldia<b<eg, jo ’
'3 b c
[{(z) dg(z) = [{(=) dg(z) + [{(z) dg(z) ,
a a
37) Slovo ,,funkce‘ v J } zna&f koneénou redlnou funkei.
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jestlie vSechny tfi integrily existuji. Dikaz. Pfi hledanf limity,
kterou je integral definovan, se omezim na takové rozdéleni intervalu
<a, ¢), pti nich% b je délicim bodem. (Viz doplnék v cvid. 2.)

Véta 147 (t. zv. integrace per partes). Jest

(75) f fdg + f g df = (b) g(b) — f(a) g(a) ,
jestlize jedrfl.n z integrdli existuje.28)

b
Dikaz. Necht existuje tieba [fdg. Sestrojme soudet

S(:D’ E) g, f) = Zlg(S')U(x') - f(zi—l)) -
p-1
=Zlf(x¢)(g(ff) — (i) + (=) 9(&,) — f(xo) (1)
kde
(716) a=2y ¢ S =... =2, =6 s, s...56, =5x,=0.
Pridejme a uberme jesté g(b) f(b) — g(a) f(a); dostaneme

(77) S(D, £, g, /) = f(b) g(b) — fa) g(a) —
-1
— {Ha)(g(£) — 9(a)) +f’z He) (@) — 9(82) + F(B)g(®)— 9(&)} -

Ale podle (78) je vyraz v zavoree { } roven S(D*, 5%, f, g), kde (na-

értnéte si body (76)) D* ma délici body a<E SES.LSE Sy

E* ge skldd4 z bodt a = %, 24, ..., X3, T, = b. Jezto Tipg — Ty S

=< 2||D||, je z (76) ihned patrno, ze HSD*H = 2!D||. Jestlize tedy ||D|| — O,
b

mé pravé strana v (77) limitu f(b) g(b) — f(a) g(a) — [f dg, tedy ma

b
i levé strana limitu, a to touz limitu, t. j. existuje téZ [g df a plati (75)
a

Vé&ta 148. Nech? f je koneénd a spojita v {a, b) a g md variaci koneénou
b

v {a, b). Potom [fdg existuje.®)

28) Jde stédle o Stieltjesovy integraly.
%) Viz pozn. 29).
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Dukaz. g je rozdiléem dvou funkei neklesajicich. Vidime proto z III
(pro k = 1, m = — 1) a IV v pozn. 2, Ze staci dikaz vésti za pfedpo-
kladu, Ze g je neklesajici. f je omezend, |f(z)| < K proa <z <b
a stejnomérnd spojitda v (a, b). Ke kaidému pfirozenému n existuje
tedy d, > 0 tak, Ze
(18) @<z<b a<y<b a9y <= |fw) — )] < -

Pro kaZdy soudet je tedy piedné
(9) IS, )| S K 30l — o(wiea)) = Klg) — 9(a)).

Za druhé: budte D,;, D, libovolnd rozdé&leni, pro néz ||| < 6, (@ =
= 1, 2). Tvrdim, Ze

(80) 1801, 5:) — 8@ £ < 2 (90) — gla)

(pti libovolné volbs &, 5,). Tim bude existence integralu podle pozn. 1
dokazina.

K dikazu nerovnosti (80) sestrojim S(D*, £*), kde D* je libovolné
spoleéné zjemnéni rozdéleni D,, D,. Budiz D, rozddleni a = z, <
<z <..<z,=>b. Interval (z;_,, z,> obsahuje né&kolik d&licich
bodud rozdéleni D*, na pf. z;_; = ¥ < Yprq < ... < ¥, = &;. Jeho pii-
spévek k souétu S(D,, &) je

!

(81) fENg(z) — g(@ir)) 2 HEG(Ym) — 9(Ym-1)) -

m=k+1
Prispévek téhoZ intervalu k souétu S(D*, £*) je
]

(82) S HEWG(Ym) = 9(Ym-y)) -

m=k+1

Jeito viechny hodnoty funkce f se zde podle (78) liSi navzijem
o ménsé nez %, je rozdil &isel (81), (82) v absolutni hodnot8 nejvyse

i
T 3 (0w — o) =+ @) — g
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odtud

ISy 5y — 8@, 5% < L 3 (e — g(een)) = LD =9@

n =1 n
obdobné

8Dy, £,) — 8D, &%) < L0 = 9@

a odtud plyne (80).

Poznamka 3. Necht g mé variaci koneénou v {a, d), tedy g =
= p — n, kde p, n jsou neklesajici v {a, b). Ale g nemusi byt spojits
zleva. Pfifadme proto kazdé funkci g, jez mé wvariaci konednou
v {a, b), funkeci g* takto: Pro z < a kladme g*(x) = g(a); proa < z <
< b kladme g*(z) = g(z —); pro z > b kladme g*(z) = g(b). Provedte
nadrtek! V kazdém bodd z (a, b) nahradim prosté hodnotu g(zx) jeji
limitou zleva. Provedme to také pro funkce p, n. Je zfejmo, Ze funkce
p*, n* budou neklesajici v (— o, 4+ ). Dile jsou spojité zleva v kaz-
dém bodé c.3%) Konednd je ziejmé g* = p* — n*, takZe g* je distri-
buéni funkece.

Tvrdim nyni:

V&ta 149. BudiZ | koneénd a spojitd v {a, b), necht g md variacs ko-
neénou v {a, b). Sestrojme g*, jak bylo vyliéeno. Potom

b b
(83) (#)[fdg = (#)[f dg* + f(b)(g(b) — g(b —)) = (139’)< fb >l dg* .

To je vztah mezi Stieltjesovym a Lebesgue-Stieltjesovym integrilem
pro spojité f.

Dikaz. BudiZ pfedeviim g neklesajici. VSechny tfi integrily
ziejmé existuji. Vezméme rozdéleni D, dané body ¢ =z, < 2, <
<z < ... <z, =>b, které volime tak, aby g byla spojitd v bodech
Zy, oeey Xyy. Body &, ..., &, volim nyni specidlnim zpisobem. Je-li

39) Stadi vydetiit body @ < ¢ < b. Je¥to monotonni funkce mé jen spoletnd
mnoho bodi nespojitosti, existujf body spojitosti ¢; < ¢; < ... funkce p tak, Ze
lim c.,,( )= ¢, nadeZ p*(c —) = lim p*(c,) = lim p(¢, —) = lim p(c,) = p(c —) =
= P~(C).
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m; = Mm< f(2), Mi= Max f(x), je podle véty 433!) (ted jde
i ST% T STEH

o Lebesgue-Stieltjesovy integrily)
my(g*(x) — g*(i-1)) é( S )f dg* < M(g*(z:) — g*(xi)),
241y X,

a tedy pro vhodné &, (z;_, < & < %))
[ fdg* = f(E)(g*(x:) — g¥(zi-y)) .
{Zi-1, W)
Diéle
( bj; f dg* = f(B)(g*(d +) — g*(b)) = f(b)(g(b) — g(b —)) .
Jezto

P
[=2 | +/,
Vycha’,zi <a,bp =1 <z‘-n ) )

(84) (-&9’)< {)f dg* = 8(D, 5, f, g*) + f(b)(g(®) — g(b —)) .
Sestrojme jesté (pii témze D a Z)

S0, 5, ,9) = 3 (Eo@) — gt
Zde je g(z;) = g*(x;) pro 1 =0,1,...,p — 1, pouze pro z, =1b je
9(z,) = g(b), 9*(%) g(b =) t&kze

Zde je 0 < b — £, £ ||D||. Nechme nyni probihati D takovou po-
sloupnost rozdsleni D,, D, ..., %e hm |Da]| = 0. Potom z (85) plyne

prvni rovnice (83) a z (84) druh4.
V obecném piipadé pisSme g = p — n (p, n neklesajiof), tedy g* =
= p* — n* a odedtéme piislusné rovnjoe Pro p a n.

Poznimka 4. Budif g spojitd a 8 variact koneénou v {a, b), f abso-
lutné spojitd v {a, b). Potom je

b b
(86) () [f dg = £(b) 9(b) — f(a) g(a) — [gf dz,
kde poslednt integrdl je Lebesgueiv.
31) Je-li y funkce intervalu pfifazend k g*, je y({x; 4, %,)) = g*(%;) — 9*(%;-y)-

421



Dukaz. Podle véty 147 a 148 je pro Stieltjesovy integraly

b b
[fdg = {() 9(b) — f(a) g(a) — [9df .

Funkece f* vypada zde takto: f*(z) = f(z) v <{a, b)>, f*(x) = f(a) pro
z < a, f¥(x) = f(b) pro z > b; f* je absolutnd spojitd uvniti E,. Podle
véty 149 a 145 je

b
() fgdf = .w) f g df* =, j;>gf*’ dz

(posledni integral je Lebesgueuv), ale f* = f skoro vSude v (a, b). Tim
je (86) dokazano.

Rozsifime-li definici funkce g tak, Ze klademe g(x) = g(a) pro z < a,
g(x) = g(b) pro = > b, lze podle véty 149 psati prvni integril v (86)
téZ ve tvaru (L) [ fdg (jeito g je spojitd, lze psiti téZ [ a pod.).

(a, b
Tim je (L&) ff dg<tez pro pfipad spojité singularnig prex)reden na

Lebesgueuv 1ntegral jestlize M = {a, b) a f je absolutné spojita v {a, b).
To je doplnék, slibeny na konci pozn. 1 v § 6. Propodtéte si evig. 1.

Poznidmka 5. Jesté jeden trividlni odhad. Je-li [f(x)] < K pro
a <z =<b(0 =K< + ), mé-li g kone¢nou variaci v {a, b) a exis-

b
tuje-li Stieltjesiv [fdg, je

b
[[fdg] = K .V(a,b);9).
Dukaz:

P P
l;lf(f;)(g(x.-) —g(iny))| = K ';leg(x.-) — glxiy)] .

Cvideni

1. BudiZ g funkce, popsand v D Il, kap. V, § 9, cvié. 4; aby byla definovéna
v E,, poloZme jests g(xz) = 0 pro z < 0, g(x) = 1 pro z > 1. Funkce g je spojité
singuldrni. Poéditejme
1 1
I= f:c“dg(x) =1- 2fxg(x) dx .
0 0
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Integrél vlevo lze pojimati jako Stieltjesiv nebo také jako Lebesgue-Stieltjesuv
pies interval (0, 1) nebo (0,1> nebo <0, 1) nebo <0, 1>. Vpravo je integril Lebes-
gueuv. JeZto Cantorovo diskontinuum mé mifru 0, stadf integrovat pifes jeho
sty¥né intervaly; na ka¥dém z nich je g konstantni. Vyjde

5 1 [a, ay ay 1
I= —ZW(—2—+E’-+...+2—£+‘2IC_+T .

6
4a, 4a, da; 1
'(T+?+"'+3k ¥

kde se séitd pfes k = 1, 2, ... a pfi daném k pi'es vBechny posloupnosti a,, ..., a,,
sloZené z nul a jednifek.
2. Budif — © <a <b <¢ < + . Potom rovnice

] b c
[i) dg(z) = [1=) dg(x) + bf f(x) dg()

A) platf, existuje-li integral vlevo;3?)

B) nemusf platit, existuji-li integrdly vpravo.

Dukaz k bodu A): Integral vlevo oznaéme I. BudiZ ¢ > 0. Zvolme J > 0 tak,
%o pro viechna rozd&lenf D intervalu <a, ¢) 8 normou ||D| < J je |S(D, ) —
— I| < &. Sestrojme rozdsleni D intervalu <a, b) 8 normou mensf neZ J a pfi-
sluiné £, a ponechme D, i &, pevné. Vezmu-li nynf jakdkoliv dvé rozdélenf
D’, D” intervalu <b, ¢) 8 normami mendimi ne¥ 4, ddvé D, a D’ dohromady
rozds8leni intervalu <a, ¢) 8 normou mensf ne% 4 a tedy |S(D,, &,) + S(D’, &) —
— I| < ¢, at jsou body v E’ voleny jakkoliv (pfipustnym zpusobem). Z tého
duvodu je |S(D,, &) + S(D*, E") — I| < ¢ a tedy |S(D, &) — S(D", &) <
< 2¢, t. j. je splndna podminka z pozn. 1. Tedy existuje druhy (a podobng&
i prvnf) integrél vpravo. A nynf viz V v pozn. 2.

Dikaz k bodu B): BudiZ f(z) = 0 v <0, 1), f(z) = 1 v (1, 2); g(z) = 0v (0, 1),

1 2 2

g(x) = 1 v <1, 2> Ziejms f/ dg = ff dg = 0; dokaZte, Ze ff dg neexistuje.
0 1 0

§8. Je3tE o rovnici [fdu = lim [fdu, Viz té% §4. Pajde zde
A n—>wo 4

o jednoduché integrély, A bude interval, f spojitd v 4. V&ty budu
formulovat pro Stieltjesovy integraly; event. pfechod k Lebesgue-
Stieltjesovu integralu lze provésti uZitim véty 149. Vétdm tohoto
paragrafu se fikdva v&ty Hellyho; ale nékteré casti se objevuji jiz
difve u F. Riesze a J. Karamaty.

1) Jde o Stieltjesovy integrély.
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V&ta 150. Budte [, 9, 91, Jg, --- funkce konelné v intervalu {a,b);
budif 0 < K < + oo. Budiz

(87) VKa,b);9,) S K pron=1,2,...,
f budi¥ spojitd v {a, b5. Necht je ddle splnén jeden z téchto pFedpokladi.:
I. lim g,(z) = g(z) véude v (a, b).

I1. Existuje mnofina M, hustd v {a, b) a obsahujict body a, b tak, Ze
pro kafdé x e M je lim g,(x) = g(x), pfi CemZ funkce g budto je spojitd
aspofi 8 jedné strany v katdém bodé intervalu (a, b) nebo md variacs
koneénou v <a, b).

Potom g md variacs koneénou v {(a, b) a je (Stieltjesovy integrdly)

b b
(88) [1(a) dg(z) = lim [f(@) dgo(a) .

n—wo

Dikaz. V pfipadé I poloZme pro jednoduchost M = {a, b). Zvolme
rozdélenia =z <2, < ... < z,=btak,dex;e M (1 =0,1,...,p —
pamatujme, Ze a e M, be M). Potom podle (87) je

4

(89) 2198 — ga(wia)] = K
a odtud pro » - ©

(90) Soe) — o) S K-
V pripadé I plati (90) pro kaZdé rozdéleni, tedy
(91) V(a,b)9) < K.

Vezmé&me piipad II, a to ten podpiipad, Ze g je v kazdém bodé inter-
valu (a, b) spojita asponi s jedné strany. Zvolme libovolné rozdéleni
A=Y <Y <...<y,=0>b. Tvrdim, Ze

P
(92) 8=2.l04) — 9wl S K

(tim bude opét dokdzano (91)). BudiZ £ > 0. Jezto M je hustd v (a, b),
mohu voliti éisla a =z, < 2, < ... < z, = b tak, Ze leZi vesmés v M
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a e |g(x;) — g(y:)| < eprot =0, 1, ..., p. Potom viak plati (90) a tedy
8 < K + 2pe. Jeito & bylo libovolné, plyne odtud (92). V druhém
podpiipadé pipadu II jsme pimo predpoklidali, e ¢ mé konednou
variaoci v {a, b) a pipadnym zv&t¥enim konstanty K docilim toho, Ze
opét plati (91). Tedy viechny integrly v (88) existuji.

BudiZz nynf & > 0. Zvolme takové rozdéleni a = z, < 7, < z, <
<..<z,=0b,%e ;e M a%e v katdém intervalu {z;_,, ;) je oscilace
funkee f (t. j. rozdil mezi jejim supremem a infimem) mensf nez ¢. Toto
rozdéleni podrime pevn&. Jest

[1@) dg(z) = fw) [dg(e) + [(fz) — f(z) dg(a) -
T4y L Y . Y

Podle pozn. 5 v § 7 je tedy

| [12) dge) — f@)@(@) — gme))] < & V(s 755 9) -

-1

Seétenim pies ¢ = 1, ..., p plyne

b P
| [(x) dg(=) — le(xt)(g(x.-) — g(x1))| £ eV({a, b); 9) < eK

a obdobng

b
|[12) dga(a) — 3 Ha0(@a) — ga(mica))] < oK .

Odedtenim dostdvdme

b b

[[f(z) dg(x) — [f(x) dga(z)| <
(93) » ¢ ‘,
< ,Zl/(xi)(g(xi) — g(x4-1)) — Zlf(xi)(gn(xi) — ga(%i))| + 2Ke .

Ale viechny body z; leZf v M, takie prvni ¢élen vpravo (t. j. |> ... —
— > ...|) md pron — o limitu 0. Existuje tedy n, tak, e pron > n,
je levéa strana v (93) mensi neZ (2K + 1) ¢; tedy plati (88).

Poznédmka 1. Jenom pro zbytek tohoto paragrafu zavedeme ozna-
éeni (vpravo stoji vidy Stieltjestiv integril; a, b jsou koneénd &isla)
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+ b
[ fx)dg(z) = lim [f(z) dg(z),
(94) R a N b—++o® a

+ b
Jfdg= lim [fdg, [ tdg=lim [fdg,
b+

existuje-li koneéné limita vpravo.

Poznamka 2. Necht f je konednd redlnd funkce v (— o0, + o).
Ma4-li f koneénou variaci v kazdém omezeném intervalu, fikime, Ze
mé v. k. uvnitf E,. Potom existuji tfi neklesajici (v E,) funkoce v, p, n
(v(x) = p(z) + n(x) + konst), které jsme v kap. IX, § 3 nazvali to-
tdlni, positivni a negativni variaci funkce f. Jestlize v je omezend v E,,
t. j. jestlize p, » jsou omezené v E,, budeme Fikati, Ze f mé v. k. v E;
(nejenom uvnitf E;). To znamend (jeito v, p, n jsou monotonni), Ze
existuji koneéné limity
(95) v(+ ) = lim v(z), v(— )= lim v(z)

Z—>+ 0 —>— 00
a podobné pro p, n. Dile zavedeme oznadeni

V((— o0, 4+ ©); f) = v(+ ®©) — v(— o) = lim V({a, b); f),

a—>—-©
b+

(96) V{a, + ©); f) = o(+ ) — v(a),
V((— o, bY% f) = v(b) — v(— ).

Podobné pro p, n.

Véta 151. Budif f spojitd a omezend v (— oo, 4+ ). Necht funkce
g, 91> g --- maji v. k. v E,. Necht g je spojitd aspor s jedné strany v kaz-
dém bodé. Necht existuje mnoZina M hustd v E, tak, Ze

(97) lim g,(x) = g(z) pro xe M
a necht
(98) }gg V((— o, + o); ¢.) = V((— o, + ©); g).
Potom
+ +
(99) lim [ (@) dgala) = | @) dg(a) .
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Dukaz. Dokazme, Ze existuje integral v (99) vpravo, t. j. Ze je splné-
na Bolzano-Cauchyova podminka pro existenci koneéné limity

n
lim [fdg.
f—-- ¢
71—+

Existuje K (0 < K < + ) tak, Ze
|f(z)] = K pro vSechna zeE, .
Pro — v <4 < 4’ < + o je potom podle pozn. 5 v § 7

)y
gf dg| < K(v(4’) — v(4))

(oviem v, v, znadi totdlni variaci funkei g, g,); ale zde pravéd strana
konverguje k nule pro 4 - + 0, A’ > 4+ © i pro 4 > — o,
A’ - — oo. Podobné pro g,.

Za druhé: Budiz ae M, be M, a < b. Tvrdim piedeviim, Ze

(100) lim inf V(<a, b); g.) = V(<a, b); 9) .

Oznalme totiz levou stranu v (100) H, zvolme ¢ > 0 a vyberme tako-
vou posloupnost &k, < k, < ..., Ze

(101) V(Ka, b 9,) =H +epron=1,2,...

Viimneme-li si podatku dikazu v&ty 150%), vidime (g je spojitd
v kazdém bodé§ aspoti s jedné strany), Ze ze (101) plyne V(<a, b); g) =
< H + ¢, z éehoz plyne (100).

Nyni dokonéime ditkaz. Budiz ¢ > 0; volme @,b (— 0 <a <b <
< + o) tak, Ze
(102) aeM,beM,V({a,bd;g)>V(— o, + x);9) — €.

Potom existuje podle (98), (100) n, tak, Ze pro n > =, je
V((— o, + ®);9,) <V((— 0, + ©);9) + ¢,
V(Ka, b); gn) > V({a, b);9) — & > V((— o, + ); 9) — 2¢
a tedy V((— ,a)ga) + V(¢ + ©);gs) <36 zo (102) plyne
V((— o0,a);9) + V(<b, + ©); g) < &. Odtud podle pozn. 5 v § 7 34)
33) Jde o vzorec (91).

34) Provede se to v omezeném intervalu a potom trividlnf limitni pfechod.
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a + o
(103) | Jtdgal +|f 1 dgu] < 3Ke,

(104 | j1dol +1f 1 do| < Ke.

Ale na interval <a, b) lze uZiti véty 150; tedy existuje n, > n, tak, Ze
pron > n, je

b b
(105) Iff dg — [f dga| < Ke

a tedy (ze (103), (104), (105))
+ +
l_f fdg — _f fdga| < 5Ke.

Véta 152. Budif | spojitd a koneénd v (— oo, + ©).>®) Necht g, g,,
Js, --. jsou funkce komeéné v (— oo, + ). Necht g je spojitd aspor
8 jedné strany v kaZdém bodé. Necht existuje mnofina M hustd v E, tak, Ze
plati (97). Necht ke kazdému omezenému intervalu {a, b) existuje konetné
¢islo K = K, ; tak, Ze plati (87). Nechl konelné

+ A
(106) lim [ fdg,=0, lim [fdg,=0
A—+o A A

—>— 0 - 0

stejnomérné vzhledem k n. Potom platt (99).

Dikaz. Podle véty 150 mé ¢ zfejmé& v. k. uvnit¥ E,3%) a ddle plati
b b
(107) lim [ fdg,= [fdg pro — 0w <a <b < + o,

aeM, beM.

Existenci integrala v (99) vlevo predpoklddiame; existenci integridlu
vpravo doki¥eme. Budte a € M, b e M koneénd, a < b. Potom

b b b b
[t dg] < |f# dgal + | dg — ftga].

BudiZ & > 0; existuje A < + oo tak, Ze pro a > A je prvni ¢len
vpravo mensi ne% ¢ pro viechna n; zvolim-lie, b (4 <a < b < + ),
38) Nepredpokladé se omezenost.

%) Stadi zjistiti konenost &isla V(<(a, b>;g) pro ty piipady, kdy aeM,
beM.
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existuje podle (107) n tak, Ze i druhy &len vpravo je < & Tedy
b

|ffdg] <2 pro A <a<b< + o, aeM, be M. To je Bolzano-

Cauchyova podminka, z niZ plyne existence koneéné limity

v

(108) lim [fdg=0L.

y—+>+o 0

yeM
Odstratime jestd podminku ye M. Jestlife je ddno ze E;» Potom
g je v bod& z spojitd na piF. zprava a f (jsouc spojitd) je Omezend
v{z,z + 1) |f(z)] < P < + . Podle véty 93 v D Il je v*") 8pojit4
v bodsé z zprava, existuje tedy ke ka¥dému e > Obodye M (2 <y <

Y
< z + 1) tak blizko bodu z, %e v(y) — v(z) < %, nadez I!i dg| <
2z

<P. 18—) = &. Odtud a ze (108) zfejmé plyne lim [fdg = L; po-
z>+w 0
0

dobné pro J.

—

Zbytek dikazu je jednoduchy. Pro — o0 <a <b < +  je

| [ tao— [1agl <[ 1ol +1 f 1dgal +1 f 1] +

(109) a » b
+ | J1dga) + 11 dg — [1dgu].

Budiz ¢ > 0. Potom existuji koneénd ae M, be M, a < b tak, Ze prvni
&tyti éleny v (109) jsou < & pro viechna n. Zvolme takto a, b & uZijme
(107); existuje n, tak, Ze pro n > n, je i posledni ¢len mensi nez e.
Odtud plyne (99).

Cvidenf{

1. BudiZ g funkce, majicf v. k. v E,, budiZ f spojité & omezend v (— o0, + ©).
PoloZme g*(z) = g(x —). Potom zobecn&ny Stieltjestv integral }m/ dg ve smyslu
pozn. 1 je roven (L&) f f dg*. V&tu 151 lze tedy formulovati ;:moci Lebesgue-
Stieltjesovych integréjl‘&.

37) Variace funkce g
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§ 9. Zdmé&na integraZni promé&nné v Lebesgue-Stieltjesov& a Lebes-
gueové integrilu. Pozn:imka 1. Budiz g distribuéni funkece; budiz ¢
funkce koneénd, neklesajici a spojitd v E,. Potom funkce h(u) =
= g(p(u)) je také distribuéni funkce (ktera je oviem neklesajici, kdyZ g
je neklesajicf). Dukaz. Spojitost zleva je jasné; jde jenom o variaci
funkoe h = g * .38) BudiZ — © <& < f < + o0; poloZzme ¢(x) = a,
®(B) = b. Mame dokézati, Zze V({«x, f); h) < + . Dokézeme vice,
totiz Ze

(110) V( a, B35 k) = V({a, b); 9) .
BudiZ tedy

(111) =00 =...Z0,=f
a poloZme

(112) Plx) =a (k=0,1,...,p),
takze

(113) a=g =a =..=a,=0.

Naopak, jsou-li dina a, tak, Ze plati (113), existuji (jeZto ¢ nabyva
v {&, B> viech hodnot od a = ¢(x) do b = ¢(B)) ¢isla «, tak, Ze plati
(112), (111). Ale potom

3 10(@) — g(@e)] = 3 9(p(on)) — 9@ ()] »
k=1 k=1

takze &isla vlevo pro viechna rozd&leni (113) probihaji touz mnoZinu
jako &isla vpravo pro viechna rozdéleni (111) — pfechodem k supremu
dostdvame (110). Jsou-li #(z), p(z), n(x) variace funkce g(z) (viz kap.
IX, § 3), je podle (44) v kap. IX, § 3 a podle (110)
v(e(f)) — v(p(x)) = V({x, B33 h)

t. j. funkce v(p(u)) je totdlni variaci funkce h(u) = g(p(u)); ze vzorcu
(10) v kap. IX, § 2 plyne pak, Ze p(p(w)), n(p(u)) jsou positivni a nega-
tivnt variace funkce g(p(u)).

Poznémka 2. Funkce ¢ z pozn. 1 zobrazuje E; na jisty interval
ICE,. Jeli Mcl, je ¢ (M) = E(p(x)e M) ,vzor mnoZiny M.
z

38) Toto oznafeni g * @ pro ,,sloZenou funkei (,,sloZené zobrazeni) jsme za-
vedli v kap. VI, § 1.
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Vyluéme trividlni p¥ipad, Ze by ¢ byla konstantni v E,. Koncovy
bod b intervalu I patii k I tehdy a jen tehdy, nabyva-li ¢ svého supre-
ma b; potom nabyvad hodnoty & v jistém intervalu (B8, + o) =
= @_;((b)). Podatedni bod a intervalu I patii k I tehdy a jen tehdy,
kdyZz ¢ nabyvd svého infima a; potom nabyvé hodnoty a v jistém
intervalu (— o, a) = @_,((a)). Je-li I° vnitiek intervalu I, je jeho
vzorem jisty otevieny interval K.3%) Je-li {c,d)CI’° (— o <c¢c <
= d < + ), je vzorem intervalu {c, d) ziejms§ jisty uzavieny ome-
zeny interval (y, d) C K (na pf. y je nejmensi hodnota u, pro kterou
@(u) = c); to plati i pro c = d.

Poznamenejme: KaZdy interval ¢ C E, lze psiti jako disjunktni
sjednoceni spoéetného systému omezenych intervald, jejichZ uzdvéry
lei v i. Nebof na pf. interval {c, d) lze psiti ve tvaru U {¢,_;, ¢,), kde

n=1
volime c =¢, <¢; < ¢ < ..., limec, =d, a uzdvéry <{c,_,, ¢,> leZi
v {¢, d). Tedy: Kazdou mnoZinu M ¢ €, lze psiti jako disjunktni sjed-
noceni M = Y I,, kde I, jsou omezené intervaly, jejiché uzdvéry leZi
n=1
v M. (K systému €, viz definici 3 a vétu 5.)

Vé&ta 153. Budiz g distribuént funkce; budif ¢ koneénd, spojitd a ne-
klesajict v E,, takée I = @(E,) je interval. BudiZ M C I° (I° znaét vnitfek
tntervalu I). BudiZ f funkce g-méfitelnd v M, jez je definovina véude v M.
Potom je
(114 [f(z) dgle) = [ flp(u)) dglp(w)

M P—1(M)
mad-li jeden z obou integrdla smysl (jde stdle o Lebesgue-Stieltjesovy integ-
rdly).

Dikaz. Budiz K = ¢_,(I°), takZe K je otevieny interval (viz
pozn. 2).

Budeme napied dikaz provadéti za piedpokladu, fe M = I°, takie
(114) m4 tvar

(115) I[ f(x) dg(z) = Kf He(w)) dg(p(u)) .

]

3) Jestlife ¢ nenabyvé ani svého suprema, ani svého infima, je I = I°,
K = (— o, + ); naopak; plati-li jedna z t&chto rovnic, nenabyvé ¢ ani svého
infima ani svého suprema. To platf na p¥., je-li ¢ rostouct.
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1. Budte dény g, ¢ (g distribudni funkce, ¢ koneé&n4, spojits a nekle-
sajici v E,); mimo to budi v tomto odst. I funkce g neklesajicf v E,.
Budeme iikati, Ze funkoce f mé vlastnost V, jestliZe plati toto:

1. f je g-méfitelnd v I° a nezdpornd viude v I°.

2. Plati vzoree (115).

Potom plati:
«) Maji-li f,, f, vlastnost V, md i f; + f, vlastnost V. Dikaz: Sedtu
rovnice (115) pro funkee f,, f,.1%)
B) Maji-li f,, f, vlastnost V, je-li fy(x) < fi(x), fo(x) koneéné viude
v I° a je-li [fy(x)dg(x) < + o0, mé i f, — f, vlastnost V. Dukaz:
F

Odeétu rovnice (115) pro funkee f,, fs.

y) Maji-li f, (n =1,2,...) vlastnost ¥V a je-li fo(z) < fasa(z) pro
zel°,n=1,2, ..., miilim f,(z) vlastnost V. Dikaz: Napisi rovnici

n— o

(115) pro funkei f, a pfejdu vlevo i vpravo k limité podle véty 57.

8) Maji-li f, (n=1,2,...) vlastnost V, je-li fu(x) = fass(x) pro
zel°,n=12 ... a je-liljjl(x) dg(z) < + oo, mé i ’lyi_’n;f,,(x) vlast-
nost V. Ditkaz: Jako v bod? y, ale uZije se véty 65.

A) Budi% i = {a, b) c I°. Potom charakteristickd funkce y, mé&
vlastnost V. Dikaz: Jest ¢_,(¢) = {«, ); pfitom « je nejmensi &islo,
pro které ¢(x) = a; B je nejvétsi &islo, pro které ¢(f) = b. Pro f = z,
je leva strana v (115) rovna g-mife intervalu <a, b), t. j.zlilbxir 9(x) —
— g(a);*!) pravé strana je rovna g * ¢ - mife intervalu («, 8>, t. i.
Jim g(p(w) — 9(p(x)).*!) Jeito pro u > f, u > f je g(u) > b, p(u) >

—>b, je zfejmd lim g(p()) — g(p(«)) = lim g(z) — g(a), t. j. prava
u->f+ z—b +
strana v (115) se vskutku rovn4 levé.
Vysledek plati oviem i pro a = b.
B) BudiZ ¢ omezeny interval, ; C I°. Potom y; m4 vlastnost V.
Diikaz: ¢ se dostane z ¢ = {a, b) piipadnym odeétenim intervali <a, a),
<b, b), nadez se uiije A, ).

40) Znamenf zde neptlisobi obtfi%f.
4) Viz § 5, véta 144 a pozn. 1.
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C) Je-li Me,, MelI° mé y, vlastnost V. Dikaz plyne z B, «).
D) Je- li MeG,, M cI®° mé g, vlastnost V. Dikaz: Podle pozn. 2
jeM = U z,, (disjunktni sjednoceni omezenych intervali), kde ,, C I°.

Podle C ma,Jl charakteristické funkce mnoZin M, =1, V... U1,
vlastnost V a nyni se uZije y).

E) Je-li M cI° omezend mnoZina typu @, mé x, vlastnost V.

Dikaz: Lze psati M = ) G,, kde G, 2 G,,,, G, CI° a G, jsou ote-
n=1

viené (tedy G, € €,). Nyni se uZije D) a 9).

F) Je-li M cI° typu G4 mé y, vlastnost V. Dukaz: M lze psiti
jako limitu rostouci posioupnosti omezenyoch mnozin typu G,, nadez
se uzije E, y).

G) Je-li M c I° a mé-li M g-mfru rovnou nule, ma y,, vlastnost V.
Dikaz: Existuje mnoZina N typu @; o g-mife rovné nule, pro kterou
McNCcIe.

Podle F) je
0 =I[xu(x) dg(z) = I[xN(x) dg(x) =,~!"'N(q)(u)) dg(p(w)) -

To vSak znamend, Ze yy(p(u)) je g * ¢ - skoro viude v K rovno nule
atedyi y,,(¢(u)) je g * ¢ -skoro viude v K rovno nule (nebof y y(p(u)) =

= 0= yy(¢@)) = 0). Tedy je i Kf xu(p() dg(p(u)) =0, t. j.prof = xy
plati rovnice (115).

H) Budiz M c I° mnoZina g-méfitelnd; potom y,, mé vlastnost V.
Dikaz: M =N — P, kde Pc N cI®° N je typu G;, P ma g-miru
rovnou nule, Jest y,, = yy — xp, nacez se uiije F, G, p).

K) Uv&domme si tento dusledek: Je-li M C I° g-méfitelnd, je p_,(M)
g * p-méfitelnd. Nebot podle bodu H) existuje pro f = x,, integral
v (115) vpravo, coz je

Kf xule@)) dg(p(u)) ,
a pritom ziejmé y,,(p(u)) = Zo_ a0 (W)
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L) Ka¥d4 funkce jednoduch4, koneéns, g-méfitelnd a nezdporns
v I° m4 vlastnost V. To plyne ihned z H), nebotf takova funkce je
linearni kombinaci charakteristickych funkei méfitelnych mnozin s ne-
zdpornymi koneénymi koeficienty.

M) KaZd4d funkce nezdpornd a g-méfitelnd v I° m4 vlastnost V.
Nebot takovou funkei lze vyjadfit podle véty 39 jako limitu neklesa-
jici posloupnosti funkef (jednoduchych), jez podle L) maji vlastnost V,
nacez se uzije y).

I1. Budiz M cI° g-mé&fitelnd (g neklesajici), takZe podle K) je
@_;(M) mnoZina g * p-méfitelnd. BudiZ f nezdpornd a g-métitelnd v M.
Polozime-li f(z) =0 pro zelI®° -~ M, je f(p(w)) =0 pro ue K -
= @_1(M). Proto lze rovnici (115) — kterd podle M) plati — psati ve
tvaru (114). BudiZ za druhé g neklesajicf, ale vynechme predpoklad, Ze
f(x) = 0. Potom napisi rovnici (114) pro funkei f* a f~ a ode&tu. Tim je
véta dokazana pro neklesajici g. Koneénd v obecném piipadé rozlozim
g na positivni a negativni variaci g(z) = p(x) — n(x) a napidi rovnici

[i@)dpx) = [ flp(u)) dp(p(x))

M ?— (M)
a obdobnou rovnici pro n(z) (rovnice plati, m4-li jedna strana smysl).
Tyto rovnice odeétu; jezto p(p(w)), n(p(w)) jsou podle pozn. 1 prave
positivni a negativni variace funkce g(¢(u)), znamens rozdil

[ o) dple) — [ f(p(u)) dn(p(x))
BT 9_1(3)

[

co do existence i co do hodnoty totéz jako [ f(p(x)) dg(p(w)). Tim je
P8
dikaz hotov.

Z této vty plyne specidlnd véta o Lebesgueové integrélu:
Vi&ta 154. Budi? ¢ funkce absolutné spojitd a monotonni v (x, )
(— 0 <a <B < + o). Budif f definovina v¥ude v {p(x), 9(B)),*?)

budi? f(x) méfitelnd (podle Lebesguea) v {p(x), p(B)>*) a budif f(p(u))
méFitelnd (podle Lebesguea) v {«x, B). Potom je

@) Je-li g nerostouci, je ¢(f) < ¢(x) a tedy bych vlastnd mé&l psét {p(f),
P(e)>.
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(116) ff(x) dz = ff(tp(u)) ¢'(u) du,

?(x)

md-lt jeden z obourintegrdli smysl (jde o Lebesgueovy integrdly).
Dukaz. I. Budiz napfed ¢ neklesajici; dopltime definici funkoe ¢,
kladouce ¢(u) = ¢(x) + % — « pro » < «, @(u) = () + u — B pro
u > B, tak¥e ¢ je absolutnd spojitd uvnitf E,. Polofme ¢(x) = a,
o(B) = b; zfejmd ¢_,({a, b)) = {«, B). UZijme véty 153 pro g(z) = z,
tedy g(p(v)) = p(u); vyohézi
(f)f(x) dz = f f(tp(u)) de(u)
o(a

mé-li jedna strana smysl. Podle véty 145 znamen4 viak pravd strana
8
totéz co [f(p(u)) ¢’ (u) du.

II. Budiz ¢ nerostouci. PoloZme F(z) = f(— z), P(u) = — @(u),
takze @ je neklesajici. Potom podle pozn. 2 v kap. VII, § 1 a podle
bodu I je

o(B) - @(B) *(B)
[ f(x)dz = — f f(—z)dx = — [ F(x)dzr =
@(x) - @(x) P(a)

== f F(D(u)) 9'(u) du = f He(w) ¢'(v) du,

mé-li n&ktery z napsanych integrali smysl.

Véty 164 (kterou jsem pro jednoduchost vyslovil a dokézal jen pro
omezené integraéni intervaly) lze uZiti v mnohyoh p¥ipadech, kdy
véty 104 ufiti nemti%eme (na pf. tehdy, kdyZz mnozina onéch bodi,
v nich% ¢ nem4 derivaci, je hustd v {(«, B)). Je také moZno dokazati
jinym zpisobem malé zobecnéni véty 154; na pf. je zbytetno zvlasts
pfedpokladati m&Fitelnost funkoe f(p(u)).
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