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KAPITOLA X m 

F O U R I E R O V Y ŘADY 

Je-li l + 0 konečné reálné číslo, říkáme, že funkce / (jedné proměn­
né) má periodu Z, jestliže platí toto: Je-li definována hodnota /(<£), je 
definována i hodnota /(£ + ml) pro každé oelé m a je /(£ + ml) = /(£). 

b 

Znak / € L(a, b) značí, jak víme, že Lebesgueův integrál ff(x) dx kon­
ci 

verguje. Je-li 0 < l < + co, nechť / c *P(l) značí, že / má periodu Z a že 
/ e L(0, l); v důsledku periodioity je pak / c L(a, b) pro každou dvojici 

i 
a, b(— co<a<b< + co). U funkce / s periodou l má ff(x) dx týž 

o 
smysl jako / /(z) da; pro jakékoliv £ c Ex (viz kap. VII, § 1, pozn. 4). 

Všechny konvergentní integrály v této kapitole značí Lebesgueovy 
(neboli ,,absolutně konvergentní") integrály, pokud není výslovně 
jinak řečeno. Připouštějí se obecně komplexní funkce reá lné pro­
měnné, pokud není jinak řečeno; důkazy jsou prováděny často jen pro 
reálné funkce, jestliže důkaz pro komplexní funkci se dostane prostě 
sečtením reálné a imaginární části. 

§ 1. Trigonometrické polynomy a řady. Budiž n oelé, n ^ 0; aki bk 

komplexní čísla. Potom funkci (v oboru Ex) 

a n 

(1) T(x) = -^ + 2 (o* cos Jcx + 6* sin kx) 

nazýváme t r i g o n o m e t r i c k ý m polynomem (o periodě 2n) s t u p n ě 
nejvýše n-tého. Je-li aspoň jedno z čísel an} bn různé od nuly, říkáme, 
že T je s t u p n ě n-tého 1). Užitím vztahů 

cos z = £(eu + e~iz) , sin z = — (e1* — e~lz) 
2i\ 

-) Zavedení součinitele \ při a0 jest ovšem jen formalita; ale j e účelná při 
výpočtech. V pozn. 1 dokážeme, Že funkci T(x) je možno jen jedním způsobem 
vyjádřiti trigonometrickým polynomem o periodě' 2TC. 
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můžeme T přepsati do tvaru 

(2) T{x) = c0 + 2 M 1** + c_ke-lte) , 
*-=l 

(3) c0 = \a0, ck = \(ak - ibk), c_* = \(ak + ibk) pro k > 0 . 

Trigonometrický polynom (1) je podle (3) stupně právě n-tého tehdy 
a jen tehdy, je-li aspoň jedno z čísel cn, c_n různé od nuly. 

P o z n á m k a 1. Budiž (1) stupně n-tého;2) pok>žíme-li e1* == z (tedy 
z =}= 0), můžeme podle (2) psáti 

1 n 

T(x) = ^ (co*n + 2 (ckz
k+n + c^z-***)) = 

H4)\«r-(r))-
Je-li cn + 0, je první závorka polynom v z stupně 2n; je-li však c_w -# 
4= 0, je druhá závorka polynom v — stupně 2n. Tedy existuje nej-

z 
výše 2n různých hodnot z, pro něž T(x) = 0 (kde e1* = z). 

V každém polouzavřeném intervalu délky 2n leží proto nejvýše 2n 
různých hodnot x, pro které T(x) = 0, ježto dvěma různým hodnotám x 
takového intervalu odpovídají dvě různé hodnoty z 3). 

Odtud plyne, že funkci T(x), která je trigonometrickým polynomem, 
lze vyjádřiti jako trigonometrický polynom jediným způsobem, t* j . 
koeficienty ak, bk> ck v (1), (2) a tedy též stupeň polynomu jsou funkcí T 
jednoznačně určeny. Je-li totiž pro všechna x e Ex (nebo aspoň pro ne­
konečně mnoho hodnot x, ležících v omezeném intervalu) 
a n A n 

TT + 2 (ak c o s kx + bk sin kx) = —- + 2 (-4* cos kx + Bk sin kx), 
2 4=1 * *=-.! 

je nutně (převeďte vše na levou stranu) A0 = a0, ..., An = an, Bx = 
= bx, ..., Bn = bn (jinak by totiž rozdíl obou trigonometrických poly­
nomů měl jistý stupeň m, 0 5g ^ _S n — viz 2) — což není možné). 

a) Jestliže všechny koeficienty jsou rovny nule, nepřisuzujeme trigonometrič­
tí 

kému polynomu žádný stupeň (podobně jako u obyčejných polynomů S oAx*). 
3) Rovnice e1* = &* platí totiž jen tehdy, je-li y — x = 2kn (k celé). 
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Obdobně k trigonometrickým polynomům nazýváme každou ne­
konečnou řadu tvaru 

00 

(4) £a0 + 2 (ak °°s kx + bk sin kx) 
*=-i 

(af je konvergentní či divergentní) trigonometrickou řadou 
o periodé 2n; tuto řadu lze opět psáti ve tvaru 

(5) c0 + | M1** + c_fce-ite) , 
*=-i 

při čemž platí (3). Funkce T(x) v (1) má ovšem periodu 2n. Totéž platí 
o součtu řady (4); podrobněji: Je-li řada (4) konvergentní pro hodnotu 
x == f, je konvergentní a má týž součet pro všechny hodnoty x tvaru 
£ + 2m7c (m celé). 

Budeme se často zabývati t. zv. reálnými trigonometrickými poly­
nomy a řadami, u nichž ak, bk jsou reálná. Obecný případ se potom 
dostane prostě sečtením reálné a imaginární části. Proměnná x bude 
ovšem reálná. 

K trigonometrickým řadám jsme vedeni, když v mocninné řadě 

(6) c0 + c-z + (.v2 + ... (ck = ak + ibk; ak9 bk reálná) 

dosadíme za komplexní proměnnou z výraz reix (r > 0, a; reálné). 
Reálná a imaginární část mocninné řady (6) jsou pak trigonometrické 
řady 

00 
ao + 2 (a*r* °° s ^x ~~ *̂r* s*n ^ ) ' 

b0 + 2 (bfcr* cos .fcc + â r* sin fcr) . 
* = i 

Dovedeme-li sečísti mocninnou řadu (6), dovedeme sečísti i řady (7). 
Tímto způsobem lze skutečně sečísti mnoho trigonometrických řad; 
často přitom užíváme též věty Ábelovy (D II, věta 236). Vezměme jen 
jeden příklad. 

Příklad 1. Pro \z\ < 1 (z komplexní) známe z D II, kap. XII, § 5 
rovnici 

(8) - í g a - í ) = j + ! + ! + • • • 
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Řada vpravo je tedy konvergentní pro z = re[x, 0 ^ r < 1, x reálné. 
Ale řada vpravo je konvergentní i pro z = e[x, pokud x je reálné, 
e[x 4= 1. Neboť potom jest pro každé ne N 

(9) |e te +e2ix + ... + e n I * | <n\x\ = 

gi.c g(n +1)1-5 

Є1 \* - II - e t e | ' 

což je číslo nezávislé na n. Z toho podle vety 44 v DII plyne, že řada 
vpravo v (8) je konvergentní pro z = e[x, e[x =f= 1. Podle Ábelovy 
věty platí tedy toto: je-li x takové, že e[x #= 1, jest 

oo i oo | 

(10) lim 2 T rke[kx = 2 T eikx • 
r-*l- *-«l # i = l k 

Podobná limitní rovnice platí tedy i pro reálnou a imaginární část. Na 
př. srovnáním reálných částí dostáváme z (8) pro 0 _^ r < 1 

00 rk 

(11) - lg II - re"\ = 2 T cos to 
* = i & 

a odtud podle (10) limitním přechodem r -> 1 — 

— lg 11 — e[*\ = - lg je*1* - e-* te| = - lgÍ2 sin- | ) = 

(12) . 
__ -^ cos kx 

~kě1~k-' 
pokud x není tvaru 2rmz (m celé). Na př. máme 
,*^ r̂ cos kx . /rt . x\ 
(13) 2 — j — = — !g I 2 s m y ) pro 0 < a; < 2TC . 
Podobně bychom mohli srovnáním imaginárních částí sečísti řadu 
2&"1 sin to, s níž se ostatně ještě setkáme. Řadu příkladů k stanovení 
součtu trigonometrické řady z příslušné řady mocninné viz v DII, 
kap. XII, § 5. 

Poznámka 2. Poněkud obecněji budeme vyšetřovati trigonometric­
ké řady o libovolné periodě l (l > 0), t. j . řady tvaru (rovnítko je mí­
něno formálně: k-tý člen je týž u obou řad) 

472 



Y + Z \ak cos — x +bk sin —-— x I = 

( ^ ^ ) co / . 2*7T 42*7U \ 

= c0 + 2 \c*e ' + c_fce ' J , 
t-=i 

kde ovšem opět platí (3); obdobně trigonometrické polynomy o pe-
2TC 

riodě l. Zobecnění je nepodstatné: substituce —x = x' převádí 

řadu (14) na tvar (4), (5). Proto budeme často věty vyslovovati jen 
pro periodu 27c, ale užívati jich budeme pro libovolnou periodu L 
Rozdíl mezi oběma řadami v (14) je rovněž pouze formální; budeme 
užívati jedné nebo druhé, podle toho, co bude právě pohodlnější. 

§ 2. Definice Fourierovy řady. Budiž l > 0, f e Ex; buďte m% n 
přirozená čísla. Potom jest 

É+ř t+i $+i 

(15) I dx = l, I cos —j— x dx = I sin —-r— x dx = 0 , 

/ 
2mҡ . 2nҡ , 

cos —j— x sm —-г- x dx = 0 , 

/

2m7c 2n7c , f . 2wi7c . 2mz , 

cos —j-a: cos —-j— x dx = I srn —-=— x sin —--— a; Ar = 0 p r o m ^ n , 
Í + J i+z 

/
, 2m7c , r . « 2^TC . Z 

cos2 —j— x dx = I sin2 -—-— a; da; = — . 
Důkaz plyne ihned přímým výpočtem, užijeme-li vzorců sin oc cos /? = 
= \ sin (oc + /?) + \ sin (oc — /?), cos a cos /? = -| cos (a + /?) + £ . 
. cos (oc — £), sin oc sin /? = £ cos (a — /?) — \ cos (a + /S). Odtud plyne 
ihned tato věta: 

Věta 179. Budiž l > 0; nechť řada (14) /e stejnoměrní konvergentní 
v (—- co, + co); /e/í součet označme f(x).A) Potom jest 

*) Vzhledem k periodicitě funkcí cosinus a sinus stačí, je-li konvergence stej­
noměrná v nějakém polouzavřeném intervalu délky l. Součet řady, t. j . funkce /, 
má pak periodu l. 
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f+I *+« 

a0 = j J f(x) dx , ak = j J f(x) cos — - - s da;, 

(16) e e+i ' 
r 2 f it x - 2 ^ , 7 

bk = -y- I /(a?) sin —-— a; dx pro k > 0 ; 

i+ř 
i r -?**!* 

(17) ck = -y I f(x) e l dx pro každé celé k . 

Důkaz. Násobíme-li v rovnici 

u \ ao , V / 2 f e , A • 2 A ; 7 U \ 
f(?) = -g + Z Wk cos - y - a; + bk sin —-r- a; I 

obě strany číslem cos —-— a: nebo sin —j— x a integrujeme potom 

člen po členu od f do f + l (což smíme podle věty 56),6) obdržíme 
vzhledem k (15) vzorce (16); z (3) pak ihned plyne (17). 

P o z n á m k a 1. Vzhledem k periodičnosti nezávisí čísla (16), (17) 
na volbě čísla f. Napišme ještě zvlášť odvozené vzorce pro periodu 2n: 

2-T + £ 27U + £ 

ak = — I /(#) cos fca; da;, bk = — / /(a:) sin .fcr da;, 

7C J 7U J 

(18) 

/(a:)e- i toda: 

Ve větě 179 jsme dokázali toto: Je-li funkce f(x) rozvinutelna v trigo­
nometrickou řadu (14), stejnoměrně konvergentní5) v (— co, + co), 
jsou koeficienty ak1 bk nutně dány vzorci (16). Ale integrály v (16) 
existují vždy, kdykoliv je f(x) e L(f, f + l); můžeme proto ke každé 
takové funkci / sestrojiti řadu (14) (v prvním nebo druhém tvaru), 
při čemž koeficienty aki bki po případě ck jsou dány vzorci (16), (17). 
Tuto řadu nazýváme Fourierovou řadou funkce / pro interval <f, 
f + iy. Řekněme to jako definici: 

5) Místo stejnoměrné konvergence stačí na př. též předpokládati, že Částečné 
součty řady (14) mají společnou „integrabilní majorantu" (včta 65). 

ч==Łf 

474 



Definice 28. Budiž fe L(f, f + l) (l > 0). -#od^ (1*)>6) v ní£ čísla 
ak> K (po přip. ck) jsou určena rovnicemi (16) (po přip. (17)), nazýváme 
Fourierovou řadou funkce f(x) pro interval <f, f + l) a tento vztah vy­
jadřujeme symbolem 

f(x) & %a0 + 2 U* cos —p- a; + 6* sin - y - XJ v int. <f, £ + Z> .*) 
(19) 
ČfsZa a*, 6fc, po případě ck nazýváme Fourierovými koeficienty funkce f 
» < { , * + Z>.8) 

Prosím čtenáře, aby pečlivě rozlišoval symboly ~ , ^ , ^ : 

/ ~ <7 znamená, že skoro všude je f(x) = g(x); též se ťak označuje 
ekvivalence množin. 

/ = g znamená, že lim (f(x): g(x)) = 1; 
vzorec (19) f(x) *** \aQ + 2 ••• znamená, že řada vpravo je Fouriero­

vou řadou funkce /, t. j . že její koeficienty ak, bk jsou dány vzorci (16). 
Na rozdíl od znaků ~, ^ neříká tedy znak *& prozatím nic o hodnotě 

pravé strany (ani — dokonce — o konvergenci řady) v (19). Tyto 
vztahy (~, ^ , ^ ) je ještě třeba precisovati, jak víme: na př. píšeme 
/ ~ g (M; JU) atd. 

V literatuře se často vyskytuje jen jeden znak; ale zavedl jsem tři, 
aby nevznikl omyl. 

P o z n á m k a 2. Ze vzorců (16), (17) je patrno: Má-li funkce f(x) 
Fourierovy koeficienty ak, bk a funkce g(x) Fourierovy koeficienty 
ak, b'k,

9) má funkce A f(x) + B g(x) (A, B konstanty) Fourierovy 
koeficienty Aak + Bak, Abk + Bbk. Obdobně pro koeficienty, dané 
vzorcem (17). 

P o z n á m k a 3. Má-li funkce fn(x) (n = 1, 2, 3,...) Fourierovy koefi-
oienty9) ak

n), bk
n) a je-li řada f(x) = fx(x) + f2(x) + ... stejnoměrně kon­

vergentní v <f, f + í>,10) má funkce / Fourierovy koeficienty 
•) V prvním nebo druhém tvaru. 
7) Podobného symbolu užíváme při druhém tvaru řady (14). Dodatek 

„v int. <£, £ + ly* vynecháváme, je-li jasno, o který interval jde. Funkce / ne­
musí být periodická. 

8) Ze souvislosti bude vždy patrno, zda jde o koeficienty (16) Či (17). 
•) Všechno stále pro týž interval <£, £ + Vy. 

1 0) Stačí opčt, mají-li Částečné součty fx + ... + fn společnou integrabilní 
majorantu. 
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(20) a* = 2«*B)> 6* = 2 6 * n > -
n«-l n = l 

Důkaz. Ve vzoroi 

a* = j f (h(x) + /,(*) + ...) cos - ^ * dx 

lze integrovati člen po členu; podobně pro bk. 
Obdobný výsledek platí pro koeficienty ck v (17). 
Poznámka 4. Je-li 

(21) f(x) KS \a0 + 2 Ufc cos —=— a; + 6* sin —-=- si 

v <f, f + Z>, máme pro a e El9 f} € Elt a 4= 0 a pro funkoe g, hf defino­
vané vztahy g(x) = f(ax)9 h(x) = f(x — /?) tyto Fourierovy řady: 

/ \ i , V / 2<xkK , i • 2*** \ 
g(x) ^ Ía0 + 2 a * c o s —i— * + 6* «n—-— x 

(22) Í = A ' ' ' 

v / f f + i \ 

fc(a;) ^ ia 0 + 2 (a* c o s —j- (* — /3) + &* sin - y - (x — P)\ 

(23) v <f + p, f + /S + l> . 

K tomu napřed malou poznámku: Předně, abychom v (23) dostali 
fc-tý člen v obvyklém tvaru, musíme rozepsat 

21CK , Q. 21CK 0 2hz , . 2kn Q . 2fcc 
cos —=— (x — p) = cos —=— p . cos —=— x + sin —=— p . sin —=— x 

a podobně pro sinus. Za druhé, při vztahu (22) bychom pro a < 0 

měli psáti interval y , —/ (délky j—. > 01 a k-tý člen bychom 

/ ^v vv ,±- x 2I<*I ^ r • 2 | « | kK 
(pro <% < 0) měn psáti ve tvaru ak cos —--j— x — bk sin --—j— x, 
ježto jde o interval délky l: \a\ a ne l: a. Důkaz ihned ze vzorců (16); 
na př. ,,sinusový" koeficient v řadě pro g(x) = f(ax) při záporném a 
je (substituce ax = t) 
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-LI J /(<%«) sin -i-J— s da, = y J /(*) sin I j - *l d* = - 6* . 

(X 

Vzorce (22), (23) se pamatují velmi snadno: do řady (21) se formálně 
místo x píše ax nebo x — p, načež příslušný interval je ten, který musí 
proběhnout x, má-li ax po příp. x — /S proběhnout interval <f, f + Z>. 

Poznámka 5. Má-li funkce / periodu l, můžeme v (16), (17) éíslo £ 
jakkoliv změnit; nemá-li však / periodu l, dostali bychom po této 
změně v (16), (17) obecně jiná čísla.11) 

Poznámka 6. Nechť má / periodu Z, takže v (16), (17) můžeme psáti 
meze — \l, \l. Potom z (16) a z (3) ihned plyne: 

I. Je-li funkce / reálná, jsou ak, bk reálná a tedy ck, c_t komplexně 
sdružená. (Zde ještě není třeba předpokládati periodičnost.) 

II. Je-li / sudá (t. j . /(— x) = f(x)), je bk = 0 pro k > 0, a tedy 
ck = C_jfc. 

III. Je-li / lichá (t. j . /(— x) = — f(x)), je ak = 0 pro k I> 0, a tedy 
c0 = 0, ck = — c_fc pro k > 0. 

§ 3. Částečné součty Fourierovy řady. V dalším, pokud výslovně ne-
podotknu něco jiného, budu mluviti o Fourierově řadě pro interval 
<f, 27c + í>; slova „periodická funkce" budou značiti funkci s periodou 
2n a pod. 

Každé funkci f(x) € L(f, 2n + f) jsme přiřadili Fourierovu řadu 
00 

(24) \a0 + 2 (a* ooskx +bk sin kx), 
* - i 

jež je ostatně totožná s řadou 

(25) c 0 + Í ( c f c e l t e + c . f c e - l t e ) ; 
* - i 

u ) Jinými slovy: funkce 8 periodou l má touž Fourierovu řadu v intervalu 
<?- í + *> jako v (TJ9ŤJ + ly; nemá-li / periodu l, mohou tyto dvě řady být různé. 
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přitom koeficienty jsou dány vzorci (18). Nyní nás přirozeně zajímá, 
jaký vztah má tato řada k funkci /, na př. zda je konvergentní a zda 
má součet /(#), či nějaký jiný součet úzce souvisící s hodnotami funkce /. 

Znakem 3m(x) označme součet m + 1 prvních členů Fourierovy 
řady (24) neboli (25) — a podržme toto označení. (Tedy 30(x) = £a0 

atd.) Obecný člen řady (25) má podle (18) tvar (integrační proměnnou 
označuji v) 

27T + É 

^ i /(») (e-»<'-*> +e>*<*-*>)dt>; 

je-li funkce / periodická — což na chvíli předpokládejme — můžeme 
volit integrační meze x — TZ, x + n a sečtením obdržíme 

x+n 

(26) i г m 

'M^ЬÌ / /(t,) 2 e-*-->d». 

V -*v — ®l(m+1)l' - e " ! m v _ e i ( m + i ) l / - e- I ( m +* ) l ' __ sin (m + £)y 

(27) 

pokud není y = 2/wr (j? celé). Odtud 

x+n 
/A«v / x 1 r .. , sin (m + i)(v — x) j 

(28) «.,<,, - K j m ;iny^) *• 
Interval integrační rozdělíme na dvě části: v <x,x + 7r> zavedeme 
substituci v = a; + 2t} v <a: —- n, x} substituci v = x — 2t; obdržíme 
ihned 

(29) 3m(x) -±f (f(x + 20 + /(* - 20) S Í n ( 2
s 7 n + 1 ) ' d* . 

o 
Shrňme: 

Věta 180. Nechť fe ^(271). Potom pro součet sm(x) prvních m + 1 členu 
Fourierovy řady plati vzorce (28), (29). 
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Podotkněme: pro konstantní funkoi f(x) = 1 je zřejmě v (24) 
\aQ = 1, ak = bk = 0 pro k > 0, tedy 8m(x) = 1, tedy podle (29) 

/^x 2 f sin (2m + 1) * ,, , ^ , « (30) — I . T dt = 1 pro m = 0, 1, 2, ... 7T J sin í ^ 
o 

Věta 180 nám poskytuj'e formální aparát, s nímž budeme pracovati. 

§ 4. Věta o lokalisaci. Napřed odvodíme tuto důležitou větu: 

Věta 181 (Riemann). Buiií <p*L(a,b) (— o o ^ a < 6 ^ + oo). 
Potom pro a ^a žíb,a ^ /? ^ 6 je 

(31) lim f<p(x) cos [xx dx = lim f<p(x) sin iix dx = 0 ; 
/4-.-+00 a /i-»--f oo a 

konvergence je stejnoměrná vzhledem k a, fi v oboru a ^ a ^b, o ^ ^ 

V limitním přechodu (31) je LI „spojitě proměnná", t. j . jde o limitu 
pro LI -> + co, LI € Ex a ne pro LI é N. 

Důkaz. Bez újmy obecnosti budiž <p definována všude v <a, 6>. 
Položme <p(x) = 0 pro x < a a pro x > b, takže smíme předpokládati 
a = — oo, 6 = + co. Budiž dáno e > 0 (jež bude pevné až do konce 
důkazu). Podle věty 51 existuje číslo p (0 < p < + oo) tak, že 

(32) TW)\ ** + / W ) l &*<e. 
- oo p 

Podle téže věty existuje d > 0 tak, že 

(33) míra (M) < d => /|^(x)| dx < e . l f ) 

Budiž Mn množina oněch x c <— p, p>, pro něž je |gj(a;)| > n. Ježto <p 
je skoro všude konečná, je 

00 

míra ( fl Mn) = 0 , Mn 3 -Mn + 1, míra (J^) g 2p , 
n-*l 

") Píši „míra (Af)" místo A*(.Af), aby se to nemátlo s Síslem tt. 
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takže (věta 24) lim míra (Mn) -= 0. Existuje tedy neN tak, že 
míra (Mn) < d a tedy podle volby čísla d (viz (33)) je 

(34) f\(f(x)\ dx < e ; \<p(x)\ <Ln pro x e <— p, p> — Mn . 
Mn 

Podržíme nyní pevně tato čísla n, p. Položme f(x) = q>(x) pro x e <— p, 
p} --- Mn, f(x) = 0 pro ostatní x, takže všude je \f(x)\ <̂  n. 

Podle Luzinovy věty 40 existuje otevřená množina A míry menší 

než — tak, že / je spojitá v neprázdné uzavřené množině <—p, p) — n 
— A;13) mimo to je všude |/(a;)| <^ n. Podržme v dalším takové A. 
Sestrojme nyní k funkci / funkci g tak, jak je to popsáno v D II, 
pozn. 3 (str. 16$—170) v kap. V, §5; t. j . definujeme g(x) = f(x) 
v ^ - ? ) . ? ) - - 4 a v uzávěru každého styčného intervalu této množi­
ny budiž g lineární funkcí. Podle věty 77 v D II je g spojitá v <— p, p} 
a je ovšem též \g(x)\ í » v ( - j , p ) . Ježto g je v tomto intervalu 
stejnoměrně spojitá, existuje me N tak, že 

\-p<Lx£p, -p<Ly<Lp, \x-y\<L-£)^ 
(35) * m ] 

=> W) " í7(í/)| < ̂  • 

Podržme v dalším takové m. 

Budiž nyní 0 < /* < + co, — o o < I . x < 0 < l + oo. 
Položme 

(36) 1^) = j(p(x) cos fix dx , It(fi) = jf(x) cos fix dx . 
* a 

Podle (32), (34) je zřejmě 

< 3 7 ) |/iO-)-/,M|<2«. 

I. Jestliže < - p, p} . (a, p) = 0, je zřejmě It(ji) == 0, tedy 

(**> |/iG*)|<2«. 
ll) Můžeme předpokládat, Že body — p, p nepatří k AI; kdyby patřily k A, 

tedy je vynechám, naceŽ se stanou i s o l o v a n ý m i body množiny <— P» P> ~ ^» 
takže spojitost v těchto bodech je triviální. 
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II. Je-li však <— p, p) . (<x, p) 4= 0, položme <xx = Max (— p9 «), 
Px = Min (p, /?), načež — p iL<xx < (}x=\p a. zřejmě 

fit 

(39) I2(ji) = ff(x) cos fix dx . 
*i 

Položíme-h v tomto případě 

(40) Iz(fi) = f g(x) oos px dx 9 
«x 

i© 
(41) \I2(ji) - I3(/i)\ £ 2n . míra (A) < 2e . 

Rozdělme nyní (jxl9 &> body <xx = a?0 < â  < ... < xm = fit na m 
2t> 

stejných dílů,14) jejichž délky jsou vesměs nejvýše rovny — . 
m 

Potom je 
Xi %i 

f g(x) cos fixdx = f (g(x) — g(x{)) cos fix dx + 
(42) 

+ y(xi) fcos /^ <k • 
« i - i 

Podle (35) je zde první sčítanec vpravo v absolutní hodnotě nejvýše 

— . — = —, druhý nejvýše n . —. Sečtu-li přes • = 1, ..., w, p m m fi 
dostanu 

2nm 
(43) |/,(/*)| ^ 2- + 

A * 

a tedy podle (37), (41) 

(44) | L » | < 6* + Í55- , 

a podle (38) platí tento odhad i v případě I. Tedy: Pro všechna 

fi > — (všimněte si, že pravá strana nezávisí na <x9 fi) je lAí/*)! < 

< 8e, čímž je dokázáno tvrzení pro kosinus. Pro sinus je důkaz 
stejný. 

14) m bylo již určeno; viz (35). 
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P o z n á m k a 1. Z (31) plyne ihned 

(45) lim f<p(x) o1"* dx = 0 

(stejnoměrná konvergence). Změnou znamení u sinu dostáváme týž 
výsledek pro [i -> — oo. 

P o z n á m k a 2. Je-li / € L(f, 2TC + £), mají její Fourierovy koeficienty 
0*> &*> cfc, c_fc (viz vzorce (18)) pro k -> oo limitu 0. To plyne ihned 
z věty 181. 

P o z n á m k a 3. Věty 181 nemůžeme ovšem užíti na integrál (29), 
protože funkce (f(x + 20 + f(x — 20): sin t (to jest součinitel při 
sin (2m + 1)0 nemusí mít konvergentní Lebesgueův integrál od 0 
do \n — vadí zde jmenovatel sin t} jenž má pro t -> 0 limitu 0. Ale 
můžeme jí užíti, nahradíme-li dolní integrační mez 0 libovolnou 
kladnou mezí <5 (0 < <5 < \n). To nás vede k této důležité větě (Rie-
mannově): 

Věta 182. Budiž f e T(2n). Zvolme libovolné d takové, že 0 < d < 
< \TZ. Položme 

6 

(46) 8m(x, d) = i - f (/(* + 2t) + f(x - 2í)) ^ ^ Z t 1 ^ * ' 
7t ,/ s i n f 

o 
Potom jest 
(47) lim (*„(*) - *„(*, á)) = 0 , 

m->oo 

a to stejnoměrní pro xe (— oo, + co).15) 
Důkaz stačí provésti pro reálná / a můžeme se přitom omeziti 

(vzhledem k periodicitě) na interval <0, 27r>. Jest (užiji druhé věty 
o střední hodnotě ve tvaru vzorce (71) na konci kap. V) 

sm(x) - 8m(x, *) = ±f (/(* + 20 + /(* - 20) B Í n ( ^ | ^ 1 ) ' <** = 

" ) Konvergence je stejnoměrná při libovo lném, ale p e v n é m d. Kdybychom d 
zmenšovali, konvergence b y se mohla zvo lňovati. 
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v 

(48) = — ~ \(f(x + 2t) + f(x - 2t)) sin (2m + 1) t dt 
n sin o J 

Ó 

(d£r)^in). 
Jest (substituce x + 2t = v) 

ff(x + 2t) sin (2m + 1) t dt = 
Ó 

x+2n 

cos (ra + i) x C n x • / , i x J = v g T / / /(v) srn (m + | ) v dv -
tt+2<5 

sin (m + i) a; C ., v / , - . , 
g T / / f{v) cos (m + £) v dv , 

a,+2<5 

což podle věty 181 konverguje stejnoměrně k nule pro #€<0, 2rc> 
(stačí ve větě 181 vzíti a = 0,b = 3n). Podobně (substituce x — 2t = 

-= v) plyne, že též //(# -— 2t) sin (2ra + 1) t dt konverguje stejnoměrně 
Ó 

k nule.16) 
Poznámka 4. Speciálně pro konstantní f(x) -= 1 máme z (47) a 

z (30) rovnici 

( 4 9) lim* f ^ ^ + ^ ' d l - 1 . 
m->co7C J S i n í 

0 

platnou pro každé á € (0, %n). 

Poznámka 5. Věta 182 je hledanou větou o lokalisaoi. Budiž 
A <a <b <B a budiž /* T(2TT:), gr* T(2n). Skoro všude v <.4, B} 
budiž /(a;) = £(s). Zvolím-li d c (0, £TC) tak malé, že A < a — 2á, 
6 + 2á < -B, je z (46) vidět, že pro x e <a, 6> má integrál (46) touž 
hodnotu jako obdobný integrál pro funkci g. Podle (47) tedy platí: 
Konvergence, divergence, stejnoměrná konvergence a součet Fourie-

l f ) Kdyby nám nebylo šlo o ste jnoměrnost, nýbrž jen o rovnici Í47), byla 
by stačila aplikace věty 181 přímo na první integrál v (48), bez jakékoliv další 
úpravy. 
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rovy řady funkce / jsou pro a <̂  x <1 6 tytéž jako u Fourierovy řady 
funkce g. Přitom na hodnotách funkoí /, g mimo interval <-á,.B> 
(vázaný pouze podmínkami A < a < b < B) vůbec nezáleží — pokud 
ovšem /, g patří do P̂(27r). 

Poznámka 6. Vedle integrálu (49) nás bude zajímati též integrál 
téže funkce v jiných mezích. Dokažme: Jest 

p 

(60) J siní ^ f тc pгo џ> 0, 0 ^ <x ^ ß ^ in . 

Důkaz. Víme, že |sin [ú\ <̂  [xt pro /A ^ 0,11> 0, a že sin t >̂ —-1 

pro 0 ^ t <̂  £7u. Jestliže tedy /5 ̂  —, jest 

I ГíL^diU Í Ą ^ " 
| J sin t \~ J 2те Ч 2 

Jestliže za druhé <x i> —, jeat — p 
P « 

[^4* = -J- fsmptdt J sm t sin« J 
I.Í^. 

Jestliže konečně oc < —- < /?, píši / = / + / a užiji obou přede-

šlých odhadů. 

- 2 « > 

f 

Cv ičení 

O funkci / v těchto cvičeních předpokládejme, že / c ^(Zn). Znaky ak9 bk, sm(x) 
mají význam z (18), (29). 

1. Budiž / omezená. Potom pro každé x je posloupnost 

(61) lgm 
(m = 2,3,4,. . . ) 

omezená. Existuje-li konečná lim (f(x + ť) + /(a; — ř)) == 2-4, má posloupnost 
í->0 

(51) dokonce limitu 0. 
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Návod: 

m i?c 

(52) \sm(x)\ = 1 . C l J (2m + 1) d* + J J d< 1. 

m 
V druhém případe 

6 Í7C 

< „ ( * ) - . 4 = 1 \(f(x + 2t)+f(x - 20 - 24) 8 m ( 2 m ^ 1 M d < + 1 / . . . ; 
m i * J B m t * J 
(53) O ó 
druhý integrál má při pevném d > 0 limitu 0 pro m -* oo. První odhadneme 
jako v (52), až na to, že |/(a? + 2ť) + f(x — 2ť) — 2.41 je velmi malé, zvolíme-li 
d dosti malé. 

2. Je-li/(a?) nerostoucí v (0,27c)17), je bk ._ 0. Návod: Bez újmy obecnosti budiž 

/(2TC —) = 0. Potom 7c6t = /(O + ) /sin Jfea; da?. 
0 

3. Je-li/(a?) konvexní v (0, 2TC), t. j . je-li 

4t x ^ (a?* ~ *) /(a?i) + (* - *i) /í«t) A _ ^ o 
/(a?) = pro 0 < a?l < a? < a?f < 2TC , 

a?, — ajj 
jest afc = 0 pro k > 0. 

Návod: 7cafc je součtem integrálů 
2(m+l)7c 7C 

k 2* 

/

f /,/2m7c \ /(2m+l)7c \ 
/(a?) cos fcr da, = I cos fcH/l— + t\ - / T — li -

— o 

/ ( 2 m + l ) 7 c \ /(2tn + 2)7c \\ j 

a závorka je nezáporná. 

4. Má-li funkce / derivaci řádu n — 1, absolutně* spojitou v <0, 2w>, je 
lim knak = lim knbk = 0. Návod: V (18) integrujte n-kráte per partes. 

k-t-ao k-+co 

5. Je-li dána libovolná trigonometrická řada 
co 

(54) £a0 + 2 (ak coa kx + bk sin kx), 
t«-i 

17) Funkce z ̂ (2*) , která by byla nerostoucí v uzavřeném <0, 27c>, byla by 
v důsledku periodicity konstantní. 
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nazýváme řadu 
00 

(55) 2 (fyfc c o s ^x ~~ ak a m k~) 
k = l 

k o n j u g o v a n o u ř a d o u k řadě (54) (podobně ovšem i pro jinou periodu než 
2n). Nejlépe si zapamatujete vztah mezi těmito řadami takto: Jeou-li na př. 
ak, bk reálná a dosadíte-li do mocninné řady 

co 

(56) \aQ + 2 K + &k) ** 
k = i 

za z podle rovnice z =- e~ix (x reálné),18) dává řada (54) reálnou a řada (55) ima­
ginární část řady (56). Dokažte: Je-li řada (54) Fourierovou řadou funkce 
/ € ^(2-ÍZ), je součet Sm(x) prvních m členů konjugo vano řady dán vzorcem 

1 f / c o s (2m + 1) t\ 
(51) Sm(x) = - / (f(x + 2t) - f(x - 2ť)) cotg t . , 1 á t • 

o 
Důkaz podobný jako u věty 180. 

6. Položíte-li pro 0 < ó < n 

in 
1 C cos (2m -F 1) * 

(58) rm(x, d) = - / (/(* + 2í) - /(» - 2t)) V , ' át, 
7T / sin t 

je (při libovolném, ale pevném 6 € (0, \tz)) 

(59) limTm(íc, 6) = 0 stejnoměrně v (— oó, -f oo) . 
wi-*oo 

(Důkaz jako u věty 182.) Odtud plyne: okolnost, zda existuje lim Sm(x), závisí 
m->-oo 

jen na průběhu funkce / v intervalu (x — 26, x -f- 26). 

§ 5. Kriterium Diniovo a Dirichlet-Jordanovo. Věty předešlých 
dvou paragrafů nám dovolují odvoditi důležité věty o konvergenci 
a součtu Fourierových řad. 

Věta 183 (Dini). Budiž / C T ^ T T ) , x e El9 0 < d < + co. Nechť 
existuje číslo AeK tak, ze integrál 

(60) / i/(x + 2t) + ** - 2t) - 2A\ d* 

18) Zatím ryze formálně, bez ohledu na konvergenci. 
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konverguje.19) Potom Fourierova řada funkce f v bode x konverguje a má 
součet A. 

Důkaz. Podle (49) a věty 182 jde jen o to, zda výraz (kde 0 < <5 < 

2 Г sin (2m + 1) t 
Sn(x,6)-A.- I >BÍaJ 6t = 

(61) 

_ 1 (f(x + 2Q + f(x - 2t) - 2A t 
t ' sin t 

õ 

sin (2m + l)tdt 

má limitu 0 pro m -> + oo. Ale to je pravda, neboť první zlomek 
v integrandu patří do L(0, á), takže totéž platí o jeho součinu s omeze­
nou funkcí t: sin t. A nyní stačí užíti věty 181. 

Příklad 1 (Lip^chitz). Budiž / * ^(2*), x e £x. Nechť existuje číslo 
e > 0, číslo a (0 < a < + oo) a číslo C (0 <C < + co) tak, že pro 
všechna x' € (x — e, x + e) je |/(a;) —- f(x')\ ^ C\x — a;')*. Potom 
Fourierova řada funkce / má v bodě x součet f(x). (Tato podmínka je 
speciálně splněna s hodnotou oc = 1, má-li / v bodě x konečnou derivaci 
nebo — obecněji — všechna čtyři derivovaná čísla (viz D II, kap. V, 
§ 8) konečná. 

Důkaz. Položíme-li A = f(x), je pro 0 < t < \e 

\f(x + 2t) + f(x - 2t) - 2f(x)\ 2i+-<7 
W 1 -̂  ~p=r > 
a integrál pravé strany od nuly do libovolné konečné kladné meze kon­
verguje. 

To je tedy první výsledek, ukazující vztah mezi funkcí a součtem 
její Fourierovy řady: Je-li / € T^TC), má její Fourierova řada součet 
f(x) na př. v každém bodě, ve kterém existuje konečná f'(x). 

Zajímá nás ovšem též otázka stejnoměrné konvergence: 

Věta 184. Budil f* <P(27r), — o o < a < 6 < + co. Nechť f je ko­
nečná a spojitá v (a, b)> a nechť 

1%) Jaké 6 zvolím, je lhostejné; může vadit jen bod t = 0. Také znamení abso­
lutní hodnoty je zbytečné, ježto jde o Lebesgueův (t. j . absolutně konvergentní) 
integrál. 
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(63) lim fl/(x + 2 0 + / ( . - 2 0 - 2 / ( x ) l d f = ( ) > 

O 

a to stejnoměrní v <a, 6>. Potom Fourierova řada funkce f konverguje 
v <a, b} stejnoměrné k součtu f(x).20) 

Důkaz. Ve vzorci (61) pišme f(x) místo A a položme třeba ó = 1. 
Podle věty 182 a podle (49) jde jen o to, dokázati, že výraz (61) (pro 
A = f(x)y 5 = 1) konverguje k nule stejnoměrně v (a, by. 

Budiž tedy e > 0; podle předpokladu existuje tedy dx (0 < dx < 1) 
tak, že integrál v (63) je menší než e pro všechna x € <a, 6>. Toto dx 

podržme pevné. Ježto pro 0 < t < dx je t: sin t < %nf |sin (2m + 
+ 1) t\ <I 1, plyne odtud, že 

< * 1 

/ ( / < * + 2t) + /(* -- 2ř) - 2/(, ) ) 8 І П (2m 

sin 

lлt 
0 

1 
< — 

• Є - 2 
1 

= ¥*• 

(64) 

Dokážeme-li ještě, že existuje m0 tak, že pro všechna m > m0 a vše-
í 

chna a; € <a, 6> je — / < \e,21) bude tím dokázáno, že pro m > m0 
75 J \ 

je výraz (61) v absolutní hodnotě menší než e, což stáží. Stáží tedy 
i 

dokázati, že — I konverguje pro m -> co k nule stejnoměrně 
I n J \ 

v <a, 6>. Ale předně 
i 

i. 2 n x f sin (2m + 1) * ,, hm — /(z) I . 7 dt = 0 
m-*oo 7C J sin * 

, 0) Kdyby / byla konečná a spojitá v o t e v ř e n é m intervalu (a, p) a kdyby 
(63) platilo stejnoměrně v každém intervalu <a, by c (a, /?), konvergovala by 
Fourierova řada k f{x) stejnoměrně v každém intervalu <o, 6> c (<x, /?) — to 
plyne z věty 184. Místo abychom říkali, Že řada konverguje stejnoměrně v kaž­
dém omezeném u z a v ř e n é m intervalu <a, 6>, ležícím v o t e v ř e n é m intervalu 
(a, P), říkáme též, že řada konverguje stejnoměrně uvn i tř intervalu (a, p). 

") Integrand jako v (64). 

488 



podle věty 181 (ale dá se to dokázat triviálně přímo), a to stejnoměrně, 
ježto činitel f(x) je spojitý a tedy omezený. Dále podle 2. věty o střední 
hodnotě (d1 <; r\ <1 1) 

rf(x + 2t) ^ + i) ř dí = -J^- ff(x + 2t) sin (2m + 1) t dt; 
j sin ř sm dx J 
a. <*i 

substituce a; + 2t = v, £ = |(v -— a;) dává výraz 

x+2ri 

(вб) 

cos (m + i) a; f ,, . . , , . v , 
Lind, J /(•)«-O"+ *)•«-•-

*-,-2íl 

* + 2t7 

sin (m + I) x C .. . , , ,. , 
- 2 sin dl J m^B(m + ^)vdv. 

x+2ól 

Ježto pro a <£ a; 5̂  6 je <a; + 2^, a; + 2r?> c (a, 6 + 2> a je feL(a, 
6 + 2J,22) konverguje podle věty 181 výraz (65) pro m -> oo k nule 
stejnoměrně pro x e <a, 6> (integrační meze leží v (a, 6 + 2». Podobně 
pro integrál s f(x — 2f). 

Příklad 2. Budiž /e T(2TC), .4 < .B, 0 < a < -f oo, 0 < (7 < + oo, 
a pro vSeohna a; e (.4, i3), a;' € (A, B) budiž |/(x) — f(x')\ <̂  C|a; — se'|«. 
Potom Fourierova řada funkce / konverguje k f(x) stejnoměrně 
uvnitř (A, B). Důkaz. Budiž A < a < 6 < B. Volme dx > 0 tak, že 
A < a — 2dx, b +26x< B. Potom platí (62) pro všechna X€ (a, 6>, 
t€(0,6x) a tedy (63) platí stejnoměrně v (a, by, takže (věta 184) 
Fourierova řada konverguje k / stejnoměrně v <a, 6>. 

Speciálně: Má-li f€cP(2n) omezenou derivaci v (A, B), je f(x) — 
— f(x') == f'(l-)(x — x') a hořejší podmínka je splněna s hodnotou 
(x = 1; tedy Fourierova řada konverguje k / stejnoměrně uvnitř 
(A, B). Ale tento speciální případ je málo zajímavý, ježto je obsažen 
v následující větě 185. 

Poznámka 1. Je-li fe T(27r), plyne z periodicity ihned toto: kon-
verguje-li Fourierova řada k funkci / v nějakém intervalu <£, f + 2TC> 

ta) Je totiž / € L(<x, P) pro libovolné konečná a, p. 
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(délky 2n) — po příp. stejnoměrně v tomto intervalu, konverguje tato 
řada k / v (— co, + co), po příp. stejnoměrně v (—- co, + co). Této 
poznámky budu často mlčky používati. 

Věta 185 (Diriohlet a Jordán) . Nechť fc T(2n) je reálná funkce, 
která má varianci konečnou v <a, fe>. Potom plati: 

I. V každém bode x € (a, 6) je Fourierova řada funkce f konvergentní 
a má součet \(J(x +) + f(x —))23) (tedy součet f(x), je-li f spojitá 
v bodě x). 

II. Je-li mimo to f spojitá v <a, 6>, je tato Fourierova řada stejno­
měrně konvergentní v každém intervalu (a + A, b —- A>, 0 < A < \(b — 
— a) (neboli: je stejnoměrně konvergentní uvnitř (a, b)). 

Důkaz. Je-li 6 takové, že 0 < d < \TZ, je podle věty 182 
d 

sm(x) = I f ( / ( x + 2<) + f(x - 2í)) 8 Í n ( 2 2 + 1 } ' d* + Xm(x, ó) , 
iz j s in ř 

o 
kde (při pevném d) 

(66) lim Am(a;, d) = 0 stejnoměrně v (— co, + co) . 
m-*oo 

Podobně: násobíme-li rovnici (49) v § 4, pozn. 4 výrazem \(j(x +) + 
+ f(x —)) (což je funkce omezená v (a, 6)), obdržíme 

«/(*+)+/(*-)) = 
(67) -п ,,, s ,, ,, sin (2m + 1) t ,. 

(/(* +) + /(* -)) ainJ dt + A*»(*. 
s i n I 

kde 

lim /^(a, <5) = 0 stejnoměrně v (a, 6) . 

Položíme-li tedy ^lw(a;) = sm(x) — \(j(x + ) + f(x —)), máme pro 
každé á 6 (0, -JTC) 

as) Píši/(x +) = lim f(t)9 f(x - ) = lim f(t). 
Í-KE + ť->x-
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ô 

Am{x) = i /({/(a: + 2 ' ) - /(* +» + 
(68) o 

+ (j(* - 20 - /(* - ) ) ) S Í n ( 2 ™ + 1 ) ' dí + * . ( * *>, 
oin» 

(69) lim Qm(%> 6) = 0 stejnoměrně v (a, 6) . 
m-^oo 

Máme dokázati toto: 
I. Pro každé x e (a, 6) jest 

(70) Um Am(x) = 0 . 
1W-+00 

II. Je-li / spojitá v <a, 6>, je pro každé X c (0, %(b — a)) 

(71) lim Am(x) == 0 stejnoměrně v <a + A, 6 — X} . 

Ježto / má variaci konečnou v <a, 6>, jest /(a;) = <p(x) — y(s) pro vše­
chna a; c <a, 6>, kde <p, y jsou konečné a neklesající v <a, 6>; je-li mimo 
to / spojitá v <a, 6>, jsou i<p,tp spojité v <a, 6>.24) Z rovnice f(z + A) = 
= 9?(a: + h) —- ^(x + fe) plyne limitním přechodem h -> 0 + nebo 
fc->0-: 

/(a; +) = 9?(# + ) — y>(a; +) pro a ^x <b , 
f(x —) = 9?(# —) — y(x —) pro a < x ^ 6 . 

Je-li tedy a; € (a, 6) a je-li <5 tak malé, že a < x — 26 < x + 2<$ < 6, 
lze integrál v (68) rozložiti na čtyři integrály Il912,12, J4, při čemž 

d 

(72) /. - I f M, + 20 - *« +)) 8 Í n ( 2 2 + 1 } ' dí ; 
iz j sm i 

o 
-f2> -*3> 4̂ m a Jí obdobný tvar. Funkce <p(x + 2t) — ^(z +) (proměnné t) 
je neklesající v <0, <5> a má pro t -> 0 + hmitu 0. Integrál Jj se ne­
změní, nahradíme-li tuto funkci pro t = 0 nulou a také monotónní 
charakter této funkce se tím nezmění. Podle druhé věty o střední hod­
notě máme tedy 

M) Viz D II, věta 94. 
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(73) /. = i w * + 24)-7(» +)) r s i n ( 2 ™ f 1 ) f d í , O ^ 0 ^ á > 
7U J sin t ' 

načež z pozn. 6 v § 4 plyne 

(74) I/,] £ f |<p(* + 26) - <p(x +) | 

a obdobně 

(75) |/8| £ f |V(z + 2<5) - y>(x +)\ , 

(76) | / , | £ \\<p(x - 2d) - V(x -)\ , 

(77) |/4| £ g|y(* - 26) - y(* -)\ , 

a to pro každé m. 

Budiž nyní předně dáno xe(a, 6). Budiž dáno e > 0. Zvolme 
<5 > 0 tak malé, aby bylo a <x —- 26 <x + 26 <b a za druhé 

tak malé, aby pravé strany v (74) až (77) byly vesměs menší než -~; 

to lze, neboť pro 6 -> 0 + mají tyto pravé strany limitu 0; prostá 
hodnota integrálu v (68) je pak pro každé m menší než \e. Na to 
zvolme (při tomto pevně zvoleném 6) číslo m0 tak, že prom > m0je 

|t?fn(s> <5)| < 4» t o k e P o d l e (6 9)- P o d l e ( 6 8 ) potom bude \Am(x)\ < e o 
pro všechna m > m0, čímž I dokázáno. 

Budiž za druhé / spojitá v <a, 6>, takže též <p, tp jsou spojité 
v <a, 6>. Budiž dále dáno X takové, že a < a + A < 6 — X <b 
(t. j . 0 < X < \(b — a)). Budiž konečně dáno e > 0. Zvolme kladné 
číslo 6 předně menší než \X, takže pro xe <a + A, 6 — A> leží body 
a; ± 2 á v <a, 6>. Za druhé volme 6 tak malé, aby pro všechna 

x<z<a+Xy b-X) bylo \<p(z ± 26) - <p(x)\ < | | , |y(* ± 20) -

2e — y(a:)| < —; to lze, neboť funkce tp, y> jsou stejnoměrně spojité 

v <a, 6> (viz D II, věta 63). Při této volbě čísla 6 je z (74) až (77)25) 
patrno, že integrál v (68) má prostou hodnotu menší než f e, a to pro 
každé m a každé xe (a + X, 6 — A>. Podle (69) lze dále (při tomto 

" ) Nyní jest ovšem <p(x -f) = <p(x — ) = <p(x)t y>(x +) = xp(x —) = y>(x). 
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pevně zvoleném d) zvoliti m0 tak, že pro všechna m > m0 a pro vše­
chna x € (a, 6) jest \Qm(x, d)\ < \e. Podle (68) potom bude |-4TO(ÍC)| < e 
pro všechna m > m0 a pro všechna x e <a + A, 6 — A>, čímž též 
II jest dokázáno. 

Věta 186. Budil fe <P(2n); budil 
00 

(78) f(x) ^ \a0 + 2 (a* °° s ** + &* sin fo). 
* - i 

X 

Potom funkce F(x) = ff(t) dt — Ja^ má periodu 2-; je;ť Fourierova 
o 

řada 7 e-rf 
( 7 9 ) ^ ^ ^ - M o s ^ + a ^ n t o ( ^ 0 = = i | | ) ; 

íafo faáa je stejnoměrní konvergentní v (— 00, + co) a má součet 
.F(s).2«) 

Důkaz. Ĵ (a;) je absolutně spojitá a má tedy konečnou variaoi 
v každém omezeném uzavřeném intervalu. Dále jest 

F(x + 2TC) — F(x) = / f(t) dt — a0- = O 
* 

(viz (18)). Tedy má F periodu 2n. Podle věty 185 je Fourierova řada 
funkce F stejnoměrně konvergentní v (— co, + co) a má součet 
F(x). Její koeficienty Ak, Bk dostaneme integrací per partes: 

27C 

Bk = — 1 F(x) ainkxdx = 
o 

2TC 

= - -j W*) cos fa?]?* + -j / (/(*) - K ) cos fcr &r = ^ ak , 
o 

a obdobně Ak = — -=- 6* pro A > 0. Fourierova řada funkce F má 

*•) Jinými slovy: Fourierova řada funkce F(x) se dostane formální integraci 
Fourierovy řady pro funkci t(x) ~,l°o v mezích 0, x. Kdežto však u řady (78) 
nemáme zaručenu její konvergenci, je řada (79) stejnoměrně konvergentní se 
součtem F(x). 
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tedy vskutku tvar (79); hodnota pro A0 se obdrží z toho, že pro x = 0 
je součet řady roven F(0) = 0. 

Věta 187. Nechť funkce f e T(2n) má všechny Fourierovy koeficienty 
ak, bk rovny nule. Potom je f(x) = 0 skoro všude. 

Důkaz. Podle věty 186 je (s tamním označením) F(x) = \A0, tedy 

je všude F'(x) = 0; ale F(x) = //(*) át (neboť a0 = 0), tedy F'(x) = 
o 

= f(x) skoro všude. 

Cvičení 

1. Je-li v okolí počátku f(x) = \x\a cos — (<x> 0), můžeme užíti v bodě x = 0 

Diniovy věty (ve tvaru příkl. 1). Pro <x ^ 1 nemá však / variaci konečnou v Žád­
ném intervalu < — A, A>, takže v bodě x = 0 nelze užíti Jordánovy věty. Naopak: 

Je-li v okolí počátku f(x) = (/(O) = 0), lze užíti v bodě x = 0 Jordánovy 
-g 1*1 

věty (monotonie), ale nelze užíti Diniovy věty pro x — 0, neboť integrál (60) 
nekonverguje pro žádné A. 

2. Nechť / má variaci konečnou v <0, 2iz); potom posloupnosti kak, kbk 

(k = 1, 2, ...) jsou omezené. Návod: Na vzorce (18) (s hodnotou i = 0) užijte 
2. věty o střední hodnotě, předpokládajíce / monotónní. 

3. Budiž f € Ťfin). Dokažte: Jestliže pro jisté x konverguje 

(80, ri/(* + 20-/(s-2Q,d< ( 0 < ( 5 < + o o ) i 

je řada konjugovaná k řadě Fourierově27) funkce / konvergentní v bodě x a má 
součet 

Í7T 

ł/' (81) — - I (f(x + 2t) - f(x - 2t)) cotg t át, 

o 
Všimněte si: Kdežto okolnost, zda konjugovaná řada v bodě x konverguje, 

závisí podle cvič. 6 v § 4 pouze na průběhu funkce / v intervalu (x — 20, x -f- 2(5), 
závisí h o d n o t a jejího součtu podle (81) na ce lém průběhu funkce /. 

1T) Viz cvič. 5 v § 4. 
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4. Konvergence integrálu (80) je zaručena, existují-li čísla A, <x > 0 tak, Že 
pro — 6 < t < ó je \f(x + 2í) — f(x)\ <L A\t\*. To je na př. splněno, má-li funkce / 
v bodě x konečnou derivaci. 

5. G ibbsův zjev. Nechť / má periodu 2n a variaci konečnou v <0, 27t>. 
Jestliže v nějakém bodě c je f(c + ) 4- f(c —), je součet Fourierovy řady funkce / 
nespojitý v bodě c (podle věty 186) a tedy tato řada není stejnoměrně konver­
gentní v žádném intervalu (c — 6, c + <$) (d > 0), t. j . její částečný součet 
sm(x) se i při velkém m v některém bodě tohoto intervalu „značně" liší od součtu 
celé řady, t. j . od i(f(x + ) + f(x —)). Studujme podrobněji křivky y = sm(x) 
v tomto jednoduchém případě: Budiž c € Elf f(x) = — J pro c — xc < x < c, 
f(x) = i pro c < x < c + 7u, f(c) = /(c + n) = 0 a dále nechť má / periodu 2* 
(kreslete!). Užijme věty 182, kladouce ó = Jw, x = c + £, |£| <̂  JTC, takže 
/(c + £ ± 20 = i sgn (£ ± 2*) pro 0 < t < JTC; vychází, Že 

i* 
/ 1 f sin (2m + 1) f \ 

(82) lim bm(c + £) I ; d* = 0 , 
m->oo\ * J s i n í / 

0 

a to stejnoměrně pro |£| ^ - . Ježto — je omezená v <— Jw, iw>, vy-
1 ' ™~ 2 sin t t 

chází z věty 181, že 

i* 

(83) lim —- I ( 1 sin ( 2 m + \)tdt = 0 , 
m-+co 7. J \sinř * / 

o 
a to opět stejnoměrně pro |£| ̂  - . Konečně 

i* mí (m+D* 

/

sin (2m + 1) t f sin v , /* sin v , -J.di-j—d.+ j _ * . 
0 0 ml 

kde poslední člen opět stejnoměrně konverguje k nule. Klademe-li 

(84) 
1 f BÏD.V , 

* • ( * ) = — I àv, 

vidíme, že 

(85) lim (sm(c + £) - -F(m£)) = 0 
m->oo 

stejnoměrně pro |£| ̂  Jw. 

V (85) jsou liché funkce £, stačí vyšetřovati £ ̂  0. Z (84) plyne F'(x) = 
= sin x : (772) a snadno najdete tento průběh: F(0) -= 0, potom F stoupá až do 
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Obr. 9. 

hodnoty x = 7r, potom klesá až do x = 27U, stoupá až do x -= 3TT atd.; F(n) > 
> .F(3ic) > F(5n) > . . . ; 0 < ^(2TC) < F(4*) < F(6n) < . . . Z kap. VUI, § 4, 
příkl. 1 víme, že lim F(x) = }. Největší hodnota funkce F je F(n). Numerickým 

výpočtem (viz na př. kap. XVII nebo J I, kap. VI) bychom zjistili, Že je přibližné 
JP(TC) = 0,59. Funkce F tedy stoupá od F(0) = 0 k hodnotě F(n)f která překra­

čuje i asi o 18% a potom osciluje stá­
le méně okolo hodnoty J, která je její 
limitou. Viz schematicky (ne přesně!) 
na obr. 9 (kde ovšem měřítka na 
osách se různí a oscilace jsou zakres­
leny asi dvakráte větší než mají být, 
aby obrázek nebyl příliš plochý). 
Křivka y = F(m$) vznikne z y -= F(£) 
tím* že tuto křivku m-kráte „stlačí­
me", t. j . všechny abscisy dělíme čís­
lem m. Vzhledem k ste jnoměrné 
konvergenci v (85) můžeme při libovol­
ném e > 0 nahraditi křivku y —8m(x) 
křivkou y -= F(m(x — c)) s chybou 
menší než e pro všechna m od jisté­

ho počínaje, a to v celém intervalu <c — JTC, C + JTC). Průběh křivky y = sm(x) 
vypadá tedy — až na chybu menší než e — pro velká m v intervalu <c, c + rc> asi 
takto: 8m(x) stoupne od hodnoty 0 v bodě x = c až k hodnotě asi J . 1,18 v bodě 

o- | , načež osciluje (s extrémy poblíže bodů c -| , c -j , c -| , ...) 
m m m m 

okolo hodnoty J; amplitudy oscilací rychle klesají, funkce am(x) se „skoro" 
ustálí na hodnotě J; teprve v blízkosti bodu c + n se opět funkce „rozkmitá*% 
přeběhne přes hodnotu 0 v bodě c-f i tk minimu asi — J . 1,18 v bodě c + w + —•, 

načež obdobný průběh se opakuje, tentokráte pod osou x atd. Tomuto překro­

čení skoku funkce v bodě o -\ se právě říká Gibbsův zjev. Načrtněte! 

Je snadno, zobecniti tuto úvahu. Nechť a < c < b9 nechť g má variaci ko­
nečnou v <a, 6>, nechť g(c + ) — g(c —) = d 4- 0; pro všechna ostatní x c <a, 6> 
budiž g spojitá. Potom pišme g(x) = d . f(x) + h(x)f kde / je naše dřívější funkce, 
takže h je spojitá a má v. k. v <o, 6>. Potom Fourierova řada funkce h je v okolí 
bodu c stejnoměrně konvergentní a částečné součty Fourierovy řady funkce g 
oscilují okolo g(x) podobně jako tomu bylo u f(x). Promyslete si podrobnosti! 

§ 6. Příklady. Poznámka 1. Neohť / je reálná a omezená v <a, 6>. 
Nechť existuji čísla a =- a0 < ax < ... < av = b taková, že v každém 
otevřeném intervalu (a<-i- 0<) je buďto / monotónní nebo má omezenou 
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derivaci. Potom / má v. k. v <a, by. (Tohoto tvaru bude většina funkoí 
v dalších příkladech.) Důkaz. Nechť \f(x)\ ^ M. Budiž a^x = x0< 
< xx < ... < xn = at; potom 

8 = 2 l/i**) - /(**-i)| -S 4if + "^l/te) - /(**-i)[ • 
* - l * = 2 

n - 1 

Jestliže / je monotónní v (at_!, a,), je S ^ 4.3Í + | 2 (/(̂ *) — /(**-i))| -S 
* = 2 

^ 6Jf; jesthže [/'(*) | £N v (a{_l9 a,), je 

[/(**) - /(**--)! ^ (** - **-i) . -V pro A: = 2, ..., n - 1 , 
tedy # = 4.M + (ať — a ^ ) N. Tedy má / v. k. v každém <a<_1, a,>, 
tedy i v <a, 6>. 

Poznámka 2. Nechť 9? je neklesající v <<%, /?>, nechť / má variaci 
konečnou v <9>(«), <p(P)y> takže /(a;) = p(x) — 71(3) je rozdíl dvou 
monotónních funkcí. Tedy i f(<p(y)) = p(<p(y)) — ft(p(y)) Je .• <*> č> 
rozdílem dvou monotónních funkcí, t. j . f(<p(y)) má konečnou variaci 
v <<x, /?>. Odtud je patrno, že větu 185 je ihned možno převésti na 

27C 
případ obecné periody Z substitucí x = -y y (viz též pozn. 4 v § 2). 

Poznámka 3. Většinu vět této kapitoly jsme vyslovili pro funkoe 
periodické, ale dá se jich použíti i na Fourierovy řady funkcí neperio­
dických. Budiž / e L(f, f + Z); sestrojme Fourierovu řadu § funkoe / 
v intervalu <f, f + Z>. Budiž <p funkoe s periodou Z, která v <f, f + Z) 
splývá s funkcí /. Potom je g; také Fourierovou řadou funkce <p. Jestliže 
na př. / má variaci konečnou v <f, f + Z>, platí totéž o <p, takže lze 
užíti věty 185. Pro každé # € (f, f + Z) je součet řady g roven \(<p(x+) + 
+ <P(X —))> *• j- h(f(x +) + f(x —)) a tedy je roven f(x) v každém 
bodě spojitosti funkoe /, ležícím v (f, f + Z). Ale v krajních bodech 
f, f + Z je třeba dáti pozor; je totiž p(f +) = /(f +), ale (periodicita!) 
<p(š —) = <p(š + Z —) = /(f + Z —), takže součet řady g v bodě f je 
i(/(f +) + /(f + Z -)) . Když je / spojitá v <f, f + Z>, je součet 
řady g v bodě f roven £(/(f) + /(f + Z)), není tedy roven /(f), jestliže 
/(f) + /(f + fy v tomto případě také není funkoe <p spojitá v bodě f 
(neboť 9?(f +) = /(f), <p(£ _ ) = /(f + Z)) a tedy také stejnoměrnost 
konvergence řady g se poruší v okolí bodu f. Totéž platí v bodě f + Z 
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(neboť funkce 9? i členové řady § mají periodu l). Jestliže ovšem /(f) = 
= /(f + l) a / je spojitá v <f, f + Z>, je tam i 9? spojitá, takže řada § 
má v <í, f + 1} součet f(x) a je stejnoměrně konvergentní v (— 00, 
+ 00) — vše stále ovšem za předpokladu, že / má variaoi konečnou 
v <£, f + l>. 

Poznámka 4. Ještě jiné modifikace v užití našich vět jsou možné. 
Na př. chci-li vyjádřiti funkci / v (0,7c) kosinovou řadou (t. j . 
bk = 0) o periodě 2TC, definuji /(—#) = f(x), čímž dostanu sudou funkci; 
viz nyní pozn. 6 v § 2. Podobně dostanu sinovou řadu (t. j . ak = 0), 
definuji-li /(— x) = — f(x). 

Proberme nyní několik příkladů; použitelnost věty 185 je v nich 
zřejmá; též výpočet Fourierových koeficientů je snadný a přenechá­
vám jej čtenáři. 

P ř í k l a d 1. Budiž f(x) = | — x pro 0 < x < 1; dále měj / periodu 1 
a položme ještě /(O) = £(/(0 +) + /(O - ) ) = |(/(0 +) + /(l - ) ) = 0. 
Fourierova řada nám dává 

/QO\ ^ sin 2knx . (**>) > - = \ — x pro 0 < x < 1 , *ťx nic 
= 0 pro x = 0, x = 1; 

dále ovšem periodicky s periodou l.28) 
Konvergence je stejnoměrná v každém uzavřeném intervalu, ne­

obsahujícím žádné celé číslo. V intervalu, jenž obsahuje nějaké celé 
číslo, není konvergence stejnoměrná, ježto součet řady není v takovém 
intervalu funkcí spojitou (viz D II, věta 60). 

Je poučno všimnouti si částečných součtů této řady pro 0 < x < 1 
(pro x = 0, x = 1 je všechno rovno nule). Pišme 2nx = z, tedy 

0 < z < 2n. Píši-li Sm(z) = f e1**, mám29) 

*-=o 

2 V = 2 T(^( 2 ) -^-I( Z ) ) = 

- f S M Í 1 X . 4 - 5 - W ^ - i f r ) 

(87) 

, 8) Načrtněte si graf. 
*•) Ábelova parciální sumace. 
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Dále pro 0 < z < 2n 

(88) \Sm(z)\ = 

Tedy jest podle (87) 

i(m-Ы)z 1 

eь 1 
< t sin \z 

(89) 
Àш k — sin \z \m n + 1 n + 1 m] m si; 

2 
sin^z 

pro 0 < z < 2n, 0 < m <L n; m, n oelá. 

Odtud je patrná stejnoměrná konvergence v každém intervalu 
<A, 2n —- A> (0 < A < 7r), neboť v tomto intervalu je sin \z _; sin £A. 
Vezmeme-li reálnou a imaginární část, obdržíme 

(90) 
Y sin fcz 

Ám~k~ — m sin \z 
-£ cos&z 

— w sin £z 

pro 0 < z < 27c, 0 < m ^ n; m, n oelá. Odhad v (90) je nevýhodný, 
je-li z blízko 0 nebo 2n. Odvodíme nyní odhad 

(91) 
ү SІПІZ 

Jfc = l 
< 1 + 2ҡ , 

platný pro každé reálné z a každé přirozené n. Pro z = 0, z = 2TZ je 
levá strana rovna nule. Ježto sin kz =-= — sin i(27t — z), stačí (vzhle­
dem k periodičnosti) vySetřovati hodnoty 0 < z._ TC. Pro tyto 

hodnoty z jest |sin kz\ <£ fcz, sin £z _; — z. Tedy (s užitím (90)) 
7U 

ү sinfcг 

I < Ł < — 

s i n .fez 

—<Jfe<л 

1 , 2z 
z тс-^z 

čímž (91) dokázáno. 

Užijeme-li věty 65, vidíme z (91), že řadu (86) lze integrovati člen 
po členu.30) Integrujeme-li na př. obě strany v (86) od 0 do \, obdržíme 

80) To plyne ostatně též z věty 186. 
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1- ? 1 _ v (- -)* _ i y ______ 
8 _ Ái 2ÍW Á 2jfcst7r~ - -n? „é0 (2» + 1)- -

_ 1 / T JL _ v —i_\ - — y — 
~ *2 [či »2 .Či (2n)» / ~ 4JÍ „éi n2 ' 

< 9 2 > 2i-í-
Odtud je na př. viděti význam Fourierovýoh řad pro vypočet řad s kon­
stantními členy. 

Příklad 2. Jest 

«-> ľ^Ě^ 
|7c pro 0 < x < 7c 
0 pro x = 0, a; = 7c, a; = 27c 

— \n pro 7c < x < 2n 

Příklad 3. Pro jakékoliv komplexní a, jež není tvaru a = mi 
(m celé), jest 

, _ v e** 1 ^ oc cos kx — k sin fcr 
<94) * ? = - _ - - - „ - + ,_; -r---- P r o 0 < a ; < 2 - C . 

Pro a: = 0 je pravá strana rovna — —^ -. Klademe-li 2<*7c = z, 

máme (pro x = 0) 

V ' 2 e » - l ~ z +
s é i z- + 4ifc-7t-

pro každé z, nemající tvar z — 2m-ci (m celé). Položíme-li ještě z — 2iř, 
máme 

. . • " 2 U + 1 1 v 2ř 
(96) cotgť-1e^_l--T+

il1^r---

pro každé komplexní t, nemajíoí tvar t = miz (m oelé). Položíme-li 
v (94) x = 7c a potom 7Cť% = it, obdržíme 

/g7) JL _ 2 ie" _ 1 + 5 -(-1)-1 

1 ' sin t e2 i t - 1 í ^ A ř2 - ifc--8 

pro každé komplexní t, nemající tvar t = m-. (m celé). 
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Vzorce (95) až (97) dávají rozklady levých stran v „částečné zlom­
ky" — ovšem řada zlomků je zde nekonečná. Z rovnice (96) odvodíme 
ještě jeden důležitý vzorec. Řada vpravo je stejnoměrně konvergentní 
v každém intervalu <0, (1 —- <5) n} (0 < d < 1), neboť má tam konver­
gentní majorantu 

Átt*(fc*-(l-á)V 

Integrujeme-li tedy člen po členu od 0 do t (0 < t < n) a uvážíme-li, že 

lim (lg sin t — lg t) = lim lg — — = 0 , 
t-+o + t-*o + * 

obdržíme 

igsiní^igř+^ig-zr^r. 

os) s i n í = ř n ( i _ ^ ) 

pro 0 < t < 7u. Tvrdím však, že tento vzorec platí pro každé komplexní t. 
Důkaz . Pro m = 1, 2, ... a pro každé komplexní z položme 

(99) Pm(z) = ff (l + ̂ ) = 1 +1°^' ; 

přitom klademe 

m , co i 

(100) C7r,m = 2 MM M> *r=- . 2 
*/ = - ^ 1 ^ 2 • • • "*r ty = - ^ l ^ g • • • ~r 

*!<*-<...<*- *.<*,<...<*-
3 1) Je-li «x -f <%2 + •.. = y, je l im (<xx -f- ... -f- <xm) == y, t e d y l im e*ie*i... e«m = 

fW—•<© Wl—1-00 

= lim e*i+••• + *m = ev, t. j . e«i . e*t. e«i ... = ev. O nekonečných součinech viz 
m-*co 

D II, kap. III, §7. 
8 I ) SČítá se tedy přes všechna přirozená klf . . . , k r , jež splňují pc^imínky 

kx < ... < kr <I w, po příp. podmínky kY < ... < kr. Pro r > m nelze ovšem 
podinínkám kx < ... < kr <I m vyhověti, první součet v (100) je prázdný, tedy 
°r,m = 0. 
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Odhadněme tato čísla. Jest (pro přirozené p) 
00 

, 1 A „ v 1 1 , fd* 1 , 1 . 2 (101)
 Í?^<^+J^= =^ + P ^ P ' 

V 

a tedy 

(102) 0 _ ar,m < ar _f * _ ± ... | ± _ * . 
* 4 = i *_ *_=2 «_ k,=r -*r r\ 

Odtud plyne konvergence mocninné řady 

(103) F{z)= 1 + | > r ~ r 

r = l 

pro každé komplexní z. Odhadněme rozdíl ar — arm. Všiohni členové 
v (100), v nichž kr <1 m, Se zruší, a tedy vyjde 

00 1 °° 1 °° i 2 r 

0 _ ar - ar,m _ ^ Tí ... ^ 2 i £5- ^ _ | + 1 £i _i ( r _ i), ( m + i) • 

Tedy jest (podle pozn.32) je ar> m -= 0 pro r > m) 

\F(z)-Pm(z)\ = \2(ar-aTim)Zr\£ 

< 

r= i 

2|Z | " _ v ______ _. _____ e.м 
1 rfi (r - 1)! rø + 1 e * m + 

Tedy jest lim Pm(z) = F(z)y t. j . 
m—•<» 

00 / \ co 

n (l + __ = 1 + 2 ^ r pro každé z . 
k = l \ K*l r = l 

Tedy jest pro každé komplexní t 

(104) <n(1-^) = ť + l 1
( - 1 ) r ^ ^ -

Současně je však pro každé komplexní t 

<105> s i n ť = l r - Ť T T ) ! ť 2 r + 1 -
Mocninné řady v (104), (105) mají však podle (98) týž součet pro 0 < 
< t < TU, tedy mají tytéž koeficienty (D I!, kap. XI, věta 226), tedy 
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mají týž součet pro všechna komplexní t; tedy platí (98) pro všechna 
komplexní t. 

Příklad 4. Uvedu nyní pro funkci f(x) = x čtyři různé rozvoje, 
platné v (0, 1). Budou to rozvoje o periodě 2, lišící se podle toho, jak 
doplním definici funkce f(x) v intervalu (—-1,0). 

pro — 1 < x < 1 
pro x = 1, x = — 1 . (m iДнч,.,Î_»=_{; 

1 _ _ V 
4 тc- téo 

(108) 

(109) 

cos (2k + 1) nx 1 Y / n t + 1 B i n f a ; 
(2k + l)2 hw"*-_V ' + £ 

' a; pro 0 __I x < 1 
0 pro — 1 < x <_ 0 
J pro # = 1, x = — 1 . 

2 .^ вш Ькг _ Iх pгo 0 < x < 2 33) 

pro x = 0, x = 2 

Třetí rozvoj dostaneme ostatně jako aritmetický průměr prvních 
dvou. 

Poznámka 5. Věta 179 praví: Je-li funkce dána jako součet trigo­
nometrické řady stejnoměrně konvergentní v (—- co, + co), je tato 
řada Fourierovou řadou té funkce. Na př. je-li 

/to-l+J^^+e-^infc*). 
je řada vpravo Fourierovou řadou funkce /. Speciálně to platí pro řady 
konečné, t. j . pro trigonometrické polynomy. Je-li na př. 

g(x) = 2 + 5 oos x — 2 sin 3x , 

je pravá strana Fourierovou řadou funkce g (při čemž členové rovní 
nule nejsou vypsáni). Tato poznámka nám někdy ulehčuje početní 
mechanismus. Na př. je-li 

M ) Také můžeme říoi: levá strana je rovna x pro 0 < x < 1, a je rovna 
x + 2 pro — 1 < * < 0. 
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f(x) & \a0 + 2 (ak cos kx + bk sin kx) , 
* = i 

je (viz též pozn. 2 v § 2) 
m oo 

f(x) —- £a0 — 2 (% cos fcc + bk sin fcr) ̂  2 (a* c o s ^ + ** s i n kx) 
k=»l k=m + l 

C v i č e n í 

1. Nechť komplexní číslo a není celé. P o t o m je předně 

sin 2č%7c 
7Г cos (XX = 

Л 1 
+ > (л sin 2aтг cos kx + k(cos 2л7г — 1) sin kx) 

* = 1 a 1 - fc2 

7r cos лж = sin aҡ 

2(x 

pro O < x < 2n; p r o x = O máme 

sin 2*7r ---. <x sin 2čX7r 
\7C(cOS 2*7U + 1) = — -f 2 " I TT . 

2<x ^ = ! a" — k1 

Za druhé: P r o — n _" x _^ 7r jest 

Za třetí: Pro O < x < 7C jest 

(110) TT cos ax = — 2 > (1 + (— 1)* + 1 cos CXTT) k sin ka?. 
k = i <** - * 2 

2. Nechť m j e celé. P o t o m pro O < x < TT jest 

00 , 

2 k 
sin ka?. 

j. = 1 ka - ma 

Jfc^m(mod2) 
k — m 

Znak k = m (mod #) značí, že j e celé číslo (čte se: k j e kongruentní 

s m modulo q); znak =£ značí ,,není kongruentní". 

3. Výsledek cvič. 2 lze také obdržeti ze (110) takto : Fourierovu řadu funkce 
7t cos mx dostaneme z Fourierovy řady funkce TC COS <XX limitním přechodem 
OL -> m. Proveďte! 

4. Pro každé reálné x jest 

2 4 ^ cos 2kx 8 -S< sin 1 kx 
Isin aj| = > = — > . 

7C TT ^ 4ka - 1 7C j f c ^ 4 k * - 1 
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5. Z rovnice (98) plyne pro t = \tz Wallisova formule (viz J I, kap. I I I , § 5, 
pozn. 3). 

6. Budiž a > 0; potom jest pro každé reálné a? 

2 °° 
(112) |cos a?|a = — (I(a, 0) + 2 T 7(a, fc) cos 2kx) , 

« * = 1 
kde 

(113) J(a, k) = f cos* a? cos 2fca? da?. 
o 

Vyjádřím-li cos (2k + 1) a? dvěma způsoby, obdržím rovnici 

cos (2k + 2) a? cos a? + sin (2k + 2) a? sin a? = 
= cos 2ka? cos a? — sin 2ka? sin a?; 

násobím-li cos*""1 a? a integruji, obdržím snadno (a + 2k + 2) I (a, k + 1) = 
= (a — 2A?) 7(a, k). Tím obdrží (112) definitivní tvar 

4 / 1 a a(a - 2) 
Icos a?|a = — I(a, 0) I 1 cos 2a? + cos 4a? + 1 ' TC ' \ 2 a + 2 (* + 2)(a + 4) 

a(a - 2)(a - 4) \ 
4 cos 6a? + . . . I . 
^ (a + 2)(a + 4)(a + 6) / 

Pro celá a dovedeme ještě vypočísti I (a, 0) (viz (113)) a máme pro celé m > 0 

. , 4 2 . 4 . 6 . . . (2m - 2) / 1 2m - 1 | c o s 2 m - l a-i = __ * í 1 c o s 2x + 
1 7c 3 . 5 . 7 . . . (2m - 1) \ 2 2m -f 1 

••)• 
1 . 3 . 5 . . . (2m - 1) / 1 m 

= 2 . -̂ — 1 cos 2x + 
2 . 4 . 6 . . . 2 m \ 2 m + l 

(114) 
(2m - l)(2w - 3) 

+ — — cos 4a? + 
(2m + l)(2m + 3 ) 

cos*™ a? 

m(m — 1) 
+ r- cos 4a? + 
^ (m + l)(m + 2) 

Poslední rozvoj jest ovšem konečný (t. j . je to trigonometrický polynom). 
7. Budiž g(x) = J(TC — a?) pro 0 < a? < 27c; dále nechť má g periodu 2TC 

(načrtnete!); tedy na př. pro —• 2TC < a? < 0 je g(x) = — |(-T + a?). Pro každé 
reálné x, jež není tvaru 2m7c (m celé), je 

2 sin kx 
— 7 — . 

Jfc = 1 rC 
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V bode 0 má funkce g „skok" #(0 -f) — g(0 —) = n. Sada konjugovaná k řadě 
00 

(115) (viz cvič. 5, 6 v § 4 a cvič. 3,4 v § 5) je T k~x cos kx. Její částečné součty 
*ťi 

Sm(x) mají pro x = 0 tuto vlastnost: 

l i m ^ = l . 
m_>co l g m 

8. Budiž / € T^rc). Nechť pro určitou hodnotu x0 existuje konečná limita 

(116) lim (f(x0 + t)- f(x0 -t))=D. 
í-»0 + 

Potom částečné součty Sm řady konjugované k Fourierovč řadč funkce / mají 
tuto vlastnost: 

(117) lim ^ = £ . 
m _ o o - g W ~ 

Na př. existují-li limity f(x0 +), f(x0 —) a jsou různé, je konjugovaná řada diver­
gentní. 

Návod: Z cvič. 7 je patrno, že tvrzení je správné pro funkci D-n~x g(x — x0). 
Stačí tedy dokázati ještČ toto tvrzení pro funkci f(x) — D-K~lg(x — x0); t. j . stačí 
je dokázati v případe, že v (116) je D = 0. Budiž e > 0; pro 0 < t < ó je (vzhle­
dem k D = 0) \f(x0 + 2ť) — f(x0 — 2t)\ < e, zvolíme-li vhodná 6 > 0. Rozložme 

j_ 
m 6 \~ 

integrál v (57) na tři: / + / + /• Třetí jest omezený pro m -> oo; druhý je 
o i_ 6 

m 
d 

v prosté hodnotč menší než Const. e Jt~1dt< Const. e .lg m; první integrál je 
m~l 

pak rovnČž omezený pro m -*- oo, neboť jest 

co8(m + $)t 
cotg £* — 2 V sin kí <.2m. 

sin ^t 

9. Z příkl. 2 obdržíte přechodem ke konjugované řadě a užitím výsledku cvič. 
3, 4 v § 5 

2°° cos (2k + 1) x , , t 

i = 0 - k T T ^ = * l g | c o t g ^ 
pro každé reálné x, jež nemá tvar x = mír (m celé). Tento výsledek můžeme 
ovšem odvoditi i jinými způsoby, na př. z řady 

00 1 
lg (1 -f re[x) - lg (1 - reix) = 2 2 r2* + ie<2*+i)i.t 

jfc=o 2k -f- 1 
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(O < r < 1) limitním přechodem r -> 1 — podle Ábelovy věty (D II, věta 236).34) 

10. Rada 
---* sin kx 

k-2 Igfc 
není Fourierovou řadou žádné funkce / € T(27t) (návod: věta 186). Přitom je 
tato řada konvergentní pro každé x, dokonce stejnoměrně v každém intervalu 
<e, 2TC — e) (0 < e < n) (důkaz podle vzoru příkl. 1). 

§7. Poissonova sumační formule. Věta 188. Budiž aeEl9 l > 0, 
n přirozené číslo. Budiž f funkce, jež má konečnou variaci v <a, a + 
+ niy. Potom jest 

t/(« +) + 1 2 (/(« + k l - ) + /(« + « +)) +1/(« + nl - ) = 
k = l 

( 1 1 8 ) a+nl a+nl 

« j / /(.) 6z + 4 | J /(*) cos Í^LfO a, . 
a a 

Poznámka 1. Věty lze ovšem užíti též na komplexní funkce 
(užije se zvlášť na reálnou a imaginární část). 

Poznámka 2. Pravou stranu v (118) lze též psáti 
a+nl 

m-*oo тЛ í ł{x) 

Ь k=-m J 

2kiz\ , 
-(x—a) (119) Um -j- 2. I ћx)e ðx 

Poznámka 3. Nejčastější případ této „Poissonovy sumační for­
mule" je ten, že funkce / je spojitá v (a, a + nl}. Potom levá strana 
jest 

M2M if{a) + f{a +l)+f{a+ 2l) + ••• + f{a +(n-l)l) + 
( 1 2 0 ) +\j{a+nl). 

Důkaz plyne téměř okamžitě z věty 185. Budiž k celé, 0 ^ k ^ 
<̂  n — 1. Budiž g(x) funkce s periodou Z, jež pro 0 < x < l je defino­
vána rovnicí g(x) = f(a + kl + x). Podle věty 18535) jest 

S4) Nakonec jde jen o reálnou část, t. j . vlevo o logaritmy absolutních hodnot; 
tedy odpadají obtíže s určováním amplitudy. 

**) Aplikované s periodou l místo 2-t, a to v bodě x = 0. 
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00 

(121) ł t ø o +) + g(l -)) = \Ä9 + 2 ^m . 
m = l 

í l 

An = 1 ґø(*) c o s ^ #cU = j ґ/(a +kl + t) cos^tdt, 

Substituce a + kl + t = x dává (jest cos —=—- (x — a — kl) = 

2?wu , ,\ 
= cos —-— (# — a)\ 

a + ( * + l)Z 

-4m = -j J f(x) cos -j--- (x — a) (Lr , 
a+W 

takže podle (121) jest 

i/(a + « +) + i/(a + (fc + 1) Z - ) = 
a+(jfc + l)j a + ( * + l)Z 

= j / /(*) <** + j 2 / /(*) c o s " p (» - a) da?. 
a + « a+W 

Sečteme-li přes hodnoty A; = O, 1, ..., n — 1, obdržíme (118). 

P ř í k l a d 1. Budiž n přirozené číslo; Gaussovým součtem nazve­
me výraz 

»-- 27Tií-
(122) G(n) = Že *• 

* = o 
Tento součet je důležitý v teorii čísel; vypočtěme jej. Užijeme věty 188 
/ 2*1 * \ 
\l = l, a = O, f(x) = e »/. Ježto /(O) = 1/(0) + \f(n) = 1, obdržíme 

m n [xř . \ 

(?(n) = lim 2 / e ™' *" *' d* = 
(123) * — * - , » o 
v ' m l 

= n lim 2 íe2nin(vt+kv) dy 
m-*- co jfc = - m O 

(substituce x = ny). Substituce y + \k = 2 dává 
1 $(* + 2) 

Je27uin(y» + ln,) d y = e-frlVn j ^izinz* ^ ^ 
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Činitel před integrálem vpravo jest 1 pro sudé k a jest roven i _ n pro 
liché k. Omezíme-li se v (123) na sudá m == 2r, obdržíme 

r+l r+i 
(124) G(n) = n lim ( / e 2 ^ 1 dz + i~* / e2*Iw*' dz) . 

r-+co -r -r + J 

Položme (zde jde o nevlastní integrál) 

(125) y = fe™* dx = ]/n fe
2lzlnzt dz ; 

- 00 - 0 0 

konvergence integrálu je patrná integrací per partes: pro O < a < b 
i pro O > a > b jest 

b b 

/

re27ui.t»i6 re27Tix« 

a 
limitní přechod b -> + co nebo b -> — co ukazuje konvergenci integ­
rálu v mezích — co, + co. Z (124) tedy plyne 

(126) G(n) = ]/ňy(l + i~n) . 

Pro n = 1 je G(l) = 1, tedy máme 1 = y(\ + i"1), t. j . 

y = i ( i + i ) 
(tím jsme znovu stanovili integrál (125), t. j . v podstatě Fresnelovy 
integrály z kap. VIII, § 4, příkl. 2). Ze (126) potom plyne:36) 

(?(n) = (1 + i) yň pro n = O (mod 4) 
G(n) = ]/ŤÍ pro n == 1 (mod 4) 
čr(n) = O pro n = 2 (mod 4) 
čr(w) = i]/w pro 7& = 3 (mod 4) . 

P ř í k l a d 2. Pro s > O ýed 
+ 00 , + 0 0 _ J f c l 7£ 

(127) 2 e-*™ = i7= 2 e" ' • 
fc = - co v s k = - co 

Absolutní konvergence obou řad je jasná. Označím-li funkci vlevo 
ů(s), dává rovnice (127) tuto funkční rovnici: 

M ) Znak o = b (mod p) (cti: a je kongruentní s 6 podle modulu p) značí, že 
Číslo a -• b je dělitelno Síslem p. 

509 



(128) ů(a) = j= ů — pгo s > 0 -Ѓ'(т) 
Důležitost rovnice (127) je jasná: Není-li s příliš malé (na př. je-li 
£ _; 1), konverguje řada vlevo velmi rychle. Je-li však s malé, konver­
guje řada vlevo špatně, zato řada vpravo konverguje velmi rychle. 
Rovnice (127) dává nám tedy prostředky ke studiu důležité 
funkce ů(s) pro malé kladné hodnoty s. Důkaz rovnice (127) prove­
deme větou 188; ježto jde o nekonečnou řadu, musíme přitom pro­
vésti ještě příslušnou limitní úvahu. Pro celé q > 0 dostaneme z věty 
188 (pro a = -q)l=l,n = 2qi f(x) = e"^718)37) 

(129) 2 ' e~k'™ = h~x%™dx + 2 2 /e_a?,7r*oos 2kizxdx -
k=-q -q k=l-q 

Užijeme-li známé hodnoty (integrand je funkce sudá) 

(130) / e~^9 aos2hzxdx = I/— e~*'T 

- 00 

(viz kap. VII, § 8), vidíme, že pravá strana v (129) má hodnotu 

wJ-«e "-A-
kde 

(131) AQ = 2 / e - * w dx + 4 f / V f ' w cos 2knx dx . 
Q k = íq 

Dokáži-li, že lim Aq = 0, bude tím (127) dokázáno, neboť levá 
q—>-oo 

+ 00 

strana v (129) má pro q -> co limitu 2 &~k'Ki-
k = - oo 

Píši-li 
+ 00 

(132) Bqk = f e-**™ cos 2knx dx , 
Q 

í 7 ) Značka E' značí, že oba krajní cleny součtu (pro k = — q a pro k = g) 
jest opatřiti činitelem J. 
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obdržím integrací per partes pro celé k > 0 
+ 00 

US3) £4>i = [ ? ^ ^ ^ ] ?
+ V | | a ; e - ^ 8 i n 2 ^ d a ; . 

Ježto q, k jsou celá kladná, je první člen vpravo roven nule. Jest 

(ze-*™) = e-*"™(l — 2xhzs); 

předpokládáme-li tedy q2 > j j e fu nkce xe-*'™ klesající v <g, 

+ oo), takže 2. věta o střední hodnotě (viz (71) na konci kap. V) 
, dává pro q' > q 

i ?' í ae-*™ (134) I Jxe-*'™ sin 2knx dx\ = \qe~«%™ J sin 2Jbua; dz\ <! • . ; 
q q fCTZ 

užijeme-li (134), obdržíme limitním přechodem q' -> oo ze (133) 

i-vi <.£«•-*».£. 
a tedy podle (131) 

I--.I <= 2 / V-**' <& + - ffe-«**». f 1 
g 7C J f c ^ l K 

pro g > I/-—, takže vskutku lim Aq = 0. 
|r 27C5 g-^co 

C v i č e n í 

1. VStu 188 lze ponČkud zobecniti takto: Budiž a * £x, Z > 0, — oo < a < 
< P < + oo. Nechť funkce / má konečnou variaci v <«, £>. Potom jest 

2' \(f(a + «-)+/(«» + » + ) ) -
*.<a+«<0 

(135) ? m £ 

= y / /(*) d* + y 2 / /(*) cos K- 1 áx . 

a a 

Přitom se sčítá přes ona celá k, pro něž je a <I a + kl <̂  # Čárka u 2 pak značí: 
je-li a tvaru a + kl, je příslušný člen součtu \f(a + ) ; podobné, je-li /? tvaru 
a + H, je příslušný člen £/().? —). Návod: Položíte f(x) = 0 vnč intervalu 
<a, 0> a užijete vČty 188. 

511 



2. Věty 188 užíváme i při dvojnásobných, trojnásobných, ... součtech. 
Vezměme jeden příklad. Pro x > 0 budiž A(x) počet mřížových bodů (t. j . bodů 
[u, v] s celočíselnými souřadnicemi u, v), jež leží v kruhu u* -f- v* 5_ x; přitom 
mřížové body na kružnici bereme pouze 8 vahou \ a mřížové body [úzy x, 0], 
[0, db yz] (jestliže yx je celé číslo) dokonce s vahou \. Ukažte: 

+ oo / +oo \ 

(136) A(x) = 2 ( 2 / / c o s 2 o 7 W c o s 2b7ZV d M d t , | • 
b = - oo \c = -oo uM+vt<.x I 

Přitom nechť 2 cn značí --1-1 2 c*# 

n == — oo m—J-OO n -» — m 

Návod: Lze také říci, Že event. mřížové body [ __ y #, 0] počítám s vahou nula, 

body [0, __ y.r] s vahou J. Položme 9>(t>) = 2 ' * P r o v * -r y#>38) 
|m|<Kíř-V 

9>(_= |/-c) = 0; potom zřejmě A(x) = 2 ' 9?(n)* 
ln|<|/ř 

Dvojím užitím věty 188 (nejpohodlněji ve tvaru cvič. 1) obdržíme39) 

+ oo \x-v* - +00 т«.» -* — V | T « -

(137) <p(v) = 2 / c o s %aҡu du = — 2 
in 2aтс ! x — v1 

sin 

a = - o o «* 

pro v1 < x (a zřejmě i pro v8 = x), 

+ oo V.ř~ +oo y.r-r" 
(138) A(a;) = 2 / ( 2 / cos 2a7rw cos 26TTV dw) dv . 

b = -co _ y — a = - o o _yx~rv~* 

UŽijeme-li na poslední výraz v (137) odhadu (91) z § 6, příkl, 1, vidíme podle 
věty 65, Že můžeme zaměnit pořadí symbolů 2 » / dv; tak dostanete (136). 

a 

Vzhledem k tomu, Že integrály v (136) jsou sudé funkce a, b, j e patrno, že 
+ » 

součty 2 cn -d© lz© pojímati i v obecnějším (a obvyklejším) smyslu jakožto 
n = - o o 

00 00 

2 C n+2 C -n-
n-=0 w = l 

Všimněte si, že člen s a = 6 = 0 v ( 1 3 6 ) dává právě obsah kruhu nx; ostatní 
členy mají význam jakýchsi členů korekčních. 

8 8) Označení je jasné: jde o S ' /(wi), kde f(ť) = 1 pro všechna t. Číslo 

x > 0 je pevně dáno. 

S9) Znak 8m(XP nechť pro 8 = 0 značí číslo a. 
P 
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§ 8. Aproximace funkcí polynomy a trigonometrickými polynomy. 
Vraťme se opět k Fourierově řadě. Budiž / funkce konečná a spojitá 
s periodou l > 0. Budiž 

n 2fc7Ti 

(139) sn(x) = ^ c * e l * 
* ~ n 

částečný součet její Fourierovy řady. Pišme Dn(f) = Max \f(x) — 
- 0 0 < * < +00 

— «n(#)|« Jestliže nadto má / variaci konečnou v <0, Z>, víme z věty 
185, že sn(x) konvergují k f(x) stejnoměrně v (-— oo, + oo), t. j . 
že limDn(/) = 0. Ale jak rychlá je tato konvergence? Na to dává 

n-»oo 

jistou odpověd tato věta: 

Věta 189. Nechť f je funkce s periodou l > 0, jež má v <0, Z> abso­

lutní spojitou derivaci řádu p ^ 1. Potom je cn = o ( - ^ 1 - c_n = 

= ° (é^j' Dn{f) = ° ( i ) pr° " ^ °°> n* N> '• h 
(140) lim n»+1cn = lim n»+1c_n = 0 , lim n* Dn(f) = 0 

n-»oo n->oo n—•oo 

(symbol o byl zaveden v D II, kap. VI, § 13 a znovu připomenut 
v kap. VII, § 1, pozn. 7). 

Důkaz. Substituce x = — t převádí periodu l na periodu 2n; 

stačí tedy předpokládati l = 2TZ. Podle věty 185 je 

• f(x) = Um 2 c*eI*x • 
n->oo k = -n 

27T 

Užijme na ck = — I/(x) e-,fcc <Lr věty 99 (integrace per partes, 
o 

(P + 1)-krátě opakovaná); závorka [ ]gw se itovná nule následkem 
periodičnosti, takže 

2TT 

( 1 4 1 ) C*=2^i^/^ + 1 ) ^ e " , t e d a : ; 

o 

613 



ježto / ( p + 1 )
€ L(0, 2n) (neboť je to derivace absolutně spojité funkce), 

má integrál v (141) limitu 0 40) pro \k\ -> -f co podle věty 181. Budiž 
e > 0; potom existuje n0 tak, že \ck\ < e^-*-1 pro |.fc| >̂ n0. Pro 
n ^>n0 je tedy pro všechna x e £x 

ao 

|/(;r) — sn(z)| < 2 e 2 &~~p_1 < 2 É I W " 1 du = — n~* ; 
*=n + l J V 

n 

odtud plyne i druhý vztah (140). 

Podobně pro algebraické polynomy: 
Věta 190. Necht funkce f má v intervalu <a, b} absolutní spojitou 

derivaci rádu p-tého (p >̂ 1). Potom existuje posloupnost polynomů 
P 0 , Pl9 P 2 , ... tak9 ze polynom Pn je stupně nejvýše n-tého a že 

(142) Ma,x\f(x)-Pn(x)\=ol±\ 
a<x<b \nvl 

pro n -> co, ne N.41) 

P o z n á m k a 1. Než přistoupíme k důkazu, dokažme tuto drobnost: 
Je-li g(x) funkce absolutně spojitá v <—-1, 1>, je „složená" funkoe 
^(cos 6) absolutně spojitá v <—-TZ9 7r>. 

Důkaz. Budiž e > 0; potom existuje <5 > 0 tak, že42) 

( - 1 ^ y9 <: x9 £ yv-i <xv-1<L...£yL<x1<Ll9 

( 1 4 3 ) Í (x€ - y,)< í) => 2 \g(Xi) - g(yd\ < e. 
i = l i = l • 

Je-li nyní 

v 
0 ^ <fi < Wi ú • • • ^ <rVi < V*-i ^ <Pv < V>v ú « > 2 (v< — ?><) < á , 

i = l 

a položíme-li cos 9?, = xiy cos yť -= yť, je x{ — y{ = sin f. (y>i — <p<) 
(9?, < £ < v», tedy 0 < sin f < 1), takže je splněna premisa v (I43) 

4 0) T o dává již první rovnici (140). 
4 1 ) Levá strana je funkcí čís la n. 
4 a ) Ježto cos © j e v <0,rc> klesající, hodí se mně t o t o číslování. 
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a tedy i její závěr, t. j . Y |^(cos y){) — ^(oos q>t)\ < e. Tedy je <7(cos 0) 
i^\ 

a. s. v <0,7c> a ježto je to funkce sudá, je zřejmě též a. s. v <—7r, 0>. 

Poznámka 2. Provedeme-li pro n e N, 0 € K umocnění v rovnicích 
e ± n i e = ( e ±W)^ t . j . 

cos n0 ± i sin n© = (oos 0 ± i sin 0) n , 

sečteme-li tyto dvě rovnice a užijeme vztahu sin2 0 = 1 — cos2 0, 
obdržíme 

oos 710 = cosn 0 + I g j cosn"2 0 (oos2 0 — 1) + 
(144) M

 W 

+ y\ cosn-4 0 (cos2 0 - l)2 + ... 

(pokračuje se tak dlouho, pokud se neobjeví záporný mocnitel). Tedy 
oos n& je polynom stupně n-tého v oos 0; koeficient při oosn 0 jest 

1 + fc) + (4) + ... = 2"-1 pro n > 0. «) 

Definuji-li tedy polynomy ÍTn rovnicemi 

T0(s) = 1, Tn(x) = i (zn + (g) ^ ( s 2 - 1) + 
(145) , , * * W 

+ L I ^ - ' ( x 2 - l)2 + ...I pro n > 0 , 

je koeficient při xn roven jedné a pro každé komplexní 0 je 

oos (00) = T0(cos 0 ) , cos (n6) = 2n--Tn(cos 0) pro n = 1, 2,3, ... 

S těmito polynomy se setkáme ještě později (kap. XIV, § 9, Čebyše-
vovy polynomy). 

Důkaz věty 190. Stačí vyšetřovati případ a = — 1, b = 1 (na 
který se dají ostatní případy převésti substitucí x = i(b + o) + 

4 S) To plyne sečtením obou rovnic 

ti ± u- - 1 ± (T) + (3) ± (5) + (í) ±... 
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+ b(b — a) O- Položme F(0) -= /(cos 0), což je zřejmě sudá funkce 
s periodou 2n. Derivace F{p)(0) je polynom ve výrazech sin 0, cos 0, 
/'(cos 0), ..., fp)(coa 0) (derivuje se podle pravidla o složených funk­
cích). Tedy (pozn. 1) je F{p\Q) a. s. v <— TC, TT> (neboli v <0, 27r». Je-li 
Sn(0) částečný součet Fourierovy řady funkce F9 je (věta 189) 

(146) Max \F(0) - Sn(0)\ = o (-M . 
- 00<©< + 00 V7* / 

Napišme Sn(&) ve tvaru (1) (s kosinusy a sinusy); ježto je F sudá, 
n 

vypadnou sinusové členy a obdržíme Sn(0) = \A0 n + yAk n cos k0; 

toto lze podle pozn. 2 psáti 

(147) Sn(0) = fcktnoo8*0. 

Budiž nyní — 1 <̂  a ^ 1; existuje tedy 0 (0 ^0 ^n) tak, že x = 
= cos 0, tedy .F(0) = f(x) a z (147) plyne 

F(0) - Sn(0) = f(x) - Pn(x), 

kde Pn(a:) = Y C* na;*. Odtud a z (146) plyne (142). 
*=o 

Otázka, jak dobře lze danou spojitou funkci aproximovati poly­
nomy, po případě — když je periodická -— trigonometrickými poly­
nomy, je jednou ze základních otázek t. zv. konstruktivní theorie 
funkcí. Tato nauka byla založena Čebyševem; vedoucí postavení v ní 
má dnes škola sovětská, vedená akademikem Bernštejnem. Věty 189, 
190 lze ještě podstatně zlepšit — zostřit i zobecnit. 

§ 9. Spojitá funkce s divergentní Fourierovou řadou. Funkce, ma­
jící konečnou variaci v <0, 27c>, mají podle věty 185 konvergentní 
Fourierovu řadu. Mezi funkce s variací konečnou patří mnohé funkce 
spojité, i některé funkce nespojité. Vzniká tudíž otázka, zda snad každá 
konečná spojitá funkce má konvergentní Fourierovu řadu. Odpověď 
je záporná: Sestrojíme funkci F(x) o periodé 2n, konečnou a spojitou 
v (— oo, + co), jejíž Fourierova řada je divergentní pro x -= 0. 
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K tomu cíli definujme pro každé přirozené n trigonometrický poly­
nom fn rovnicí 

. . v 1 , cos x , cos 2x , 
/«(*) = ~ + r + s + ... + 

n n — i n — z 
cos (n —- 1) x cos (n + 1) x cos (n + 2)x cos 2na? 

+ í í 2 "' n ' 
Pravá strana je podle pozn. 5 v § 6 Fourierovou řadou funkce /n. 
OznaČím-li smn(x) součet prvních m + 1 členů Fourierovy řady 
funkce fn(x)y je zřejmě 

n 

«-..(0) ^ 0, «B.B(0) = i + -^-r + ... + 4 + T > í v = ^ n ' 
(148) n n - 1 2 1 J x 

Jest 

/n( )̂ = 2 l ( c o s ( n "" *) x "" c o s (w + t) *) = 2 sin nx 2 — ? ; — > 
Jt = l fC * = l Á5 

takže jest podle (91) \fn(x)\ ^ 2 + 4rc. Řada 

(149) 'W = Íi.W*) 
n = l ™ 

je tedy stejnoměrně konvergentní v (— oo, + oo); funkce F je tedy 
spojitá v (— co, + oo) a má periodu 2n. Podle pozn. 3 v § 2 dostanu 
Fourierovy koeficienty funkce F tak, že sečtu příslušné Fourierovy 
koeficienty jednotlivých členů řady v (149). Značí-li tedy sm(x) součet 
prvních m + 1 členů Fourierovy řady funkce F, jest 

00 j 

(?) = 2 ~i • *~. 2"'(Я) 
i = l W 

a tedy speciálně podle (148) 

*2-(0) ^ - ^ «2-.2-(0) > - ^ lg 2-' = m lg 2 . 
TTt TTlř 

Posloupnost 8X(0), 88(0), ... nemůže tedy být konvergentní, takže 
Fourierova řada funkce F je pro x = O divergentní. 

Tento velmi jednoduchý příklad pochází od Fejéra. 
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§10. Metoda aritmetických průměrů (věta Fejérova). Budiž 
80, 8X,... nějaká posloupnost konečných čísel; položme 

*• ^ Í T + 1 (8° + 8i + ••• + *»)' 

Víme toto (DII, věta 29): Existuje-li konečná lim8n, existuje též 
n-+oo 

lim an a obě limity jsou stejné. Může se však státi, že druhá li-
n-*oo 

mita existuje, i když první limita neexistuje. Této „metody aritme­
tických průměrů" užijeme nyní na Fourierovy řady. 

Věta 191. Budiž /c Tfin). Budiž 8m(x) součet prvních m + 1 členů 
Fourierovy fady funkce f v bodč x; položme 

(150) om(x)=—±— 2 sk(x) (m = 0, 1, 2 , . . . ) . 
m -f- i k=o 

Potom platí: 

I. Je-li x bod takový, Ze existuje konečná 

(151) M m / ( * + 0 + / ( * - < ) = J ) 

jest 
lim am(x) = A . 

m-*oo 

II. Je-li f(x) konečná a spojitá v (a, 6> a mimo to ještč spojitá zleva 
v bodč a a zprava v bodČ b, je pro každé x e (a, 6> 
(152) lim am(x) = f(x), 

m-+co 

a tato konvergence je stejnomčrná v (a, 6). 
Všimněte si, že se na rozdíl od pouhé spojitosti v <a, 6> předpokládá 

,,oboustranná" spojitost i v krajních bodech a, b. 
P o z n á m k a 1. Z tvrzení I plyne: Existují-li v bodě x konečné 

limity f(x +) , f(x —), jest 
(153) Um am(x) = \(f(x + ) + f(x - ) ) ; 

m-+co 

je-li tedy speciálně funkce / spojitá a konečná v bodě x, jest 
(154) lim am(x) = f(x) . 
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(Naproti tomu, jak jsme zjistili v § 9, nemusí v tomto případě existo­
vati konečná lim sm(x). Vidíte, že aritmetické průměry am(x) dávají 

m-*oo 

výsledky úplnější než 8m(x).) 
Poznámka 2. Než přistoupíme k vlastnímu důkazu, odvodíme 

vzorec pro am&). Vyjdeme ovšem ze vzorce (29) pro 8m(x). Jest 
™ ft(2m+2)iť _ 1 ft(2m+2)it _ 1 

y e(2k+w _ G i t e x _ ? t -
*éo ~ e21í - 1 ~~ 2i sin t * 

srovnejme imaginární části: 

v ' t-o 2sinť siní 
Z (29) plyne pak užitím vzorce (155) 

}7t 

<156> *•»<*> - whr* /(/(* +2t) +t{x ~2t)) ^ I t 1 1 ^ 
o 

Pro f(x) = 1 jest 8m(x) = 1 (m = 0, 1, ...), tedy též am(x) = 1, t. j . 

(157) * _ . f(^<» + M'd«. i . 
v ' (m + 1) TC J \ sin / / 

o 
Důkaz věty 191. Pro libovolné x a libovolné A jest podle (156), 

(157) 
(158) am(x) -A = am(x, 6) + rm(x, d), 
kde 
, , . M am(x,d) = 
(159) 4 

- whr* /«•+*>+ «• - a> -2"> ( - - £ í - - T * • 
0 

*7t 

(160) rm(x9 d) = ( | | > ^ 1 ) 7 C J". • • (týž integrand jako v (159)); 
Č 

přitom d může býti jakékoliv reálné číslo; budeme vždy voliti 0 < 
< d < \K. 
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Ze (160) ihned plyne 
i* 

'*•<*• á )" š (w.. + l),cBÍnM / ( | / ( * + *>' + lfiX ~ 2 ť ) | + W * ' 
0 

tedy (substituce x ± 2f = t; a využije se potom periodicity) 

M* 'I - (ÍTW»(Š / " w ' d " +1" 1 ') " 
(i«i) 

= í5rTWsfe/"w'd" + w ) -
0 

Budiž předně x takové číslo, že existuje konečná limita (151). Budiž 
e > 0. Zvolme ó e (0, $n) tak, že 

(162) 0 < t < d => |/(a? + 20 + /(a; - 20 - 2A\ < e . 

Toto <$ podržme pevné. Podle (159), (157) je potom pro každé m 

o 
Ze (161) je pak patrno, že existuje m0 tak, že pro m > m0 je |Tm(a?, <5)| < 
< $e. Odtud a ze (163) plyne tedy (viz (158)) \am(x) — A\ < e pro 
m > m0; tím je dokázáno tvrzení I. 

Budiž za druhé / konečná a spojitá v <a, 6> a mimoto ještě spojitá 
zleva v bodě a a zprava v bodě b. Máme dokázati, že je 

lim (am(x) — f(x)) = 0 stejnoměrně v <a, 6> . 
m->oo 

Užijeme opět vzorců (158), (159), (161), kde klademe A = f(x). 
Funkce / jest omezená, t. j . \f(x)\ ?g K pro a ^ x ^ 6 , takže 

2TT 

( 1 6 4 ) M* ó)l ̂  ( ^ T W a ( i / !'<•>!dv + * 
0 

pro všechna x e <a, 6>. 
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Budiž e > 0. Existuje dx > 0 tak, že 

(165) (a ^ u á v ^ 6, |« - vf < í2) => |/(u) - f(v)\ < \e 

(stejnoměrná spojitost). Následkem spojitosti v bodech a, 6 existuje 
dále d2 > 0 tak, že 

(166a) (|« - a| < 6t, \v - a\ < ó%) => |/(w) - f(v)\ < | e , 

(166b) (|u - 6| < óf9 \v - 6| < <52) =» \f(u) - /(»)| < | t . 

Položme 6 = \ Min (ól9 dt). Potom je patrno toto: Je-li xe(a, by, 
0 < t < d, je buďto x +2te <a, 6> nebo 6 < s + 2 * < 6 + < 5 £ a tedy 
x > 6 — ót; v obou případech je podle (165), (166b) \f(x + 2t) — 
— f(x)\ < $e; podobně vyjde \f(x — 2t) — f(x)\ < £e. T. j . dostali jsme 
číslo 6 > 0 takové, že 

(a ^ x ^ 6, 0 < * < ó) => \f(x ± 2t) - f(x)\ < ie . 

Potom podle (159) (kde klademe A = f(x)) a podle (157) je 

(167) \am(x, 4)| < i* 

pro všechna x c <a, 6> a všechna m. 
Ze (164) dále plyne: Existuje m0 tak, že pro m > m0, X€ <a, 6> je 

\rm(x, ó)\ < \e a tedy podle (167), (158) též \am(x) - f(x)\ < e, čímž je 
dokázáno i tvrzení II. 

Podotkli jsme již, že průměry am(x) dávají úplnější výsledky než 
částečné součty sm(x). Tato výhoda spočívá především na tom, že či­
nitel (sin (m + 1) t: sin 0 a v (156) je nezáporný, kdežto činitel 
sin (2ra + 1) t: sin t v (29) mění — při velkém m — velmi rychle své 
znamení. 

Podotkněme ještě toto (viz D II, věta 29): existuje-li44) lim8m(a;), 
existuje i lim am(x) a má touž hodnotu. Tedy: jestliže u funkce / c T(27t) 
existuje limita44) (151), potom je lim am(x) = A a tedy limsm(a;) je 
buďto rovna A nebo vůbec neexistuje.44) 

él) Minim tec! konečné limity. 
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C v i č e n í 

1. Zjistěte, že pro 0 __ r < 1, v c E_ je 

1 - r » 
i + Z. ** c o s &v = _7 
* *£_ 2(1 - 2r cos v + r1) 

(nejsnáze jako reálnou část geometrické řady). Při pevném r je konvergence 
stejnoměrná vzhledem k v v oboru (— oo, + oo). 

2. Budiž / c T(2TC), 

00 

(168) f(x) « _a0 + _> (ak cos fa? + bk sin fcc) . 
*=-i 

Ježto lim ak = lim bk = O, je pro O __ r < 1 řada 

00 

(169) g(x, r) = £a0 + 2 í0**"* c o s *» + &*** s i n **) 
* = i 

konvergentní a to při pevném r stejnoměrně vzhledem k a?e(— oo, + oo). 
Napíšete-li místo akt bk vzorce (18) (ale s mezemi x — TT, X + 7t), dostanete 

i r °° 
(170) _!(«, r) = - / /(O (_ + 2 •* c o s *(* ~ »» d ř 

w J * - l 
* - 7 T 

(musíte ukázat, že tuto řadu lze integrovat Člen po Členu). Dosadíte-li podle 
cvič. 1, dostáváte (stále pro 0 5_ r < 1) 

X + 7T 

*-. r) - i- f m 1__J.7/_, ) + >- * 
ii 

x-ҡ 

<1 7 1> i -

w_ + 2<) + л_ - щ ^ _ J ^ + ,̂ di 
0 

Je-li /(a?) = 1 pro každé xt je i g(x, r) = 1 a tedy 

_7T 

r» íf_i 
ÏÏ J l - 2 r ( 

d* = 1 
• cos 2t + r* 

o 

Integrál v (171) se nazývá P o i s s o n o v ý m i n t e g r á l e m . 
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Jestliže řada v (168) má pro jisté x konečný součet .A, je podle Ábelovy věty 
(D II, veta 236) 
(172) lim g(x,r) = A . 

r->l-

Ale limita v (172) může existovati i jindy. Vyšetřujme to. Činitel <p(r, t) — 
1 1 — Y1 1 

má jtodobné vlastnosti jako činitel w 1 — 2r cos 2t -f r* (m -f 1) n 

(8in(m-f 1) A 1 

• 1 v (156) (tam šlo ovšem o limitu m -*oo, zde jde o r -> 1 — ) . 
sin t I 

Speciálně (pro 0 <Z. r < 1) je <p(r, ť) > 0 a pro 0 < <5 < %n je 

( 1 7 3 ) y ( r '^K(l- 2 ' 0
+ os r 2 ď + ^ ) ( 1 - r ) P r ° * - - « - Í Í - . 

tedy <p(r, t) < G(l — r), kde C závisí jen na d (ani na r € <0,1) ani na < « <<5, £ * » . 
Zcela obdobně jako v důkazu věty 191 můžete nyní dokázat toto: Budiž / c T(2TC). 
I . Nechť pro jisté x existuje konečná limita (151); potom platí (172). II. Nechť 
/ je konečná a spojitá v <a, 6> a mimo to ještě spojitá zleva v bodě a a zprava 
v bodě b. Potom je 

lim g(x, r) = f(x) 
r—1-

8tejnoměrně v <a, 6>. 
3. Integrál (171) má význam v teorii harmonických funkci. Funkce F(£, TJ) 

dvou reálných proměnných se nazývá h a r m o n i c k o u v otevřené množině G, 

je-li spojitá v G a je-li ---T-- -f- ------- = 0 v každém bodě [£, rj] c G. Položíte-li 

£ = r cos x, rj = r sin x, g(x, r) = F(£, TJ),**) kde g(x, r) je dáno rovnicí (171) 
(neboli (169)), zjistíte snadno, že F(£, rj) je harmonická v kruhu £ * + rj% < l . a ) 
Integrál (171) dává tedy při dané funkci f(x)c<P(2n) funkci F(£, rj), jež je har­
monická uvnitř jednotkové kružnice a pro kterou na př. platí lim F(r cos x, 

r-*i-
r sin x) = f(x), je-li funkce / spojitá v bodě a?.47) Ukažte (z tvrzení II) : Je-li / 
nadto spojitá v (— oo, -f- oo), a definuji-li funkci F(£, rj) pro £% + V* = 1 rov­
nicí .F(cos x, sin x) = f(x), je ta to funkce spojitá v u z a v ř e n é m kruhu {* + 
+ V1 _ 1- Jinými slovy: Integrál (171) řeší tu to úlohu: Nalézti funkci F(£, rj), 
spojitou v kruhu £ * -}- rj% ̂  1 a harmonickou uvnitř tohoto kruhu, jež na kruž­
nici £' -f rj% = 1 nabývá předepsaných hodnot .F(cos x, sin x) —• f(x), za před­
pokladu, že funkce / (periodická s periodou 2-n) je spojitá v (— oo, + oo). 

4 5) Geometrický význam: r, x jsou polární souřadnice bodu [£, TJ]. 
a ) Snadno zjistíte, že v (169) lze parciálně derivovati kolikráte chcete podle x 

i podle r Člen po členu, a že ty derivace jsou spojité pro 0 _ r < 1. 
A1) Obecněji: limita vlevo je rovna lim \(f(x -f t) -f f(x — t)), pokud ta to 

limita existuje. i->0+ 
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§11.*Fourierův integrál.* Než uvedu problém, kterým se budeme 
zabývati, provedu malou heuristickou úvahu,48) která nám naznačí, oč 
jde a jaký výsledek asi můžeme očekávati. Méjme funkoi f(x), o které 
pro jednoduchost prozatím předpokládejme, že je spojitá v (— oo, 
+ oo) a že má konečnou variaci v každém omezeném intervalu. Choe-
me-li pro nějaké kladné l rozvinouti funkci / v intervalu (— \l, \l) 
v trigonometrickou řadu o periodě Z, sestrojíme Fourierovu řadu pro 
funkci o periodě Z, jež v intervalu (— \l, \l) splývá s funkcí /. Tato 
řada má tvar 

(174) iaQ + 2, («* cos --— x + bk srn —j- x\ , 

i- V 

(175) ak = j ff(t)cos^tdt, bk = j ff(t)mn^-tdi. 

-li -v 

Podle věty 185 je pak součet této řady pro — \l < x < \l vskutku 
roven f(x)y t. j . 

(176) f(x) = \ / / W ^ + H T ff(t)cos^(t-x)dt. 

Abychom dostali vzorec platný pro každé a;, proveďme limitní 
+ 00 

přechod l -> + oo, předpokládajíce, že / \f(t)\ dt konverguje, takže 

v (176) vpravo má první člen limitu 0. V řadě 2 vystupují hodnoty 

2lcn funkce cos v(t — x) pro hodnoty v = —j— (k == 1, 2, ...); každé dvě 

2n po sobě následující z těchto hodnot se od sebe liší o ---. Dá se tedy 

očekávati, že pro l -> + oo bude pravá strana míti za limitu integrál 
a že rovnice (176) přejde v 

48) Tak nazýváme úvahu, která nám dává tušiti výsledek, po případě cestu 
k němu. Po ní musí následovati ovšem přesná formulace výsledku a jeho důkaz. 
Přesto bývá taková heuristická úvaha cenná, ježto ukazuje cestu; přesné pro­
vedení bývá už někdy — ne vždy! — jen věcí rutiny. 
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+ 00 

(177) f(x) = ì J | j f(t) cos v(t - x) dťj dv 

Jde nyní o to, dokázati vskutku tuto rovnici, po příp. ukázati, za 
jakých předpokladů platí. 

Poznámka 1. Nechť a e Ex a nechť funkce / má konečnou variaci 
v <a, by pro každé konečné 6 > a. Budte v(x), p(x), n(x) variace 
(totální, positivní a negativní) funkce / v intervalu <a, s>. Je v(x) = 
= p(x) + n(x), f(x) = (f(a) + p(x)) — n(x). Jestliže v(x) je omezená 
v <a, + oo),49) budeme říkati, že / má v. k. v <a, + oo); / je potom 
rozdílem dvou neklesajících funkcí f(x) = <px(x) — <p2(x), omezených 
v <a, + oo). Je-li jnimo to lim f(x) = O, lze funkce <pl9 <p% voliti tak, že 

též lim <px(x) = lim <p2(x) = O (neboť existuje konečná lim <px(x) = 
= Um <p2(x) = c, a stačí psáti f(x) = (<px(x) — c) — (<p2(x) — c)). Po­
dobně pro interval (— oo, a>. 

Poznámka 2. V celém tomto paragrafu budeme předpokládati, že 
funkce / je reálná a že nastává jeden z těchto případů: 

/. / c t ( - oo, + oo). 

//. / c L(— H} H) pro každé konečné H > 0; mimo to je lim f(x) = 
a?—*- -h oo 

= lim f(x) = O a existuje konečné H0 > O ta.fc, že f má variaci konečnou 
Z-+- 00 

v <# 0 , + oo) i v (— oo, — H0>. 

Případ I je příliš úzký; v aplikacích je leckdy důležito míti k dispo­

sici případ II. Na př. pro f(x) = ., nenastává případ I, ale 

nastává případ II (někdy také nastává I, ale nikoliv II; viz cvič. 9). 
Důkazy jsou v případě I mnohem jednodušší; čtenář, kterému tento 
případ postačí, může v následujícím vždy vynechati to, co se týká 
případu II. 

*•) Potom i p(x), n(x) jsou omezené. 
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1. pomocná věta. V případe I jsou integrály 
+ 00 + 0 0 

(17 fy / f(u) cos vu áu , / f(u) sin vu du 
— oo _ oo 

spojité funkce proměnné v v (— oo, + oo). 

Důkaz. 5 0) Integrand je při pevném u spojitou funkcí v; „integra-
bilní majoranta" je \f(u)\, takže lze užíti věty 107. 

2. pomocná věta. Budiž d > 0. Potom v případě II integrály 
R" H" 

(179) / f(u) cos vu áu , / f(u) sin vu du 
H' w 

konverguji pro Hr -> + co, H" -> + co i ;>ro -?'-> — co, i?" -> —- co 
i 7mfe, a fo stejnoměrně pro \v\ I> ó. Teáy (viz větu 114) ý̂ ou integrály 
(178)51) spojité funkce proměnné v v množině \v\ 2> <$. 

Důkaz. Budiž H0 < H' < H". Podle pozn. 1 rozložme / = <px — 
— 9>2 (<Pi nerostoucí, lim <Pi(x) -= 0, tedy <Pi(x) I> O);62) potom na př. 

S-+ + 00 

/ 9>.(̂ ) °°s tw du = 9?t(jr7') /cos ir# du , 
fl' H' 

což má prostou hodnotu < - ^ — - <. -Q—\ 
- H - 3 

Položme nyní pro 0 < _4 < + co, a; € £2 
A +co 

(180) -Ms) = — I I / f(u) cos v(u — x) du\ dv , 
0 - o o 

+ 00 +00 

(181) I(x) = —111 f(u) cos v(u — a:) du] dv , 
0 - oo 

kde vnitřní i vnější integrál mohou býti i zobecněné integrály ve 
smyslu kap. VIII (jejich konvergencí se teprve budeme zabývat). 

6 0 ) Při důkazech m o h u předpokládati, že / je v (— oo, + oo) všude konečná 
(neboť v obou případech je skoro všude konečná). 

6 1 ) Jsou to po příp. nevlastní integrály ve smyslu kap. VIII. 
61) V pozn. 1 byly <Pi neklesající. Ale stačí psáti / = (— q>z) — (— (px), a zde již 

menŠenec i menši tel je nerostoucí. 
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Věta 192. V případě I i II konverguje integrál (180) a má hodnotu 
+ 00 

T i \ l í u xsin.4(tt — x) IA(x) = -- I f(u)——K~——'dt* = 
TC J U — X 

- 00 

<182> 

-è/* sin At 
x + t) — — dł. 

Zde jde také po případě o zobecněný integrál. VSimněte si podob­
nosti integrálu (182) se vzorcem (28). 

Důkaz. P ř í p a d I. Podle Fubiniovy věty53) je 
+ oo A 

IA(Z) = — I I I f(u) cos v(u — x) dv\ du ; 
- oo 0 

vypočtu-li vnitřní integrál, dostanu (182).54) 

P ř í p a d II . Ten je podstatně obtížnější. Ježto bod v = 0 může 
podle 2. pomocné věty dělat obtíže, vyšetřujme napřed (pro 0 < a < 
<A) 

A +oo 

(183) Ia,A(x) = — I I / f(u) cos v(u — x) duj dv . 
a - oo 

Pro — o o < O < - B < + oo dává Fubiniova věta jako dříve 
A B 

I ( / f(M) c o s v(u — x) du\ dv = 

(184) 
a C 

B 

= Íf(u) Í8 І П A{U " X) 8ІП ӣ{U " Ж ) ] d* . 
J \ u — X u — x 1 
c 

*') 
+ 00 

/ / \f(u) cos v(u - x)\ àu dv ^A f |/(м)| dw , 
0<t><_á -oo 

- 00<tt< + 00 

takže Fubiniovy věty 74 lze užíti. 
i 4 ) Všechny integrály v (180), (182) jsou zde Lebesgueovy. 
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Rozepíši-li cos v(u — x) = oos vu . cos vx + sin vu. sin vxt vidím podle 
2. pomocné věty, že funkce55) 

(185) G(B, C, v) = ff(u) cos v(w — z) du 
c 

má pro 2? -> + co, C -> — co, v 4= Oza limitu funkci 
+ 00 

(186) H(v) = / f(u) cos v(w — z) du , 
- 00 

při čemž konvergence je stejnoměrná vzhledem k w intervalu <a, A} 
a funkce H(v) je spojitá a tedy omezená v <a, .4). Tedy také funkce 
G(B, C, v) je omezená v oboru B > Z, C < — Z, a ^v ^ A, volíme-li 
Z dosti veliké. Podle věty 10656) má tedy 

fG(B9 C, v) dv 
a 

(což je levá strana rovnice (184)) pro 2?-> + co, C -> — ooza limitu 
A 

fH(v) dv (přejde se k limitě ,,za integračním znamením"). Tím dostá-
a 

váme z rovnice (184) limitním přechodem 2? -> + co, C -> —-co 
A -foo 

I ( / ł(u) c o s *(** — *) d« I dv 

(187) a - oo 

+ 00 

= f /(«) ( 8 i n -*<« ~ *> _ 8 i n o ( í t ~ *>\ dít. 
J \ u — x u — x i 

Přitom vnitřní integrál vlevo i integrál vpravo mohou býti i nevlastní 
(ovšem integrály v (184) byly Lebesgueovy), kdežto vnější integrál 

A 

vlevo / je integrál spojité konečné funkce H(v) a tedy je to Lebes-
a 

gueův integrál. 
M) x je pevně zvolené Číslo; Q je spojitá funkce v (při pevných B9 C). 
M) Funkce Q(B, C, v) má totiž za „integrabilní majorantu" v oboru B > Z, 

C < — Z, a <Zv ^ A jistou konečnou konstantu. 
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/1QQ\ ľ il \ 8 І П * ( t t — X) Д 

(188) J / ( « ) — ц _ „ d« , 

Vpravo je integrál rozdílu; dokážeme-li, že pro 0 < a < + co kon­
verguje integrál 

, . sin a(u lu) — x 

můžeme rozepsati (187) podle věty 59 do tvaru 
-t- co -hoo 

T i \ l í II \ S Í n MU — X) A l C U \ S Í I 1 a(U — X) A 
Ia,A(X) = - I f(U) „ „. á U " ^ I f(U) „ „. dU' 
(189) "A U"X "A U~~* 
Konvergenci integrálu (188) dokážeme pak takto. Pro x _> H0 jsme 
již rozepsali f(x) = <px(x) — <p2(x); podobně pro x 5_ — H0 pišme 
f(x) = <p3(x) — <Pi(x), kde funkce q>3, <p% jsou v (— co, — .ff0> nekle­
sající, lim <Pi(x) = 0 (i = 3, 4), tedy 9\(z) ^ 0. Podotkněme, že 

.r-->- co 
+ oo z 

I ——dt konverguje; tedy funkce I —— dt jespojitáv (— co, + co) 
— 00 - 00 

a má konečnou limitu pro z -> —- co i pro z -> + co, takže je ome­
zená v (— co, + co). T. j . existuje c (0 < c < + co) tak, že 

i i 

/,л лч I ľвint , I . ГsІП £ ,  
(190) I —— dř ^ c , I —— dt 

I •/ * I I •/ * 

_Ş 2c pro y c Elэ z € Ex 

Pro i = 1, 2, # 0 ^H' <H" < + co je tedy 

/
, sin *(M — x) f f sin f 

•̂M ^ - . s d w = Vt(H ) / • • • = 9><(# ) / — dt; 
absolutní hodnota je nejvýše 2c <Pi(H') a to má limitu 0 pro H' -> + co. 
Obdobně pro i = 3, 4 a pro — co < H'' < H' < — i/0. Odtud plyne 
jednak konvergence integrálu (188) a za druhé (limitním přechodem 
H" -> + co) 

+ 00 

, , л ł ч \ ľ lt \ S - П *>(U ~ X) J (191) J /(ц) «-« dц £ 2c{9l(H') + ?2(#')) 
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a obdobně 

a\r\ /vlní nr\ 

£ 2c(<p3(- H') + 9i(- H')) 
/,.-.«x I C // v s i n (x(u — x) -(192) \J «U) , - « du 

pro 0 < oc < + co, H0 ^ H' < + co. 

Konvergencí integrálu (188) je dokázán vzorec (189). Proveďme nyní 
limitní přechoď oc ->0 + v integrálu (188). Budiž e > 0. Existuje 
jff' € (H0, + oo) tak, že pravé strany v (191), (192) jsou menší než Je. 
Toto H' podržme; potom je tedy (ježto |sin <x(u — x)\ ^ <x\u — x\) 

+ oo H' 

/

.. .8ÍTI<X(U — X) , 1 , r . . . ., , 

/M „ „ s d^ < 4£ + * J 1/(̂ )1 dw 

-oo - H ' 

pro každé <x e (O, + oo). Pro všechna dosti malá kladná oc je tedy pravá 
strana menší než e. Tedy (188) má limitu O pro oc -> O + . Přejdu-li 
nyní v (189) k limitě pro a -> O + , dostanu ihned (182). 

+ oo 

P o z n á m k a 3. Integrály / v (180), (181), (182) mohou býti ne-
- 00 

vlastní, ale integrály (s týmž integrandem) v libovolných k o n e č n ý c h 
A 

mezích jsou Lebesgueovy. Vnější integrál / v (180) může býti ne-
o 

A 

vlastní, ale integrál / pro libovolné ae(0, A) je Lebesgueův.57) 
a 

Můžeme tedy užíti definice z kap. VIII, § 1: Integrál I(x) v (181) kon­
verguje*8) tehdy a jen tehdy, existuje-li konečná lim IA(%), načež 

A-++ oo 

(193) I(x) = lim IA(x) . 
A-+ + co 

P o z n á m k a 4. Nechť nyní pro reálnou funkci / nastává případ I 
nebo II. Budiž dále dáno x € Ex a sestrojme funkci f19 která v intervalu 
(x — 7r, x + 7t> je rovna /59) a má periodu 2n. Zřejmě fx € L(a, b) pro 

6 7 ) Viz text za vzorcem (187). 
68) Může b ý t i ovšem nevlas tní . 
M ) OvŠem: v těch bodech, kde / je def inována. 
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každý omezený interval <a, b}. Sestrojme Fourierovu řadu pro funkci fx 

o periodě 2n. Pro její částečné součty platí podle (28)60) 

/,^.v /v 1 (a .v sin (m + \) t . 
(194) sm{x) = -Jf{x+t) | d n + « dl. 

- 7 T 

Tyto součty jsou definovány pouze pro celá m = 0, 1, 2, ... Připomí­
nám: Je-li a € Elf značí [a] největší celé číslo, jež není větší než a. 

Věta 193. Nechť pro reálnou funkci f nastává případ I nebo II. Budil 
x € Et. Přidríime-li se označeni pozn. 4, je 

(195) Um (IA(x) - sU](x)) = 0 . 
A-*+ oo 

Speciální tedy: I(x) (viz (181)) konverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li 
uvedená Fouríerova řada v bodě x, nacez I(x) je roven součtu této řady.*1) 

P o z n á m k a 5. To je naše hlavní věta; dá se jí užíti ovšem i pro 
komplexní funkci (rozkladem na reálnou a imaginární část). Integrálu 
I(x) se říká F o u r i e r ů v i n t e g r á l funkce / v bodě x. Na I(x) můžeme 
podle věty 193 užíti kriterií pro konvergenci a součet Fourierovy řady. 
Na př. má-li / variaci konečnou v jistém intervalu (x —- ó, x + 6) 
(ó > 0), je 

!(*) = \d(x +) + f(x -)) • 
Nebo: Existuje-li á > 0 a S e £ 1 tak, že 

Ó 

•|/(s + 21) + f(x - 2Q - 2S\ dt ľ 
o 

konverguje, je I(x) = S. 

Důkaz v ě t y 193. Budiž 0 < A < + oo a položme B = [A] + £, 
takže \B — A\£ \. Podle (182), (194) je 

IA(X) - SU](X) = KA(X) + LA(X) . 

•°) Pro — 7t < t < 7T je fx(x + ť) totéž co f(x + l). 
61) flíká se proto, že I(x) je ekv ikonvergentn í s uvedenou Fourierovou 

řadou. 
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kd 
- 7 C + 0 0 

(196) KAx) = -J- ( / + / / ( * + 0 ̂  - ) , 
oo 71 

7C 

z.^-v r / x 1 r_/ , ,v/sin_4£ sin_3f\ , , 
(197) _.(*) = - J /(_ + 0 ( — - jj-^-p) d# . 

- 7 C 

Máme dokázati, že lim KA(x) = lim 2̂ 1 (a;) = 0. Jest 
._->• +oo „ ->+oo 

sin _4ř sin 2ft sin At — sin 2ft . - , . / - -
+ sin 2?ř . * 2s in£t í " \ * 2s in£*/ 

= e(*, A) cos |(_4 + 23) t + a(t) sin i3*, 

kde (pamatujme, že 2? je funkcí A) 

g(t, A) = (2 sin \(A - B)t) : *, <r(0 = (2 sin \t - t) : 2* sin £* 
pro 0 < |*| <_ 7r, 

e(0, A) = limQ(t, A) = A - B , 
f-*0 

ÍT(O) = lim a(t) = lim (— - ,y3 + . . . ) : (*2 + . . . ) = 0 . 
í->0 í—>o 

Tedy je předně g(ty A) sgn (A — 2?) nerostoucí funkcí t v <0,7t> 
a tedy 

//(ЯJ + 0 ç(t, A) cos i(_4 + B) t dł = 
o 

= (_4 - Я) / /(* + *) cos \(A + B) t dt (0 __ rj £ тc) , 
o 

e 
a podobně pro / . Podle věty 181 je tedy 

- 7 C 

7T 

lim ff(x + t) Q(t, A) cos \(A + B) t dt = O . 
A-++ oo-TT 

Za druhé je a(t) omezená v < — iz, 7u> a věta 181 dává 

lim // (x + t) a(t) sin Bt dt = O 
— - • + 0 0 -JT 

a tedy 
lim L^(x) = O . 

_-++oo 
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V případě I je f(x + t).t~1e L(TT, + oo) ( a též € L( - oo, - rc)), takže 
podle věty 181 je lim KA(x) == 0. V případě II je pro 0 < A < + oo, 
H' ;> H0 podle (191) (substituce x + t = u)

ůt) 
+ 00 

/ 
W-x 

,. fñзiAt ,. 
/(* + *) —-— d< ^ 2etøi(Я') + Л (Я' ) ) 

Budiž e > 0; volme H' ^ H0 a současně Jí' > a; + 7u tak, že 
Žcfoř-ff') + 9>B(#')) < i*. Toto # ' podržme. Potom je pro 0 < A < 
< + co 

+ oo H'-x 

/

.. sin .4* 
/(Ж + t) ; dt 

t 
£ le +\ f fJP+Ř sin At át 

I J * 
7T 7T 

Zde poslední člen vpravo má limitu 0 pro A -.* + oo podle věty 181; 
pro dosti velká A je tedy levá strana menší než e. Tedy má levá strana 

- 7 U 

limitu 0. Podobně / (viz (192)) má limitu 0. Tedy i lim KÁ(*) = 0. 
- OO 4_»..fCD 

Cv ičení 

1. Věty 193 lze užíti též na integrál 
+ 00 fi 

ł/l/' (198) — I I I /(O cos v(t - x) át) áv 

o « 
8 libovolnými mezemi <x < /?; položíme prostě /(í) = 0 vně intervalu <<*» ,#>• 

2. Je-li / sudá, je integrál v (181) roven 
+ oo +oo 

- — / J i f(ť) cos vtdt) i (199) — I I I f(ť) cos vt át) cos vx áv ; 

o 0 
je-li / lichá, je tento integrál roven 

+ 00 + 0 0 

(200) — / ( I /W s i n v* dí I sin vx áv . 

0 o 

«») Vztahy (191), (192) platí vskutku v případě II. 
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3. Nechť / má variaci konečnou v každém intervalu <0, o> (pro každé 
+ 00 

a€ (0, + oo)); nechť / \f(t)\ dt < + co. Položme pro x > 0 
o 

+ 00 + 0 0 

(201) g(x) = I/— I f(t)coBXtdt, h(x) = I/— I /(*) sin a* dř. 

o o 

Potom je pro každé x > O 
+ 00 +oo 

(202) $(f(x - ) + /(* +)) = I/— / flr(ř) cos s* dí = I/— j h(t) sin xt dt .«3) 

o o 

Všimnete si symetrie rovnic (201), (202). 

4. Nechť / má konečnou variaci v každém omezeném uzavřeném intervalu. 
+ oo 

Nechť / |/(í)| dt < + oo. Položme 
- 00 

+ 00 

(203) g(x)= ~ f f(t)e~^dt; 
V-« J 

potom je pro každé xc (— oo, + oo) 

(204) \(f(x - ) + f(x +)) = - L lim fg(t) e"* dt. 
]/2n r - + oo J 

-T 

Návod: Integrand vpravo jest 

+ 00 00 

_-r__r I f(v) C08 <(» — v) d.V -\- r-_r_ I f(v) 8Ín ť(a; — V) dv , 
y27T J 1/27C J 

— 00 — 00 

a druhý sčítanec je lichá funkce t. Máme zde obdobnou symetrii jako v cvič. 3; 
výhoda je ta, že vzorec (204) platí pro všechna x (ne jen pro kladná); nevýhoda 

+ 00 

ta, že existence integrálu / není zaručena (viz cvič. 6), takže místo nčho musíme 
- 00 

T T 
psáti limitu integrálu / . LimitČ lim jF(x) dx se někdy říká,,hlavní hodnota 

_ T T~* + °° -T 
6 3) Pro x = 0 je první integrál /(O + ) , druhý je 0. 
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+ oo 
+ 0° + °° C x 4- 1 

integrálu f F(x)dx" a značívá se někdy f F(x) dx; na př. I da? = TC, 
— 00 - 00 J 

v. p. - 00 
+ oo v. p. 

kdežto I — Í — dx ovšem neexistuje. Tohoto (ne zcela ustáleného) označení 

- 00 

se užívá i v některých jiných případech, (v. p . = valeur principále.) 

5. Položme v cvič. 1 f(x) = 1 pro \x\ _\\y a = — 1, 0=1. Obdržíme pro 
reálné x: 

+ 00 1 + 0 0 

SIП V 
cos vx dv = 

V 

* f l C . 2 r 
— / I / c o s v(* — z) dtj dv -- — I 

o - i o 

{ 1 pro \x\ < 1 , 
£ pro \x\ = 1 , (T. zv. Dirichletův dískontinuitní faktor.) 
0 pro \x\ > 1 . pro 

6. Vezměme opět funkci f(x) z cvič. 5. Potom 
00 1 

I f(v) sin t(x — v) dv = I sin t(x — v) dv = — (cos í(a; — 1) — cos t(x -f 1)) . 

- 00 - 1 

Ukažte,64) že pro \x\ 4- 1 existuje integrál této funkce (integrační proměnná 
j e ť) od — oo do -f oo,65) ale pro \x\ = 1 Že neexistuje. 

7. Budiž a > 0; potom z cvič. 2 pro f(x) = e~ax plyne 

+ oo -f oo +oo 

i i 2 C l í \ 2a C cos vx 
e-a\x\ _ — i I cos a™ I e~ a ř cos ví díl dv = — / dv , 

n J \ J I n J a' + v* ' 
0 0 o 

+ oo +oo -f- oo 
. , , 2 f / . C . \ , 2 ^ v sin va? 

e~ai*i. sgn x = — | \s\iixv \ e~ai sm vt dt] dv =— | dv 
* J \ J I 7 u j a f - f v * 

0 0 o 

pro každé reálné x. Tyto integrály jsme již vypočetli v kap. VTII, § 6, příkl. 1 
(sgn 0 = 0). 

•4) x předpokládám reálné. 
65) A je potom ovšem roven nule. 
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8. PodobnS jako v cvič. 7 ukažte: Budiž 0 < a < + o o , 0 < 0 < + co. 
Potom jest64) 

+ 00 
r / . , , ,« . , . 0\ ( cos ocx pro \x\ < p, 

1 / /srn (a + v) B sin (a — v) 6\ - _ r "1 
_ I cos vx V JH + — dv= \ i cos aj_? pro |*| = p , 
TC «/ \ a + v <x-v I [ 0 | x | > o m Speciálně: 

+ 00 

т/ 

-t- co 

4/-

2a 
cos vx a1 —• v2 dv = 

cos aa? pro |a;| ^ — 
2a 

0 pro \x\ I> — . 
2a 

cos vа; dv = 

cos aa; pro \x\ < 

- | pro |Í_| = 

0 pro \x\ > 

7C 

a 

7C 

a 

7C 

a 

9. Položme f(x) = ! _ _ £ _ . potom lim F(<n, n + 1>; /) = 6. Pro / tedy 
x n-»co 

nenastává případ II- ale zřejmě nastává případ I. 
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