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KAPITOLA XITI
FOURIEROVY RADY

Je-li I & 0 koneéné redlné &fslo, fikdme, Ze funkoe f (jedné promén-
né) mé periodu I, jestliZe plati toto: Je-li definovédna hodnota f(£), je
definovéna i hodnota f(¢ + ml) pro kazdé celé m a je f(£ + ml) = f(&).

: b

Znak fe L(a, b) znad, jak vime, e Lebesgueilv integril [f(z) dz kon-

verguje. Je-li 0 < I < + oo, necht f ¢ P(l) znadi, Ze f mé periodu [ a Ze
fe L(0,1); v diusledku periodicity je pak fe L(a, b) pro kaZdou dvojici
1

a,b(— o0 <a <b< + ). Ufunkee f s periodou ! mé [f(z) dz tyi
0

£+
smysl jako [ f(x) dz pro jakékoliv & e E, (viz kap. VII, § 1, pozn. 4).
:

VSechny konvergentni integrily v této kapitole znadf Lebesgueovy
(neboli ,,absolutnd konvergentni‘‘) integrily, pokud nenf vyslovng
jinak fedeno. Pfipoust&ji se obecnd komplexni funkoe reélné pro-
ménné, pokud nenf jinak Fedeno; dikazy jsou provddény &asto jen pro
redlné funkce, jestliZe dikaz pro komplexn{ funkci se dostane prostd
sedtenim redlné a imagindrnf &4sti.

§ 1. Trigonometrické polynomy a Fady. BudiZ » celé, n => 0; a,, b,
komplexni éisla. Potom funkei (v oboru E,)

(1) ‘ T(x) = a-2° + kz (ax cos kx + b, sin kx)
=1

nazyvame trigonometrickym polynomem (o period$ 2=) stupnd
nejvys8e n-tého. Je-li aspoii jedno z &isel a,, b, rizné od nuly, Hkédme,
%e T je stupn& n-tého!). UZitim vztahi

cosz = j(e? +e-1?), ginz = 2% (e — e-12)

1) Zavedeni soufinitele } pfi a, jest oviem jen formalita; ale je udelnd pti
vypoltech. V pozn. 1 dokéZeme, %e funkei 7'(z) je moZno jen jednim zptsobem
vyjadFiti trigonometrickym polynomem o periodd 2.
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muzZeme 7' piepsati do tvaru
"
2 T(z) = co + > (cxe™ + c4e™'™),
k=1

(3) Co = 180, ¢ = $(ax — iby), c_r = }(ax +1ibs) Pro k> 0.
Trigonometricky polynom (1) je podle (3) stupné pravé n-tého tehdy
a jen tehdy, je-li aspoii jedno z ¢isel ¢, c_, rizné od nuly.

Poznémka 1. BudiZ (1) stupné n-tého;?) poloZime-li o' = z (tedy
z £ 0), miZeme podle (2) psati

l n
T(x) = P (co2m +;,Zl(ckzk+" + c_xz7¥tn)) =

. 1 n n 1 —k+n 1 k+n
“o (a3 Sl )
Je-li ¢, + 0, je prvni zdvorka polynom v zstupné 2n; je-li viak c_, +

#+ 0, je druhd zdvorka polynom v —i— stupné 2n. Tedy existuje nej-

vyse 2n raznych hodnot z, pro néz T'(z) = 0 (kde el = z2),

V kaZdém polouzavieném intervalu délky 2w leZi proto mejvyde 2n
riaznych hodnot z, pro které T(x) = 0, jeZto dvéma raznym hodnotdm x
takového intervalu odpovidaji dvé rizné hodnoty 2 3).

Odtud plyne, Ze funkei 7'(z), kters je trigonometrickym polynomem,
Ize vyjadfiti jako trigonometricky polynom jedinym zpisobem, t. j.
koeficienty a;, by, ¢, v (1), (2) a tedy téz stupeii polynomu jsou funkei 7'
jednoznadné urdeny. Je-li totiz pro vSechna z ¢ E, (nebo aspoii pro ne-
kone¢nd mnoho hodnot z, leZicich v omezeném intervalu)

a—E° + Z (ax cos kx + by sin kx) = % + Z (4; cos kx + B, sin kx) ,
k=1 k=1

je nutn& (prevedte vie na levou stranu) 4, = a,, ..., 4, = a,, B, =
= b, ..., B, = b, (jinak by totiZ rozdil obou trigonometrickych poly-
nomi mél jisty stupeti m, 0 < m < n — viz?) — coZ nenf mozné).
3) JestliZe viechny koeficienty jsou rovny nule, nepfisuzujeme trigonometric-
n
kému polynomu Zadny stupeii (podobng jako u oby&ejnych polynomﬁbz a,x*).
=0

3) Rovnice etr = €¥ plati toti¥ jen tehdy, je-liy — z = 2k~ (k celé).
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Obdobng k trigonometrickym polynomim nazyvime kaZidou ne-
kone¢nou fadu tvaru

(4) 3a, + > (ax cos kx + by sin kz)
k=1

(at je konvergentni ¢& divergentni) trigonometrickou ~i"a.dou.
o period$ 2x; tuto fadu lze op&t psiti ve tvaru

(6) C + z (ckelkz + c_07 ),
k=1

pii ¢emz plati (3). Funkee 7'(z) v (1) mé oviem periodu 2x. TotéZ plati
o soudtu fady (4); podrobné&ji: Je-li fada (4) konvergentni pro hodnotu
z = £, je konvergentni a mé tyZ soudet pro viechny hodnoty z tvaru
& + 2mn (m celé).

Budeme se éasto zabyvati t. zv. redlnymi trigonometrickymi poly-
nomy & Fadami, u nichZ a,, b, jsou redlnd. Obecny piipad se potom
dostane prosté seétenim redlné a imagindrni ¢ésti. Proménna x bude
oviem realnd.

K trigonometrickym faddm jsme vedeni, kdyZ v mocninné fadé

(6) Co + €2 +¢22 + ... (¢ = a; + iby; ay, by redlnd)
dosadime za komplexn{ proménnou z vyraz re' (r > 0, x reélné).
Reélnd a imagindrni 48t mocninné fady (6) jsou pak trigonometrické
fady
ay + O (axr* cos kx — byr* sin kx) ,

k=1

(7) ©
by + > (ber* cos kx + a,r* sin kzx) .
E=1

Dovedeme-li se¢isti mocninnou fadu (6), dovedeme seéisti i fady (7).
Timto zpisobem lze skutetnd seéisti mnoho trigonometrickyoh ¥ad;
dasto pfitom uzivame téZ vsty Abelovy (D I, véta 236). Vezméme jen
jeden piiklad.

Piiklad 1. Pro |z| < 1 (2 komplexni) zndme z D Il, kap. XII, § 5

rovnici

2 2 23
(8) —18(1—‘2)='1—+§+*3-+---
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Rada vpravo je tedy konvergentni pro z = re'*, 0 < r < 1, z reélné.
Ale fada vpravo je konvergentni i pro z = e'*, pokud z je reélné,
e'” & 1. Nebot potom jest pro kazdé ne N

elz _— e(n+l)lz
1 —e”

2
ST—e"|’

(9) leiz + e2lz + ...+ enlz' —

co? je &slo nezévislé na n. Z toho podle véty 44 v D Il plyne, Ze fada
vpravo v (8) je konvergentni pro z = e'*, e'* + 1. Podle Abelovy
véty plati tedy toto: je-li z takové, Ze e'* + 1, jest

<1 =1
(10 lim — rkelkz — — elkz |
) r—»1l-— kZl k ké1 ]C

Podobné limitni rovnice plati tedy i pro realnou a imagindrni &ést. Na
pf. srovndnim redlnych éasti dostdvame z (8) pro 0 < r < 1

©

(11) —Ig|1 — rels| = > L cos kx
¥=1 k

a odtud podle (10) limitnim pifechodem r — 1 —

— lg[l —_ elzl — _]g leilz _ e—ilzl _ lg(2 SID%I) —
12
) < cos kx
=

pokud z nenf tvaru 2mn (m celé). Na pf. mdme

0

cos kx
2T

Podobné bychom mohli srovndnim imagindrnich &ésti sedfisti Fadu
>k~ sin kz, 8 ni% se ostatnd jeitd setkime. Radu p¥kladi k stanoveni
soudtu trigonometrické fady z pfisludné fady mocninné viz v D I,
kap. XII, § 5.

Poznémka 2. Pondkud obecndji budeme vySetfovati trigonometric-
ké ¥ady o libovolné periodé I (I > 0), t. j. fady tvaru (rovnitko je mi-
né&no formélné: k-ty ¢len je tyZ u obou fad)

(13)

=—lg(2sini;—) pro 0 <2z < 2m.
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k=1

%" + > (a,,cos —2—?:——::: +b,,sin2—,;n—a:)=

(14) ’

o [ Bm, )
=c, + kz (c,,e U7 fege 1),
=1

kde oviem opét plati (3); obdobn® trigonometrické polynomy o pe-
riod$ l. Zobecnéni je nepodstatné: substituce 2—? x =2’ previdi
fadu (14) na tvar (4), (5). Proto budeme &asto véty vyslovovati jen
pro periodu 2x, ale uZzivati jich budeme pro libovolnou periodu I.
Rozdil mezi ob&ma Fadami v (14) je rovnéz pouze formilni; budeme
uZivati jedné nebo druhé, podle toho, co bude pravé pohodlngjsi.

§ 2. Definice Fourierovy ¥ady. Budiz I > 0, {¢E;; budte m.n
piirozend ¢&isla. Potom jest
£+ £+ £+

(15) fdx=l,fcosg$xdx=fsin2$=xdz=0,
: g €

£+l
fcosz—?—nxsinﬁ;ﬁxdx=0,
¢
&+l £+l
2mr 2nr . 2mm . 2nm
cos—l—xcos—l—xdx= smesm——l—a:dz=0prom=|=n,
3
&+l &+l

fcos’gﬁzdz=fsin*2—m§xdx=i.
l l 2
& ¢

Dukaz plyne ihned pfimym vypodtem, uZijeme-li vzored sin & cos f =
=3}sin(x +p) +4sin(x — B), cosxcosf = 4 cos (» + B) + %.
. 008 (x — f),sin & sin f = ¥ cos (« — ) — % cos (x + B). Odtud plyne
ihned tavo véta:

Vé&ta 179. Budif | > 0; necht fada (14) je stejnomérné konmvergenini
v (— oo, + o); jejt soulet oznaéme f(x).*) Potom jest

4) Vzhledem k periodicit® funkef cosinus a sinus sta¥f, je-li konvergence stej-

nomé&rné v néjakém polouzavieném intervalu délky I. Soudet fady, t. j. funkce f,
m4& pak periodu l.
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&+
2
ao=—l—f/(x)dx ,,—Tff(x)cos—xdx
(16) o ¢
bk=%ff(x)sinzl‘;lxdz pro k> 0;

&+l

1 _2kmt
(17) & =T f f(x)e ' ~dz pro kaidé celé k.
Dukaz. Nasobime-li v rovnici
f(x) = %o + Z akcos&x +bksin&x
2 3 l l

obé& strany &islem cos 2_7_7‘ z nebo sin grln_n z a integrujeme potom

¢len po ¢lenu od & do & + I (coZ smime podle véty 56),°) obdrzime
vzhledem k (15) vzorce (16); z (3) pak ihned plyne (17).
Pozndmka 1. Vzhledem k periodi¢nosti nezavisi ¢isla (16), (17)
na volbé disla &. NapiSme jesté zvlast odvozené vzorce pro periodu 2x:
2r+4§ 2w +§

a,‘=71:—ff(x)coskxdx, b,,=%ff(x)sinkxdz,
(18) 3 3

Ve vé&té 179 jsme dokazali toto: Je-li funkee f(x) rozvinutelna v trigo-
nometriokou fadu (14), stejnomérné konvergentni®) v (— oo, + o),
jsou koeficienty ay, b, nutn& dény vzorei (16). Ale integrily v (18)
existuji vidy, kdykoliv je f(z)e L(&, & + l); miZeme proto ke kaZzdé
takové funkei f sestrojiti fadu (14) (v prvnim nebo druhém tvaru),
pii éemz koeficienty a,, b, po pfipadé ¢, jsou dény vzorei (16), (17).
Tuto fadu nazyvame Fourierovou fadou funkee f pro interval (£,
& + 1>. Rekndme to jako definici:

8) Misto stejnomérné konvergence stati na pf. téZ predpokladati, Ze Eastedné
soulty fady (14) maji spolednou ,,integrabilni majorantu¢ (v&ta 65).
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Definice 28. Budif fe L(&, & + 1) (I > 0). Radu (14),%) v nt% éisla
@, b, (po pfip. c;) jsou uréena rovnicemi (16) (po pFip. (17)), nazyjvdme
Fourierovou fadou funkce f(x) pro interval (&, & + 1) a tento vztah vy-
jadFujeme symbolem

Hz) ~ }a, + kzl (ak cos ‘2‘lkf" % + by sin gjki a:) vint. (&, & +1).)
(19)
Cisla ay, by, po pFipadé c, nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f
v &+ D)
Prosim &tendfe, aby pedlivé rozliSoval symboly ~, ~, ~:
f ~ g znamend, %e skoro viude je f(z) = g(z); téZ se fak oznaduje
ekvivalence mnoZin.
[ =~ g znamend, Ze lim (f(z): g(x)) = 1;
vzorec (19) f(x) ~ 3a, + . ... znamend, Ze Fada vpravo je Fouriero-
vou fadou funkee £, t. j. Ze jeji koeficienty ay, b jsou dény vzorei (16).
~ Narozdil od znakt ~, ~ neiiké tedy znak ~ prozatim nic o hodnot#
pravé strany (ani — dokonce — o konvergenci fady) v (19). Tyto
vztahy (~, ~, ~/) je jedt& tieba precisovati, jak vime: na pf. piseme
f ~g (M; p) atd.
V literature se dasto vyskytuje jen jeden znak; ale zavedl jsem tfi,
aby nevznikl omyl.

Poznédmka 2. Ze vzorci (16), (17) je patrno: Mé-li funkce f(z)
Fourierovy koeficienty a;, b, a funkce g(z) Fourierovy koeficienty
a,, b,,°) mé funkce A4 f(x) + Bg(z) (4, B konstanty) Fourierovy
koeficienty Aa; + Ba,, Ab, + Bb,. Obdobnd pro koeficienty, dané
vzorcem (17).

Pozndmka 3. Mé-li funkoe f,(z) (n = 1, 2, 3, ...) Fourierovy koefi-
cienty®) a{™, b{™ a je-li fada f(x) = f,() + f4(z) + ...stejnom&rnd kon-
vergentni v (&, & + 1,19 m4 funkce f Fourierovy koeficienty

¢) V prvnim nebo druhém tvaru.

) Podobného symbolu uZfvdme pfi druhém tvaru ¥ady (14). Dodatek
»V Int. <&, § 4 1> vynechdvame, je-li jasno, o ktery interval jde. Funkce f ne-
musi byt periodické.

%) Ze souvislosti bude vZdy patrno, zda jde o koeficienty (16) &i (17).

%) VEechno stéle pro tyZ interval <&, & + ).

10) Stadi op&t, maji-li E4ste¥né soudty f, + ... + f, spolednou integrabilnf
majorantu.

475



-]

(20) a=2a”, b= ﬁbgp .

n=1 n=1
Diukaz. Ve vzoroi
&+l

—%f (@) + @) + ... oos 2 2 &z

Ize integrovati ¢len po ¢lenu; podobns pro b,.
Obdobny vysledek plati pro koeficienty c; v (17).

Pozndmka 4. Je-li
(21) f(z) %ao + z (a’k cos 21271: x + bk sin @ x)

v (& & + 1), mame pro a e E,, feE,, « + 0 a pro funkoe g, h, defino-
vané vztahy g(z) = f(az), h(z) = f(x — B) tyto Fourierovy fady:

9(z) ~ ta, + 2, (a,, cos 20‘;“: x + b, sin 20‘l’m z)
k=1

(22)
v 8 EHIN
\ ’ o /:
h(z) ~ %ao+2 (ak 08 —— (x—ﬂ) +bksm—(z~ﬁ))
(23) v +ﬁ,£+ﬂ +1.

K tomu napfed malou poznimku: Pfedng, abychom v (23) dostali
k-ty ¢élen v obvyklém tvaru, musime rozepsat

2kr
l

a podobné pro sinus. Za druhé, pfi vztahu (22) bychom pro o« < 0

cos#(x—ﬂ):cosglhﬂ.cosw{ﬁx+sm2’mﬂ sin — z

méli pséti interval <§Ll 5> (délky o> o) a k-t§ glen bychom
M x — b sin ﬂll—b—t z,
jeZto jde o interval délky ! : |x| a ne ! : x. Dtkaz ihned ze vzorca (16);

na pf. ,,sinusovy‘‘ koeficient v fadé pro g(zx) = f(«z) pFi zdporném «
je (substituce ax = t)

(pro « < 0) méli psati ve tvaru a, cos
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E

2'“' f f(az) sin 2121 ¥m = % ] 1(¢) sin (— 1 ‘) dt = —b,.
:

&+
&

Vzorce (22), (23) se pamatuji velmi snadno: do fady (21) se form4lnd
misto z pife ax nebo x — f, nadez piisluiny interval je ten, ktery musi
probéhnout z, mé-li xx po piip. x — § prob&hnout interval <&, & + ).

Poznédmka 5. M4-li funkce f periodu !, muZeme v (16), (17) &islo &
jakkoliv zménit; nemé-li viak f periodu !, dostali bychom po této
zménd v (16), (17) obecnsd jind ¢isla.!t)

Poznémka 6. Necht mé f periodu /, takZe v (16), (17) miiZeme pséti
meze — $I, }l. Potom z (16) a z (3) ihned plyne:

I. Je-li funkce f redlnd, jsou ay, b, redlns a tedy c, c_, komplexnd
sdruZend. (Zde jest& neni tfeba piedpokladati periodinost.)

II. Je-li f sud4 (t. j. f(— x) = f(x)), je b =0 pro k > 0, a tedy

c,‘ = C_k.

IIT. Je-li f lich4 (t. j. f(— =) = — f(z)), je ax = O pro k = 0, & tedy
co=0,¢,= —c_pro k> 0.

§ 3. C4ste¥né soulty Fourierovy ¥ady. V dalsim, pokud vyslovn® ne-
podotknu néco jiného, budu mluviti o Fourierov$ ¥ad® pro interval
(&, 2r + &); slova ,,periodické funkce* budou znaéditi funkei s periodou
27 & pod.

Ka%dé funkei f(z) e L(&, 2r + £) jsme pFifadili Fourierovu fadu
(24) ia, +§1(a,, 0os kxz -+ b, sin kx) ,
jeZ je ostatn® totoiné s fadou
(25) o + 3, (0™ + 0e™)

11) Jinymi slovy: funkce s periodou ! mé tou% Fourierovu ¥adu v intervalu
<& & + 1) jako v {7, 7 + 1); nemé-li f periodu I, mohou tyto dv& fady byt rtizné.
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pfitom koeficienty jsou dény vzorci (18). Nyni nds pfirozend zajim4,
jaky vztah mé tato fada k funkei f, na pf. zda je konvergentni a zda
maé soudet f(x), ¢i ndjaky jiny soudet uzce souvisici s hodnotami funkoe f.

Znakem s,(x) ozname soucet m -+ 1 prvnich ¢lenit Fourierovy
fady (24) neboli (25) — a podrzme toto oznadeni. (Tedy sy(z) = 3a,
atd.) Obecny &len fady (25) mé podle (18) tvar (integraéni proménnou
oznaduji v)

2r+§

_1; f f(f)) (e—lk(v—z) + ellc(v—:c)) dv;
&

je-li funkce f periodickd — coZ na chvili pfedpoklddejme — muZeme
volit integraéni meze x — &,  + = a sedtenim obdrZime

z+T
(26) on(@) =5 | 1) 5, ee-ndy.
z-TC k=om
% olby — elm+1y __ g-limy _ elm+dy __ e-l(m+§)v sin (m + })y
E<Tm eV — 1 oty — o=ty sinjy °’
(27)

pokud neni y = 2pn (p celé). Odtud

z+T

(28)  anl) = f foy Sl L DO =2 g,

Interval integraini rozdélime na dv® &ésti: v {z, x + =) zavedeme
substituci v = x + 2¢, v (& — m, ) substituci v = 2 — 2¢; obdrZime
ihned

sin (2m + 1) ¢

sin ¢ dt.

@) nte) =~ [ (e +20 + 12 — 2
0

Shriime:

Véta 180. Necht f € P(2r). Potom pro soulet 8,,(x) pronich m + 1 Elent
Fourierovy fady plati vzorce (28), (29).
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Podotknéme: pro konstantni funkeci f(z) =1 je zfejmé v (24)
$a, =1, a, = b, = 0 pro k > 0, tedy s,(z) = 1, tedy podle (29)
in
(30) E—fw&=lprom=0,l,2,...
-n: sin ¢
0

Véta 180 ndm poskytuje formalni aparit, s nim# budeme pracovati.

§ 4. Véta o lokalisaci. Napied odvodime tuto dileZitou vétu:

V&ta 181 (Riemann). Budif pel(a,b) (— © <a <b < + »).
Potom proa <& <b,a <f <bje

] ]
(31) lim [g(z)cos ux dz = lim [g(z)sin yz dz = 0;

>+ o0 B>+ 0 a

konvergence je stejnomérnd vzhledem k o, fvoborua < x <b,a < B <
b

V limitnim pfechodu (31) je u ,,8pojitd proménnd*, t. j. jde o limitu
pro u - + oo, ue E, ane pro uéN.

Dikaz. Bez ijmy obecnosti budiZ ¢ definovdna viude v (a, b).
Polozme g(z) = 0 pro z < a a pro z > b, takZe smime pfedpoklidati
a= — o, b= + oo. BudiZ dédno ¢ > 0 (jeZ bude pevné a% do konce
dikazu). Podle v&ty 51 existuje &islo p (0 < p < + ) tak, %e

-» + o
(32) [ le@]dz + [ lp)]dz <e.
Podle téZe vty existuje § > 0 tak, Ze

(33) mira (M) < 8 =>b{]<p(z)] dz < e.)

Budiz M, mnofina ondch z € (— p, p), pro né% je |p(z)| > n. Jeito ¢
je skoro vSude koneén4, je

mira (N M,)=0, M,>M,,,, mira(M,) <2p,

n=1

13) Pii,,mira (M) misto u(M), aby se to nemétlo s &fslem u.
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takze (v8ta 24) lim mira (M,) = 0. Existuje tedy ne N tak, Ze
mfra (M,) < 3 a tedy podle volby &isla & (viz (33)) je

(34) Mf!tp(x)l dz <¢; |p)|<n pro ze{—p, P>~ M,.

Podrzime nynf pevné tato &isla n, p. Poloime f(z) = ¢(x) pro z € {—p,
P> =~ M, f(x) = 0 pro ostatni z, takZe viude je |f(z)| < n.

* Podle Luzinovy vity 40 existuje otevfens mnozina 4 miry mensi
nez % tak, Ze f je spojitd v neprdzdné uzaviené mnoZiné (—p, p) =

— A4;13) mimo to je viude |f(z)] < n. Podrime v daliim takové 4.
Sestrojme nyni k funkeci f funkci g tak, jak je to popsino v DI,
pozn. 3 (str. 169—170) v kap. V, §5; t. j. definujeme g(z) = f()
v {—7p, p) — A a v uzivdru kazdého styéného intervalu této mnozi-
ny budiZ g linedrni funkei. Podle v&ty 77 v D Hl je g spojitd v {— p, p)
a je oviem téz |g(z)] < n v {(—p, p). Jeito g je v tomto intervalu
stejnomd&rnd spojitd, existuje m ¢ N tak, Ze

2
(—-péxépw—pgygp,lx—mg;p):

(35) .
= |g(2) — g(¥)| < ri
Podrime v dalifm takové m.
BudiZznynf 0 <pu < 4+ 0, — 0 <a <g< + .
Polozme

(30) L) = (o) cos pzdz, Iyu) = [f(a) cos px d .

Podle (32), (34) je ztejms

(37) [Iy(u) — To(u)| < 26.
L. Jestlize (— p, p) . (x, f) = 9, je zFejmd I,(u) = 0, tedy
(38) [y (u)| < 2¢.

13) MuZeme ptedpoklédat, fe body — p, p nepatH k 4; kdyby patfily k A,
tedy je vynechidm, nade¥, se stanou isolovanymi body mno¥iny {— P, P> = 4,
takZe spojitost v t&chto bodech je trividlni.
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II. Je-li viak {— p, p).(x, B) + 9, poloime &, = Max (— p, «),
B1 = Min (p, ), natez — p < ocl < By £ p a ziejmé

(39) L) = [(z) oos pz dz.
Polozime-li v tomto piipads

(40) I) =j'g(x) 008 pz dz ,

jo '

(41) [Ig(p) — Iy(u)] < 2n . mira (4) < 2¢.

Rozdélme nyni (x,, ;) body &; =2y <2, < ... <%, =, na Mm

stejnych dili,'4) jejichZz délky jsou vesmé&s nejvyse rovny 2%

Potom je

,,f g(x) cos uz dz = f (9(x) — g(=,)) cos ux dz +
(42) ' -

+ g(z,) f cos uzx dz .

Zi-a

Podle (35) je zde prvni séitanec vpravo v absolutni hodnot® nejvyse
& 2p 2 . .
P m = m , druhy nejvyse = . e Sedtu-li pfes ¢+ =1, ..., m,
dostanu

2
(43) Iae)] < 2 + =7,
a tedy podle (37), (41)

2nm
(44) IL()] < 86 + =

a podle (38) plati tento odhad i v pnpadé I. Tedy: Pro viechna
u> ? (v8imnéte si, e pravé strana nezivisi na «, ) je [1,(x)] <

< 8¢, &m% je dokdzéno tvrzeni pro kosinus. Pro sinus je dikaz
stejny.
1) m bylo jiZ uréeno; viz (35).
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Poznédmka 1. Z (31) plyne ihned

8
(45) lim [g(z) e dz = 0
b+ 0 a
(stejnomérnéd konvergence). Zménou znameni u sinu dostdvéme tyz
vysledek pro u - — .

Poznédmka 2. Je-life L(&, 2r + £), maji jeji Fourierovy koeficienty
@y, by, Cx, ¢ (viz vzorce (18)) pro k — oo limitu 0. To plyne ihned
z véty 181.

Poznédmka 3. Véty 181 nemuZeme oviem uZiti na integral (29),
protoZze funkce (f(x + 2¢) + f(x — 2t)) :sin¢ (to jest soudinitel pfi
sin (2m + 1) ¢) nemusi mit konvergentni Lebesgueiiv integral od 0
do 4n — vadi zde jmenovatel sin ¢, jenZ mé pro ¢ — 0 limitu 0. Ale
muZeme ji uZiti, nahradime-li dolni integra¢ni mez 0 libovolnou
kladnou mezi § (0 < § < }=n). To nds vede k této dulezité v&td (Rie-
mannovs):

Vé&ta 182. Budif fe P(2r). Zvolme libovolné & takové, Ze 0 < 8 <
< }r. PoloZme

[
(46) on(z, 8) = — f (fo +2%) + e — 20) = D
0
Potom jest

(47) lim (8(2) — 8n(2, 8)) = 0,

a to stejnomérné pro x e (— oo, + 0).1%)

Dukaz stadi provésti pro reilnd f a miZeme se pfitom omeziti
(vzhledem k periodicitd) na interval (0, 2r). Jest (uZiji druhé véty
o stfednf hodnot® ve tvaru vzorce (71) na konci kap. V)

sin (2m +1)tdt—
sin ¢ o

i
nl2) — on(z, 8) = f (f(z + 20) + f(z — 20)
8

15) Konvergence je stejnom&rné pfi libovolném, ale pevném 8. Kdybychom 8
zmensovali, konvergence by se mohla zvoliiovati.
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1
(48) ~ xsind

f(/(z + 2¢) + f(x — 2t)) sin (2m + 1) ¢ dt

(<7< im).
Jest (substituce z + 2t = v)

f"f(w + 2t)sin (2m + 1) ¢ dt =
L]
z+2n

f f(v)sin (m + }) v dv —
z+26

z+2n

f f(v) cos (m + ) vdo,
z+20

ooz podle véty 181 konverguje stejnomérné k nule pro ze (0, 2rn)
(stadi ve v&té 181 vziti @ = 0, b = 3r=). Podobng (substituce z — 2t =

_cos(m + )=z
=

sin (m + }) =
-t

n

= v) plyne, Ze té% [f(x — 2¢) sin (2m + 1) ¢ d¢ konverguje stejnomérnd
3

k nule.1¢)

Poznédmka 4. Specidlnd pro konstantni f(z) = 1 méme z (47) &
z (30) rovnici
s

(49) um_%fwcu=1
m—+o T0 sin ¢ ’

0
platnou pro kazdé 6 ¢ (0, 3n).

Pozndmka 5. V&ta 182 je hledanou vétou o lokalisaci. BudiZ
A <a <b < B a budiZ fe P(2r), g e P(2r). Skoro viude v (4, B)
budiZ f(zx) = g(z). Zvolim-li de (0, 3n) tak malé, e 4 <a — 26,
b + 26 < B, je z (46) vid&t, %e pro z e {(a, b) mi integrdl (46) tou
hodnotu jako obdobny integril pro funkei g. Podle (47) tedy plati:
Konvergence, divergence, stejnomérnéd konvergence a soudet Fourie-

1¢) Kdyby ndém nebylo 8lo o stejnom&rnost, nybrZ jen o rovnici (47), bylaL
by stadila aplikace v¥ty 181 pf{mo na prvni integrél v (48), bez jakékoliv dal¥i
upravy.
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rovy fady funkce f jsou pro a < z < b tytéZ jako u Fourierovy fady
funkce g. Pfitom na hodnotéich funkei f,g mimo interval (4, B)
(vdzany pouze podminkami A < a < b < B) viibeo nezdlezi — pokud
oviem f, g patii do P(2r).

Poznémka 6. Vedle integrdlu (49) nds bude zajimati té% integral
téze funkce v jinych mezich. Dokazme: Jest

)
(60) ’le;l:tdtlggnproy>0,ngxgﬁg‘}n.

Dukaz. Vime, Ze |sin ut| < uf prou > 0,8 >0, a fe sint > %

pro 0 < ¢ < }r. Jestlize tedy f < % jost

I}
sin ut ="
lfsint d‘lsf%-lt T2
JestliZe za druhé « 2 v jest
€
’fsm,ut | _l fsin,utdtlsl Egn
sin ¢ sin o« 20" p

-1

JestliZe kone&nd « < — < B, pisi f f + f a ufiji obou pfede-
8lych odhadu.

Cvidenf

O funkei f v t&chto cvidenich ptedpoklddejme, Ze f € ‘P(2x). Znaky a;, by, 8,,(%)
majf vyznam z (18), (29).
1. BudiZ f omezen4. Potom pro kaZdé z je posloupnost

8 (2) _
o (m=23,4,..)

omezend. Existuje-li kone¥né lim (f(z + ) + f(x — t)) = 24, mé posloupnost
t—+0

(51)

(61) dokonce limitu 0.
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Névod:
1

U3
(52) |a,,.(x);$—- C’(f(2m+l)d:+f.21‘ )

1

m

V druhém p¥ipads
i
ap(z) — A =lf(/(z+2z)+f(x—2¢)_2A)E‘L2f”_+_l.)_‘d, +_1_f._.;
T sin ¢ ®

(63) 0 3

druhy integrédl mé p¥i pevném & > 0 limitu O pro m - co. Prvni odhadneme
jako v (52), aZ na to, Ze |f(x + 2t) 4 f(x — 2t) — 24| je velmi malé, zvolime-li
8 dosti malé.

2. Je-li f(x) nerostouci v (0, 2x)7), je b, = 0. N&dvod: Bez ijmy obecnosti budi%
f(2r —) = 0. Potom =b, = f(0 +) fsin kx dz.

3. Je-li f(w) konvexnf v (0, 2x), to j. je-li
— ) f(®1) + (= — =) A=)

Ty — 2,

f(x)S po 0 <z, <z <z < 2r,

jest ap = 0 pro k > 0.
Névod: na, je soudtem integrdlt

2(m+1)1 T
I3

2k
f /(z)coska:dx=fcoskz( (2_m_1: +t)—/((2m__:_1£.‘_¢)_
0

2
3
_,((2m+ LN t) N f((2m+2)n __t)) a,
k k
a zévorka je nezéporn4.

4. M4-li funkce f derivaci ¥4du n — 1, absolutnd spojitou v (0, 2n), je
lim k"a;, = hm kb, = 0. Navod: V (18) integrujte n-krite per partes.

k-
5. Je-li déna. libovolné trigonometricksd fada
(-]
(54) la, + z (@ cos kz + by sin kz)

17) Funkce z P(2r), kter by byla nerostouc v uzavfeném <0, 2x>, byla by
v dusledku periodicity konstantni.
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nazyvame fadu
(65) z (by cos kx — ay sin kx)
k=1

konjugovanou fadou k fad§ (54) (podobn& ovSem i pro jinou periodu ne#
2r). Nejlépe si zapamatujete vztah mezi témito fadami takto: Jsou-li na pf.
ay, b, redlnéd a dosadite-li do mocninné fady

(56) 1a, +k21<a,, + iby) 2*

za z podle rovnice z = e~ 17 (x re4lné),’8) dévé fada (54) redlnou a ¥ada (55) ima-
ginarnfi &ast fady (56). DokaZte: Je-li fada (54) Fourierovou fadou funkce
f « P(2r), jo soudet S,,(x) prvnich m &lent konjugované fady dén vzorcem

i

(67)  Sn(@) = % f (= + 20) — f(= — 20)) (cotg ¢ — W) a.
0

sint

Dukaz podobny jako u vé&ty 180.
6. PoloZite-li pro 0 < d <=

PY
1
(58) Tn@, 8) = — f (f(@ + 20) — f(z — 20))

3

2 1)¢
cos@m+ )¢
sin ¢

je (pfi libovolném, ale pevném 4§ € (0, }))
(59) lim 7,,(z, ) = 0 stejnom&rnd v (— o, 4+ ©) .
m— oo
(Dukaz jako u v8ty 182.) Odtud plyne: okolnost, zda existuje lim S,,(z), zdvisf
m—>o
jen na prub&hu funkce f v intervalu (z — 24, z + 24).

§ 5. Kriterium Diniovo a Dirichlet-Jordanovo. Véty pfedeslych
dvou paragrafi ndm dovoluji odvoditi dileZité v&ty o konvergenci
a soudtu Fourierovych rad.

Vé&ta 183 (Dini). Budif fe P(2r), z€eE;,, 0 < < + . Necht
existuje tslo A € K tak, Ze integrdl

8
(60) f |f(= +20) + f(tx —2t) — 24|
. V]

18) Zatim ryze formaln&, bez ohledu na konvergenci.
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konverguje.'®) Potom Fourierova fada funkce f v bodé x konverguje a md
soudet A.

Dikaz. Podle (49) a véty 182 jde jen o to, zda vyraz (kde 0 < 6 <

< n)
)

3m(x,6)_A__2_.fs_ln_(21?z—+]i§dt=

i1 sin ¢

(61) °

]
=if (= + 20 +/(‘”“ 2) =24t gin(2m +1)tat
T . "sin ¢
mé limitu 0 pro m — 4 oo. Ale to je pravda, nebof prvni zlomek
v integrandu patii do L(0, J), takZe totéZ plati o jeho soudinu s omeze-
nou funkef ¢: sin £. A nynf stadf uZiti véty 181.

Priklad 1 (Lipzchitz). BudiZ f e P(2n), z € E;. Necht existuje &islo
e€>0,¢88lox (0 <ax < + o) aésloC (0<C < + ) tak, Ze pro
viechna z'e(x — &,z + ¢) je |f(x) — f(x')] = Clx — 2’|~. Potom
Fourierova fada funkce f mé v bod® 2 soudet f(r). (Tato podminka je
speciéIné splnéna s hodnotou & = 1, mé-li f v bod& x koneénou derivaci
nebo — obecndji — vSechna &tyfi derivovand ¢&sla (viz D 11, kap. V,
§ 8) koneén4.

Dukaz. PoloZime-li 4 = f(z), je pro 0 < ¢ < }e

(62) |Hx + 28) + /(:: — 2t) — 2f()| < 21+a()

= {l-a ’

a integrél pravé strany od nuly do libovolné koneéné kladné meze kon-
verguje.

To je tedy prvni vysledek, ukazujici vztah mezi funkei a souétem
jeji Fourierovy fady: Je-li fe P(2xr), mé jeji Fourierova Fada soudet
f(z) na pf. v kazdém bodé, ve kterém existuje koneénd f'(z).

Zajimé nas oviem téZ otdzka stejnomérné konvergence:

V&ta 184. Budif fe P(2n), — © <a <b < + . Necht f je ko-
neénd a spojitd v {a, b) a necht

19) Jaké & zvolim, je lhostejné; miZe vadit jen bod ¢ = 0. Také znamenf abso-
lutnf hodnoty je zbyteéné, jeZto jde o Lebesgueiiv (t. j. absolutn¥ konvergentnf)
integral.
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8,0+ t

s
63)  lim f iz + 20 + fo — 20) — 2@)] 4, _
0

a to stejnomérné v {a, b). Potom Fourierova fada funkce f konverguje
v {a, b) stejnomérné k soultu f(x).2°)

Dukaz. Ve vzoreci (61) piSme f(z) misto 4 a poloZme tfeba § = 1.
Podle véty 182 a podle (49) jde jen o to, dokazati, Ze vyraz (61) (pro
A = [f(z), 6 = 1) konverguje k nule stejnom&rné v {a, b).

Budiz tedy e > 0; podle piedpokladu existuje tedy 4, (0 < d, < 1)
tak, Ze integrdl v (63) je mensi neZ ¢ pro viechna z e (a, b). Toto &,
podrime pevné. Jeito pro 0 <t < 4, je ¢t:sint < 4w, [sin (2m +
+ 1) ¢| £ 1, plyne odtud, Ze

s

]%fo+m+ﬂw—m—mmﬁE@iiﬂf

- dt| <
sin ¢
64 0
o <l 21,
n'8'2_2 .

DokézZeme-li jests, Ze existuje m, tak, Ze pro viechna m > m, a vie-
1

1 f
™
3

chna z e {(a, b) je

< le&,2") bude tim dokézéno, Ze pro m > m,

je vyraz (61) v absolutni hodnot® men&i neZ &, coz stadi. Stadi tedy

1
=/
n
é

v {a, b>. Ale pfedn¥

dokazati, Ze konverguje pro m — oo k nule stejnomé&rné

1
lim 2 ja) [SREmEDEG
m—so T sin ¢

4

1) Kdyby f byla konedné a spojitd v otevieném intervalu («, ) a kdyby
(63) platilo stejnom&rnd v ka%dém intervalu <{a, b) C («, B), konvergovala by
Fourierova fada k f(x) stejnom&rng v ka¥dém intervalu {a, b> C (x, f) — to
plyne z v8ty 184. Misto abychom #fkali, e fada konverguje stejnom&rnd v ka¥-
dém omezeném uzavieném intervalu {a, b, leZicim v otevieném intervalu
(x, B), Fikdme téZ, Ze Fada konverguje stejnom&rné uvnitt intervalu («, f).

11) Integrand jako v (64).
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podle véty 181 (ale d4 se to dokézat trividlnd pfimo), a to stejnomdrns,
jetto &initel f(z) je spojity a tedy omezeny. Déle podle 2. véty o stfedni
hodnotd (6, < < 1)

1 n
fz + 2¢) . _ 1 f . )
“emi sm(2m+l)tdt_md f(x 4+ 2t)sin (2m + 1)t dt;

1

substituce z + 2t = v, t = §(v — z) dév4 vyraz

z+2n
cos(m + )«

2 8in 3, ff(v)sin(m—i-,})vdv—
(65) z+28,

z+2n
sin(m + }) =z

2 s 3, f f(v)cos (m + 3)vdv.

- 2426,

Jeitoproa <z < b je (& + 26,,z + 2n) C<{a,b + 2) a je feL(a,
b + 2),22) konverguje podle véty 181 vyraz (65) pro m — o k nule
stejnom&rné pro z e {a, b) (integra&ni meze lezi v {a, b + 2)). Podobné
pro integrél s f(xz — 2¢).

Piiklad 2. Budi fe P(2r), A <B,0 <& < + 0,0 <C < + o,
a pro viechna z e (4, B), 2’ € (4, B) budiZ |f(z) — f(z')| £ C|lz — «'|=
Potom Fourierova fada funkce f konverguje k f(z) stejnomérné
uvnitf (4, B). Dikaz. Budi 4 <a <b < B. Volme 8, > 0 tak, Ze
A <a— 28, b + 26, < B. Potom plati (62) pro viechna z € {a, b),
te (0, 6;) a tedy (63) plati stejnomérné v {a,b), tak¥e (véta 184)
Fourierova fada konverguje k f stejnomérnd v <a, b).

Specidlng: Ma-li fe P(2r) omezenou derivaci v (4, B), je f(z) —
— f(x') = f'({)(x — ') & hofejii podminka je splnéna s hodnotou
o« = 1; tedy Fourierova Ffada konverguje k f stejnomé&rnd uvnitf
(4, B). Ale tento specidlni pfipad je mélo zajimavy, jeZto je obsaZen
v nésledujici v&tdé 185.

Poznédmka 1. Je-li fe P(2r), plyne z periodicity ihned toto: kon-
verguje-li Fourierova Fada k funkoi f v ndjakém intervalu (¢, & + 2n)

1) Je toti% f e L(x, B) pro libovolné kone&né «, B.
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(délky 2n) — po piip. stejnomérné v tomto intervalu, konverguje tato
fada k f v (— o0, + ), po piip. stejnomérnd v (— oo, + ). Této
pozndmky budu éasto mldky pouzivati.

Vé&ta 185 (Dirichlet a Jordan). Nechf fe P(2n) je redlnd funkce,

kterd md variaci koneénou v {a, b). Potom plati:
1. V kaZdém bod€ x € (a, b) je Fourierova fada funkce f konvergentnt

a md soulet }(f(x +) + f(x —))*®) (tedy soulet f(x), je-li | spojitd
v bod¢ z).

I1. Je-lt mimo to | spojitd v {a, b), je tato Fourierova ¥ada stejno-
mérné konvergentnt v katdém intervalu (a + A,b — A>,0 < A < }(b —
— a) (neboli: je stejnomérné konvergentnt uvnitf (a, b)).

Dikaz. Je-li § takové, Ze 0 < & < }m, je podle véty 182

4
n@) = L f (Hz + 2) + flo — 2ty 22 @m + D
(1}

S dt + Am(, 0),
kde (pfi pevném )
(66) lim 4,(z, ) = 0 stejnomérnd v (— oo, + ).

Podobné: nésobime-li rovnici (49) v § 4, pozn. 4 vyrazem 4(f(z +) +
+ f(x —)) (coz je funkce omezena v (a, b)), obdrzime

Mz +) + f(x =) =

(67)

gin (2m + 1) ¢
sin ¢

8
-2 f (e +) + fz =) dt + p(z, 8) ,
0

kde

lim p,(z, §) = 0 stejnomérnd v (a, d) .
m—>oo

Polozime-li tedy A4,(z) = sn(x) — 3(f(x +) + f(x —)), méme pro
ka?dé d € (0, ix)

) Pifi f(z +) = lim (1), f(z —) = lim f(z).
t—z+ t

—>T —~
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Aufd) =5 f (fe + 20 — flz +)) +
0

(68)
+ (fx — 2t) — f(=z —)))w dt + om(@ 9),
sin ¢
(69) lim gm(%, 8) = 0 stejnomdrnd v (a, d) .
m—>co
Méme dokazati toto:
I. Pro kazdé z € (a, b) jest

(70) lim 4,,(z) = 0.

II. Je-li f spojitd v <a, b), je pro kazdé Ae (0, (b — a))
(71) lim A,,,(x) = 0 stejnomérnd v {a + 4, b — A).

m— o

Jeizto f m4 variaci koneénou v (a, b), jest f(z) = ¢(z) — ¥(%) pro vie-
chna z € {a, b), kde @, ¥ jsou koneéné a neklesajici v (a, b>; je-li mimo
to f spojité v {a, b), jsou i g, y spojité v (a, b)>.24) Z rovnice f(x + h) =
= g(z + k) — y(x + h) plyne limitnim pfechodem A — 0 4 nebo
h—0—:

fe +) =@ +) —y(x +) proa <z <b,
flea =) =9 —)—y@—) proa<z=b.

Je-li tedy z € (a,b) a je-li 6 tak malé, Zea <z — 26 <z + 28 < b,
Ize integral v (68) rozloZiti na étyfi integraly I,, I, I,, I,, pii em

sin (2m + 1) ¢

. de¢;
sin ¢ ?

s
(12) L= f (P + 20) — 9z +))
0 .

I,, I, I, maji obdobny tvar. Funkce p(z + 2t) — ¢(z +) (proménné ¢)
je neklesajici v <0, 6> a md pro ¢ - 0 + limitu 0. Integrdl I, se ne-
zmé&nf, nahradime-li tuto funkei pro ¢ = 0 nulou a také monotonn{
charakter této funkce se tim nezméni. Podle druhé véty o stfedni hod-
not8 mame tedy

) Viz D II, vita 94.
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sin (2m + 1)¢

(73) 11——(<P(x+2¢5)—<?(z +))f d;,0 < # < 8,

nadez z pozn. 6 v § 4 plyne

(74) L] < o + 20) — gz +)|
a obdobns

(75) o] < 3wl + 20) — p(= +)],
(76) [Is| < 3lp(z — 20) — p(= —)],
(77) | < 3ly(x — 20) — yp(z —)],

a to pro kazdé m.

BudiZ nyni pfedn& déno ze (a, ). BudiZ ddno & > 0. Zvolme
é > 0 tak malé, aby bylo ¢ <2 — 28 <z + 28 <b a za druhé

tak malé, aby pravé strany v (74) aZ (77) byly vesmés mensf ne# %;

to lze, nebof pro é - 0 + maji tyto pravé strany limitu 0; prost4
hodnota integrilu v (68) je pak pro kazdé m mensi neZz {e. Na to
zvolme (pn tomto pevné zvoleném 0) ¢&islo m, tak, Ze prom > m,je

|om(, 8)]| <z ; to 1ze podle (69). Podle (68) potom bude [dn(%)] < &
pro vﬁechna. m > m,, ¢imZ I dokdzéno.

Budiz za druhé f spojitd v {a, b), takie téZ ¢, p jsou spojité
v {a, b)>. Budiz dile ddno A takové, Ze a <a + A <b—A<b
(t.j. 0 < 2 < }(b — a)). BudiZ koneénd déno ¢ > 0. Zvolme kladné
¢islo 6 pfedn® mensi nez 34, takZe pro ze {a + 4, b — 1) leii body
z + 28 v {a,b). Za druhé volme & tak malé, aby pro viechna

zela + 24, b—2) bylo |p(z £ 20) — o(z)] < % 15 [v(z £+ 268) —

— ()] < il—;; to lze, nebof funkce @,y jsou stejnom&rné spojité

v {a, b) (viz D I, véta 63). Pii této volbé &isla J je z (74) aZ (77)%)
patrno, Ze integral v (68) mé prostou hodnotu mensf nez 4e, a to pro
ka?dé m a kazdé xe<{a + A, b — ). Podle (69) lze déle (pfi tomto

1) Nyni jest oviem ¢(z +) = ¢(z —) = ¢(2), ¥(z +) = p(z —) = ().
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pevné zvoleném 48) zvoliti m, tak, e pro viechna m > m, a pro vie-
chna z € (a, b) jest |om(x, J)] < }e. Podle (68) potom bude [4,()| < e
pro viechna m > m, a pro viechna ze{a + 1,b — 1), &imi téz
IT jest dokézéno.

V&ta 186. Budi fe P(2r); budi%

(18) 12) ~ 300 + 3 (@ 008 ke -+ b sin kz).
k=1

Potom funkce F(x) = [f(t) dt — }a,x md periodu 2x; jeji Fourierova
0
fada jest

a9 4,4 3 Themkrtadk (50,
k=1 k=1

tato fada je stejnomérné komvergemtni v (— oo, + ©) a md soulet
F(x).29)
Dukaz. F(z) je absolutnd spojitdé a mé tedy konednou variaoci

v kazdém omezeném uzavieném intervalu. Déle jest

z+427

F@ +2r) —F(x)= [ f({)dt —agm =0

z
(viz (18)). Tedy mé F periodu 2x. Podle véty 185 je Fourierova fada
funkce F stejnomérné konvergentni v (— oo, 4 ) a mé soudet
F(z). Jeji koeficienty A,, B, dostaneme integraci per partes:

2r
Bk=%fF(x)sinkxdz=
0

21
= 1 27 1 _ 1
= —Z [F(z) cos kx]o" + ok f(f(x) — }a,) cos kx dz = T
0
& obdobné 4, = — —]lzb,, pro k > 0. Fourierova fada funkce F m4

) Jinymi slovy: Fourierova fada funkce F(z) se dostane formélni integrac{
Fourierovy fady pro funkei f(z) — {a, v mezich 0, z. Kde¥to véak u fady (78)
neméme zarudenu jeji konvergenci, je fada (79) stejnom¥rn¥ konvergentni se
soudtem F(x).
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tedy vskutku tvar (79); hodnota pro 4, se obdr#i z toho, %e pro z = 0
je soudet fady roven F(0) = 0.

V&ta 187. Necht funkce f e P(2n) md vdechny Fourierovy koeficienty
ay, by rovny nule. Potom je f(x) = 0 skoro v¥ude.

Dikaz. Podle véty 186 je (s tamnim oznadenim) F(z) = }4,, tedy
je viude F'(z) = 0; ale F(z) = [f(t) dt (nebot a, = 0), tedy F'(z) =
0

= f(z) skoro viude.

Cvidenf{

1
1. Je-li v okolf podatku f(z) = |z|* cos — (x > 0), miZeme uZiti v bod§ z = 0
x

Diniovy vé&ty (ve tvaru p#fkl. 1). Pro o« < 1 nem4 viak f variaci koneénou v 24d-
ném intervalu {— 1, 1), tak¥e v bod8 z = 0 nelze ufti Jordanovy véty. Naopak:

1
Je-li v okoli podétku f(z) = T (f(0) = 0), 1ze uZiti v bod¥§ 2 = 0 Jordanovy
g |z
vty (monotonie), ale nelze u%iti Diniovy v&ty pro z = 0, nebotf integrél (60)
nekonverguje pro %4dné 4.

2. Necht f mé variaci konednou v <0, 2rn); potom posloupnosti kay, kb,
(k=1,2,...) jsou omezené. Ndvod: Na vzorce (18) (s hodnotou & = 0) uZijte
2. v8ty o stiedni hodnot8, predpokléadajice f monotonni.

3. Budif f ¢ P(2r). Doka¥te: Jestlife pro jisté  konverguje
s

f Iz + 2t) — f(z — 20)|

(80) ;

dt (0<d <+ o),
0

je fada konjugovand k fad¥ Fourierov$?”) funkce f konvergentnf v bod$ = a mé
soudet

i
1
(81) — f(/(x + 2¢) — f(x — 2t)) cotgede.
™
0
Viimnéte si: Kde%to okolnost, zda konjugovand fada v bod§ z konverguje,

zé4visf podle cvid. 8 v § 4 pouze na pribshu funkce f v intervalu (z — 24, z + 24),
zévisf hodnota jejtho soudtu podle (81) na celém prubshu funkce f.

1) Viz cvié. 5 v § 4.
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4. Konvergence integrélu (80) je zarudena, existuji-li &sla 4, « > 0 tak, Ze
pro — 8 <t < dje|f(z + 2t) — f(z)| £ A[t|*. To je na pt. splndno, mé-li funkce f
v bod8 z konednou derivaci.

5. Gibbsuv zjev. Necht f méd periodu 2x & variaci kone¥nou v (0, 2.
Jestlie v n8jakém bod¥ ¢ je f(c +) + f(c —), je soudet Fourierovy fady funkce f
nespojity v bodd ¢ (podle vdty 185) a tedy tato Fada nenf stejnom&rné konver-
gentni v ¥4dném intervalu (¢ — d,¢ + 8) (6 > 0), t. j. jeji Saste¥ny soudet
8,,() 8@ i pti velkém m v n&kterém bods tohoto intervalu ,,zna¥nd* li&f od souétu
celé fady, t. j. od $(f(z +) + f(z —)). Studujme podrobn&ji kiivky y = 8p,(2)
v tomto jednoduchém piipad$: Budi ceE,, f() = —} proc—n <z <gc,
fx) =4 proc <z <c+m, flc) = f(c + ®) = 0 a déle necht mé f periodu 2=
(kreslete!). UZijme v&ty 182, kladouce 6 = i, £ =c + &, |& < 4w, takZe
fle + & + 2¢) = }sgn (& & 2¢) pro 0 <t < }m; vychézi, ¥e

. gin (2m + 1) t
(82) Jim (sm«: +H—— f — ) =0,
a to stojnomérné pro [¢] < 3 . Jeztos:t - ]0 omezenéd v (— }m, ix, vy-
chézi z véty 181, Ze
3¢
. 1 1 1
(83) lim — — — —]sin(2m + 1)tdt =0,
mso T sin ¢ t
a to op&t stejnom¥rn¥ pro |§ < —. Koneéns
§¢ mé m+3)¢
fsin(2m+l)tdt=fsinvdv+f sinvdv’
t v v
0 0 mé .
kde posledni &len op&t stejnom&rng konverguje k nule. Klademe-li
z
1 sin v
(84) Fx) = — f dv,
w v
0
vidime, Ze
(86) lim (8,(¢c + &) — F(m¢)) =0
m-—» o

stejnom&rng pro | < im.

V (85) jsou liché funkce &, stadf vySetfovati & = 0. Z (84) plyne F'(z) =
= 8in z : (nz) a snadno najdete tento prib&h: F(0) = 0, potom F stoupé aZ do
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hodnoty z = =, potom klesd a% do 2 = 2=, stoupé a% do z = 3w atd.; F(rx) >
> F(3r) > F(br) > ...; 0 < F(2n) < F(4r) < F(6r) < ... Z kap. VIII, §4,
piikl. 1 vime, %e lim F(z) = }. Nejvétsf hodnota funkce F je F(rx). Numerickym

>+ ®

vypodtem (viz na pf. kap. XVII nebo J I, kap. VI) bychom zjistili, Ze je pfibliZn¥
F(r) = 0,69. Funkce F tedy stoupé od F(0) = 0 k hodnot& F(r), které pFekra-
&uje } asi 0 189, a potom osciluje st4-
le ménd okolo hodnoty §, kterd je jejf
limitou. Viz schematicky (ne pfesn¥t)
na obr. 9 (kde oviem mé&fitka na
oséch se ruzni a oscilace jsou zakres-
leny asi dvakrédte v&tsi ne¥ maji byt,
aby obrézek nebyl pi{li§ plochy).
Kfivka y = F(m¢§) vznikne z y = F(¢§)
tim, %e tuto kfivku m-kréte ,,stladi-
me*, t. j. viechny abscisy d&lime &fs-
lem m. Vzhledem k stejnomdrné
konvergenci v (85) miZeme pfilibovol-
ném &> 0 nahraditi kfivku y =s,(z)
Obr. 9. kfivkou y = F(m(x — ¢)) s chybou

mensf ne¥% & pro viechna m od jisté-

ho polinaje, a to v celém intervalu {¢ — =, ¢ + x). Prubsh kiivky y = 8,(2)
vypadé tedy — aZ na chybu mensf ne% ¢ — pro velkéd m v intervalu {¢, ¢ + =) asi
takto: s,,(z) stoupne od hodnoty 0 v bodé « = ¢ a% k hodnot& asi . 1,18 v bod3

o + '—1:‘, nafe¥ osciluje (s extrémy pobliZe bodu ¢ + %, c 4+ 27", c+ 3?", o)

okolo hodnoty §; amplitudy oscilaci iychle klesajf, funkce s,(x) se ,,skoro*
ustélf na hodnot& }; teprve v blizkosti bodu ¢ + = se op&t funkce ,,rozkmité«s,

plebhne pfes hodnotu 0 v bods ¢ + = k minimu asi — ¢ . 1,18 vbods o + w4 -,
nafeZ obdobny prib&h se opakuje, tentokrdte pod osou z atd. Tomuto pfekro-
geni skoku funkce v bod¥ ¢ + % se prav® Hké Gibbsuv zjev. Nafrtnste!

.
'
'
L]
'
'
)
'
[
n

Je snadno, zobecniti tuto Gvahu. Necht ¢ < ¢ < b, necht g mé variaci ko-
nefnou v {a, b), necht g(c +) — g(c —) = d * 0; pro viechna ostatnf z ¢ {a, >
budif g spojité. Potom pifme g(z) = d . f(z) + h(x), kde f je nafe d¥fv&j¥ funkce,
takie A je spojitd a mé v. k. v <a, b). Potom Fourierova ¥ada funkce A je v okolf
bodu ¢ stejnomé&rnd konvergentn{ a &4stedné soudty Fourierovy *ady funkce g
oscilujf okolo g(z) podobné jako tomu bylo u f(z). Promyslete si podrobnosti!

§ 6. PFiklady. Pozndmka 1. Necht f je redlné & omezend v {a, b>.
Necht existujf ¢isla a = @ < a, < ... < a, = b takové, Ze v kazdém
otevieném intervalu (a;—;, @) je budto f monotonn{ nebo mé omezenou
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derivaci. Potom f m4 v. k. v {a, b). (Tohoto tvaru bude v&tSina funkof
v dalsfch piikladech.) Dikaz. Necht [f(x)] = M. BudiZ a,_;, = z, <
<z <..<z, = a; potom

n n-1
8 =kzlll(xk) — f(zi)| = 4M +)¢Zzlf(xk) — f(&e-1)] -

n-1

JestliZe f je monotonni v (a,_;, a;), je 8 < 4M + | D (f(xs) — f(ze—y))| =
K=2

< 8M; jestlize |f'(x)| = N v (a;,, @), j©

IH(2e) — H@eoy)|] = (@ — %—y) N prok=2,...,n—1,
tedy § < 4M + (4; — ¢;_;) N. Tedy mé f v. k. v kazdém By, @),
tedy i v {a, b).
Poznédmka 2. Necht ¢ je neklesajici v (x, ), necht f mé variaci
konednou v {@(x), 9(B)>, takie f(x) = p(x) — n(x) je rozdil dvou
monotonnich funkei. Tedy i f(@(y)) = p(e(¥)) — n(p(y)) je v {x, B>

rozdilem dvou monotonnich funkei, t. j. f(¢(y)) m4 koneénou variaci
v {a, ). Odtud je patrno, Ze vétu 185 je ihned moZno ptfevésti na

piipad obecné periody I substituci r = -2—;3 y (viz té% pozn. 4 v § 2).

Pozndmka 3. Vétdinu vét této kapitoly jsme vyslovili pro funkoe
periodické, ale d4 se jich pouZiti i na Fourierovy fady funkei neperio-
dickych. Budi% fe L(&, & + I); sestrojme Fourierovu rfadu § funkce f
v intervalu (¢, & + I>. BudiZ ¢ funkce s periodou I, kterd v (£, & + 1)
splyva s funkei f. Potom je § také Fourierovou fadou funkce ¢. JestliZe
na pf. f mé variaci koneénou v (&, & + 1), plati toté% o ¢, takie lze
uziti véty 185. Pro kazdé z € (£, & + 1) je soudet fady § roven }(p(x+) +
+ o —)), t. j. }(f(x +) + f(x —)) a tedy je roven f(x) v katdém
bodé& spojitosti funkee f, lezicim v (¢, § + ). Ale v krajnich bodech
&, & + 1 je tfeba dati pozor; je totif ¢ (£ +) = f(& +), ale (periodicita!)
P& —)=@(& +1—) = f(¢ +1—), takZe soudet fady § v bod¥ ¢ je
(& +) + f(5 +1—)). KdyZ je f spojitd v (& & + 1), je soudet
fady § v bod8 £ roven 3(f(£) + (¢ + 1)), neni tedy roven f(£), jestliZe
1(&) * f(¢ +1); v tomto piipad® také neni funkee ¢ spojitd v bodd &
(nebot @(& +) = f(¢), p(& —) = f(£ + 1)) a tedy také stejnomérnost
konvergence fady § se porusi v okoli bodu £. Toté% platf v bod® & + 1
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(nebot funkece ¢ i &lenové Fady § maji periodu ). JestliZe oviem f(£¢) =
= f(£ + 1) a f je spojitd v (&, & + 1), je tam i ¢ spojité, takie Fada §
ma v (&, & + 1) soulet f(x) a je stejnomérné konvergentni v (— oo,
+ o) — vie stile oviem za piedpokladu, Ze f mé variaci koneénou

v<gE+D.

Poznimka 4. Je§td jiné modifikace v uZiti naSich vét jsou moZné.
Na pf. chei-li vyjddfiti funkei f v (0, x) kosinovou fadou (t. j.
b, = 0) o periodé& 2x, definuji f(— x) = f(z), éimZ dostanu sudou funkei;
viz nyni pozn. 6 v § 2. Podobné dostanu sinovou fadu (t. j. a, = 0),
definuji-li f(— z) = — f(=).

Proberme nyni nékolik pfikladi; pouZitelnost véty 185 je v nich
zfejmd; t€Z vypolet Fourierovych koeficienti je snadny a preneché-
vam jej ¢tenafi.

Priklad 1. Budiz f(xr) = 3 — 2 pro 0 < z < 1; ddle mdj f periodu 1
a poloime jedté (0) = $(f(0 +) + /(0 —)) = }(/(0 +) + /(1 —)) = 0.
Fourierova fada ndm dava

(86) i sin 2krx

; " =}—zprol0<z<l,
=1

=0prox=0,z2=1;
déle oviem periodicky s periodou 1.28)

Konvergence je stejnomérnd v kazdém uzavieném intervalu, ne-
obsahujicim #4dné celé ¢&islo. V intervalu, jenZ obsahuje n&jaké celé
¢islo, nenf konvergence stejnomérnd, jezto soudet fady nenf v takovém
intervalu funkei spojitou (viz D ll, v&ta 60).

Je pouéno viimnouti si ¢édstednych soudétl této fady pro 0 <z < 1
(pro x =0, z =1 je viechno rovno nule). Pifme 2rz = 2, tedy

m
0 <z < 2m. Pii-li Sp(2) = > e'™, médm??)
k=0

n

hid kz
5 %= 3 1 (8 — Susle)) =

=m

< 1 1 Sa(2)  Sm-i(2)
=,,§,,.S"(Z)(7€_k T 1) L m

(87)

38) Nadlrtnéte si graf.
%) Abelova parcialni sumace.

498



Déle pro 0 < z < 2n

elm+lz _ ] 2 1

(88) ISm(z)l = elz _ 1 , é leiiz —e i11| = sin %z )

Tedy jest podle (87)

n

ofkz
2

k=m

(89)

1 (l_ 1 1 +l)_ 2
= sin §z \m n+1+n+l m|  msin 2z

pPro 0 <z < 2x, 0 <m < m; m, n oeld.
Odtud je patrna stejnomérné konvergence v kaidém intervalu

{4, 2r — 4> (0 < A < =), nebof v tomto intervalu je sin }z > sin 4.
Vezmeme-li redlnou a imagindrni éast, obdrZime

n

Z cos kz

k=m k

2
= msin §z

< 2

& 8in kz
(90) 1,2:,,. kE |= msinjz’

pro 0 <z < 2x:, 0 <m < m; m,n celi. Odhad v (90) je nevyhodny,
je-li z blizko 0 nebo 2%. Odvodime nyni odhad

n .
(91) sin kz L1+ 2m,

=1 k -
platny pro kaZdé redlné z a kaidé pfirozené n. Pro z = 0, z = 2r je
levé strana rovna nule. Jezto sin k2 = — sin k(2r — z), stadi (vzhle-

dem k periodiénosti) vySetfovati hodnoty 0 <z < =. Pro tyto
hodnoty z jest [sin kz| < kz, sin }z > ;1— z. Tedy (s uZitim (90))

& sin kz
2 E

kz
< Zl—k—+

¢mZ (91) dokazéno.

UtZijeme-li véty 65, vidime z (91), ¥e fadu (86) lze integrovati élen
po &lenu.?%) Integrujeme-li na pf. obg strany v (86) od 0 do 4, obdrZzime

30) To plyne ostatn® té% z v&ty 186.
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1
k=1 k=1 ¢ n'=0 + 1)
_1($r_ 3 1)_3 51
= 2 ) n2 e (27&)2 - 41‘3":1 n”
= 1 3
(92) si_®

Odtud je na pf. vidéti vyznam Fourierovych fad pro vypodet fad s kon-
stantnimi éleny.

Priklad 2. Jest

. 1 0l<z<m

0 2 17‘ pl'O

(93) ZW= 0 proz=0,z=m 2=2n
- —in pron<z<2m

Priklad 3. Pro jakékoliv komplexni «, jeZ neni tvaru « = mi
(m celé), jest

ax L.} _ .
e 1_2i z o« cos kx — k sin kx Pro 0 < z < 2.

(94) ©™ o BT ol

. em 4 1 .
Pro x = 0 je pravd strana rovna 5 P 1" Klademe-li 2a% = 2,

méme (pro z = 0)

let +1 1 < 22

2 et — 1—?+,,le=+4kan=

pro kaZdé z, nemajici tvar z = 2mmi (m celé). PoloZime-li jesté z = 2it,
méme

(95)

. © 1 e 2t
(96) otgt=im 1=7+2 7
pro ka#dé komplexni ¢, nemajiof tvar ¢ = mn (m celé). PoloZzime-li
v (94) x = ~ a potom mx = i, obdrZime
1 2t 1 i 2(— 1) ¢
sint  eXt—1 " ¢t 'S8 — knd

pro ka%dé komplexni ¢, nemajici tvar ¢ = mr (m celé).

(97)
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Vzorce (95) a% (97) davaji rozklady levyoh stran v ,,é4ste¢né zlom-
ky‘ — oviem Fada zlomki je zde nekoneénd. Z rovnice (96) odvodime
jest® jeden dileZity vzorec. Rada vpravo je stejnomérnd konvergentni
v kazdém intervalu <0, (1 — 8) ) (0 < § < 1), nebof mé tam konver-
gentni majorantu

< 2
kzl (ke — (1 — 6)%)°
Integrujeme-li tedy ¢len po ¢lenuod 0 do? (0 < ¢ < =) a uvéZime-li, Ze

sin ¢

hm(lgsmt—lgt)—h Ig— =0,
t—0+ t
obdrZime
lgsmt—lgt—}-zlg k’:::,
) 81)
(98) gin ¢t = ¢ 1‘[(1 — W)

pro 0 <t < =. Tvrdim v8ak, Ze tento vzorec platt pro kazdé komplexnt t.
Dukaz. Prom = 1, 2, ... a pro kazdé komplexn{ z poloZme

(99) P,(z) = I;l:[l (l + %) =1 +’§10r,mz';

pfitom klademe

m l @ 1
100) orm = ST, O, = T 32
100) orm= 2 gE—mr %= 2 BERoBE)
kB<ki<...<ky k<ks<...<k,
3) Je-lioy + g + ... =9, jelim (¢, + ... + ) =7, tedy lim exeas ... eom =
m—o m—»>ao
=lim e +...+om = o7, t. j. €% . 6% . 0% ... = e¥. O nekone¥dnych soudinech viz
m—>

D 11, kap. III, § 7.

3%) S&it4 se tedy pres vSechna pfirozend k,, ..., k,, jeZ spliuji podminky
h<..<k,=m, po piip. podminky %, < ... < k,. Pro » > m nelze ovSem
podmin.kam Ic1 <k, =m vyhovétl, prvni souéet v (100) je prdzdny, tedy

Grm = 0.
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Odhadnéme tato ¢isla. Jest (pro pfirozené p)

W | 1 dx 1 1 2

101 =< = f_=_ —< =,
(on SE<pt]a=ptysy
a tedy
(102) Og""’”<“'§k,z=1ﬁk§2}§"'k,z=fﬁé7'

Odtud plyne konvergence mocninné fady
(103) Fe)=1+4 o,z

r=1

pro kaZdé komplexni z. Odhadnéme rozdil ¢, — g, ,,. V&ichni &lenové
v (100), v nichZ k, < m, se zrudi, a tedy vyjde

< 1 < 1 < 1 2r
<o — < . <
0 = 0 Or,m =k‘z= IC% kp_s=7-1 ka -1 kr=m+1 ’Cz = (T bl 1)' (m + l)

Tedy jest (podle pozn. 32) je o, ,, = 0 pror > m)

F@) = Pu(@)] = | 2.(0r — 0,,m) 27| <

22l < 2]y _ 27 o]
ém-{-lle(r—l)!_m-{-le :
Tedy jest lim P,(z) = F(2), t. j.

11 (1 +i) =1+ D 0,2" pro kazdé z .
k kﬁ r=1
Tedy jest pro kazdé komplexni ¢

(104) tﬂ( kznz) t +Z —1)rg, ——

1

Soudasnd je viak pro kazdé komplexm t

tlr+l

(105) sin ¢ Z 2r + l)' 2r+1

Mocninné fady v (104), (105) maji viak podle (98) ty% soudet pro 0 <
<t < m, tedy maji tytéZ koeficienty (D I1, kap. XI, véta 226), tedy
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maji tyZ soudet pro viechna komplexni #; tedy plati (98) pro véechna
komplexni ¢.

Piiklad 4. Uvedu nyni pro funkei f(z) = x étyfi rizné rozvoje,
platné v (0, 1). Budou to rozvoje o period$ 2, lifici se podle toho, jak
doplnim definici funkee f(x) v intervalu (— 1, 0).

i(—l)'m“ink"”— zpro —l<z<l1
= E |0Oproz=12=—1.
< cos (2k + 1) =z

(107) E-—;C;kgo-—w:le pro—l_<__x§l.

(108)

1 2 S cos(2k +Dmx 1 ., 8in knz
Z_F,,Zo 2k + 1) +¥,,>;:,(—1)“ ko
(108) zpro 0z <1
={0pro —1<z<0
jproxz=1z=—1.

2 2 sin knz {x pro 0 <z < 2%)

(109) l‘?,;zl k l1proz=0,2=2.

Tieti rozvoj dostaneme ostatnd jako aritmeticky primér prvnich
dvou.

Poznadmka 5. V&ta 179 pravi: Je-li funkee déna jako soudet trigo-
nometrické fady stejnomérné konvergentni v (— oo, 4+ ), je tato
fada Fourierovou fadou té funkce. Na pf. je-li

flx) =1 +kz (cozaka: + e~kgin lc:c) ,
=1

je fada vpravo Fourierovou fadou funkce f. Specidlné to plati pro fady
koneéné, t. j. pro trigonometrické polynomy. Je-li na pf.

gx) =2 + 6ocosx — 2sin 3z,

je pravé strana Fourierovou fadou funkce g (pfi éem% &lenové rovni
nule nejsou vypsdni). Tato pozndmka ndm n&kdy ulehéuje podetni
mechanismus. Na pf. je-li

33) Také mueme ffoi: levd strana je rovna = pro 0 < z < 1, a je rovna
z+2pro -1 <z<0.
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f(x) ~ }a, + > (ax cos kx + by sin kz) ,
¥=1
je (viz téz pozn. 2 v § 2)

f(x) — 3ag — > (ap cos kx + b sinkx) ~ > (@, cos kx + by sin kz) .
k=1

k=m+1

Cvidenf

1. Necht komplexn{ &fslo & nenf celé. Potom je pfedns

@®

sin 2aw
T CO8 X = + z
2x k=1 OL’ -

0 (o 8in 2aw cos kx + k(cos 2am — 1) sin kz)

pro 0 < x < 2x; pro x = 0 médme

. -] .
sin 2xm Z « sin 2am

1m(cos 2 1) = .
37(c xr + 1) ™ +k=1 prg—

Za druhé: Pro — n < <« jest

. oz = si 1., i(-—l)"coskz
7 co8 &% = 8in an | — — - 7).
[0.2 ak=l o8 — k2
Za tieti: Pro 0 < x <  jest
< 1
(110) % CoS AT = — 2121 S+ (= 1)¥+1 cos ar) k sin kz .
2. Necht m je celé. Potom pro 0 < x < w jest
< k
111 os me = 4 —— sinkz.
(111) ®C kzl P
k#=m (mod 2)
k—m

Znak k = m (mod ¢) znadi, %e je celé &islo (te se: k je kongruentnf

8 m modulo g); znak = znadf ,,neni kongruentn{‘.

3. Vysledek cvié. 2 lze také obdr¥eti ze (110) takto: Fourierovu fadu funkce
7 cos me dostaneme z Fourierovy rady funkce = cos azx limitnim pfechodem
« — m. Provedte!

4. Pro ka%dé reilné z jest

@

2 4 3 cos 2kx 8
|sinz|=————z =—z
™ T k=14k’— T k=14

sin? kx
B—1

b
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5. Z rovnice (98) plyne pro ¢ = }r Wallisova formule (viz J I, kap. III, § 5,
pozn. 3).

6. BudiZ o > 0; potom jest pro ka¥dé redlné =

2 o0
(112) cos z|e = — (I(x, 0) + 2 . I(a, k) cos 2kz) ,
T k=1
kde
i
(113) I(x, k) = [ cos® z cos 2kz dz .
0

Vyjédifim-li cos (2k + 1) # dvdma zpusoby, obdrZim rovnici

cos (2k + 2) z cos z + 8in (2k + 2) zsinzx =
= cos 2kx cos x — 8in 2kz sin x ;

nésobim-li cos*—1z a integruji, obdr¥fm snadno (x + 2k + 2) I(x, k + 1) =
= (« — 2k) I(x, k). Tim obdr¥i (112) definitivni tvar

«_ 4 i « a(x — 2)
|cos x| _?I(a,O) (2 + g cos 2z 4+ ———(a+2)(a+ 7 c
a(x — 2)(x — 4)
(x + 2)(x + 4)(x + 6)

Pro celé « dovedeme je§t& vypodisti I(«x, 0) (viz (113)) a mame pro celé m > 0

08 4z 4

cos 6z 4 ) .

4 2.4.6...2m—2)(1 2m — 1
|cos2m—1 x| = — | — + ———— cos 2z +
(114) n 3.6.7...2m —1)\2 2m + 1
(2m — 1)(2m — 3)
cosdx 4 ...},
(2m + 1)(2m 4 3)
1.3.5...2m —1) (1
2m =2. .
s 2.4.6...2m (2 mr1es T

m(m — 1)
(m + 1)(m + 2)
Poslednf rozvoj jest oviem kone¥ny (t. j. je to trigonometricky polynom).

7. BudiZ g(z) = }(m — z) pro 0 <z < 2r; déle necht mé g periodu 2=
(nalrtnéte!); tedy na pf. pro — 2r < < 0 je g(x) = — }(r + ). Pro ka%¥dé
realné z, jeZ nenf tvaru 2mn (m celé), je

(115) o(@) =k2 sin kx '

cos 4z + ) .
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V bod¥ 0 mé funkce g ,,skok* g(0 +) — g(0 —) = n. Rada konjugované k Fad¥

[ <]
(115) (viz cvi8. 5,6 v §4 a cvié. 3,4 v § 5) je Z k1 cos kz. Jeji &4stené soulty
¥=1

S () majf pro z = 0 tuto vlastnost:

S (0
lim m(® _ 1
moo lgm

8. Budi¥ f ¢ P(2x). Necht pro urditou hodnotu z, existuje koneéné limita
(116) Jim (H(zo +8) — fxy — ) =D.

Potom &4stené soudty S, fady konjugované k Fourierov¥ fad$ funkce f majf
tuto vlastnost:

Sp(z) D

(117) lim
moo 1M 13

Na pt. existuji-li limity f(z +), f(Z, —) & jsourizné, je konjugované fada diver-
gentni.

Névod: Z cvié. 7 je patrno, Ze tvrzenf je sprdvné pro funkei Dx—! g(z — z,).
Sta¥f tedy dokézati jest§ toto tvrzenf pro funkei f(x) — Dr—1g(z — z,); t. j. stadf
je dokézati v piipads, Ze v (116) je D = 0. BudiZ ¢ > 0; pro0 < ¢ < J je (vzhle-
dem k D = 0) |f(x, + 2t) — f(zo — 2t)| < &, zvolime-li vhodn& & > 0. RozloZme

1

m 8 im
integral v (57) na tfi: f + f + f Tiet{ jest omezeny pro m — ; druhy je
o 1 3

)
v prosté hodnot& mensi neZ Const . ¢ f t—1dt < Const . ¢ . Ig m; prvni integrél je

m—l
pak rovné% omezeny pro m —» <, nebof jest
cos (m + $)¢t LA
tgdt — ——=— | = |2 kt| < 2m.
co g-’} sin 3¢ kgl sinkt| < 2m

9. Z piikl. 2 obdr¥ite pfechodem ke konjugované fads a uZitim vysledku cvid,
3,4v§5

icog(zk+1)x
k=0 2k+1

pro ka¥dé redlné z, je¥ nems tvar z = mn (m celé). Tento vysledek muZeme
oviem odvoditi i jinymi zplusoby, na pf. z fady

= } 1g |cotg }=|

y2k+1o(2k +1)iz

(o}
Ig (1 i) — Ig (1 — rel?) = 2
g(1+rel) —Ig(l—ro) =2 3 s
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(0 <7 < 1) limitnim ptechodem r - 1 — podle Abelovy v&ty (D 1, v&ta 236).34)
10. Rada

i sin kx

k-2 Igk

nenf Fourierovou fadou ¥4dné funkce fe P(2r) (ndvod: véta 186). Pfitom je
tato fada konvergentni pro kaZdé xz, dokonce stejnom&rng v kaZdém intervalu
<&, 2 — &) (0 < e < 7) (dukaz podle vzoru piikl. 1).

§ 7. Poissonova sumaéni formule. V&ta 188. Budif acE;, | > 0,
n pfirozené &islo. Budi? f funkce, je£ md koneénou variaci v {a,a +
+ nl). Potom jest

n-1
i@ +) + 3 Z(ﬂa + k=) +fa+K +) + 3@ +nl—)=
(118) a+nl

—f f(z) dz + & Z fl(x)cos 2k — a) 4y, |

Pozndmka 1. Véty lze ov8em wuZiti té% na komplexni funkce
(uzije se zvla$t na redlnou a imaginarni &ést).

Pozndmka 2. Pravou stranu v (118) lze té% psati

2Imi 2 )
(119) lim — f f(x) e dz .

m—» l k=-m

Poznidmka 3. Nejéastdjsi piipad této ,,Poissonovy sumaédni for-
mule‘‘ je ten, %e funkce f je spojitd v {a, @ + nl)>. Potom lev4 strana
jest
(120) M@ +/@+D +f@+2) + ... +f@+@m—1D)+

+ 3f(a + nl) .

Dukaz plyne téméi okamZité z véty 185. BudiZ k celé, 0 < k <
< n — 1. Budiz g(z) funkce s periodou /, jeZ pro 0 < z <! je defino-
véna rovnici g(x) = f(a + kl + z). Podle véty 18535) jest

34) Nakonec jde jen o redlnou &4st, t. j. vlevo o logaritmy absolutnich hodnot;
tedy odpadaji obtiZe s urfovanim amplitudy.

38) Aplikované s periodou ! misto 2, a to v bod$ z = 0.
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(121) 390 +) + 9 —)) = 34, + Z 4,

NIN

1
f(t)0082 Tedt = ff(a +kl+t)cos——tdt
0

Substituce a + kl 4+ ¢t =z déava (jest cos 2—773 (x—a— k)=
= CO08 @c (x — a))
a+k+1)1
Am:Tf /(x)coszlﬂ(x—a)dx,
a+kl
takZe podle (121) jest

i@ +k +) + 3@+ (& + 1)1 —)=

a+(k+1)1 a+(k+1)
1 2 2
=7 f(z) dz +TZ_1 f f(x)cos—’;‘f(x_a)dx.
atkl "= aYm

Seéteme-li pres hodnoty £ = 0, 1, ..., » — 1, obdrZime (118).

P#iklad 1. BudiZ n pfirozené ¢islo; Gaussovym soudtem nazve-
me vyraz

n-1 om ¥
(122) Gn) =>e *
¥=0
Tento soudet je duleZity v teorii éisel; vypodtéme jej. UZijeme véty 188
s
(l =1,a=0,fz) = ezn "). Jezto f(0) = 3f(0) + }f(n) = 1, obdrZime

m

G(n) = lim ) 2 erni (g—+kz) de =
m—->o k=-m0

(123) m 1
= n lim Z [ e2minty* +ky) dy

m—>o k=-m 0
(substituce 2 = ny). Substituce y + ik = z dava

3k +2)
fezmn(v +ky) dy = e- iwik'a f e2ming' 4,

ik
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Cinitel pred integralem vpravo jest 1 pro sudé k a jest roven i~ pro
liché k. Omezime-li se v (123) na sudd m = 2r, obdrzime

r+1 r+}
(124) G(n) = nlim ( [ ewintdz + i-n [ e2mine' dz),
r—>0 -7 _,+*

Polozme (zde jde o nevlastni integril)

+ © _ tw .
(125) y = f 2™z q, — V,n f e2min? dz;
konvergence integralu je patrna integraci per partes: pro 0 <a <b
ipro 0> a> b jest
b b

et g e2niz ° fezmz- e
fe “\amiz . T ) m O

a a

limitni pfechod b - + oo nebo b - — o ukazuje konvergenci integ-
ralu v mezich — oo, + oo. Z (124) tedy plyne

(126) G(n) = [ny(1 +i—).
Pron =1 je G(1) = 1, tedy médme 1 = y(1 +i-1), t. j.

(tim jsme znovu stanovili integral (125), t. j. v podstaté Fresnelovy
integraly z kap. VIII, § 4, piikl. 2). Ze (126) potom plyne:3¢)

G(n) = (1 +1i)|/n pro n =0 (mod 4)

=|n pro » =1 (mod 4)
G(n) =0 pro n = 2 (mod 4)
G(n) = i|/n pro n=3 (mod 4) .
Priklad 2. Pro s > 0 jest
+ + o ]
(127) S oekw— L S HY,
k=- V,g k=- o

Absolutni konvergence obou fad je jasni. Oznadim-li funkei vlevo
9(s), d4va rovnicé (127) tuto funkéni rovnici:

%) Znak a = b (mod p) (Cti: @ je kongruentni s b podle modulu p) znadf, %e
tislo @ — b je d&litelno &islem p.
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(128) d(s) = V_ (;) pro 8 > 0.

Duilezitost rovnice (127) je jasnd: Neni-li s prili¥§ malé (na pf. je-li
& > 1), konverguje fada vlevo velmi rychle. Je-li viak s malé, konver-
guje fada vlevo 8patnd, zato fada vpravo konverguje velmi rychle.
Rovnice (127) dévd ndm tedy prostiedky ke studiu duleZité
funkoe #¥#(s) pro malé kladné hodnoty s. Dikaz rovnice (127) prove-
deme v&tou 188; jeZto jde o nekonedénou fadu, musime piitom pro-
vésti jestd piislusnou limitni ivahu. Pro celé ¢ > 0 dostaneme z véty
188 (proa = — ¢, l =1, n = 2¢, f(x) = e~2'™)37)

(129) 2 e kT — fe“’"’ dx + 2 z fe #7008 2knx dx .

._._q k= l—q

Utzijeme-li zndmé hodnoty (integrand je funkoce sudd)

+®
1 -eX
(130) -7 cos 2knx dz = rad
(viz kap. VII, § 8), vidime, Ze prava strana v (129) mé hodnotu
© —k’% 4

Vs 1o “
kde

@

+o +
(131) A,=2[e"™dx + 4 [ e *'™ cos 2knx dz .
q lg

IIMg

Doké4zi-li, e lim A, = 0, bude tim (127) dokézéno, nebof levd

g+
+

strana v (129) m4 pro ¢ — oo limitu > e-¥m,

k=-
Pigi-li
+ o
(132) B, = [ e ¥™ cos 2knz dz ,
q

37) Znadka X’ znadi, %e oba krajnf éleny souétu (pro k = — g a pro k = q)
jest opatfiti dinitelem %.
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obdr#im integraci per partes pro celé £ > 0

©

e-7'T gin 2Icnz]+°° 8

(133) B, = [ Y= + % f xe—7'Tgin 2knx dx .
q

q

JeZto q, k jsou cela kladn4, je prvni ¢len vpravo roven nule. Jest

(;l—z (ze~-='™) = e-'m5(1 — 2a2ws) ;

piedpoklédéme-li tedy ¢* > 2—11w , je funkce ze-+n¢ klesajicf v (g,

+ o), takZe 2. véta o stfedni hodnoté (viz (71) na konci kap. V)
.dava pro ¢ > ¢ g
qe—q'm .
e
uzijeme-li (134), obdrzime limitnim pfechodem ¢’ — oo ze (133)

q q
(134) | fze-=* sin 2o dz| = |ge-o'™ [ sin 2krnz dz| <
q q

1
| Bex| < % ge~a™ . B
a tedy podle (131)

A < 2}me-z'mdx 4_‘? o ¢'ns i _!_
I Gl = 7 + P q .k-l k’

pro q¢ > L , takZe vskutku lim 4, = 0.
28 g—+o

Cvidenf

1. V&tu 188 lze pondkud zobecniti takto: Budif a¢E;, ! > 0, — ® <& <
< B < + . Necht funkce f m4 konednou variaci v {x, ). Potom jest

> Mfa+k—)+fa+H+) =

a<d THZA

8 8
=iff(z)dz+32ff(z)cos-2kﬂ_—a—)dz.
1 14 ]

Pritom se s&ité pfes ona celd k, pro n&% je o« < a + kl < B; &drka u X pak znadf:
je-li « tvaru a + ki, je ptisluiny &len souftu 4f(x +); podobnd, je-li # tvaru
a + kl, je pkisluiny &len 4f(B —). Névod: Polofite f(z) = 0 vn& intervalu
{x, B> a uZijete vity 188.

(135)
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2. Véty 188 u¥ivdme i pfi dvojndsobnych, trojndsobnych, ... soudtech.
Vezm&me jeden pfiklad. Pro > 0 budiZ 4(z) podet mii¥ovych bodu (t. j. bodu
[4, v] 8 celodiselnymi soufadnicemi u, v), je¥ le%f v kruhu u? 4 v* < z; pfitom
mifZové body na kruZnici bereme pouze s vahou } a miifové body [:i:V:r-:—, 0],
[0, + V;] (jestliZe V; je celé &islo) dokonce s vahou . Ukafte:

+ o + o
(136) Az) = Z ( f f cos 2anu cos 2bwv du dv) .
b=-0 \a=-0 u'+v'<z
+ o m
Pritom necht Z ¢, znadf lim z Cy.
n=-o m—>0 n=-m

Névod: Lze také fci, Ze event. mif¥ové body [ 4 V;; 0] po&itdm s vahou nula,

body [0, + V;] s vahou }. Polofme ¢(v) = Z’ 1 pro v+ £+ V;,“)
- Im| <zt

(L Vx) = 0; potom ziejmé A(r) = Z' @(n).

Inl<)z

Dvojim uZfitim v&ty 188 (nejpohodingji ve tvaru ovié. 1) obdrZime®®)

+ Vz-—v’ 4o .
1 2 k — o
(137) p(v) = Z f cos 2anu du = — z nfary®
a=-wo —Va:-v' T

pro v* < z (a zfejm& i pro v* = x),

a= - a

+o V= +e Vz=v
(138) Ax) = z f ( Z f cos 2anu cos 2bnv du) dv .
b=- _V; a=-® ——Vrv’
Ut%ijeme-li na posledni vyraz v (137) odhadu (91) z § 6, pikl, 1, vidime podle
vty 65, fo miFeme zaménit poFadi symbola >, [ dv; tak dostanete (136).
a

Vzhledem k tomu, Ze integrély v (136) jsou sudé funkce a, b, je patrno, Ze
+®
soudty z ¢, zde lze pojimati i v obecn&jsim (a obvyklej§im) smyslu jakoZfto
n=-o
- -]
nt 20 n
n=0 n=1
VEimn&te si, ¥e &len s a = b = 0 v (136) dévé pravs obsah kruhu nz; ostatn{
8leny maji vyznam jakychsi 8len korekénich.

#) Oznadeni jo jasné: jde o T’ f(m), kde f(t) = 1 pro vSechna t. Cislo

Iml<yz-o*
z > 0 je pevn& déno.
%) Znak su;otﬁ necht pro g = 0 znadi &islo «.
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§ 8. Aproximace funkci polynomy a trigonometrickymi polynomy.
Vratme se opét k Fourierové fadé. BudiZ f funkce koneénd & spojitd
8 periodou ! > 0. Budiz

2k

(139) 8q() = Z ae 1 -

k=-n

tastedny soudet jeji Fourierovy fady. Pisme D,(f) = Max |[f(z) —
-0<z< +o

— 8,(z)|. JestliZze nadto mé f variaci koneénou v <0, ), vime z véty
185, %e s,(z) konverguji k f(z) stejnomémé v (— oo, 4+ ), t. j.
¥e lim D,(f) = 0. Ale jak rychld je tato konvergence? Na to didvé

n—>

jistou odpovéd tato véta:
Vé&ta 189. Necht | je funkce s periodou I > 0, jeZ md v {0, 1) abso-
lutné spojitow dertvaci fddu p > 1. Potom je ¢, = o (ﬂ%) y Cop =

—o( pl“), ,,(f)_o(l)pron»oo neN, & j.

(140) limnP+le, = limn?*le_, =0, limn? D,(f) =0

n— fn—>o n—w

(symbol o byl zaveden v D I, kap. VI, § 13 a znovu pfipomenut
v kap. VII, § 1, pozn. 7).

Dukaz. Substituce z = ;—nt pievadi periodu ! na periodu 2mw;

stadi tedy piedpoklddati I = 2=. Podle véty 185 je

* f(z) = lim Z celfz |

n>o k=-n

Uzijme na ¢, = 21—7: f f(x) e-** dz véty 99 (integrace per partes,

0
(p + 1)-krite opakovand); zdvorka [ ]2* se fovnd nule nésledkem
periodiénosti, takze

2n
1
(141) C = PRHATS! ff(p+l)(x) e-ikz g
0
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jezto P+ ¢ L(0, 2r) (nebot je to derivace absolutnd spojité funkee),
m4 integral v (141) limitu 0 4°) pro |k| - + co podle véty 181. Budiz
€ > 0; potom existuje n, tak, Ze |c;| < &|k|~»~! pro |k| > m,. Pro
n > n, je tedy pro viechna x ¢ E;

@

[f(x) — sa(x)] < 2¢ i k-1 < 2¢ ffu,—"‘ du = 2—;1&-’;

k=n+1
odtud plyne i druhy vztah (140).
Podobné pro algebraické polynomy:

Véta 190. Necht funkce f md v intervalu {a,b) absolutné spojitou
derivact fddu p-tého (p = 1). Potom existuje posloupnost polynomi
Py, P, P,, ...tak, Ze polynom P, je stupné nejvyde n-tého a %e

(142) Max |f(x) — Pu(z)] = o (i)
a<z<b nr
pro n — ©, ne N.4)

Poznamka 1. Ne# pristoupime k dikazu, dokazme tuto drobnost:
Je-li g(z) funkce absolutnd spojitd v (—1, 1), je ,sloZend* funkce
g(cos ©) absolutné spojitd v {—m, ©).

Dukaz. Budiz ¢ > 0; potom existuje d > 0 tak, Ze!?)
('—l gypéxﬁéyn—l <.’E,_1§...§y1 <2:1§ 1:

(14) S =) < 0= Flote) — o] <.

1=1

Je-li nyn{
P

0 << . S <PBaS@gGp<yn, D —e)<d,
1=1

a poloZime-li cos ¢, = z;, cosy, =y, je x, — y,=sin¢. (y; — ¢,)
(ps < & <y, tedy 0 < sin § < 1), takZe je splnéna premisa v (143)
49 To d4avé jiZ prvni rovnici (140).

41) Lev4 strana je funkef &isla n.
43) Je¥to cos @ je v <0, n> klesajicf, hodi se mn& toto &islovénf.
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a tedy i jeji zavér, t. j. 2 |g(cos ;) — g(cos ¢;)| < &. Tedy je g(cos O)
a. 8. v {0, ) & jeito je to funkce sudé, je zFejmé téz a. s. v {—m, 0).

Pozndmka 2. Provedeme-li pro ze N, @ ¢ K umocngni v rovnicich
e:!:nie (e :He)n t. J

cos n@ 4 isin n@ = (cos @ -+ isin O)*,
sefteme-li tyto dvé rovnice a uZijeme vztahu sin? @ = 1 — cos? 0,

obdrzime

cos n@ = cos" O + (n) cos" 2@ (cos2 O — 1) +
2

(144) n

+ (4) cos"4 @ (cos? @ — 1) +

(pokraduje se tak dlouho, pokud se neobjevi zdporny mocnitel). Tedy
cos n6@ je polynom stupnd n-tého v cos O; koeficient pfi cos" @ jest

1 +(72") + (Z) +...= 271 pro n > 0. %)

Definuji-li tedy polynomy 7', rovnicemi

Tyz) = 1, Tola) = 55 (x + (’2‘) zniat — 1) +
(145) .
+ (4) zh4(z2® — 1)2 + ) pron> 0,

je koeficient pii " roven jedné a pro ka#dé komplexni @ je

008 (00) = Ty(cos O), cos (nO) = 21T (cos @) pro n=1,2,3,.

S témito polynomy se setkime jestd pozddji (kap. XIV, § 9, Cebyse-
vovy polynomy).

Dukaz v&ty 190. Stadi vysetiovati piipad a = — 1, b =1 (na
ktery se daji ostatni piipady prevésti substituci z = $(b + @) +

43) To plyne seftenim obou rovnic :
Q1 =14 (’1‘) + (;‘) + (g) + (2) £ ..
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+ 3(b — a) ¢). Polozme F(@) = f(cos @), coZ je zfejmé sudé funkce
s periodou 2r. Derivace F(®(@) je polynom ve vyrazech sin 6, cos 6,
f'(cos @), ..., fP(cos @) (derivuje se podle pravidla o sloZenych funk-
cich). Tedy (pozn. 1) je F®?(@) &. 5. v (— =, =) (neboli v 0, 2x)). Je-li
8,(0) tasteény soudet Fourierovy fady funkce F, je (véta 189)

(146) Max |F(O) — 8,(0) =0 (i) .

—0<O<+® n?
Napidme 8,(@) ve tvaru (1) (8 kosinusy a sinusy); jeito je F suda,
vypadnou sinusové ¢&leny a obdrZime 8,(0) = 34, + i A, , cos kO;
toto 1ze podle pozn. 2 pséti o

(147) 8,(0) = i(},‘,,.oos"@.
=0

Budiz nyni — 1 < z < 1; existuje tedy @ (0 < @ < =) tak, %e z =
= cos O, tedy F(0) = f(z) & z (147) plyne

F(O) — 84(0) = f(z) — Pu(),
kde P,(x) = iC,,,,.x". Odtud a z (146) plyne (142).
¥=0

Otézka, jak dobife lze danou spojitou funkeci aproximovati poly-
nomy, po piipad® — kdyZ je periodickd — trigonometrickymi poly-
nomy, je jednou ze zédkladnich otdzek t. zv. konstruktivni theorie
funkei. Tato nauka byla zaloZena CebySevem; vedouef postaveni v nf
mé dnes 8kola sovétské, vedend akademikem Bernitejnem. Véty 189,
190 lze jesté podstatnd zlep&it — zostfit i zobecnit.

§ 9. Spojitd funkce s divergentni Fourierovou Fadou. Funkce, ma-
jici konednou variaci v (0, 2rn), maji podle véty 185 konvergentni
Fourierovu fadu. Mezi funkce s variaci koneénou patii mnohé funkce
spojité, i n8které funkce nespojité. Vznika tudiZ otdzka, zda snad kazda
konednd spojitd funkce mé konvergentni Fourierovu fadu. Odpovéd
je zdporna: Sestrojime funkci F(x) o periodé 2w, koneénou a spojitou
v (— o, + ™), jejtZ Fourterova fada je divergentnt pro x = 0.
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K tomu cfli definujme pro kazdé piirozené n trigonometricky poly-
nom f, rovniei

cos ¥ cos 2z

ln(z)—"“*‘ +n——-——_2+...+
cos(n — 1)z cos(n + 1)z cos(n + 2)x cos 2nx
+ 1 - 1 - 2 Tt T T
n

Pravé strana je podle pozn. 5 v § 6 Fourierovou fadou funkce f,.
Oznadim-li s, ,(z) soudet prvnich m + 1 élend Fourierovy rady
funkee f,(z), je zfejmé

8m.n(o)gox 8n.n(0)=%'+ + + + > f_—lg"
(148)

Jest

fn() =kél% (cos (n — k) x — cos (n + k) ) = 2sin mkél Sinklcz ,

tak¥e jest podle (91) |fu(z)| < 2 + 4r. Rada

(149) F(z) = 2 i+ f(@)

je tedy stejnomérnd konvergentni v (— oo, + o0); funkoe F je tedy
spojitd v (— o, + o) a m4 periodu 2rn. Podle pozn. 3 v § 2 dostanu
Fourierovy koeficienty funkce F tak, Ze seftu piisluiné Fourierovy
koeficienty jednotlivych ¢leni Ffady v (149). Znadi-li tedy sm(x) soudet
prvnich m + 1 ¢élent Fourierovy fady funkce F, jest

@

8m(@) = 2, nl. - 8m, 2w(2)

a tedy specialné podle (148)
1 1 .
82ma(0) z W 8oms, 2m|(0) > W lg 2m = m lg 2.

Posloupnost 3,(0), 84(0), ... nemi%e tedy byt konvergentni, takZe
Fourierova fada funkece F je pro z = 0 divergentnf.

Tento velmi jednoduchy piiklad pochdzi od Fejéra.
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§ 10. Metoda aritmetickych primé&rd (v&ta Fejérova). Budii
89, 8y, ... ndjakéd posloupnost konednych ¢isel; poloZme

On

1
= m (80 +31 + ... +8,‘).
Vime toto (D I, véta 29): Existuje-li koneénd lim s,, existuje téZ

fn—» o

lim o, a ob® limity jsou stejné. MuZe se vSak stdti, Ze druhé li-

mita existuje, i kdyZ prvni limita neexistuje. Této ,,metody aritme-
tickych praméri‘ uzijeme nyni na Fourierovy fady.

Véta 191. Budif f e P(2n). Budi s,(x) soulet pronich m + 1 Elent
Fourierovy fady funkce f v bodé x; poloZme

l m

(150) Om(x) = p kgos,,(x) (m=0,1,2,...).
Potom platt:

1. Je-li z bod takovy, Ze existuje koneénd
(151) hmﬂx+t) +f(z_t)=A,

-0 2
jest
lim o,(x) = 4.

I1. Je-li f(x) koneénd a spojitd v {a,b)> a mimo to jesté spojitd zleva
v bod€ a a zprava v bod& b, je pro kaZdé x € (a, b)

(152) lim o,(2) = f(2),

a tato konvergence je stejnomérnd v {a, b).
V&imnéte si, Ze se na rozdil od pouhé spojitosti v {a, b) pfedpoklads
,,oboustranna‘‘ spojitost i v krajnich bodech a, b.

Pozndmka 1. Z tvrzeni I plyne: Existuji-li v bod$ z kone&né
limity f(x +), f(x —), jest

(153) lim op(2) = §(f@ +) + f@ =) 3
je-li tedy specialn® funkce f spojitd a konetnd v bodé z, jest
(154) lim o,(z) = f(z) .
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(Naproti tomu, jak jsme zjistili v § 9, nemusi v tomto piipads existo-
vati konetnd lim s,,(z). Vidite, Ze aritmetické priaméry o,(z) dévaji

vysledky uplndjsi ne¥ s, (z).)

Pozndmka 2. Nei pfistoupime k vlastnimu dikazu, odvodime
vzorec pro om(x). Vyjdeme oviem ze vzoroce (29) pro s,(z). Jest

m

e(2k+1)it — it — —
EZO et — 1 2isint

srovnejme imagindrni &4sti:

e(2m+2)lt — 1 e(2m+2)lt — 1

1 —cos(2m +2)¢t (sin(m + 1) ¢)°
2 sin ¢ - sin ¢ :
Z (29) plyne pak uZitim vzorce (155)

(1565) .3: sin (2k + 1) ¢ =
=0

(156) on(2) =(7%—17; f (Hz + 20) + fl@ — 20)) (EE_(%L)E) a.
0

Pro f(z) = 1 jest sp(z) =1 (m = 0, 1, ...), tedy té% o,,(z) = 1, t. j.
n

2 sin(m + 1)¢\* .
(167) (m+1)nof( sin ¢ )dt_l

Dukaz véty 191. Pro libovolné z a libovolné A jest podle (156),
(157)

(158) o'm(x) - A = O'm(x, 6) + -tm(x, a) s
kde
(159) Im(®, 8) =

ir

(160) n(z, 8) = —— f ... (ty% integrand jako v (159)) ;

(m+1)=
3

pfitom 6 miZe byti jakékoliv redlné ¢&islo; budeme vidy voliti 0 <
<é < ir
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Ze (160) ihned plyne
in
f (= + 20)| + |f(= — 20)] + 2]4]) d¢,

[Tm(, 9| < (m + 1) 7 8in? ¢

tedy (substituce x 4 2¢ = v a vyuZije se potom periodicity)

z+T

1 1
|zm(z, 8)] < (m—mm(g,; f |f(v)] dv + IAI) =
(161) om "

~ Grriysws o J e d0 +141).
0

Budiz pfednd z takové &islo, Ze existuje kone¢nd limita (151). BudiZ
€ > 0. Zvolme d € (0, 3r) tak, Ze

(162) 0<t<o=>|f(x +2t) + flx—2t) — 24| <e¢.
Toto 4 podrime pevné. Podle (159), (157) je potom pro kazdé m
in

(163)  lon(, O < o :l)nf(sm(;’i'nf 1)') dt = 3e.
0

Ze (161) je pak patrno, Ze existuje m, tak, Ze pro m > myje |t.(z, )| <
< }e. Odtud a ze (163) plyne tedy (viz (158)) |on(x) — 4| < & pro
m > my; tim je dokédzano tvrzeni I.

Budi% za druhé f konedné a spojitd v (a, b) a mimoto jest®é spojitd
zleva v bod$ a a zprava v bodé b. Mdme dokdzati, Ze je

lim (o,,(z) — f(z)) = 0 stejnom¥rng v {a, b).

Uiijeme opét vzorci (158), (159), (161), kde klademe A = f(x).
Funkoe f jest omezend, t. j. |[f(x)] < K proa < z < b, takze

27
1
(164) el O = o Tysme o (51,; flf(v)| dv + K)
0

pro viechna z € (a, b).
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BudiZ ¢ > 0. Existuje 6, > 0 tak, Ze
(165) (a<u<=<vsb |u—oh<d)=|(w)—f() < te

(stejnomérnd spojitost). Naisledkem spojitosti v bodech a, b exxstuJe
déle 6, > 0 tak, Ze

(166a) (Ju —a| <8y, |v — a| <8y) = |f(u) — f(v)] < {e,
(166Db) (|u —b] <6y, [v — b| < 8y) = |f(u) — f(v)] <3e.

Polozme 6 = } Min (4,, §,). Potom je patrno toto: Je-li ze {a,d),
0 <t <4, jebudtoz + 2te(a,b) nebo b <z + 2t < b + J, & tedy
z > b — 0y v obou piipadech je podle (165), (166b) |f(x + 2¢) —
— f(x)| < }¢; podobnd vyjde |f(z — 2t) — f(z)| < }e. T. j. dostali jsme
éislo 6 > 0 takové, Ze

(a<z=b 0<t<i)=|flx + 2) — f(z)| < }e.
Potom podle (159) (kde klademe 4 = f(z)) a podle (157) je
(167) lom(z, 8)| < ge

pro viechna z € (a, b> a viechna m.

Ze (164) déle plyne: Existuje m, tak, ¥e pro m > m,, z ¢ {(a, b) je
|zm(z, 8)] < 3¢ a tedy podle (187), (158) téZ |om(z) — f(x)| < &, ¢imi je
dokézéano i tvrzeni II.

Podotkli jsme jiz, Ze priméry o,(z) dédvaji Gplngj¥i vysledky neZ
¢dstedné soulty sn(z). Tato vyhoda spodivd pfedeviim na tom, Ze &i-
nitel (sin(m + 1)¢:sint)® v (156) je nezdporny, kdeZto dinitel
sin (2m + 1)¢:sin¢ v (29) ménf — pfi velkém m — velmi rychle své
znameni.

Podotkn&me je§té toto (viz D Il, véta 29): existuje-li*) lim s,(z),
existuje i lim o,,(x) & ma touZ hodnotu. Tedy: jestliZe u funkce f e P(2r)
existuje limitatt) (151), potom je lim g,(z) = 4 a tedy lim s,(z) je
budto rovna 4 nebo vilbec neexistuje.4)

4¢) Minim ted konefné limity.
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Cvi&enf

1. Zjist&te, Ze pro 0 < r < 1, veE, jo

1—1
2(1 — 2r cos v + 13)

}+Zr"coskv=
k=1

(nejsnédze jako redlnou &ist geometrické ¥ady). Pfi pevném r je konvergence
stejnomérné vzhledem k v v oboru (— o0, 4 ).

2. BudiZ feP(2n),
(-
(168) f(@) = }a, + . (ay cos kz + by sin kz) .
k=1
Je¥to lim a; = lim b, = 0, je pro 0 < r < 1 fada
-]
(169) gz, r) = 4a, + z (axr® cos kz + byr® sin kx)
k=1

konvergentni a to pfi pevném r stejnomé&rng vzhledem k ze¢(— 0, + ).
NapfSete-li misto ay, b, vzorce (18) (ale s mezemi z — =,  + =), dostanete

z+T
l -]
(170) g(z, r) = = f f@) (% +kzlr" cos k(t — z)) d¢
z-T

(musite ukézat, ¥e tuto fadu lze integrovat &len po &lenu). Dosadite-li podle
cvié. 1, dostdvéte (stdlepro 0 < r < 1)

z+m

( 1 i 1—1 de
9@ r) = 5 )1—2rcos(t—z)+r’ -
zZ-T

P
1 2 2t 1-- dt
== (f(x + 2t) + f(x — ))1_27c052t+r, .
0

Je-li f(z) = 1 f)ro ka¥dé z, jei g(z,r) = 1 a tedy
i

2 1—1
_ _ _dt=1
T 1 — 2rcos 2t 4 3

0

(171)

Integril v (171) se nazyvé Poissonovym integrédlem.
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JestliZe fada v (168) mé pro jisté z kone¥ny soulet 4, je podle Abelovy vty
(D 11, véta 236)

(172) lim g(z,r) =
r—1-

Ale limita v (172) mu¥e existovati i jindy. VySetfujme to. Cinitel g(r, ¢) =

1 1 -2
= —————— mi podobné vlastnosti jako &initel LI .
n 1— 2rcos2t+ 72 m+1)=x
. ¢ ]
. (F—m—(%)—) v (156) (tam lo ovSem o limitu m —>co, zde jde o r = 1 —).
s1n
Specialng (pro 0 < r < 1) je p(r, ) > 0 a pro 0 < & < §x je

1+4+r
n(l — 2rcos 26 + 1)
tedy @(r,t) < C(1 — r), kde C z4visf jen na 4 (anina r ¢ <0, 1) ani na ¢ ¢ <4, D).
Zcela obdobné jako v dikazu vty 191 mi¥ete nyni dokézat toto: Budi¥ f ¢ P(2x).
I. Necht pro jisté z existuje kone¥né limita (151); potom platf (172). I1. Necht
 je kone¥né a spojité v <{a, b> a mimo to je§t§ spojité zleva v bod¥ a a zprava
v bod§ b. Potom je

(173) o) <

(1—7) pro d5t<gr,

lim g(z, r) = f(z)
r-~1-

stejnomé&rng v <{a, b>.

3. Integral (171) mé vyznam v teorii harmonickych funkef. Funkce F(§, )
dvou reélnych proménnych se nazyv4 harmonickou v oteviené mnoZin¥ G,
% — 0 v ka¥dém bod® [£, 5] ¢ G. PoloZite-li
§=rcosz, n =rsinz, g(x r) = F(§, 1),*) kde g(z,r) je déno rovnicf (171)
(neboli (169)), zjistite snadno, %e F(¢, 7) je harmonické v kruhu £ + 5? < 1.4)
Integral (171) davé tedy pfi dané funkei f(z) e P(2r) funkei F(, n), je% je har-
monickéd uvnitf jednotkové kru¥nice a pro kterou na pf¥. platf lim F(r cos z,

r—>1-—

r8in ) = f{z), je-li funkce f spojitd v bodd z.47) UkaZte (z tvrzeni II): Je-li f
nadto spojitd v (— oo, + ), a definuji-li funkei F(&, n) pro &* + n* = 1 rov-
nicf F(cosz,sin z) = f(z), je tato funkce spojitd v uzavieném kruhu &* +
+ 7% < 1. Jinymi slovy: Integrél (171) fedf tuto dlohu: Nalézti funkei F(¢, 1),
spojitou v kruhu £2 4 7* < 1 a harmonickou uvnit# tohoto kruhu, jeZ na kruZ-
nici £ 4 7® = 1 nabyva pfedepsanych hodnot F(cos z, sin z) = f(z), za pied-
pokladu, Ze funkce f (periodické s periodou 2x) je spojitd v (— o, + ).

je-li spojitd v G a je-h o

48) Geometricky vyznam: r, z jsou polarnf soufadnice bodu [§, n].

“) Snadno zjistite, %e v (169) lze parcidln derivovati kolikréte chcete podle z
i podle r &len po &lenu, a %e ty derivace jsou spojité pro0 < r < 1.

47) Obecngji: limita vlevo je rovna. llm (f(x + t) + f(x — ¢)), pokud tato
limita existuje.
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§ 11.*Fourieriv integril.* Nez uvedu problém, kterym se budeme
zabyvati, provedu malou heuristickou Gvahu,%) kter4 ndm naznadf, oé
jde a jaky vysledek asi miZeme odekavati. M8jme funkoi f(z), o které
pro jednoduchost prozatim predpokliadejme, Ze je spojitd v (— oo,
+ o) a %e m4a koneénou variaci v kazdém omezeném intervalu. Choe-
me-li pro néjaké kladné ! rozvinouti funkei f v intervalu (— 3!, }l)
v trigonometrickou fadu o period® I, sestrojime Fourierovu fadu pro
funkei o period$ [, jez v intervalu (— 3/, }) splyva s funkei f. Tato
fada mé tvar

(174) da, + Z (a,, cos ? x + b, sin # :t) ,
=1

N N
(175) a,,=% ff(t)cos#tdt, b,,=% f/(t)sin#tdt.
i ¥

Podle vty 185 je pak soulet této Fady pro — } < x < }l vskutku
roven f(), t. j.

)

Y]
(176) f(z) = 1 f}‘(t) dt + 1 > i ff(t) cos& (t—=2)dt.
l T k=1 l l
Y -3
Abychom dostali vzorec platny pro kaZzdé z, provedme limitni

+
pfechod ! - 4 oo, pfedpokladajice, Ze [ |f(¢)] d¢ konverguje, takZe

v (176) vpravo mé prvni &len limitu 0. V ¥ad® > vystupuji hodnoty
E=1

funkce cos v(! — z) pro hodnoty v = E—lki (k=1,2,...); kazdé dvd
po sobd nésledujici z t&chto hodnot se od sebe lisf o glE Dé se tedy

odekavati, Ze pro ! - + oo bude pravé strana miti za limitu integral
a Ze rovnice (176) pifejde v

4%) Tak nazyvame uvahu, kterd ndm dévé tusiti vysledek, po ptipads cestu
k n¥mu. Po nf musf nasledovati oviem ptesna formulace vysledku a jeho dikaz.

Presto byva takova heuristick4 tivaha cennd, je%to ukazuje cestu; pfesné pro-
vedenf byva uZ n€kdy — ne vZdy! — jen vé&ci rutiny.
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+ ©

+
(177) f(z)=% f ( f(t) cos v(t — z) dt) dv.

0 - ®

Jde nyni o to, dokézati vskutku tuto rovnici, po p¥ip. ukézati, za
jakyoh pfedpokladii plati.

Poznémka 1. Necht a ¢ E, a necht funkce f mé kone¥nou variaci
v {a, b) pro kazdé koneiné b > a. Budte v(z), p(x), n(z) variace
(totdlni, positivni a negativni) funkce f v intervalu <a, ). Je v(z) =
= p(z) + n(z), f(z) = (f(a) + p(x)) — n(z). JestliZe v(z) je omezens
v {a, + ©),%) budeme Fikati, Ze f m4 v. k. v {a, 4+ ); f je potom
rozdilem dvou neklesajicich funkei f(z) = @;(z) — @,(x), omezenych
v {a, + ). Je-limimo to lim f(z) = 0, lze funkce ¢,, ¢, voliti tak, Ze

z—++ ®©
téZ lim ¢,(z) = lim @,(z) = 0 (nebot existuje konelnd lim ¢,(z) =
= lim ¢(z) = ¢, a stadi psiti f(z) = (¢1(z) — ¢) — (P4(2) — ¢)). Po-
dobné pro interval (— oo, a).

Poznimka 2. V celém tomto paragrafu budeme pfedpoklddati, Ze
funkee f je redlnd a Ze nast4va jeden z téchto pipadu:

I. fel(— o0, + o).
I1. fe L(— H, H) pro ka%dé koneéné H > 0; mimo to je lim f(z) =

z—>+ ®©
= lim f(z) = 0 a existuje koneéné H, > 0 tak, Ze f md variaci koneénou

Z—+>—- ®©

v (Hy, + )i v (— oo, — Hy).

Piipad I je pFili§ Gzky; v aplikacich je leckdy duleZito miti k dispo-

sici pfipad II. Na pf. pro f(z) = —lx’- nenastava piipad I, ale

J1
nast4vé piipad IT (n8kdy také nastiva I, ale nikoliv IT; viz cvid. 9).
Dikazy jsou v pfipad® I mnohem jednodusdf; étena¥, kterému tento
piipad postadi, miZe v nasledujicim vidy vynechati to, co se tykd
ptipadu II.

#) Potom i p(%), n(X) jsou omezené.
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1. pomocna v&ta. V pripadé I jsou integrdly
+ + o
(178) [ f@w) cos vudu, [ f(u)sin vu du

spojité funkce proménné v v (— o, + ).

Dukaz.*) Integrand je pii pevném u spojitou funkef v; , integra-
bilnf majoranta® je |f(u)|, takZe lze uZiti vaty 107.

2. pomocnd véta. Budif 6 > 0. Potom v pFipadé 11 integraly
Hl

(179) f f(u) cos vu du , f f(u) sin vu du

konvergujt pro H' — + oo, H" > + w0t pro H - — o, H" - — ©
k nule, a to stejnomérné pro |v| > 6. Tedy (viz v&tu 114) jsou tntegrdly
(178)%1) spojité funkce proménné v v mnoZiné |v| > 6.

Dikaz. Budiz H, < H' < H’. Podle pozn. 1 rozloime f = ¢, —
— @, (@; nerostouci, lim ¢,(z) = 0, tedy @,(z) > 0);5?) potom na p¥.

2>+ o
HI’
f @:(u) cos vu du = @,(H') f cos vu du ,

co% mé prostou hodnotu < 2¢I‘(IH ) < 2%55[1 )

PoloZme nyni pro0 < 4 < + o, z€E,

(180) I (x) = == f( f f(u) cos v(u — z) du) dv,

(181) I(z) = f ( f f(u) cos v(u — z) du) dv,

kde vnitini i vné&j§i integrdl mohou byti i zobecn&né integrily ve
smyslu kap. VIII (jejich konvergenci se teprve budeme zabyvat).

80) P#i diikazech mohu pfedpoklédati, %e f je v (— o, + ) viude konefnéa
(nebot v obou pfipadech je skoro vSude konecna).

81) Jsou to po p¥p. nevlastni integraly ve smyslu kap. VIII.
82) V pozn. 1 byly ¢, neklesajici. Ale stadi psati f = (— @,) — (— @), & zde jiZ
mensenec i mensitel je nerostouci.
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Vé&ta 192. V pfipadé I © 11 konverguje integrdl (180) a md hodnotu

+ .
L@ =1 [ 20—, -

+©
1 sin At

Zde jde také po pripadd o zobecnény integril. V§imnéte si podob-
nosti integrdlu (182) se vzorcem (28).

Dukaz. Pripad I. Podle Fubiniovy véty®s) je

IA(x)——f(ff(u) cos v(u—x)dv)du.

vypodtu-li vnitini integrél, dostanu (182).54)

Piipad II. Ten je podstatn® obtiZn&jsi. JeZto bod v = 0 muZe
podle 2. pomocné véty délat obtiZe, vySetfujme napfed (pro 0 < a <
< A)

(183) I, 4(z) = = f( f f(u) cos v(u — z) du) dv.

Pro — © < C < B < + o dévé Fubiniova véta jako dfive

A B
f(ff(’u) cos v(u — %) du) dy —

(182)

(184)
f f(a) (sm A(u — ) sina(u — x)) du .
P U —2
+
§3) o<'£j;,4 [f(u) cos v(u — z)|dudv < A_L |f(w)| du,

~o<u< + o
tak¥e Fubiniovy véty 74 lze u¥fti.
84) Viechny integraly v (180), (182) jsou zde Lebesgueovy
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Rozepisi-li cos v(u — z) = cos vu . cos vz + sin vu . sin vz, vidim podle
2. pomocné véty, Ze funkcess)

(185) G(B, C, v) = cff(u) cos v(u — z) du

mé pro B - + 0, C - — oo, v #+ 0 za limitu funkei

(186) Hw) = }u}(u) cos v(u — z) du ,

pii ¢emZ konvergence je stejnomérnd vzhledem k v v intervalu {a, 4)
a funkce H(v) je spojitd a tedy omezend v (a, A). Tedy také funkce

G(B, C, v) je omezend voboru B > Z,C < — Z,a <v < A, volime-li
Z dosti veliké. Podle véty 106 5¢) m4 tedy

fG’(B, C, v)dv

(coZ je levéa strana rovnice (184)) pro B - + o, C - — oo za limitu
A
JH(v) dv (pfejde se k limit& ,,za integraénim znamenim*). Tim dost4-

véme z rovnice (184) limitnim pfechodem B - + o, ¢ - — o

A +
f( f f(u) cos v(u — x) du) dv =
(187) .
_ f ) (sin A(w —z) sina(u — x)) du .
U—z uU—2z

Pfitom vnitini integral vlevo i integral vpravo mohou byti i nevlastni
(ovSem integrily v (184) byly Lebesgueovy), kdezto vné&jsi integral
4

vlevo [ je integral spojité koneéné funkce H(v) a tedy je to Lebes-
a
guetiv integral.

88) 2 je pevnd zvolens &islo; @ je spojité funkce v (pfi pevnych B, C).
$¢) Funkce Q(B, C, v) m4 toti% za ,,integrabilnf majorantu‘‘ v oboru B > Z,
C < —2Z,a v < A jistou koneénou konstantu.
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Vpravo je integral rozdilu; dokdZeme-li, e pro 0 < &« < + oo kon-
verguje integral

+®
sin x(u — x)
muizZeme rozepsati (187) podle v&ty 59 do tvaru
Ia,A(x)——— ff( )smA(u f i )sma x) du.
(189)

Konvergenci integrdlu (188) dokdZeme pak takto. Pro 2 > H, jsme
jiZz rozepsali f(x) = @,(x) — @,(x); podobnd pro z < — H, pi¥me
f(x) = @s(x) — @.(x), kde funkce ¢;, ¢, jsou v (— oo, — H,> nekle-
sajicf, lim <p,(x) =0 (¢ =3,4), tedy ¢,x) = 0. Podotknéme, Ze

f sin ¢ dt konverguje; tedy funkce f gl;—t dt je spojitd v (— oo, + )

a mi konednou limitu pro z - — o i pro z - 4 oo, takZe je ome-
zend v (— oo, + o). T. j. existuje ¢ (0 < ¢ < + o) tak, Ze

(190) lf-s—lll—tdt| ‘fsil—fdtigmz pro yeE,, z¢E,.

Proi=1,2, H < H <H" < + © je tedy
B” n a(n-z) .
sin x(u — x , , sin ¢
f‘Pf(“)‘—%(_T)du'-_—%(H)f---=<Ps(H) f _t_dt;
H' H' o(H' ~-z)

absolutni hodnota je nejvyse 2¢ p;(H’) a to mé limitu 0 pro H — + oo.
Obdobng pro ¢ = 3,4 a pro — 0o < H" < H' < — H,. Odtud plyne
jednak konvergence integrdlu (188) a za druhé (limitnim pfechodem
H" - 4+ )

+
(191) ‘f/(u)‘%ﬁ)du
o

< 2e(pu(H') + 9o(H"))
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a obdobné

~-H'
(192) | f ) XD gy, | < 20(py(— HY) + pu(— H')

pro 0 <& < + o, Hy = H < + 0.
Konvergenci integralu (188) je dokdzan vzorec (189). Provedme nynf
limitnf pfechod &« — 0 + v integrdlu (188). BudiZz ¢ > 0. Existuje

H' e (H,, + oo) tak, Ze pravé strany v (191), (192) jsou mensi neZ e.
Toto H' podrime; potom je tedy (je#to |sin (v — z)| < x|u — z|)

|ff sina(u x)du

pro kazdé « € (0, + o). Pro vSechna dosti mald kladné « je tedy prava
strana mensi neZ e. Tedy (188) md limitu 0 pro o« — 0 +. Prejdu-li
nyni v (189) k limité proa — 0 +, dostanu ihned (182).

< 3}e +« flf(u)| du

+ o

Poznamka 3. Integrily [ v (180), (181), (182) mohou byti ne-

vlastni, ale integrily (s tymz integrandem) v libovolnych koneénych
1

mezich jsou Lebesgueovy. Vné&jsi integré,l f v (180) muze byti ne-
0

A
vlastni, ale integral [ pro libovolné ae (0, A) je Lebesgueiv.s’)

Muzeme tedy uZiti definice z kap. VIII, § 1: Integrdl I(x) v (181) kon-

verguje®®) tehdy a jen tehdy, existuje-li koneénd lim I ,(z), nadet
A—->+ ©

(193) I(z) = lim I4(z).
4>+
Pozndmka 4. Necht nyni pro reidlnou funkei f nastiva piipad I
nebo I1. Budiz dale dano z ¢ E, a sestrojme funkci f,, kterd v intervalu
{x — m,x + =) je rovna f5°) a mé periodu 2n. Zfejms f, e L(a, b) pro
57) Viz text za vzorcem (187).

58) MuZe byti oviem nevlastni.
8%) OvZem: v t8ch bodech, kde f je definovana.
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kaZdy omezeny interval (a, b). Sestrojme Fourierovu fadu pro funkei f,
o periodé 2x. Pro jeji éasteéné soucty plati podle (28)¢°)

T
_ 1 sin (m 4 4)¢
(194) 8p() = o ff(x +t) sin 3¢ de.
-7
Tyto souéty jsou definovany pouze pro celd m = 0, 1, 2, ... Pfipomi-
nam: Je-li a ¢ E,, znati [a] nejvétsi celé ¢islo, jez neni vétsi nez a.

VE&ta 193. Necht pro redlnou funkei f nastdvd pFipad I nebo 11. Budif
z € E,. Pfidréime-li se oznalent pozn. 4, je

(195) AElfw(I 4(z) — 84(x)) = 0.

Specidlné tedy: I(x) (viz (181)) konverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li
uvedend Fourierova fada v bodé x, nacet 1(x) je roven souctu této fady.®')

Poznimka 5. To je naSe hlavni véta; da se ji uZiti ovem i pro
komplexni funkei (rozkladem na reilnou a imagindrni &ast). Integrélu
I(z) se ¥ikd Fourieruv integral funkce f v bodé x. Na I(x) miZeme
podle véty 193 uziti kriterii pro konvergenci a soudet Fourierovy rady.
Na pf. méa-li f variaci koneénou v jistém intervalu (x — 6,z 4+ 4)
(6>0), je

I(x) = }(f(z +) + f(z —)) .
Nebo: Existuje-li 6 > 0 a S¢E, tak, Ze

3
f[f(x + 2t) + ft(x — 2t) — 28] Y
0

konverguje, je I(z) = 8.

Dukaz véty 193. Budiz 0 < A < 4 oo a poloime B = [4] + },
tak¥e |[B — A| < }. Podle (182), (194) je

I,(x) — 8 43(x) = K 4(x) + Ly(=),
%) Pro — ® <t < = je fy(x + t) totéZ co f(xz + ¢).

1) Rik4 se proto, %e I(z) je ekvikonvergentni s uvedenou Fourierovou
fadou.
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kde
-n +©

(196) = %( f f z + 1) 50 At dt)

k7
Mime dokdizati, Ze lim K,(x) = lim L(z) = 0. Jest

A—>+© A—->+©
sin A¢ sin Bt sin At — sin Bt . 1 1
t 2sinit t +sth'(7_2sin%t)=
= p(¢, A) cos (4 + B)t + o(t) sin Bt ,
kde (pamatujme, Ze B je funkei A4)
o(t, A) = (2s8in }(4 — B)t): ¢, o(t) = (2sin §t —¢) : 2t sin ¢
pro 0 < |{| < =,
0(0,4) =limp(t, A) = 4 — B,
t—0

0(0)  =limo(t) =lim (— g + .1 (4 ...) = 0.

Tedy je piedn& p(¢, 4) sgn (A — B) nerostouci funkei ¢t v (0, =)
a tedy

ff(x t)o(t, A) cos §(4 + B)tdt =

—(4—B)[fle+beos 4+ Bytdt 0<n<m),
0
0
a podobnd pro [. Podle véty 181 je tedy

lim ff(x +t)ot, A) cos (A + B)tdt =0.

A—>+oo -T
Za druhé je o(t) omezend v {— m, n)> a véta 181 dava

hm f/(x +t) o(t) sin Bt dt = 0
a tedy i
lim LA(SC) =0.

A~ +
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V piipads I je f(z +t).¢ '€ L(r, + ) (a té% e L(— o0, — 7)), takZe
podle véty 181 je lim K ,(z) = 0. V pfipad® II je pro 0 < 4 < + oo,
H' = H, podle (191) (substituce x + ¢ = y)*2)

+
in At
‘ f f + 1) = dtlgzc(qmﬂ') + @u(H")) .
H-2z
Budiz ¢> 0; volme H’ = H, a soudasn$ H' > z + = tak, %e

2¢(py(H') + @o(H')) < }e. Toto H' podrime. Potom je pro 0 < 4 <
< 4+ o©

+ H -z
’f/(x-kt)smtAtdt'_g_%e+’fﬂit+—gsinAtdt .

Zde posledni ¢len vpravo mé limitu 0 pro 4 — 4 oo podle véty 181;
pro dosti velks 4 je tedy levé strana mensf nez ¢. Tedy m4 levé strana

-7
limitu 0. Podobng [ (viz (192)) mé limitu 0. Tedy i lim K () = 0.
- A—>+®

Cvidenf{

1. V&ty 193 lze ufiti téZ na integrél
B

+
(198) -i— f (f/(t) cos v(t — x) dt) dv
0

(-]
8 libovolnymi mezemi « < f; polo¥ime prost¥ f(z) = 0 vnd intervalu <&, f).
2. Je-li f sudé, je integral v (181) roven
4+ 0 4o

(199) % f (f 1(2) cos vt dt) cos vz dv;
o 0

je-li f lich4, je tento integrél roven
4+ 4o

(200) % f ( f f(¢) sin vt dt) sin vz dv .
[} 0

83) Vztahy (191), (192) platf vekutku v ptipad$ II.
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3. Necht f mé variaci konednou v kafdém intervalu <0, a> (pro kaZdé
+o
@€ (0, + )); necht [ |f(t)] dt < + . Polofme pro z > 0
0

_ t= 4w
(201) g(z) = V% f f(t)cosztdt, h(x) = V% f f(t) sinzt de.
0 0

Potom je pro ka%dé z > 0
— + d  —
2 2 . s
(202) }(f(x —) + flx +)) = |/ — g(t) cos z¢ dt = - h(t) sin xt dz .*3)
T
[} 0
V8imnéte si symetrie rovnic (201), (202).

4. Necht f mé kone¥dnou variaci v ka¥dém omezeném uzavieném intervalu.
+

Necht [ |f(f)l dt < + 0. Polofme
- ®
1
(203) g(z) = —_ f/(t)e'“‘ de;
2r
potom je pro ka¥dé ze (— o0, + )
T
1
(204) $Hz =)+ fz +)) = 7= lim f g(t) etz de .
21 T—+ o
Névod: Integrand vpravo jest
[}

—;_- f fw) cost(x — v)dv + —— V_ f f(») sin t(x — v) dv,

- @©

a druhy s&itanec je lich4 funkce ¢t. Madme zde obdobnou symetrii jako v cvié. 3;
vyhoda je ta, %e vzorec (204) platf pro vdechna z (ne jen pro kladnd); nevyhoda
<+
ta, Ze existence integralu f neni zarudena (vizcvid. 6), tak%e miston¥ho musfme
-

psétilimitu mtegralu f Limit& lim f F(x) dx se n8kdy ¥iké ,,hlavnf hodnota

T+ _

83) Pro z = 0 je prvni integral f(0 +), druhy je O.
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+ @

+ @ + z41
integralu f F(z)dz* aznaivé se n8kdy f F(z) dz; na pt. f P i | dr = =,

- -
v. p. -

+ v. p.
kdezto f x’+ ! 4z oviem neexistuje. Tohoto (ne zcela ustédleného) oznaden{

- @©
se u¥fva i v ndkterych jinych piipadech. (v. p. = valeur principale.)

5. PoloZme v cvié. 1 f(z) =1 pro |z] <1, « = — 1, # = 1. ObdrZfme pro

re4lné z:
+

+ © 1
1 2 sin v
— cosv(t — z)dt)dv = — cos vz dv =
™ ™ v
0 -1 0

{lpro 2| <1,

4 pro || =1, (T.zv. Dirichletiv diskontinuitnf faktor.)
0 pro |z > 1.
6. Vezmé&me op8t funkei f(z) z cvié. 5. Potom

© 1

f/(v) sint(x — v) dv = fsin tx — v)dv = Tl(cos tix — 1) —cost(z+ 1)) .

- @

UkaZte,*!) %e pro |z| + 1 existuje integrdl této funkce (integra¥ni promé&nné
jet)od — oo do + 0,%) ale pro |z| = 1 Ze neexistuje.

7. BudiZ @ > 0; potom z cvié. 2 pro f(z) = e~ plyne

cos vz
e-dlzl = = cos xv e~ adcosvt dt) dv = — ,
al + ’U’

+ o + © +
2 2 v 8in vz
-ale =— si “Gtginot dt)dv = — | ———
e sgn ﬂf(mxvfe in v v - a’-f-v’dv
0 0 0

pro kaZdé redlné x. Tyto integrily jsme jiZ vypodetli v kap. VIII, § 6, p¥kl, 1
(sgn 0 = 0).

¢4) z predpoklédém redlné.
%) A je potom oviem roven nule.
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8. Podobng jako v cvi¥. 7 ukaZte: BudiZ 0 <& < 4 o, 0 < f < + .
Potom jest®?)

+ o
. . cos az pro |z| < 8,
ifcosvx(sm(a_'_v)ﬂ +sm(a_v)ﬂ) dv = {-}cosaﬂ pro |x| = §8,
3
0

o+ *x—v 0 pro |z| > B.
Speciélng:
v
P cos = cos az pro |z| < il
20 2a = 2«
— cos vx dv =
ol — -
0 0 prolz]=—.
2x
( n
cos ax pro |r| < —
4+ . vm [+ 2
sin —
2 o b3
7fvcosvza’_vzdv= -3 prolzl=:
0 w
0 pro x> —.
| n
sin a3

9. Polo¥me f(z) = —— 5 Potom lim V({n,n 4+ 1); f) = 6. Pro f tedy
fn— o0
nenastévé piipad II, ale zfejm& nastdva piipad I.
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