Integralni pocet II

Kapitola XIV. Orthogondlni systémy

In: Vojtéch Jarnik (author): Integralni pocet II. (Czech). Praha: Academia, 1984. pp. 537--584.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402061

Terms of use:
© Vojtéch Jarnik, 1976
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to

digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402061
http://project.dml.cz

KAPITOLA XIV

ORTHOGONALNf SYSTEMY

V celé této kapitole jde o komplexni funkce; nevystupuji zde
vitbec nevlastni integraly, t. j. jde o Lebesgue-Stieltjesovy, v pozdsj-
Sich paragrafech o Lebesgueovy integrily. Je-i ¢c =a + bi (a, b
redlnd), znatime komplexnd sdruzené &islo @ — bi znakem c. Podob-
nd: Je-li f funkce v oboru M, bude f znadit funkei komplexnd sdru-
%enou, t. j. funkei v oboru M, pro kterou f(z) je tislo komplexné sdru-
¥ené s f(z), t. j. f(x) = f(x) pro xe M. Pamatujme, Ze cc = |c|?,
ff = |f]*. Slovy ,,neziporné mira x v E,* rozumim oviem funkei u,
vznikajici roz§ifenim z funkce intervalu, majici vlastnost S, (viz kap.
I,§6—8).

§ 1. Hélderova a Minkovského nerovnost. Pozndmka 1. Je-li
1 < ¢ < + o, budeme znakem ¢’ znaditi vidy &islo, definované rovnici

%+7!1—,=1,tedytéil<q’< + 0. Tvrdim, 7e

(1) abg%"+% pro 0<a< + o, 0<b< + .
Dukaz. Je-li a nebo b nula nebo + oo, je to jasné. Budiz tedy
0 < b < + . Funkce ¢(a) = a—; + —Z; — ab mé pro a > 0 derivaci
1
¢'(a) = a?~! — b, jer je zdpornd pro 0 < a < b¢-1, kladné pro
1 1
a > b7~ 1. Funkce ¢(az) mé tedy nejmensi hodnotu v bods 57-1, a tato
1
1

hodnota jo L b1 + Ly — pTEI =0, jesto 1 4 -
q q g—1

N

=71
V&ta 194 (Holderova nerovnost). Budif u nezdpornd mira v E,.
Budte f, g funkce u-méFitelné v M, 1 <q < + o, -;- +%= 1.
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Potom

1 1
(2) Sltgl de < (f1f1 du) e (flg] dp)7 .
M M M

1 1
Dikaz. Kladme I, = ([|f|du)?, I, = (flg|" du)7. Pripad 1,I, =
M M

= + oo je jasny. RovnéZ piipad 1,1, = 0, nebof potom budto f nebo
g je rovna nule skoro viude v M. BudiZ tedy 0 < I, < 4 o, 0 <
< I, < + oo. Podle pozn. 1 je
|f(x) g(x)l f@)l*  lg@)”
LI = ql§ Iy -
Integruji-li pres M, dostavam

o fl/g|d S

coZ je (2).

Vé&ta 195 (Minkovského nerovnost). BudiZ u nezdpornd mira
v E,. Budte f, g funkce u-méfitelné a u-skoro véude koneéné v M. Budif
1 < ¢ < + oo. Potom

(3) (JIf +g° du)® = < (fIfI d/t + (flal" du)? .

Dikaz. BudiZ ¢ > 1 (pfipad ¢ =1 je jasny). Budte dile oba
integraly vpravo koneéné (jinak je v3e jasné). Uvaime, Ze

If +9I° = 2 Max (If[%, lg) = 2°(/f* + [g]") »

takZe i integrdl vlevo je koneény. Je-li tento integril roven nule, je
opét vie zfejmé. BudiZ tedy integrél vlevo kladny a koneény. Holde-
rova nerovnost dava

flfl If + gl%’ du < (f]/]“ du)

1

: (f If + g du)?,

1
q

1

flgl If + 9!“ du < (flgl" dp)?. (flf + g du)

L
7

1 1
kde— -—;=1
‘1+q
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Seétu-li tyto nerovnosti a uZiji vztaht

L
e

F+glf=1f +9llf +9l <IfIIf +9| + gl If +9I7,
dostanu

1
i

JIf +917de < (JIFdw)® + (flgl? dw)?) . (f]f + g du)? .
M M M M

Jeito 1 — % = %, plyne odtud (3).

Poznédmka 2. Z D Il (pozn. 1 za v8tou 106) zndme tyto nerovnosti,
platné pro koneénd komplexni a,, b;:
1
+ -5 = 1) ’
q

n n 1 n 1
@) S ladd < (3 a9 (3 [bj)T (q sLg>1 L
i1 =1 21 q

1 1
7 q

n n 1 n

(5) (kzllak + 5[ = (kz1laqu)q + (kz_llbqu) (1=¢<+ ).
Diikaz je obdobny; ostatng plyne (4), (5) z (2), (3), vezmu-li za u Lebes-
gueovumiru vE,, M = (0, n), f(x) = ay, g(z) = byprok — 1 <z < k.

Limitnim pfechodem n — oo plyne z (4), (5)

© © 1 o 1
(6) 2 laxdel < (2, [ax|)7( 2, b)) (q >1,4q>1, ’;* + 'l—, = 1) ,
¥=1 E=1 k=1 q

1 1
q q

© @ i © .
(M (2 lae + 8D = (3 a) + (30l (129 < + ).
E=1 £=1 k=1
Jde o fady s nezdpornymi ¢&leny, které vidy maji soudet (ktery muze
byti + o). Specidlng: konverguji-li fady vpravo, konverguje i fada
vlevo.
Nésledujici malé (jen formélni) zobecnéni vzorct (2), (3) bude pro

nés pohodlné:

V&ta 196. Budif u nezdpornd mira v E,. Budte V, f, g funkce pu-méfi-
telné v M a p-skoro véude v M budif |f(z)] < + o, lgz)| < + oo,
0 < V(x) < + co. Potom je
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1 1
8) JVifgl du < (VI dp® guslgl“' du)?

+ =1,

, 1
prog>1,4>1 &

|~ “{|h

1

1
< VI 4 + ([ 1ol d

<

(9) (fVIf + g|? dp)
M

pro 1 ¢ < + .
1 1

Dukaz. Ve véts 194 piste V<f, Vg misto f,g; ve vétd 195 pikte

11
V4, Vig misto f, g.

Poznamka 3. Zvlasté daleZity bude pro nds piipad ¢ = 2, nadez
také ¢’ = 2. Nerovnosti (2) se v tomto piipadé fikd nerovnost Bufia-
kovského, Specidlng: Jsou-li integraly [Vf2du, [Vg? du konvergentni,

M M

je konvergentni i [Vfgdu a je
M

(10) Lusfg du| < Mf Vigldu < |/ Mf Vifrdu . [Vigl2du.
M

§2. Prostor I°(1 < ¢ < + 00). (Cti: malé {). Znakem I% oznaéme mno-
zinu (budeme iikati prostor), jejimiz prvky (budeme fikati body)
jsou vSechny posloupnosti z,, z,, ... (budeme téz znagditi {z,},-, nebo
{x}% -0 & pod.) komplexnich &isel, pro néz je

@
(11) Dl < + .
£=0
Budte z = {%}F_0 ¥ = {%x}x—0 dva body (dv& posloupnosti) z .

Budiz c € K. Je piirozené definovati ndsobek cx a soudet x + ¥ rovni-
cemi ¢z = {cx,}i g, & + Y = (T + Yu}pmo. Ziejmd

® 1 © 1
(12) (kzolcxqu)“ = Icl(kz [2x])? < + o,

1 1

o]

© 1 © 1 1
(13) (kzolxk + %97 s<;lxk|“)° (2D < + o,
= =0 k=0
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takze té% cxe I}, x + y e I%. Tedy I je komplexni modul (ve smyslu
kap. I, §10 v D Il) a mnoZina vSech redlnych posloupnostf z K je
realny modul, oznaéme jej I{. Budeme dale psati F a miniti I; dtendf
si vak uv&domi, Ze nade v&ty plati téZ pro I;. Nulovym prvkem o je
posloupnost 0, 0, 0, ...

Pro z = {z;}y_, € I poloZme
(14) Il = (3 Jf)* -

Je |jo]| = 0 (index ¢ n8kdy vynechivam) a podle (12), (13) je [lcz| =
= lc|- lell, lle +yll < liell + Iyl pro z + 0 je 0 < ] < + co.
Tedy ||z||, je normou v F (viz D Il, kap. VI, § 1, pfiklad 4). JestliZe
tedy poloZim o(z, y) = ||z — y||, je o metrikou v prostoru F.

Vzpomeiime si na tyto pojmy z theorie metrickych prostord: Jsou-li
z, 2V, 2@, ... body daného metrického prostoru P & je-li lim g(z™,

71— 0

z) = 0, piSeme lim 2™ = z a fikdme, Ze posloupnost 2V, 2®, ... je

konvergentni v P a m4 limitu z. Posloupnost nemiiZe miti v P vice
nez jednu limitu.!) Posloupnost se nazyva cauchyovskou, jestliZe
ke kazdému ¢ > 0 existuje n, tak, Ze (n = my, m = n,) = o(z™,
z™) < e. Kazdd konvergentni posloupnost je cauchyovska. Jestlize
také naopak kazdd cauchyovsks posloupnost bodi z P je konver-
gentni v P, nazyvame prostor P aplnym.

Véta 197. Prostor I je dplny.
Dikaz. Budiz %, 2, ... cauchyovské posloupnost z I; piSme
2™ = {z{M}>  Ke kaZdému & > 0 existuje n, = no(e) tak, ze

(15) (n = ny(e), m = ng(e)) »kzolx‘:’ — M < o,

tedy tim spise plati pro kazdé celé k = 0
(n = no(e), m = ny(e)) = |2 — 2| < ¢;

tedy existuje (D I, v&ta 26 — jde o posloupnost komplexnich &isel)
koneénd limita lim 2{” = 2, (k = 0, 1, 2, ...). PoloZme z = {Ze}x =0

n—oo

1) Dikaz: Je-li lim g(z(n), ) = 0 = lim g(z(n), y), je e(z,y) < o(z, zM) +
+ e(x(m), y) pro ka¥dé n, tedy e(=,y) =0, z = y.
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Budiz opdt & > 0 a najaéme ny(¢) tak, Ze plati (15). Pro kazdé
re N je potom

(n = ny(e), m = ny(e)) :>k§r:0]z§"‘) — M < &,
tedy (limitni pfechod m — o)
n = ny(e) »ké:olxg") .
pro kazdé re N a tedy (r — o)
n = ny(e) :>§0]z§;'> —z |t S €.

Odtud plyne pfednd z™ — z e I9, tedy téz x = ™ — (™ — z) el
a za druhé |z — z|| < e pro n > n,, tedy lim 2™ = z. Tedy mé

n— o

kazd4 cauchyovska posloupnost v /¢ limitu v I4.

Poznidmka 1. Je-li 1 Sg<p <+ ©, = {2}z o€l je téZ
zel. :

Dukaz. Z (11) plyne, Ze || < 1, tedy |z|? < |2:|% pro viechna
dosti velkd k. Tedy téZ > |x,|* < + oo.
k=0

Cvideni
3 1. Budli M mnoZina vSech posloupnosti {®e}i% 0> kde x; jsou komplexni
¢isla, jejichZ obé ddsti (redlnd i imagindrni) jsou racionlni ¢isla, jeZ jsou vsech-
na aZ na koneény podet rovna nule. Potom M je spocetnd a hustéd v 9. Tedy 14
Je separabilni (D W, kap. VI, § 15, def. 30).

§ 3. Prostor L%(M; p). BudiZ u nezipornd mira v E,, budiz V funkce
u-mefitelnd v M CE,, budiz 0 < V(x) < + o u-skoro viude v M
a budiz 1 < ¢ < + . Znakem L{(M; u) oznaéme mnoZinu vSech
funkef f, u-métitelnych v M, pro néz

1

gvmq du)? < + ©.2)

2) Znaky M, u u symbolu L fasto vynechavame. Podotkn&me, Ze L}(M; u)
(t. j. ¢ = 1, V(x) = 1) znadi totéZ jako znak L(M; u), zavedeny ji% v kap. III.
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Levou stranu oznaéme [|f||, obsirn&ji ||f||, nebo — je-li tteba — |Ifll,, v, ar, -
Funkei V se dasto ¥ika vaha. Je-li fe L}, g e LY, c € K, je zfejmé

(16) lietll = lel - IFl,  IF + gl < I+ ligll

(véta 196); dale je zfejm& |fl = 0 tehdy a jen tehdy, je-li
f~0(M;pu), t.j jeli f(x) =0 u-skoro vude v M. Je tedy
pfedné patrno, Ze L) mda viechny vlastnosti modulu az na IIL
(viz D I, kap. I, § 10). Déle ma [/f|| skoro vSechny vlastnosti normy
(D 11, kap. VI, § 1, ptikl. 4), az na to, Ze z ||f| = 0 neplyne f = 0
v M, nybrz pouze f ~ 0 (M; u). Abychom tomu odpomohli, rozdéime
mnozinu viech funkef, jez jsou u-skoro viude v M koneéné, do tid tak,
ze dvé takové funkoe f, g patti do téze t¥idy tehdy a jen tehdy, je-li
f~g (M; p). T¥du, do které patii f, oznaéme (f). Znakem Ls (M )
*oznadéme mnozinu onéch tfid (f), pro néZ fe LY(M; u). Nésobek c . (f)
tfidy (f) (pro c e K), po pfipadé soulet (f) + (9) definujme jako tiidu
(cf) po ptip. (f + ¢).?) MnoZina i‘{,(M; @) je nyni zfejm& modulem;
definuji-li

(17) ”(/)“q,V,M,[l = ”f”q,v, M,u

(kratdeji pi&i [|(f)|| nebo ||(f)[,), je tento vyraz zfejmé normou (je opét
zfejmo, %e vyraz (17) se nezméni, nahradim-li f funkef f, ~ f). Defi-
nuji-li tedy vzdalenost

(18)  o((h, () = () — @I = Itf — )l = (MfVl/ —g|*du)*

stdva se E‘{, metrickym prostorem.

Poznédmka 1. V literatufe se obydejné nerozliduje mezi L a L; misto
(f) se psavé f a mluvi se o funkei misto o t¥idé funkef, t. j. ,;ztotoZiuji*
se ekvivalentni funkce. Aé tato licence sotva miiZe vésti k nedorozumént,

budu zde rozeznavati diisledns mezi f & (f), mezi L a L. Vysledky vyslo-

vuji obycejné ipro L i pro L. Formulace v L je vyhodné tim, Ze vy-
sledky maji jednoduchy ,,geometricky‘‘ smysl v metrickém pro-

q
storu LY.

%) Ze se tyto t¥idy nezmd¥ni, pifi-li v nich misto f, g funkce f, ~f, g1 ~ ¢, je
jasno.
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Poznamka 2. Rovnice lim (fa) = (f) (v prostoru L}) znamens
podle (18), Ze

1
¢

(19) lim [|fn — f|| = lim ([Plfa — fl7 duye =

Rik4 se proto také, ze funkoe f, konverguji k+f v praméru g-tého stupné
(v M, vzhledem k véaze V a mife u). Jeito v metrickém prostoru mé
kazdé posloupnost nejvyse jednu limitu, plati toto: Konverguji-li f,
k funkei f v priméru g-tého stupné, potom f, konverguji k funkeci ¢
v priaméru ¢-tého stupnd tehdy a jen tehdy, je-li (9) = (f), t. j. g ~
~ [(M; p).

Poznimka 3. Vezméme V(z) =1, M = (0, 1), ¢ = 1; u budiz
Lebesgueova mira. Definujme f;, f,, ... takto: Pro celd k, m (k > 0,
0 < m < 28 — 1) polozme for 1 m(x) = 1 pro 2*m < z < 2-*(m + 1),
pro ostatni z budiZ fuim(z) = 0. (Kreslete!) Ziejm& lim (f,) = (0),

n—+> o

al prozddné z e (0 1) neni lim fa(x) = 0. Naopak: polozme g,(z) =

=nprod <z < ——, gna(z) = 0 pro ostatni z. Potom je lim g,(z) = 0

fn—» o

dokonce pro kazdé z, ale ||ga]| = 1, tedy neni lim (g,) = (0). Ale
fni— ©
plati aspoii tato véta:

V&ta 198. Necht v LY je lim (f,) = (f), t. j. necht plati (19). Potom
existuji pfirozend n, < n, < ... tak, Ze je
(20) lim fu () = f(x) u-skoro véude v M .
k- o .

Dikaz. Lze voliti n, < n, < ... tak, Ze |f,, — fll < 2-*. Podle v&ty
61 je

© e _ © e © e
L{ngllf”t fl du kgl A{VV”" f| du <);__:12 <+ ®.

Tedy je integrand vlevo skoro viude koneény (a soudasng V(z) > 0);
t. j. existuje N tak, %e u(N) = 0,

Jéllfnk(x) — @) < + o pro xe M ~ N .
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Tedy mé k-ty ¢len fady limitu 0, t.j .’}im fry(x) = f(x) proxe M = N.
Poznédmka 4. BudiZ V funkce ,u-méi'itelné v M, V)< + o
u-skoro viude v M. Potom lze psiti M = U M, tak, Ze f [V]du <+

pron = 1,2,... Dukaz. Lze predpoklada.tl lV(z)[ < + @ viude v M.
Polozme N, = €(xeM k< |V(x)] <k + 1), takie M = Nyu N, v.

z
Ka%dé N, lze rozlofiti na spodetnd mnoho mnozin N, , koneéné miry,
nade’ f|V| du < (k + 1) w(Ny.1) < + co.

Véta 199. Prostor LS L(M; p) je dplny. Jinak FeCeno: Budif fy, fs, ---
posloupnost funket z Ly(M; u) takovd, %e ke katdému e > 0 existuje
N(e) tak, Ze plati

(21) (n ZN(e),m 2 N(e)) = [[fa — full S €.
Potom existuje f € LY(M, u) tak, Ze _
(22) lim [, — fll = 0.

Dukaz: Podle (21) lze voliti #n, < n, < ... tak, Ze

1
LR |

ngnkb(fvllvu—fﬂlqd”)q <.2—k"

M
tedy
-] l @
z(fVVn._fm.lqd/‘)" <Z2_k= 1

Rozlofme M = UM tak, Ze f Vdu < + o (pozn. 4). Potom

=1
(vita 196)
1

1 -
SV lfny = fusy A < SV d)T( [V |fpy — foy, [ )
M, M, M, )

(pro ¢ = 1 polozte misto prvniho ¢initele vpravo jedni¢ku) a tedy
(véta 61)

© _ _ © - B .
‘;,‘sz_lll"k f"l+1ldl“ EZIA!; Vﬂ) fiu-“'d/‘ < + (o o]

546



Existuje tedy N, tak, Ze u(N,) = 0 a pro x ¢ M, = N, je D |fn(z) —
k=1

— fres(®)] < + o0; tedy je téZ konvergentni fada fn (x) — D, (faulx)—
=)
— fnrs.(®)) 8 Casteénymi soulty f,,, (x). Tedy u-skoro viude v M
(totiz pro viechna z € G M, -~ G N,) existuje konednd lim f,,(z) =
=1 s=1 k—
= f(x). Dokézi, Ze f ¢ L} a Ze lim ||f, — f|| = 0.
fn— o
Budiz ¢ > 0; potom plati (21). Zvolim-li tedy jakékoliv n = N(¢),
je pro viechna dosti velkd k
Ifn — fall = ;5
odtud podle Fatouovy véty 63 (pro & — o)
“fu - f” é hﬁ;nf]lfn - fﬂk” é €.
To plati pro kazdé n = N(¢). Tedy je piedné f, — fe L} a tedy i f =
= fn — (fa — f) € L} & za druhé plati (22).
Poznamka 5. Je-li 0 <ax <f < + oo, V() 20, 0 < [Vdu<
M
< + oo, f u-méfitelnd v M, je
1 1 1 1
23 1 V«d:<—fVﬂd)p.
@) (g [T < (g [ i d
)7 M M M
(V&imnéte si analogie s vétou 107 v D Il.)

Dikaz. Poloime g = g, ¢ = B tedy ¢ > 1, —;— +

F—w

LR
q

Z vty 196 plyne, Ze
1

[VIfI* du < (fV dw)™( [V|f|*du)?,
M M M

1 o
coz je (23), nebot — =1 — =,
Je (23) 7 3
Vyrazy v (23) jsou jakési ,,priméry* funkce f; zvldsté vyrazny je
piipad V =1 (pro 0 < u(M) < + o).
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Poznimka 6. Z (23) plyne: Je-li MfV du< + o0, 1 Sp<g<
< + o, fely, jetéi fe Ly Pro [V du = + oo to nemusf byt pravda:
M

+ o
proV =1, M = (1, + ) a pro Lebesgueovu miru je [ z~1dz = + oo,
1

+ o
ale [ z2dz < + .
1

§ 4. Orthogonalita. O funkcich fy, fg, ..., fa (» = 1), koneényoh
u-skoro véude v M, budeme iikati, Ze jsou linedrné u-zavislé
v M (nebo Ze tvoii systém funkei linedrné u-zdvislych v M a pod.),

jestlize existuji koneénd komplexni éisla a,, ..., a,, z nich% aspoti
jedno je rizné od nuly a takové, Ze
(24) a\fy + agfa + ... + @ufn ~0 (M; u) .

Jediné funkece f tvoii tedy systém linedrné u-zavisly v M tehdy a jen
tehdy, je-li f~ 0(M; u). Jestlize funkee f,, ..., f,, koneéné u-skoro
viude v M, nejsou linedrnd u-zavislé v M, fikdme, Ze jsou linedrné
u-nezdvislé v M; o nekoneéné posloupnosti f,,fs, ... funkef
(koneénych u-skoro viude v M) ¥ikdme konednd, Ze tvo¥ systém
funkof linedrnd u-nezévislych v M, jestlize pro kazdé n € N jsou funkoe
fis fe - fn linedrnd u-nezévislé v M.

Pozndmka 1. Definice orthogonality. Budte f,g funkoe
z Ly(M; p),%) takie integrily
(25) I, = [Vigdu, Iy= [Vigdu
74 M
konverguji (v&ta 196 pro ¢ = 2); jest oviem I, = I,. Jestlize I, = 0
(a tedy téz I, = 0), fikdme, Ze f, g jsou orthogondlni nebo Ze f je

orthogondlni k ¢ (je-li tfeba, doddvime: orthogonélni v M vzhledem
k funkei ¥ pfi mife 4). Koneénou nebo nekoneénou posloupnost funkef

(26) W, Wy, Wy, +.. (Wpe€ L%(-M; &)
nazyvame orthogonélni (v M vzhledem k V pfi mife u), je-li

4) Od tohoto okamZiku budeme mluviti skoro vyhradn o tomto specidlnfm
p§£pa-d§ I&q = 2). Stéle oviem pledpoklédéme 0 < V(z) < + o u-skoro
viude v M.
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(27) [Vwnaw, du =0 pro n + m.
M
Je-li nadto [Vw,w, du = 1pron = 0, 1, 2, ..., Hkéme, Ze posloupnost
M

(27) je orthonormélni. Poznamenejme: JestliZe v orthogondlni
posloupnosti (27) neni w, ~ 0 (M; u) pro Zédné =, jsou &isla

(28) lwall = (JVw,.Z;; du)t
kladnd (0,0, = |w.[?) & tedy miZeme vytvofiti posloupnost funkef
o w
29 e T T
9 fodl * Tl

kterd je zfejmé orthonormélni.

Poznémka 2. Je-li f orthogonilni k funkeim g, gy, ..., gx, je ortho-
gonélni téZ ke ka¥dé jejich ,,linedrni kombinaci* 4,9, + A9 + ... +
+ A,g: (A, € K). To je ziejmé.

Priklad 1. Budiz 0 <! < + oo, &€ E,. Potom systém funkef

(30) 1, cos —@—, xsin—?—lk"ci k=1,2,...)
a rovné% systém funkei (pifeme exp (x) = e?)
(31) exp (2"’;‘“’) (k=01,—1,2 —2,..)

je orthogondlni (v (&, & + 1) vzhledem k funkei 1 pfi Lebesgueovd
mite). Ale nenf to systém orthonormélni (obecng); orthonorméln{ jsou
tyto dva systémy:

1 2 2kmnx 2 . 2knz
V—T.VTcosT,VTsm—l—- k=12,...)

1 2k1vix)
—expl——| (k=0,1,—1,2,—2,...).
Vi P ( ] ¢ )
Dikaz ihned ze vzorci (15) v kap. XIII a ze vzoroe (k, m oceld)-
e+l

f exp (2_]::;:1::__) . €Xp (-—- 2m;‘w)dz =dl,
¢

kde d =1 prom =k, 6 = 0 pro m =+ k.
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Véta 200. Budit f,, s --- koneénd nebo nekoneénd posloupnost funkct
orthogondlnich v M (vzhledem k V pFi mite p), z nichi %ddnd nent
~ 0 (M; p). Potom tyto funkce jsou linedrné u-nezdvislé v M.

Dukaz. Plati-li (24), ndsobme funkef Vf, a integrujme; vychézi
a [Vif[fdu =0, tedy a, =0 pro k=1, ..., n.

M

Naopak, kaZd4 posloupnost funkef linedrné u-nezdvislych v M a pa-
tiicich do LY(M; u) se d4 ,,orthogonalisovat‘‘ podle této véty:

Vé&ta 201. Budte f,, f,, fs, ... funkce linedrn& u-nezdvislé v M, patfict
do LY(M; p) (jde budto o koneénou posloupnost o m &lenech nebo o neko-
neénou posloupnost). Potom existuje posloupmost funkct o, @y, @y, -..
(v pronim pFipadé koneénd o m &lenech, v druhém pFipadé nekoneénd)
8 témito viastnostms.:

1. KaZdd @, je ekvivalentnt s jistou linedrni kombinact funkct
for eovs s 8. 3
(32) Pn~ Ao afo + oo + Qpufn (M; p)
(@, n€K), pfi bemZa,, + 0.
2. Podobné, pro kaZdou f, plati
(33) fn ~ bo,n‘Po + ... + bn,n‘pn (M; .u)

(bi.n € K), pfi CemZ by n + 0.

3. Zddnd @, nent ~ 0 (M, p).

4. Funkce g, ¢y, @5y ... jsou orthogondiné v M vzhledem k V pfi
mife u.

Dikaz. Kladu ¢, = f, & déle indukei: Necht jsou jiZ sestrojeny
@or -+ -» i tak, Ze 1, 2, 3, 4 plati pron = 0, 1, ..., k. PoloZme (se zatim
neurdenymi koeficienty c,)

(34) Prs1 = CoPo + --- + CPr + fr41 -
Nésobme Vo, (0 < n < k) a integrujme; podle 3, 4 vyjde
fV(pk+1$ﬂ . d.”’ =Cn fV%@-n d/‘ + fok+l$u d:u *
M P M
Jeito koeficient pfi ¢, je rizny od nuly, Ize ¢, (n = 0, 1, ..., k) zvoliti

tak, Ze @4, je orthogonalnf k ¢, ..., ¢;. Podle (34) plati 2 i pro n =
=k + 1 a jeito @,, ..., ¢, jsou ekvivalentni linedrnim kombinacim
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funkei f,, ..., fx, plyne z (34), Ze také 1 plati pro n = k + 1. Kdyby
pak bylo ¢, ~ 0 (M; u), plynula by z (32) (pro n = k + 1) linedrni
u-zévislost funkei f, ..., fryy v M (nebot a; ., ., + 0), coZ je spor.

Poznamka 3. Necht f,, f,, ... spliiuji pfedpoklady véty 201.
I. Jestlize pro funkce g, ¢,, ... plati vlastnost 1, platiivlastnosti 2, 3.
Diakaz. Vlastnost 2, t. j. vzorec (33), plyne indukeci. Vzorec (33)
totiz plati pro » = 0 a plati-li pro hodnoty » =0,1,...,k — 1, do-
kazese pro n = k takto: Ve vzorci (32) pro n = k nahradim f, ..., f,_,
linedrnimi kombinacemi funkei ¢,, ..., ¢;._, (podle (33)) a dostanu (33)
pro n = k. Dikaz vlastnosti 3: Kdyby bylo ¢, ~ 0 (M; u), plynula
by z (32) linearni u-zavislost funket f,, ..., f, — spor. II. Vlastnosti
1, 2, 3, 4 zustavaji zachovany, nahradime-li kazdou ¢, funkei ekvi-
valentni a nasobime ji jesté libovolnou konstantou c, e K riznou od
nuly. Tvrdim: A% na tuto libovalt jsou funkce g, @y, ... Uuplné uréeny
funkcemi f, f,, ... Dikaz. BudiZ y,, y,, ... dal§isystém funkei s vlast-
nostmi 1 aZ 4. Zfejmé je (¢, n€ K, ¢ppn + 0)

(35) Pn~Con¥o + oo T CnynVPn-1 1+ CunVPa (M; u) .

Nésobim Vy, (k = 0, ..., n — 1) a integruji; jeito y, je linedrni kombi-

naci funkei g, ..., ¢;, k nimz je ¢, orthogondlni, vyjde z (35) 0 =

= Ciu [V]pe2 du, tedy cxn =0 pro k <n, tedy @, ~ Cn.n¥a(M; p).
M

II1. V piipadé redlnych funkei f,, f,, ... vede nas dikaz véty 201
ziejmé opét k redlnym funkeim ¢, ¢,, ..., které oviem nakonec —
chceme-li — miZeme nésobiti imaginarnimi &isly (rdznymi od nuly).

Poznidmka 4. Budeme nyni chvili pracovat s funkcemi jedné
proménné. Jsou-li @,, @,,... polynomy, pfi éemZz @, mé privé
stupeii k, 1ze kaZdy polynom P stupnd nejvysSe k-tého psati jako linear-
ni kombinaci P = a,@y + @,Q, + ... + 2;Q,. To je ziejmé: nebof
odedtu-li vhodny nésobek a,Q,, bude miti P — a,0Q; stupeii nejvyse
k — 1, odedtenim vhodného ndsobku a,_,@,_, dostanu polynom
P — a,Q, — a;_,Q;_, stupné nejvyse k — 2 atd. Z tohoto divodu
plati: Funkce f je orthogonalni k polynomum @,, ..., @; tehdy a jen
tehdy, je-li orthogonalni ke kazdému polynomu stupné nejvyse k-tého
a také tehdy a jen tehdy (coz je zfejmé), je-li orthogonilni k funkeim
1 =2af%2x,... xF
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V&ta 202. Budif — 0 <a <b < + 0. Jde o Lebesgueovu miru
v E,. BudiZ V(x) > 0 skoro vdude v (a,b) a integrdl fb V(x) z™ dx budiZ
konvergentnt pro m = 0, 1, 2, ...5) Potom existuje po;loupnoat
(36) Qo @1, Qs -+

8 témito viastnostmsi:

1. Q, je redlny polynom prdvé n-tého stupné.

2. Funkce (36) tvoft systém funkct orthogondlnich v (a, b) vzhledem
k V (pft Lebesgueové mife).

Polynomim (36) #ikdme polynomy orthogondlni v (a,b) vzhledem k V.

Dikaz: Funkee 1, 2, 22, ... jsou linedrng u-nez4vislé v (a, b)(u zna-
¢ Lebesgueovu miru) a zfejmé patii do L ((a, b), #). Stadi nyni uZiti
v&ty 201 a pozn. 3, III (realita).

Pozndmka 5. Polynomy (36) jsou jednoznaéné uréeny aZ na to, ze
ka#dy z nich smime nésobit libovolnym redlnym &islem riznym od
nuly.®)

Orthogondlnimi polynomy se budeme jesté zabyvati; nyni se vra-
time k obecnym tGvahdm.

§ 5. Fourierovy fady. Budiz
(37) W, Wy, Dy, .+
systém funkei orthogondlnich v M (vzhledem k V pfi mife u),”) takZe
(38) JVw,,w—,,, du =0 pro n + m;

predpoklidejme déle, Ze Zddné w, neni ~ 0 (M; u), takZe
(39) A, = [V|w,du > 0.
b4

b
8) Pro konedné a, b stadi konvergence integralu f V(z) dz, jefto ka%d4 moc-
a

nina z™ (m =1, 2, ...) je omezené v (a, b).
) Viz pozn. 3, II. Dva polynomy ekvivalentnf v (a, b) jsou si oviem
rovny.

7) Piedpokladam, Ze (37) je nekonedné posloupnost. PHpad koneéné posloup-
nosti by byl obdobny, ale pro néds méng duleZity.
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Je-li f~3 cpwp (M; ) (t.§. f(x) = > cran(x) u-skoro viude v M)
k=0 k=0

a dé-li se tato fada nédsobit Vw, a potom integrovat &len po &lenu,
vyjde

(40) Cn = Ai f Viw, du .

n
M

To nés vede k této definici:

Definice 29. Budif (37) systém funkct orthogondlnich v M vzhledem
k V pfi mife u a necht plati (39). Budi? f e LZ(M; u). Potom &isla (40)
nazyvdme Fourierovymi koeficienty funkce f a fadu
(41) zckwk
¥=0
nazyjvdme Fourierovou fadou funkce f; tento vziah mezi funkct f a fadou

(41) vyjadiujeme 2nakem

(42) f ~ 3 cuwy, obdirnéji f ~ Dawe (M, V,u).
k=0 k=0

Cdsteény soudet Z crwy, budeme obyéejné znalit s,(f), jeho hodnotu v bodé x
k=0
budeme znadit

(43) Sa(f; x) =k§:‘:oc,, wi(z) .8)

Poznédmka 1. I. Vztah (42) zatim nic nefikd o tom, jak se chovs
fada (41) nebo posloupnost jejich ¢dsteénych souétly; tim se budeme
zabyvati v dals§im. IT. Vezmete-li misto posloupnosti (37) posloupnost

bowo, blwl, bga)g, ves (bni K, b” * 0) y

nésobf se 4, &slem |b,[* = b,b, a integril v (40) se ndsobi b,, takZe c,
se déli b,, t. j. fada (41) se nezméni. Nic se tedy nestane, jestlize
funkce (37) z praktickych zietelit ndsobim néjakymi vhodnymi kon-
stantami, riznymi od nuly. III. Vezmeme-li specidlné V =1, M =

8) Fourierovy koeficienty z4visf oviem na volb¥ systému (37); miZeme mluvit
na pi. o Fourierovych koeficientech ,,podle systému w,, w,, ...*.
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= (&, & + 1), p = Lebesgueové mife v E, & za systém (37) vezmeme
systém (30) nebo (31), dostdvdme Fourierovy fady z kap. XIII, kde
jsme v3ak obecndji misto funkei fel} vySetfovali funkce feL;.
IV. Je-li f ~ Jayon, 9 ~ Shiwy, ceK, je ziejmd cf ~ Deayan, |+
+ 9= Dla + b) oy

Véta 203. Budi% fe LE(M; p),
(44) f~Sown LY.,
Budte ay, ay,...,a, (n =0) konebnd komplexnt é&isla. Potom je (pii
oznadeni (39))
" If— 3 el = 71 2%“"“”‘" dp =
=»{VVP du —kzolckl’ 4, +k20|c,, — @[t Ay .

Diukaz.
SV = S o) — 3 ) dpe =
= fV]f]’ du —kz (@ fow,, du + a; fow,, du) +

+
k,

M’o

aa, f Vaorw, du =

i1=0

= fVIfI’ dp — z (@l + axer) Ay + z a4, ,

a soudinitel pfi A4, jo (¢ — ax)(Cx — @x) — C4Cx.

Dusledek 1. JestliZe — p¥i daném n — koeficienty a,, a,, ..., a,
probihaji nezdvisle na sob8 vieohna koneénd komplexni éisla, nabyvé
vyraz (45) (za predpokladu 4, > 0) své nejmensi hodnoty tehdy a jen
tehdy, je-li a, = c,, ..., @, = c,, nadez?)

(46) If — Z awelt = If — s.(NIF = IIfIF — Zolckl’ 4, .
?) Stéle oviem pfedpoklddém fe L2(M; u).
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Zde je levé a tedy i prava strana nezipornd pro kazdén = 0, 1, 2, ...
& odtud plyne:

Dasledek 2. Pro fe L3(M; p) je
(47) 2ol Ap S IFIF < + 0
¥=o
takze fada vlevo konverguje. (47) je t. zv. Besselova nerovnost.
Poznédmka 2. Budte a,, ..., a, (= = 0) koneénd komplexni &isla,

(48) f~agwo + ... + anwn (M; p))

potom Fourierovy koeficienty c,, ¢y, Cy, ... funkce f jsow ay, a,, ..., a,,
0,0,0,..., takée s,(f) = aywy + ... + a,w, pro m = n. Dikaz: Néso-
bim (48) funkei Vo, a integruji (k= 0,1,2,...). Pro funkci (48)
platt proto v (47) znament rovnosti, nebot

fo} d,u = Z fVaka_kwka)—k dll == z lcklz Ak .
M k=0M k=0

Poznédmka 3. Bude pro nds duilezito, kdy v (47) plati znament
rovnosti, t. j. kdy je

(49) 3ol 4= IfF < + 0.

Rikdme v tom piipads, Ze funkee f (stdle mluvim jen o funkeich z L2)
spliiuje Parsevalovu rovnost. I. Podle (46) to plati tehdy a jen
tehdy, je-lv

(50) lim [ — s,(f| = 0.

I1. Pravé jsme vidéli, Ze kazd4 funkce tvaru (48) spliiuje Parsevalovu
rovnost. Dokazme jest&: Spliuji-li f,, ..., f, Parsevalovu rovnost, spliu-
jetf = a\f, + ... + a,f, (a; € K) Parsevalovu rovnost. Dikaz. s,(f; x)=

P
= 2 a; 8a(fss %) pro u-skoro viechna x v M,) tedy
¥=1

f — su(f) ~éiak(fk —sal) (M; )

1) T. j. {x) = aywe(z) + ... + a,w,(z) p-skoro viude v M.
1) Rozhodnd to platf pro ta z, pro n&% |w(z)] < + .
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a odtud (viz (16))
If = a1l = 3 ] - e = aali] -

Jezto pravé strana mé pro n — oo za limitu nulu, plati to i pro levou
stranu. ITI. Specidlng: Jeto s,(f) mé tvar (48), spliluje s,(f) Parseva-
lovu rovnost. Jestlife tedy f splituje Parsevalovu rovnost, spliiuje ¢ f —
— 84(f) Parsevalovu rovnost. IV. Jestlize f spliiuje Parsevalovu rov-
nost, t. j. jestlize plati (50), potom podle véty 198 existuje posloupnost
pfirozenyjch Cisel ny, < m, < ... tak, Ze je

(51) fx) = ,}im Sn(f; ) u-skoro vlude v M .1%)

Vidéli jsme (v&ta 203, dusledek 2), Ze pro kazdou fe L} fada v (47)
konverguje. Naopak plati tato dulezitd v&ta, t. zv. véta Riesz-
Fischerova:

V&ta 204. BudiZ (37) orthogondlnt systém, pro néj platt (39). Budte
a (k =0, 1, ...) komplexni &sla takovd, Ze > |a.[* A, konverguje. Potom
£=0

existuje v L}, prdvé jedna funkce f — aZ na ekvivalenci — pro kterou plati
vztahy

(52) frSawp, =S ot 4 1)
k=0 k

=0
n
Dikaz. Poloime f, = 3 a,w,, takie (pozn. 2) f, mé Fourierovy
=0
koeficienty ag, a,, ..., @, 0,0, 0, ... Pro m > n ihned vypodteme

— 2 — S Ok 2dy = S " 2 Ak H
(53) ”fm f”” A;[Vlk=§+la @ ' # k=z+1,a l

jeZto i |ax|* Ax konverguje, je splnén piedpoklad véty 199 (viz vzorec
(21))," ::.kie podle této véty existuje fe L} tak, e lim ||f, — f|| = O.
Potitejme Fourierovy koeficienty funkce f. Jest o

11) Rovnice (50), (51) ndm jiZ napovidaji duleZitost Parsevalovy rovnosti.

Proto nés budou zvlasts zajimat systémy wg, wy, ..., pfi kterych ka%d 4 funkce
z L2 splfiuje Parsevalovu rovnost. Viz o tom § 6 a dalsi.

13) T. j. v (47) plati znamenf rovnosti, t. j. platf (50).
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[ Vthn — N de | < V[ V0ol du . [VIfo — f*

(podle (10)). Prvni integril vpravo nezdvisi na n, druhy mé limitu 0
pro n — oo; tedy integral vlevo ma limitu 0, t. j.

[Vian du =lim [V, du .

M n»>wo M
Ale integral vpravo je podle pozn. 2 roven A,a, pro viechna n = k.14)
Tedy k-ty Fourieriv koeficient funkce f je a,, t. j. plati prvni vztah
(52).

Déle: Podle véty 198 existuje vybrand posloupnost f,,, fa,, ... tak,
ze u-skoro vude v M je lim |f, (z)| = |f(x)|, takZe podle Fatouova
p—+

lemmatu (véta 63)
[VIff* du < lim inf [V|fy,|* du,
M p—>® M
t. j. (viz pozn. 2 ke konei)
[f]* < lim inszol“kl' Ay =k20lakl’ Ae;

obricend nerovnost také plati podle (47). Tim je dokézdn i druhy
vztah (52). BudiZz konednd téZ g NI‘Za,,w,,, lgli* = > |a[t Ax. Médme
=0 k=0

dokézati, %e f ~ g (M; u). Jeito f,g spliiujf Parsevalovu rovnost,
je (pozn. 3, (50)) lim ||f — sa(f)l| = '{lﬂ llg — 8a(g)[| = 0. Ale s4(f) =

= 84(9); z merovnosti [|f — gl| < [If — ea(A)l| + llsa(f) — gll plyne
tedy, Ze [|f — gll = 0, t. j. f ~g (M; p).
Parsevalové rovnosti ddme jeitd o néco obeonéjii tvar:

Véta 205, Nechf fe L2, ge LZ,
(54) f I Z(Ikwk y =R Zbkwk .
k=0 k=0
Necht |, g spliiujt Parsevalovu rovnici:15)
(55) [Vifdu = S aa A, [Vggdu= > bibA, .
M E=0 M K=0

1) Viz vzorec (40) pro Fourierovy koeficienty.
15) UZivam stdle oznadenf (39) a pfedpokladém A4, > 0.
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Potom je
(56) [Vigdu = 3 aibed,,
M k=0
pFi bem% Fada vpravo absolutné konverguje.
Dukaz. Podle pozn. 3,II spliuji téz f + g, f + ig Parsevalovu
rovnici, t. j. (uvédomte si, Ze ig = — i. g)

(67) ilfV(f +9)f +9)dp =kzo(ak + b)(@ + b) 4x,

(88)  fV(f +ig)F — ig) dp = 2, (@ + ib)@ — iBy) 4x )

Utitim (55) plyne odtud

(69) JV( + fg + fg) du =k§0( + ayby + a:by) 4, .

(Rovnioce s hornim znamenim plyne z (57), s dolnim z (58)). Odedtenim
obou rovnio (59) plyne (56).

§ 6. UplIné systémy. BudiZ opét (37) orthogonélni systém v M vzhle-
dem k V pfi mife u; necht 4, > 0 (viz (39)) pron = Q, 1, 2, ... Systém
(37) nazyvéme Gplnym (v Ly(M; u)), jestlize plati:

1. Zédné funkee z L%, krom® funkef ekvivalentnich s nulou, nenf
orthogonalni ke viem w,. Jinak feéeno: Je-li fe L%, [Vfw, du = 0 pro

M
n=20,1,2 .. jo f~0(M;u).
Budeme vy#etfovati jesté ndsledujicf dv® vlastnosti systému w,,

[

II. Kazdou funkei f € L} 1ze v primé&ru 2. stupn® aproximovat lineér-
nimi kombinaocemi funkef w, s libovolnou presnosti; t. j. ke ka?dému
& > 0 existuji kone¢nd komplexni éisla a,, ..., @, tak, Ze

(60) If — S el < e
k=0

%) Vpravo jsou fady s nezépornymi §leny, tedy absolutn¥ konvergentn.
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III. Pro kazdou funkei fe L3 plati ,,Parsevalova rovnost‘ ||f|2 =

=kz cx|* A (oznadeni viz v (39), (40)) neboli (viz pozn. 3 v § 5)
=0

(61) lim |f — s, (/)] = 0.

Vé&ta 206. Viastnosts I, 11, III jsou ekvivalenint.

Dikaz. II = III. Necht plati II. Podle véty 203 (dusledek 1) plyne
Z (60) nerovnost ||f — 8,(f)|| < € pro kazdé n = n,. Tedy plati III.

III = I. Necht neplati I. Potom existuje funkce fe L}, neekviva-
lentni s nulou, majici véechny Fourierovy koeficienty ¢, = 0. Tedy
ifll > 0, ale >lci|* Ay = 0. Tedy z nonI plyne non III; tedy z III
plyne I.

I = II. Nechf plati I. BudiZ fe L2 nechf ¢, jsou jeji Fourierovy
koeficienty, takie (v&ta 203, disledek 2) >|c,J* 4, < + . Podle
véty 204 existuje funkce g e L2, kterd ma téz Fourierovy koeficienty
¢, & pro kterou plati Parsevalova rovnost, t. j. (§ 5, pozn. 3) lim |jg —

n— o

— 84(9)|| = 0. Ale f — g ma Fourierovy koeficienty ¢, — ¢, = 0 a je
tedy orthogonélni ke viem w,, takZe podle I je f ~g. Tedy jest

ilim ||f — s.(9)]| = lim ||f — > cxa|| = 0. Tedy plati II.
n—w n—>o k=0

Poznamka 1. Je-li (37) Gplny systém, plati (56) pro kazdé fe L2 a
kazdé g e L3.

Poznédmka 2. JestliZe v orthogonalnim systému (37) plati 4, > 0,
tvorf funkce 4, Yooy systém orthonormélni a Fourierova fada (41) se tim
nezméni (viz pozn. 1, II v § 5); oviem se tim také nezrudi uplnost
systému (37). MiZeme se tedy bez Gjmy obecnosti omeziti na ortho-
normélni systémy, nadeZ ve vzoreich § 5 a § 6 bude 4, = 1.

Poznimka 3. Funkei f € L} jsou uréeny jeji Fourierovy koeficienty
(40). Naopak, je-li systém (37) Gplny a maji-li funkoe fel}, geL?
tytéz Fourierovy koeficienty, je f ~ g (M; u). Nebot funkcef — g ma
Fourierovy koeficienty rovny nule, tedy je orthogondlni ke viem w;,
tedy f — g~ 0 (M; p).
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Poznéamka 4. Vztahy (24), (27), (32), (33), (38), (39), (40), (45),
(48), (50), (52), (56), (60) zustanou zachovény, nahradim-li funkce
f, 9, f> P4, @ v mich vystupujici funkcemi ekvivalentnimi. Mohu
proto véty z § 5, 6 vysloviti také v L2(M; p), t. j. v prostoru t¥d (f),
kde f € L3(M; u). Linedrni zavislost (vzorec (24)) je oviem ted vyjadie-
na rovniei a,(f)) + ... + a.(f.) = (0); orthogonalita t¥d (w,),
(w,,) rovnici (27) atd. Je zbyteéno, vypisovati pifisluiné vysledky

(ptipisovanim zévorek). Misto f ~ D c,w;, piSeme oviem ted také
k=0

symbol (f) mkgoc,,(wk) a mluvime o Fourierové fadé tiidy (f). Ale

jednu véc jesté vyzvednéme. Piedpokladejme, Ze v L(M; u) existuje
nekoneénd uplné orthonormélni posloupnost w,, w,, w,, ...17) Kazdé
t¥d¥ (f) e L2 ptifadme posloupnost ¢ = {cx}i-o jejich Fourierovych
koeficientu (40). Podle (47) je c e P; podle vty 204 je kazdy bod
ce P timto zpisobem piifazen jisté tiid® (f)e (2, dvéma riznym
tfiddm jsou pak podle pozn. 3 pfifazeny dva rizné body v I2% toto
zobrazeni je tedy prosté zobrazeni L2 na cely prostor B. Je-li (f) ~
~ Day(wy), (9) & Dbi(w,), kladme a = {a;}, b = {b;}. V prostoru
L2 je vzdalenost o((f), (9)) = |If — gl = VZ[a,, — b[® (Parsevalova
rovnost), ale to je pravé vzdalenost g(a, b) v prostoru I2, Shriime:

V&ta 207. Necht v prostoru L3(M; u) existuje nekonend dplnd po-
sloupnost orthonormadlnich tfid (w,), (w,), ... Potom platt: Pfifadim-ls
ka#dé tFidé (f) e L3(M; pu) posloupmost jejich Fourierovijch koeficienti
(podle systému w,, w,, ...), dostanu isometrické zobrazent (D N, kap.
V1, s 3) prostoru L2(M; p) na prostor P.

§ 7. Uplnost trigonometrického systému. V&ta 208. KaZdy z obou
orthogondlnich systému (30), (31) v pFikl. 1, § 4 je dplng.

Predpokliddd se pfitom V(z) =1, M = (§, & +1) (é€E,;,0 <l <
< + ), u je Lebesgueova mira v E,.

17) D4 se dokézati, %e tomu tak je vZdy, a% na ndkteré trividlni pHpady, kdy
tato posloupnost je kone&né.
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Dukaz. Necht fe L((£, & + 1))'®) m4 vSechny Fourierovy koeficien-
ty rovny nule. Doplnime-li definici f tak, aby méla periodu /, je podle
véty 187 f ~ 0. Diukaz je hotov.

Poznéamka 1. Napidme explicite vzorce (49), (56) pro tento p¥ipad.
M4-li fe L} Fourierovy koeficienty ay, by, po pfipad® c,, dané vzoreci
(16), (17) v kap. XIII, § 2 (nezapomelime, Ze prvni koeficient jsme
oznadili }a,) a ma-li g € L} Fourierovy koeficienty oy, B;, po pHp. v, je

1 [ 2 $ 2 2 S 2 2
0 f firde = 3l = laeft + 1 3t + bl

=—
§+1

1 _ + _ _ @ _ _
(63) T fg dz = . chki’k = {@¢%¢ + %kzl(ak“k + bibBe) 5
¢
posledni dvé Fady jsou absolutnd konvergentni. Pfi redlném f jsou
+
@y, by redlnd, ¢, = c_,, takde v (63) lze pfi redlném g pséti > ey

k=- oo
Poznédmka 2. Je-li fell, gel;, je fge Ll (stile minfm interval
(&, & + 1) a Lebesgueovu miru v E,) — viz (10). Jezto jsme v kap. XIII
vysetfovali Fourierovy fady pro funkece z L}, miZeme se ptiti po
Fourierovych koeficientech I';, funkee fg, jestliZe c;, y jsou koeficienty
funkei f, g (podle systému (31)). Tvrdim, Ze

+o
(64) Pk = z CaVk—n »
n=—c

pfi CemZ fada vpravo konverguje absoluiné,

Dukaz.
&+l

1 2kmi
(65) Iy=7 f/(x) g(z) exp (— —l—l x) dz .
¢
. 2kmi |\ .
Pritom funkce g(z) exp (— - a:) je komplexné sdruZena s funkei

1%) Tedy té% fe L((¢, & + 1)) podle § 3, pozn. 6.
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- 2krwi
h(@) = g(@) exp (T x) ,
jejiz Fourierovy koeficienty jsou
&+l :

y;=—;—fh(x)exp(—-z7?:—lx)dx;
:

tedy??) .
_=-;—f(x)exp( 2(k ln)mx)dx=y,,_,.
e
Podle (65) a podle vty 205 dostdvime tedy
£+l
1 _ + © — +
=T f/(x) h(z) dz = =Z wcnYn =n—z- CaVYk-n «
J - s
Cviden{

»
1. Budif a, > &3 = o, = ..., lim &, = 0. Potom odhadnutim soustu Zdu

k—+o

& parcidlnf sumaci obdr¥fte: Ra.dy
-] [
Zos,‘sinkx, Zakcosk:c
k=1 k=1

jsou stejnomérné konvergentni v ka¥dém uzavieném intervalu, jenZ neobsahuje
#4dné &fslo tvaru 2mn (m celé).

2. Je-li 0 < & < 1, je trigonometricks Fada

o s8in kz
kgl ke
konvergentn{ pro viechna reélni z, ale nen{ Fourierovou fadou £4dné funkce
z L,%0,2x).
3. Parsevalovy rovnice lze té% uZiti k s&it4nf nekoneénych fad. P¥klady:

[

1
; fk—’:% (viz kap. XIII, § 6, pHkL. 1),
0% ht =1 w1
:zl(TkTI)' =53 (viz kap. XIII, § 6, cvié. 4) .

%) Integrand nahradim funkef komplexn¥ sdruZenou.
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Z kap. XIII, § 6, cvid. 6, rovnice (114) pro m = 2 obdrZime

1 ! 1 ! 1 !
(1.3.5.7) +(3.5.7.9) +(5.7.9.11) o=

) 5n? 1 1
3.2 2.3 31 5"

Podobng bychom mohli rovnice (114) z kap. XIII uZiti pro libovolné celé
m > 0. Pro m = 1 obdrZite znovu (66).

4. Z pitkl. 2 a 3 v kap. XIII, §6 a z rovnice (63) plyne: Neni-li « = mi
(m celé), je

< 1 T e —1
o @k +11+ot  daem™ 417
Tento vysledek vSak mZeme dostati téZ bez uZit{ Parsevalovy v&ty pifmo
z fady v (94), kap. XIII, § 6.

(67)

§ 8. Vlastnosti orthogonélnich polynomii. V celém tomto paragrafu
dinime tyto predpoklady (které jiz neopakuji v znéni jednotlivych v&t):
Jde vesmés o Lebesgueovu miru v E;; jsou dédna disla a,b (— o =
<a <b =< + ) a funkee V, kladné a koneéné skoro viude v (a, b)
a takovi, Ze

b
(68) V(). |[x|mdx < + 0 pro m=0,1,2,...;

budeme pséiti strutng Li(a, b). Piisludné (reilné) orthogonilni poly-
nomy ve smyslu véty 202 budeme znadit

(69) Qo @y -+ 3

pfitom @, je polynom priv¥ n-tého stupnd a je urden jednoznadn® a¥
na multiplikativni konstantu (t. j. misto @, 1ze psiti ¢,@,, kde ¢, € E,,
ga * 0).

Vétsinou budeme voliti @, budto tak, aby koeficient p¥i z» byl
roven jedné,>°) nebo tak, aby (69) byl systém orthonormélni, t. j.

b
fVQj dz = 1, a aby koeficient pii 2" byl kladny.20)

20) Touto podminkou je @, ji% uréen jednozna¥nd.
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Viéta 209. Q, md v (a, b) n jednoduchijch kofens (a tedy u% z4dné jiné).

Dukaz.n = 0 — jasné. Budiz tedy » > 0. Uvédomme si, Ze reslny
polynom P(z) méni své znameni tehdy a jen tehdy, prochézi-li = jeho
kofenem liché nésobnosti. Budte «,, ..., #, vSechny navzdjem rtzné
kofeny liché nésobnosti polynomu @,, které leii v (a, ), tedy 0 <

=< r =< n. Poloime R(z) = [[(x — «) (R(z) = 1 pro r = 0). Potom
k=1
Q.R mé v (a,d) jen kofeny sudé nésobnosti, tedy neméni znamenf,
b
tedy [VQ,R dz + 0. Ale @, je orthogonélni ke vem polynomiim stup-

nd niz&tho ne% n, tedy B m4a nutné stupeti n, t. j. r = n.

Vé&ta 210. Necht Qu(x) (k= 0,1, 2,...) ‘'md koefictent pfi x* rovny
jedné. Potom platt (xn, B jsou redlné konstanty)

(70) Qn+l(x) = ( — &p) @u(®) — Ba @n-1(2)
pron = 1,2, ... (Klademe-li Q_, = 0, plati (70) zfejm® i pro n = 0.)

)

Dikaz. Q,,, — 2@, je polynom stupng nejvyse n-tého, tedy

(71) Qaa() — 2 @n(®) = Yo Qo() + ... + Va1 @u-1(7) + ¥ Qul®) .
Nésobme V(z) Qu(x) (0 <k <n — 2) a integrujme; jefto zx @(z) je
stupnd niZ&tho neZ n & tedy orthogonélni k Q,, vyjde
b
0=7kaQ:dx, t.j. '}’k=0 pl'o 0 ék §n-—2,
a

takZe (71) mé tvar (70).

Pozndmka 1. Nepfedpoklddim-li, #e koeficient pfi z* v @, je
rovny jedné, musim oviem misto (70) pséti

(72) An Qn+l(x) = (.’t - Bn) Qn(x) - Cn Qn—l(x)s A“ *+0.
Poznémka 2. Nyni budeme mluviti o Fourierovych fadgoh funkef

z L}(a, b) podle polynomu @,, @,, ...:

b b
(73) IN kzocka» ck = Zl_k‘fodeZ, Ak= fVQ:dx> 0.
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Céstedny soudet
b
(74)  sa(f; @) =kgockQ,,(x) = f V(y) f(y) 2 k(x) Qk(y) 9%u(2) &y 4,

(ktery mé smysl pro viechna z € K) je polynom stupné nejvyde n-tého.
Je-li f specidlnd polynom stupné nejvyde q-tého, 1z¢ pséti

f(®) = a0 Qo(@) + ... +a,Qx),

vy 1 . .
nacez —- foQp dz je rovno a, pro p < ¢ a je rovno nule pro p > ¢,
»

takze f md Fourierovy koeficienty ay, a,, ..., a,, 0, 0, ... Tedy: Je-li f

polynom stupné nejvyde q-tého, je s,(f; ) = f(x) pro vdechna n > q
a viechna z ¢ K.

Jestd specidlnéji: pro f = 1 plati s,(f) = f pro viechna n = 0, t. j.
(viz (74))

pro véechnan =0 a vJechm zeK.
Véta 211. Je-li interval (a, b) omezeny, je systém (69) uplny.

Dikaz. BudiZ fe L}(a, b), ¢ > 0. Podle véty 206 (viz II) stadf do-
kazati toto: Existuje polynom P (t. j. linedrni kombinace polynomu

(69)) tak, Ze
b
(76) [V|f — PPdx < e.
a
Jeito |x + iff = a® + B2, stali se omeziti na redlné f a hledati

reilny polynom P. Smime pfedpoklidati, Ze 0 < V(r) < + oo,
|f(x)] < + oo vSude (nejenom skoro v¥ude) v {a, b).

b
Jeito [Vf2dz < + oo, existuje (véta 51) &fslo d > 0 tak, Ze

(77) (M c<a, by, u(M) < 8)= [Vrdz < }e.
M
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Toto 8 podrzme. Polozme M, = E(|f()] > n, a < x < b). Jeito f je

koneéné, je ﬁ M,=0, My>Muyy, (M) < b—a < + © (zde
uZivim omezenostl intervalu (a, b)); podle véty 24 je tedy hm w(M,) =

= u(f) = 0. Existuje tedy n tak, Ze u(M,) < . Toto podrzme
Polozme f,(x) = f(x) pro ze<a, by ~ M,, f,(x) = 0 pro ostatni =z,
takze (viz (77))

(19) (@)] < Min (ff@)}, ) pro @ Sz <5,
(19) Vi — furdz = [VPdz < g
a M,
Podle véty 51 existuje 8, > 0 tak, Ze
(80) (N < (a, b5, u(N) < 8;) =42 [V dz < 3e.
N

Toto §, podrime. Podle Luzinovy vty existuje oteviend mnoZina N
tak, Ze f, je spojitd v <a,b) — N a %e u(N) < ¢,. Pritom lze (viz
obdobnou tvahu v kap. XIII, § 4, dikaz véty 181, pozn. 13)) pfedpoklé-
dati, Ze body a, b nelez{ v V. Sestrojme (viz D I, véta 77 a text pied nf)
funkei f, 8 témito vlastnostmi:

1. f,=f,v<a,b) = N; 2. f; je spojitd v <a, b); 3. |f] = n v {a, b)
(to lze, jeito |f,| < n).

Tedy (viz (80))

b
(81) fV(fl — fo)dx = f V(fy — fo)2 da < 4n? f Vdr < }e.

a N .(a,b) N .(a,b)
Koneéné podle Weierstrassovy véty 180 v D Il existuje redlny polynom
P tak, Ze

b
Max (fy(z) — P(a))* [V(9) dy < e .
Tedy T
b

(82) [V(fs — Ppdz < je.
Odtud pak (viz (79), (81), (82))

If = Pl = IIf — All + Ity — foll + Ilf: — Pl <
< '}Ve + 4]/ + ﬂ/a
coZ je (76).
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Cvidenf{

V cvidenich 1 aZ 5 se pfedpoklad4, Ze @, méa p¥i 2* koeficient 1.
1. Necht komplexn{ polynom P stupnd k-tého mé p¥i % koeficient 1. Potom

b b
JViPjrdz 2 [VQ} dz;
a a
znamen{ rovnosti plati jen pro P = @,.

k-1
Névod: P = @ + . 0,Q,, atd.
n=0

2. V rovnici (70) je pro n > 0

b b
[2vQ? dz fvet de
Kp = a—b'—" ’ ﬂn = : >0.
[vQ? dz fver | d=z
a a

3. Pro %4dné z ¢ K nenf @,(z) = @,,,(z) = 0. Ndvod; z (70) a z cvié. 2 by
plynulo @, _,(z) = ... = Qy(x) = 0, ale Qy(x) = 1.

4. Joli Qu(e) = 0 (n > 0), jo Quu(®) . @u_y(@) < O.

5. Kofeny polynomu @,, @,,; se odd&luji; t. j. ma-li @, kofeny z,, ..., 2,
8 Qpuy kofeny ¥y, .. ¥ni1, j0 @ <Y < T < Yy < By < .00 < By < Ypyy <b.
Né4vod: Necht tato vlastnost je splngna pro polynomy @, ..., @,; odtud a z cvié.
4 sledujte znameni @, ,, v bodech a, z,, ..., Z,, b (znamen{ v bod& a zavisf na tom,
je-li n sudé &i liché — nebot v intervalu (— 0, @) nemé&n{ @, znamenf).

6. Necht nynf je (69) orthonormélni, @, (z) = p,z" + ..., p, > 0. Potom

Pm

m+1

@ —2) 3 Qnl@) Qlt) = == @n@) @mia(¥) = Anlt) Qnia(a)

pro z e K, y ¢ K (vzorec Christoffel-Darbouxuv).

Névod: Prepiste (70) pro orthonormélni @,, u¥ivajice pro 8, cvié. 2 a ndsobte
Qn(y)- Vyjde

Pn Pn—1
Qn1(2) @n(y)
g, S + o

Zde vyménim z s y a odedtu; nato seftu pfes n.

Qn-1(®) Qn(y) = (2 — &) Qulz) @nly) .
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Tedy lze (74) ptepsati do formy
b

- 14
onlfs 2) = 2 f W) 1Y) (0 1(t) Q@) — (¥) Corga(a)) dy -

Pms1 y—=x

Je to jakési analogie k tomu, jak jsme v kap. XIII vzorec (26) pfepsali do tvaru
(28).

§9.*Legendreovy a Ceby¥evovy polynomy. Jacobiovy polynomy.*
Budeme ted vySetfovati n&které systémy polynomi orthogondlni
v (a, b). Jestlize a, b jsou koneénd, 1ze tento interval substituol z =
= 3((b — a) y + (b + a)) pfevésti na interval — 1 < y < 1. Interval
(a, + o) lze substituef x =y + a pfevésti na (0, + ); interval
(— oo, b) lze substituci « = — y + b prevésti na (0, + o). Stali
tedy vySetiovati intervaly (—1, 1), (0, + o), (— oo, + ). V tomto
paragrafu probereme nékteré dilezité piipady pro interval (—1, 1),
a to t. zv. Legendreovy polynomy (V(z) = 1 — pro ilustraci provedu
i ptipad obecného omezeného intervalu (a, b)) a Cebydevovy polynomy
(V(z) = (1 — 28)-%). Tyto polynomy jsou specidlnim p¥ipadem Jaco-
biovych polynomi (V(z) = (1 — 2)*(1 + )8, «> —1, > —1).
Tyto polynomy vySetfuji v fadé ovi¢eni (4—11); pfitom, abych ziskal
souvislost 8 t. zv. hypergeometrickou fadou, provadim pfisluiné Gvahy
napied pro interval (0, 1) (pro V(z) = z*(1 — z)£) a potom teprve
transformuji na (— 1, 1). Pro rozvinutelnost funkei podle Legendreo-
vych a Cebydevovych polynomi uvidim dv® jednoduché véty (215,
222), které by se viak daly podstatnd zlepsiti. V § 10 uvadim déle
Hermiteovy polynomy (interval (— oo, + ), V(z) = e~ *') a Laguerreovy
polynomy (interval (0, + o), V(z) = e~ *).

A) Legendreovy polynomy. Ty odpovidaji volb§ — o <a <
<b < + oo, V(x) = 1; oznaéme je X,. Nejsndze je najdeme takto:
Jako kaZdy polynom n-tého stupns, 1ze téZ X, pséti ve tvaru X ,(z) =

= (;i_" Y .(x), kde Y, je mnohodlen stupn® 2n (jejZ bychom dostali
xn

integracf). Pro kaZzdy polynom R(x) stupnd ni%8iho neZ n jest pak
(integrujeme n-krite per partes)
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) b
[X () R(z) dz = [Y{(z) R(z) dz =
— [YO-DR — YOOR' 4 ... £ ¥R VP,

Tento vyraz ma byti roven nule (podminka orthogonality); to bude
jisté splnéno, bude-li polynom Y, miti n-ndsobné kofeny a, b. Po-
1

lozme tedy Y, = A,(x — a)* (x — b)™; je zvykem, klasti 4, = T’

takZe médme
(83)  Xaa) = g s (& — @)z — B (Kofa) = 1).
Systém polynomi X, nenf orthonorméalni; jest
[X3(o) do = [¥1(0) Y(a) do =
= [Yyr-D _ yr+Dy®r-2 4 | Y@-VY P+ fYﬁ}’")Y,, dz .
Hranaté zdvorka vypadne; posledni integral jest 4

2£—f(7:—&);7‘ f(z —a)(z — b)rdz;

integrujeme-li op&t n-krate per partes, obdrzime
b

(2n)! n! an Am -
T 3mm) n F )n +2) ... 2n f(" — o dz;

celkem tedy

(b —_ a)2n+1
2 —
(84) fX (z) dz = P @t
Oby¢dejnd se braivd a = — 1, b = -+ 1; oznadme pfisluiné mnohodleny
P,(x). Tedy z (83), (84)
1 dr
(85) Pyfa) = g = (@ — 1),
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1

(86) f Pi(z) dz = & 2+ -

-1
Mezi polynomy (83), (85) jest oviem tzky vztah. Polozme z = ay + f

tak, aby proy = — lbyloz =a,aproy=1byloz =b; t. j. z =
= }((b — a)y + (b + a)). Potom jest

e = e — o = (2 o (O e ),
a tedy

(87) Xa(z) = (b - “) P(y) = (b 7 a),. P, (21;—(—1):_9 ) ’

Poznédmka 1. Z (85) je patrno, Ze polynom P,(x) obsahuje pro
sudd n jen sudé mocniny 2, pro liché n jen liché mooniny z.

Vime z v8ty 210 (viz téZ pozn. 1 v § 8), Ze plat{ rekurentni relace
tvaru

Ay P,y (x) = (x — B,) Py(x) — C, Py_y() .

Z pozn. 1 je patrno, Ze B, = 0. Koeficienty 4,, C, uréime srovninim
koeficientd pfi z"+*! a pfi 2"~ 1; jest totiZ

(87a) P.(z) = —2_"—1? ((2:;)! " —n. %:"_;22))" zn-t ) .

Snadnym vypoétem obdriite:

V&ta 212. Pro Legendreovy polynomy (85) jest pron = 1, 2, 3, ...
(88) (m +1)P,y(x) — (2n + 1) 2 Py(x) +n P, ,(x) =0.
Odtud se polynomy P, snadno postupnd poéitaji:

Py(z) = 1, Py(z) =z, Py(x) = §a® — }, Py(z) = §2* — 3=
atd.

Polynomy P, vyhovuji jednoduché diferencidlni rovnici:

V&ta 213. Legendreovy polynomy (85) vyhovuji pro n =0,1,2, ...
diferencidInt rovnici

(89) (1 — a?) Py(2) — 2z P,(x) + n(n + 1) Pa(2) = 0.
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Dikaz. PoloZme 7(z) = (:z:z — 1)~ potom jest (x* — 1) %’
= 2nxn; derivuji-li (n + 1)-krate, obdrzim

(2 — 1) g™+ 4 2 + 1) an™Y 4 (n + 1) my® =
— 2nxn(”+1’ + 2n(n + 1) 77(n)
Dosadim-li sem %™ = P,, obdrZim ihned (89).
Legendreovy polynomy lze také definovati t. zv. ,,vytvofujicf funk-
cf*. Jestlize n&jakou funkei dvou promé&nnych f(, t) 1ze v okoli bodu

¢t = 0 rozvinouti v moeninnou fadu podle mocnin ¢ (jejiz koeficienty
jsou oviem funkcemi z):

f(@, ) = go(x) + g1(®) - t + gulz) . £2 +
Fkéme, Ze funkee f je vytvorujioi funkei pro funkee g,, g, g5, - - -
Vé&ta 214. Budte t,z koneénd komplexnt &isla, 2[t| |z| + Jt* < 1.
Potom je
.
)T =2tz + &

Dukaz. Ozna¢me levou stranu z; pro zminénd z, ¢ lze levou stranu
rozvinouti v binomickou fadu??)

(90) = Py(z) + Py(x) ¢t + Py(z) & +

z=1+4 < (2t:v — ) + (2t:c — 2?2 +

Podle prikl. 1 za vétou 234 v D 11 Ize vpravo umocnit a uspofddat podle
mocnin £

2= Ayx) + A(x)t + Ag(z) 2 + ...; Ao(xr) = 1 = Py(x),

(91) A (x) =x = Pi(z) .

Derivujme podle ¢

(92) ezt r=t
ot (1—2tx+t=)i (1 — 2tz + 1?)

1) Ze tyto vypolty s komplexnimi &isly jsou v poréddku, plyne z kap. VII,
§ 1, pozn. 5 a z D I, kap. XII, § 5.
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Jezto mocninnou fadu lze derivovati ¢len po ¢lenu, plyne z (91), (92)
(®—8)(Ao + Ayt + A2 +...) =
= (1 — 2z + £2)(4, + 24 + 34,82 + ...).

Vynasobenim a srovnédnim koeficientu pfi ¢ obdrZzime

Ay — Ay = +1)Apy — 2024, +(n — 1) 40,,
t. j.

(n+1)Aap(®) — (20 + 1)z 4,@) + 14, ,(x) =0,

ooz je tdZ rekurentni relace jako (88). Jezto tato relace urduje jedno-

znaénd A4,, A,, ..., jakmile zndme A4,, 4,, a jeito 4, = Py, A, = P,, je
A, = P, pro viechna .
Poznémka 2. Je-li z libovoln® déno, je pro dostateén® mald |¢| pod-

minka 2| |z| + |¢[* < 1 splndna, a tedy (90) plati. Z (90) odvodime
nyni dilezity odhad:

Véta215. Pro — 1 <z <1 je
(93) |Pa(z)] < Py(1) =1.

Dikaz. PoloZme v (90) x = 1, nadeZ pro || < 1 (pamatujme, Ze
odmocninu bereme s amplitudou v intervalu (— 3}, 4x))) vyjde

v (90) vlevo —th =1+t +1 4+t + ..., nadeZ (viz pozn. 2)

1
srovnédnim s pravou stranou vyjde P,(1) = 1. BudiZz déle — 1 <
<z <1, takZe existuje @e(0,n) tak, Ze 2z = cos . Potom
méme 1 — 2t cos @ + 2 = (1 — te'®)(1 — te~1®); jeito pro || <1
oba ¢&initelé maji redlnou é4st kladnou, smime podle pozn. 5 v kap.
VII, § 1 ufti pravidla 1: (én)t = (&)t = £ 4! a médme
1
V(@ — te'®)(1 — te-16)

rozvineme-li oba ¢&initele v binomickou fadu, dostaneme v (90) vlevo

$1.83.5...(2—1) 0 $1.8.5..2A—1), 4,

o 2.4.6...(2k) T 2.4.6...20)
Vynésobenim a srovndnim koeficientu pfi ¢» s koeficientem pii ¢* na
pravé strand v (90) dostdvdme rovnioi tvaru

= (1 — te'9)"}(1 — te-16)"%;
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n
P,(008 0) = 3 x,e' @9
¥=0
kde «; > 0 (je zbytetno vypisovat «, podrobng). Odtud plyne

|Pa(cos O)] < i""‘ = P,(cos 0),
k=0
t. j. [Pa(z)] < Pa(1).

Vé&ta 216. Necht funkce f md v intervalu {— 1, 1) absolutné spojitou
druhou derivaci. Potom jejt Fourierova ¥ada podle Legendreovyjch poly-
nom®, konverguje stejnomérné v {— 1, 1) k soultu f(x).

Dikaz. Ke kazdému piirozenému n existuje podle véty 190 poly-
nom F, nejvySe n-tého stupné tak, Ze Max |f(z) — Fa(z) = o (la)
-1=52<1 n

pro » — co. Oznaé¢im-li tedy toto maximum M,, je lim n*M, = 0.
n— o
Pro ze {(—1, 1> mime

f@) — su(fs @) = f(x) — Fu(x) — (8a(f; ) — Fal)).
Ale podle pozn. 2 v § 8 je F,(x) = s,(F,; x) a tedy
(94) f(x) - Sn(f; x) = f(x) - Fn(x) - 'Sn(f — Fy; z) .
V poslednim ¢&lenu uZijeme vzorce (74), kde V=1,a = — 1, b =1,
Q.= Py, tedy [Py(x)] <1 (viz (93)), déle 1:4, =32k +1) <
< }(2n + 1) (viz (86)). Tedy

2n +1

[alf — Fi @) < 2. Mo (n + 1) —5

S 2M.(n + 1)2.

Podle (94) je tedy pro rze(—1, 1)
[f(x) — saf; @) = Mo(1 + 2(n + 1)%);

zde pravé strana nezévisi na z a pro n — oo konverguje k nule.
B) Ceby¥evovy polynomy. Tak se i{kd polynomim
1
TO(Q:) =1, Tu(x) = —27;_1 (x" + (g) xn—2(x2 - 1) +
(95)
+ (Z) 42 — 1) + ) pro n > 0,
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zavedenym v kap. XIII, § 8, pozn. 2. Koeficient pfi z* v T, je roven
jedné. Mimoto je pro kazdé komplexni @ (viz (144) v kap. XIII)

(96) Ty(cos O) =1, T,(cos O) = % cosn® pro n=1,2,3, ...

Ke kazidému komplexnimu z existuji komplexni @ takovi, Ze z =
= 008 0;22) jednu z téchto hodnot @ (a sice tu, jejiZ redlnd &dst lezf
v {0, ©t)) oznadime znakem arccos . Rovnice (96) lze, tedy (pro kazdé
z € K) pfepsati do tvaru

(97) To(z) =1, Tulx) = % cos (narccosz) (n =1,2,...).

n—1
Véta 217. Cebydevovy polynomy tvoFt orthogondlnd systém v (—1, 1)
vehledem & funkci ————.
|/

Dikaz. Neoht 1o = 4, 4, = 1 pro n > 0. Potom jest (substituoe
x=co860, 0<6 <n)

™
_dx_ Andm f cos n@ cos mO d6O .

1
(98) f 7o) Tule) s = o
-1 0

Pro n + m jest integral vpravo roven nule.

Pozndmka 3. Pro n = m déva (98)

L ® pron=0
(99) fT:(x) A
Vl-—z’ Q-1 pro n > 0.

-1

Polynomy T',(x) lze také definovati ,,vytvorujici funkei:

33) V D I, kap. XII, § 4 jsme mluvili jen o rovnici z = sin w. Ale pfechod
ke kosinu je snadny. Je cos w = sin (}x — w); tedy rovnici cos w = z lze pséti
sin (&= — w) = z a tato rovnice je spln&na tehdy a jen tehdy, je-li budto n —
— w = arcsin z + 2kx nebo §w — w = m — arcsin z + 2kx (k celé). Pkitom
pravd pro jednu z t8chto hodnot (toti% arcsin z) le%f re4lné 84st &fisla §n — w
v intervalu {— =, =), t. j. redlnd &ast &isla w = i — (3 — w) le¥f v intervalu
<0, ®). Tuto hodnotu w nazveme arccos z; t. j. arccos z = {x — arcsin z. To je
tedy ono jediné feSenf rovnice cos w =z, jehoZ redlnd &ast le%i v <0, x).
Pro — 1 =2z =1 je tato definice ve shod¥ s D I, kap. VII, § 2.
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Véta 218. Jsou-li r, x redind Cisla, |r| < 1, |x| < 1, jest

1—7 = z 2T, (x) .

(100) 1 — 2rx 4+ 12 ne0

Dukaz. Definujme O = arccosz, tedy z = cos @. Jest (seétu
geometrickou fadu)

14 rel® (1 4 rel®)(1 —re19)
1—7re® 1 —2rcos@® +m1 °
Srovnénim realnych ¢ésti plyne

o
1423 rmenle =
n=1

1 — 12
1—2rcos® 12"
Dosazenim x = cos @ a uZitim rovnice (96) plyne (100).

1 +22r"cosn@=
n=1

Véta 219 (rekurentni relace). Pro celé n > 1 jest
(101) Tn+1(x) -z Tn(x) + %Tn—l(x) =0.

Duikaz. Vyndsobim-li rovnici (100) jmenovatelem 1 — 2rz + 73
a srovnam koeficienty pii ##*1, dostanu ihned (101).23)

Jeito Ty(x) = 1, T(z) = z, Ty(x) = 2®* — }, 1ze ze (101) pohodIng
pocitati T',.

V&ta 220 (diferencidlni rovnice). Pro n =0, 1, 2, ... jest
(102) (1 — 22) T(x) — 2 T(x) + 2 To(z) = 0.

Dikaz. Pro — 1 <2 < 1 kladme @ = arccos z, tedy = = cos 6.
PoloZme y = 2-"*1cosn® = T,(z) (pro n > 0; piipad = =0 je
ziejmy). Jest

d2
(103) d@yz +ny=0.
Ale
dy  dyyi—— dy d2y dy .
="'~ =gty

dosazenim do (103) plyne (102).23)

33) Sice jen pro — 1 < z < 1, ale jeZto leva strana je polynom, platf rovnice
pro kaZdé komplexni x.
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Cebysevovy polynomy maji tuto minimélni vlastnost:

Véta 221. BudiZ n pfirozené ¢islo; budiZ Q(x) redlny mnohoélen n-tého
stupné s nejvydsim koeficientem 1. Potom jest

1
(104) Max Q)] 2 Max |T()] = 5 )
-1=Z2=<1 -1=52<1

Dukaz. Pro — 1 < 2 < 1 je podle (97) |T,(z)| £ %; znamenf
rovnosti plati, je-li » arccosz = krx (k celé, 0 < %n <=, t. j.

je-li z = cos,;—n (k=0,1,...,n). Oznaéme z; = cos I:L—n; jest 1=

=%y > 2, > ... > 2, = — 1, a dile T,(x) = (2" 1) (podle (97)).

Je-li @ redlny polynom stupnd n-tého s nejvys$8im koeficientem 1,
ktery neni identicky s 7T',(z), je R(z) = T.(x) — @(z) polynom
stupn® niZ8iho nez n, ktery neni identicky roven nule. Kdyby pro

v8echna z e (— 1, 1) bylo |Q(z)] < bylo by

2n -1
(105) R(z,) > 0, R(z,) <O, R(@g) > O, ..., (— 1)" R(z,) > 0.
Mezi kterymikoliv dvéma hodnotami 2, x,, by leZel asponi jeden ko-

fen polynomu R(z); tento polynom by tedy mél aspoit n kofenu, coZ
neni mozno.

Véta 222. Necht | md absoluiné spojitou derivaci (prvnitho fddu)
v (—1, 1>. Potom jeji Fouriertw rozvoj podle Cebydevovgch polynomi
konvergugje stejnomérné v (— 1, 1> k soultu f(x).

Dukaz (jako u véty 216). Ke kazdému n ¢ N existuje podle véty

190 polynom F, nejvyse n-tého stupnd tak, Ze M, = Max |f(z) —
-1=52<1

— Fq(z)) =0 (1) pro n — . Pro 2e{(—1,1) mdme — s pouZitim

pozn. 2v §8 —

(106) f®) — an(f; x) = f(x) — Fo(x) — (8a(f; ) — Fo(x)) =
= f(®) — Fu(@) — 8a(f — Fp; 7).

3) Zobecndn{ a zostfeni tohoto vysledku viz v cvid. 3.
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UZiji opdt vzorce (74), kde V(y) = (1 —¢?)"}, a=—1, b=1,
@ = T, tedy |Ti(z)] < 27%+1 (viz (97)), 1: 4, = —7:1:— . 2%-1 pro

k> 0 (viz (99)), To = 1, 1: Ay = 1: . Tedy |Ta(z) Tuly)] : 4x < %
takze
_dy

Ji=o

lan(]‘ - Fn; x)] (n + 1)

a tedy kone¢né podle (106)
[f(®) — 8alfs 2)| = Ma(l + 2(n + 1)) ;

zde prava strana nezdvisi na x a pro n — oo konverguje k nule.

Cviden{

1. Necht f mé v {(— 1, 1) absolutng spojitou derivaci f4du p = 2. Potom pro
rozvoj podle Legendreovych polynomu platf

Max Iftz) — aa(fs )] = o 155) -

2. Nechf f mé v {— l, 1) absolutné spojitou derivaci f4du p = 1. Potom pro
rozvoj podle CebySevovych polynomu plat

1
Max ifi2) = ou(1;2)] =0 (=)

3. Necht komplexnf polynom @ stupnd n-tého mé koeficient pfi 2" rovny
jedné. Potom platf (104); znamenf rovnosti platf jen pro @ = T,. Nadvod: Budi¥
pfednd @ reélny. Je-li Max |Q(z)[ =< Ma.x |T ()|, platf pro R =T, — Q ne-

rovnosti jako v (105), ale 8e znamenimx 2 <. Plat{-li vesm&s >, <, plyne spor.
Je-li na p¥. R(z,_,) 0, R(x;) = 0, R(xy,,) =t= 0, majf prvnf a tFetf vyraz toté%
znameni, a ihned nahlédnete, %o mezi z;_,, Z,,,, nemiZe leZeti jen jeden — a to
jednoduchy — koten polynomu R. Podobnéd, jestliZe n8kolik po sob& nésledujs-
cich R(z;) je rovno nule. Celkem dostanete, e R mé aspoii n kofeni,?®) tedy je R
nula. Je-li za druhé Q komplexnf, a neplati-li v (104) znamenf >, je redlné &ast
@ rovna T, imaginérnf ¥4st pak je nutnd nula ve viech bodech z;; tedy je viibec
nula.
DalXi ovideni se tykaji Jacobiovych polynomu.

35) k-nésobny koken je pfitom poéitén za k kofenit.
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4. Budte «, B, ¥ libovolné komplexni &fsla, aviak necht y nenf ani 0 ani celé
zdporné. Potom

. 1 l
Pt s S,

ol + 1)(x + 2) BB + 1)(B + 2)
1.2.3.y0+ )iy + 2)

je t. zv. hypergeometrické ¥ada. Je to mocninné fada v ; je-li « nebo f budto 0
nebo celé zdporné, je (107) polynom v z; v ostatnich ptipadech mé fada polom&r
konvergence 1.

Pro |z| < 1 vyhovuje fada (107) diferencidlni rovnici
(108) 1 —2)y"+(y—(c+B+ 1))y —abfy=20
(t. zv. hypergeometrick4 nebo Gaussova rovnice).

5. V dalsfm budi% stdle ¢ > 0, p — ¢ > — 1. Definujeme-li funkei G,(, g, z)
pro 0 < z < 1%) rovnicf

(107)
...

x1-9(1 — x)9-? dn
109) G,(p, g, z) = — (z9+"-1(1 — z)p+n—q)
(109 GalPe 2.2 = G Ny @+ m— D am
(n=0,1,...), jest G, polynom (v prom¥nné z) stupnd nejvyse n-tého. Jest pro
celék,0 Sk <n

1
(110) Jz1-Y(1 — 2)P-9GQ,(p, ¢, %) . z* dz = 0..¥)
0

Proto je G, budto nula (co% brzo vylou¥ime) nebo polynom stupn& pra v& n-tého
(jak to oduvodnite?).

6. Z rovnice (109) ve tvaru

21-9(1 — z)9-? i (d_" (@a+1+=1)(] — z)p+2+n—(¢+1)))
9@+ 1)... (¢ + n) dz \d="

plyne (&érka znadi derivaci podle z)

qGﬂ-{-l(?t 9 ) = z(1 ""z) Gn'(P+2:<1+ l,:c)+(q—-(P+ l)z)‘
.Gn(p+2yq+1,$)-

Ale tato rovnice je splndna té%, piSeme-li misto Q,(p, ¢, ) polynom F(p + n,
—mn, q, ). Je¥to pro n = 0 jsou ob& funkce stejné (totiZ rovny 1), jest (indukef
podle n)

(111) Gn(p'qu) =F(P+nr -n,q ).

%) Chei se vyhnout tvahdém o mocnindch komplexnich &fsel s necelym
mocnitelem. JeZto nakonec vyjde polynom, nenf to Z4dné podstatné omezeni.

#7) Navod: Podobné jako u Legendreovych polynomu. Pro n = 0 kladu ovem
sou¢in ve jmenovateli (109) roven jedné.

Gﬂ-{-l(p, q x) =
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1. Z cvid. 5, 6 je patrno: ,,Jacobiovy polynomy+*¢

(112) Go(p; ¢, ), Gi(D) 45 Z)s .«
tvof systém orthogonélnf v (0, 1) vzhledem k funkei 29-1(1 — z)?~9, Koeficient
pfi 2" jest pro n > 0 roven
Pt n+1)...(p+2n—1)
gg+1)...g+n—1) ’
Vypodtem integralu (110) pro k = n obdrZite
1

6[ 291 — z)*~1 Gi(p, ¢, z) dz =

1
n(p+n)(p+nt1)..(p+2m—1) fw,,_l(l — apinedy
V]

(113) (-1

(114)

B @@+1)...(g+n—1)2
8 integrélem vpravo jsme se setkali v kap. VII, § 1, pozn. 6 a § 3, pFkl. 28; je to
Bg+np—q+n+1).

8. Z cvid. 4, 6 plyne, %e funkce y = G,(p, ¢, ) hovi diferencidlnf rovnici

(115) z(l—2)y"+@—(p+1)2)y +(p+n)ny=0.
9. UZijeme-li v8ty 210 ve tvaru (72), dostdévdme srovndnim prostych Elend

a koeficientu u nejvyssich dvou mocnin pron = 1, 2, ...:

A(n, 2, 9) . Gnya(P, ¢, 2) = (& + B(n, 1, q)) . Gu(p, 0 2) +
+ Kn,p,9q) . Gpi(P, ¢, %) ;

pfi tom je
(n + g)(n + p)
@n+p)2n+p+1)°
ng+n—1 (n+1)g+n)
n+4+p—1 n+p+1
r+p—gn
@ +p)2n+p—1)°
10. Transformujme interval (0, 1) na (—1,1)apifmea =g — 1,8 =p — q.
Vidime, e polynomy

A(”' D, Q) ==

B(n, p, q) =

C(n,p,q) =

1—=2

G,.(a+ﬁ+l,a+1, )=F(a+ﬂ+u+l,—n,a+1,l;’)=

_ (=D —a)1 42 an
T2+ D&+ 2)... (x + n) dz"

(116) (1 — z)a+n(1 4 z)8+n)
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jsou orthogonélni v (— 1, 1) vzhledem k funkei (1 — x)2(1 + z)# (ptedpokléddme
&> — 1,8 > — 1). Pro v&tif symetri&nost poloZme

— 1 4an
Poo, fo) = L (1 = armet 1 S (1 = ajnit £ 28y =
a1y = @t e +n2')"'(°‘+") G,,(a+ﬁ+ 1, a+1, 1—2-”).

11. Z cvi&. 10 plyne pro Legendreovy a CebySevovy polynomy (x = 8 = 0,
po pifp. « == — })

(118) P,(z) = F(n 41, —n 1, ;”);

1 1 1—=2
(119) Tﬂ(x) = F F(”J —n, ?) 2 )

(poslednf rovnice neplat{ pro n = 0).

§ 10.*Hermiteovy a Laguerreovy polynomy.* A) Hermiteovy poly-
nomy. Pi§me

d" C n o—z° . —_—
(120) d—x;e = (—- 1) © H,,(x) (n——O, 1,...).
Tvrdim, Ze H,(x) je realny polynom stupné n-tého s nejvys&im koefici-
entem 27. Ze (120) totiZ plyne derivovanim
(121) (= 1+l ®H,,, = (— )" e (— 2H, + H,),
odkud# tvrzeni ihned plyne Gplnou indukcf. Polynomy H,(z) se na-
zyvaji Hermiteovy polynomy. MiZeme je také definovati vytvorujicf
funkof. PoloZme
(122) y(x, t) = e t"+2* — g™~ (=)
pro libovolné komplexni ¢, z. Podle pfkl. 2 za v&tou 234 v D Il mi-
feme v Fadé

]

l k
y(z, t) = »Zo B (2tz — )

umocniti kaZzdy ¢len podle binomické pouéky a potom srovnati na pf.
podle moenin ¢ v fadu

v(z, ) =”ZOA—;(!1):~.
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Podle pozn. 7 pred v&tou 226 v D Il jest

on ] om z-t) —
A”(I) = [W w(x, t)]‘=0 =6 [ﬁ" o ® ]t=0 -
= (= 1per | L e =4
=(—=1)e 3 ° L= (%) .«

Tedy jest pro viechna komplexni ¢, x

(123) ot 2z — ’20% .

Tuto mocninnou fadu pro funkei y mizeme derivovati élen po ¢lenu.
Dosadime-li fady odtud plynouci do rovnice %p = 2(x — 1)y, jei
plyne ze (122), obdrzime srovnanim koeficientt pfi ¢

(124) H, ., (z) — 2z H,(x) +2n H,_,(x) =0 pro n =1, 2, ...

Srovnejme rovnici (124) s rovnici H,,, — 2¢H, + H, = 0, jez plyne
ze (121); vyjde rovnice

(125) H(x) = 2n H,_,(x) pro n = 1,2,...

Dosadime-li podle této rovnice do (124), obdrZime diferencidlni rovnici
(126) H,(x) — 2z H,(x) + 2n H,(x) =0 pro n = 0, 1, 2, ...28)

Jest Hy(z) = 1, H,(x) = 2z, Hy(z) = 42 — 2, ... Ze (124) jest in-

dukef patrno, %e H,(x) je sud4 nebo lich4 funkce, podle toho, zda = je
sudé ¢&i liché.

Ze (120) je patrno, Ze pro libovolny polynom P(z) ma vyraz

P(z) g—n o= (n=0,1,2...)

pro 2 - + o0 i pro * - — oo limitu 0. Integraci per partes obdrzi-
me proto pro 0 < m =< n podle (120), (125)

1) Piipady n = 0, n = 1 jsou zfejmé.
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dre—='

+ o
fH,,.(x) H,(x) e~*"dzx = (— 1)"fH () ——— e dz =

= (= 1)*12m f H,_(z) d;::" dz = ...

= (— 1) 2! f Hye) S aa.

Pro n > m je posledni integril (Hy(z) = 1)

drn-m-1g-2 +
[Tw—-m-l—]_,, =0
pro m = n pak vyjde (Laplaceiv integril, viz tieba kap. III, §7,
pHkl. 12)

+o
(127) [ Hix)e'dz=2".n!]/x pron=0,1,2,...
Shriime tyto vysledky:

Vé&ta 223. Definujme funkce
(128) H (), H,(x), Hy(), ...

rovnict (120). Potom jest H ,(x) redlny polynom n-tého stupné s nejvydsim
koeficientem 2%; je to funkce lichd pro liché n, sudd pro sudé n. Polynomy
(128) se nazyvaji Hermiteovy polynomy a tvoft orthogondlnt systém
v (— o0, + o) vzhledem k funkci e=='. Pro vdechna komplexni z, t plati
(123). Ddle plati (124), (125), (126), (127).

B) Laguerreovy polynomy. Polozme

(129) ) =¢e*L,(z) pron=20,1,2,...

n
& "
Leibnizova formule pro derivovani souéinu dava ihned

(130) Ly(z) = éo(— s (22 = 1 k(vn S
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L.(z) je tedy mnohoélen n-tého stupné; koeficient pii 2* v (130) zna-
mens (— 1)*. Polynomy

(131) Lo(x), Ll(x); Ll(x): s

se nazyvaji Laguerreovy polynomy. Podotkndme, Ze kterdkoliv deri-
vace funkce z"e~*, ndsobend libovolnym polynomem, mé pro z —
— + oo limitu 0. Je-li 0 < k < n (k, n celd), je proto opétovnou in-
tegraof per partes:

+

f e~2xk L,(x) dz = f r* — (x"e“’) dz =

(132) - — kka-l

= (= 1)* k! f =t — (z"e—) dz .
0
Je-li k& < n, je posledni integral

dn-*-1 + @
[az—‘ ‘””"""’]o =0
(Ze napsany vyraz mi pro z = 0 hodnotu nulu, plyne z toho, Ze —
derivuji-li podle Leibnizova pravidla — kaZdy ¢len obsahuje aspoii
éinitele z¥*1) Pro k¥ = n médme viak podle (132)

(x"e“) dx = =

+ @ +

[ e Li(z)dz = [ e=L,(z).(— 1)*a"dxr =

(133) o +o 0

=n![ zre-*dz = (n!)? pro n =0, 1, ... 29
0

Systém (131) je tedy orthogondlni v (0, + o) vzhledem k funkei e—=.
Laguerreovy polynomy lze téZ definovati touto vytvorujici funkei: Pro
libovolné komplexni x a pro |¢| < 1 poloZme

xt

e -1z t= ZO(— l)m (l xmtm

— t)m+1 *

(134)  yp(z,t) =

3) (— 1)® z" jenejvyssi &len v L, (x); integraly, odpovidajicf &lenim s ni%&im
mocnitelem, rovnaji se nule podle toho, co jsme pravé dokéazali.
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Jest

1 s (m+1)(m +2)...(m + k)
(138) e _kzo o & .

Do (134) muZeme dosaditi®?) fadu (135) a pferovnati podle moonin ¢;
obdrzime

v ) = nz-:ot“ kgo (= 1ran e lk)'(nink; ) s

t. j. (viz (130))

1 -2 2 L.z
—_ 1-t — s\
(136) Y@, t) = y— e ’20 .
Parocidlni derivaci podle ¢ obdrzime
(137) (l—t)’—Z—f:(l——t—x)zp.

Derivuji-li mocninnou fadu y ¢len po ¢élenu & srovndm v (137) koefi-
cienty pfi ¢”, obdrZzim rekurentni vztah

(138) Ly, —(2n +1—2)L, +7*L,_, =0 (n=1,2,...).
Dalif vztah obdrzim z definice (129):

dn+1 dr+1
L,H_,e‘” =T (x . :c"e"") =x. W (x"e"‘) +
d» d
+(n +1) P (z"e~*) =z dz (Loe™) + (0 + 1) Lpe~®,

t. j.
(139) L,,==xL,—L,) +(n+1)L, (n=0,1,...).
Dosazenim ze (139) do (138) obdrzime

(140) 2L, =nL, —n!L,_, (n=12,...).
Napisi-li jesté rovnioi
(141) x‘L:l+1 = (n +1) Ln+1 - (n + l). L,, .

3%) Viz op&t pFkl. 2 za vitou 234 v D 1L
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obdrzim
IC( u+1 (n+l)L)—‘(n+l)( u+1—(2n+1)Lﬂ+

(142) + nan—l) B

uZitim (138) plyne (pi8i-li je§t& n misto n + 1)

(143) L,=nL, ,—nL,, (n=12,...).%)
Derivovanim rovnic (138), (140) plyne

(144) Lo,—@2n+1—2)L, + L, +nL, ,=0,
(145) nL, — 2L, — L, = n*L,_,

Ze (143) plyne

(146) m+1)L,—(n+1)L,=1L,,,.
Seétenim (144), (145), (146) plyne koneéné& diferencidlni rovnice
(147) zL, + (1 — )L, +nL,=0 (n=20,1,...).
Shriime:

Véta 224. Definujme funkce L, rovnict (129); potom jest L,(x) mnoho-
Elen n-tého stupné s nejvyd¥im koeficientem (— 1)*. Polynomy (131) se
nazyvajt Laguerreovy polynomy; tvoft orthogondlni systém v (0, + o)
vzhledem k funkci e~=. Pro libovolné komplexni x a pro |t| < 1 plati

(136). Ddle plati (130), (133), (138), (140), (143), (147).

1) V rovnicich (143), (147) jest nutno trividlnf pHpady n < 2 ové&titi pfmo.
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