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KAPITOLA XVI*

FORMULE EULER-MACLAURINOVA®*

Jde o vzoreo znadné dulezity p¥i vySetfovani asymptotického oho-
véni integrali nebo soudti. Jednu duleZitou aplikaci tohoto vzorce
pozndme v kap. XVIII, § 3 (Stirlingova fada).

1
§ 1. Euler-Maclaurinova formule. Integril [f(z) dz miZemenahra-

0
diti p¥iblizné éislem }(f(0) + f(1)) (to je podklad t. zv. lichob&%nikové
metody?)). Ptdme se, jaké chyby se pfitom dopustime. K tomu ofli
integrujme per partes, pfedpoklddajice, e v {0,1) je f absolutnd
spojitd.?) PoloZime-li @y(z) = 1 a sestrojime-li funkeci ¢,(z) tak, Ze

P1(%) = @o(2) (t. j. p1(%) = 2 + a),

obdrzime
1 1
of f(z) dz = J {(z) po(z) dz =
1
=f1).(1 +a)—f(0).a— 0ff’(x) @i(z) dz .

Aby prvni dva é&leny vpravo davaly }(f(1) + f(0)), volme a = — },
tedy ¢,(x) =  — }, nadeZ mame

1 1
(1) Jf(x) dz = }(f(0) + (1)) — 6[/'(93) ¢a(z) dz .

Jiz tento vzoreo je zna¢né dilezity, jak pozndme v § 6. My viak bu-
deme postupovat déle. Zavedme jestd daldi funkce @, @;, @, ... tak,
aby bylo ¢.(z) = @;_1(z) pro k= 1,2,... (¢ je tedy mnohoélen
k-tého stupné s nejvy3§im koeficientem 1 : k!). Mé-li f v intervalu
<0, 1) absolutné spojitou (n — 1)-nf derivaci, dostdvime z véty 99

1) Viz ) |, kap. VI, § 1.
2) V&ta 98.
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1
Jf(x) dz = }(f(0) + f(1)) — [f'(z) @e(2) — ["(2) ps(2) + ... +
(2) 1
+ (= D" 2" 0(@) ga(@)]o + (— 1)* [f"(2) pa(z) dz .

0
Ve volbé mnohodlenit @, @3, ... je jestd jistd libovile; volme je tak,
aby bylo @g.1(0) = @g.4,(1) = 0, naéez v hranaté zdvorece v (2) vy-
padnou &leny s derivacemi sudého ¥4du. Ze takové volba je mo#n4 a to
jedinym zptsobem, ukazuje tato véta:

Vé&ta 235. Existuje jedna a jen jedna posloupnost polynomi @o(x),
@1(x), pa(2), ..., je£ maji tyto vlastnosti:
(3) @o(*) =1, g1(2) =z — }, @4(2) = @ra(®) Pro k= 1,2, ...,
@ Puxia(0) = Psa(l) = 0 pro k= 1,2, ...3)
Tyto polynomy nazveme Bernoulliovymi polynomy.

Pritom je @ (x) polynom k-tého stupn€ s raciondlnimi koeficienty.
Ddle jest

(5) Pr(@) = (— 1)* (1 —2) pro k=10,1,2, ..
(6) Pu+1(3) =0 pro k=0,1,2,...;
(7) @u(0) = pu(l) pro £k =0,1,2, ...

Raciondlnt &sla By, B,, ..., definovand rovnicems

(8) (— 1)1 (71% = pu(0) = ou(l) (k=1,2,..),

budeme nazyvati Bernoulliovymi &isly. AZ do konce této kapitoly budou
miti znaky ., By vjznam vytleny v této vété.4)

Dukaz. Necht jsou jiZ zndmy polynomy @, @y, ..., Pem_y (m > 0)
8 raciondlnimi koeficienty, vyhovujici podminkdm (3), (4). Budi
AM(z) ndjaké primitivni funkoe k @g,_,() & budiZ p(x) n8jaks primitivni
funkoe k A(z); jsou to mnohoéleny, jez volme tak, aby mély raciondlni
koeficienty.®) Potom méme voliti

3) Pro k = 0 méme oviem ¢,(0) = — %, ¢,(1) = }.
4) Oznadeni v matematické literatufe nenf zcela ustélené.

%) JeZto @,,,—, mé raciondlni koeficienty, staédi voliti prosté ¢leny polynomi
A, p raciondlng — tfeba rovny nule.
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Pem(@) = A®) +a, @Pemn(®) =@ +ax +b;
pfitom mé byti o(0) + b =0, g(1) + @ + b = 0; to je splnéno tehdy
a jen tehdy, volim-li b = — g(0), @ = o(0) — o(1), coZ jsou opé&t
raciondlni ¢isla.

Rovnici (5) dokédZeme rovndZ Gplnou indukef. Plati pro £ = 0, 1.
Necht platf pro £k = 2m — 1; potom integracf (viz posledni rovnioi (3))
plynou z rovnice

Pam-1(T) = — Pemra(l — 2)
dalsi rovnice
Pam(2) = Pem(l — 2) +a,
Pem1(®) = — Pama(l — @) +ax +b;
dosazenim 2 = 0 a z = 1 do poslednf rovnice plyne podle (4) b = 0,
a = 0, takZe (5) platiiprok = 2m, k = 2m + 1. Z (5) plyne pu1(3) =
= — pu41(}), tedy (6). Koneénd (7) plyne z (5) dosazenim z = 0.

Volme nyni v (2) » = 2p (p pfirozené dislo) a budte @, @, ...

Bernoulliovy polynomy; podle (4), (8) obdrzime

1
[1(@) dz = §(/(0) + (1)) — 52 (F(1) — (O] +

)
+ Ba () — f00) — .. (= 1) e (jan-n(1) — pee-n0)) 4
1 @p)!
1
+ [10(2) 9u(e) do

Tato rovnice plati, je-li {2~ absolutné spojitd v <0, 1).

V&ta 238. Budif p pfirozené &islo; necht funkce F md v {a,a + h)®)
absolutné spojitou derivaci F®-Y, Potom jest
a+h

[ F(x)de = }h(F(a) + F(a + k) —

(10) — D2 h(Fa +b) — F@) + D hF (@ + 1) — F@) —
B,
(2p)!

¢) a, h ptedpokldddm kone&né, h > 0.

—— (= 1)

Ken(Fes-D(a + h) — F@-(a)) + R,
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kde
1
(11) R, = p***! [F®(q 4 hz) @y, () dz .
0

Dikaz. Do rovnice (9) dosadme
f(x) = F(a + hx), tedy fP(x) = h* F®(a + hx),

a+h 1

[ Fy)dy = hof/(x) dz .

Rovnicim (10), (11) se fiké Euler-Maclaurinova formule. Chceme-li ji
uZiti, musime predné zniti &isla B, ..., B, & za druhé musime umét
odhadnout zbytek R,, k demuZ zase potfebujeme znati aspont do jisté
miry pribéh a velikost funkce @g,; timto tkolem se budeme zabyvati
v piistim paragrafu.

§ 2. Bernoulliovy polynomy a &isla. Bernoulliovy polynomy ¢, (x)
zt
et —1
Rozvinu-li tuto funkei’) v moeninnou fadu (postupujici podle mocnin
proménnsé ¢).8) je koeficient pfi ¢* jistd4 funkce promé&nné z, a to prave
(). DokaZme to. Jest
(12) t B 1
ee—1" 1 ¢t ¢
1 + 21 + 30 + ...

lze téZ definovati ,,vytvofujici funkei* . Tim rozumim toto:

pro vSechna komplexni ¢, pro néz je et 5 1; pro £ = 0 budeme pod
hodnotou zlomku ¢: (et — 1) rozuméti jeho limitu pro ¢ — 0, t. j.
¢islo 1. Podle véty 235 v D Il existuje éislo R > 0 tak, Ze pravou stranu
rovnice (12) Ize pro |t| < R rozvinouti v mocninnou fadu:

t
(13) gy =% tattaf +... (f<R).
Pro viechna komplexni z, ¢ jest
xt 2t 8¢3
(14) ' =1+7 + 5 + 55 + -

7) JakoZto funkei komplexni prom&nné t.
8) To lze provésti jen jednim zptisobem; viz D I, v8ta 226 (v&ta o neur&itych
soulinitelich).
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Vynésobim-li rovnice (13), (14), obdrzim rovnici tvaru

tzt
° 1 = po(%) + ¥a(x) ¢ + po(z) £ + ...,

(15) =1

kde v, je ziejmé polynom stupnd nejvyse k-tého; rovnice plati pro
libovolné komplexnf z a pro |{| < R. Dosadim-li do (12) za levou

stranu podle rovnice (13), dostanu snadno a, = 1, a; = — }, a tedy
vynasobenim s fadou (14)
(16) vo(2) =1, (@) =2 —}.
Pro z = 0 je funkce
¢ ¢ 1 t et +1
(17 e‘—l_%(o)t_e‘—l+5t—?'e‘—l

sud4 funkce proménné ¢; t. j. v (15) vpravo vypadnou — odeéteme-li
¢élen ,(0) . £ — vSechny liché mocniny ¢,°) t. j.

(18) pun(0) =0 (k=1,23,..).19
Podobné pro z = 1: funkce

tet tet 1t e +1
(19) a_——i_wl(l)t—m_?t——f'et_l

je sudé, a proto je
(20> wﬂk-l'l(l) =0 (k = l) 2: "') .
Déle jest podle (13), (14), (15)

k ok
(21) Pu(®) = ,-‘Zoa’ =k

takze pro £ > 0 jest

) v = S g =@ B=12.

*) Budi%
(t) = co + ¢yt + cqt* + c3t® + ... (pro |t| < R, R > 0)
sudé funkce; tedy také
f(2) = 3(f(e) + f(— ) = co + cqt® + cyt* + .
véta 226 z D Il (o neuréltych koeficientech) dava tedy (srovnénim obou rovnic)

6 =0 =C =0 = ... =
10) Pro k = 0 je viak y,(0) = — }.
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Podle (16), (18), (20), (22) a podle véty 235 je tedy
wi(®) = () pro £k =0,1,2,...
& méme tuto vétu:
Vé&ta 237. Existuje islo R > 0 takové, Ze plati
tezt

(23) = z Pu() ¢ pro viechna x a pro |t| < R,

et

._.n

B B,

AR St + 1t= t4+B3t° ... pro |t < R .1)

1

(24)

Pritom pFipoudtime libovolnd komplexnt z,t; levé strany rovnic (23),
(24) znaét prot = 0 &islo 1.

Z vty 235 vime, e ¢,,(3) = 0 pro liché m > 0. Pro sudé m plati
Vé&ta 238,

1 B, | 1
Pax (E) = (— 1) @) (1 — 2%_1) prok=1,23,...
Dikaz.

tedt =t(eiu+1)_ b, ¢
et — 1 et — 1 et —1 Tett 1 et —1°

Rozvilime levou stranu podle rovnice (23), pravou podle rovnice (24)
v mooninnou fadu; porovname-li soudinitele pfi t**, obdrZime hledany
vysledek.

Odvodime si nyni Fourierovy rozvoje pro funkce ¢, v intervalu
€0, 1>. K tomu cili definujme funkce @, v intervalu (— oo, + )
takto:

I. Funkce @,(x) jsou periodické s periodou 1 prok = 1,2, 3, ...
II. Je-li k£ > 1, je @,(z) = ¢, (x) pro 0 <z < 1.1%)
III. Dile klademe @,(x) = ¢,(x) =2 — 3 pro 0 <z < 1, 9,(0) =
= @,(1) = 0.

1) Tato rovnice plyne oviem z (23) dosazenfm = = 0; viz (8).
12) To nenf ve sporus poiadova.nou periodicitou, jeZto podle (4), (7) je ¢1(0) =
= @i(1) pro k > 1; pro k =1 je tomu jinak: ¢,(0) = — }, ¢4(1) = ¢-
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V&ta 239. Pro kaZdé x ¢ E, jest

sin 2nmx

(26)  Dprya(®) = (— 1)*12 T Pro k=0,1,..;

n=1 (27!1!
(26) Pyr(z) = (— 1)1 2,.21 c(();ni’;:ckx

Dukaz. Podle kap. XIII, § 6, piikl. 1 je tvrzeni spravné pro funkoi
&,; pfitom fada vpravo mé podle téhoZz piikladu omezené &istetné
soulty, dé se tedy podle v&ty 65 integrovati ¢len po &lenu.!®) TotéZ

pro k=1,2,....

platf pro vSechny ostatni ¥ady, je# maji majorantu 2 3 (2nm)-2 < + co.
n=1

Jestlize nyni vzorce (25), (26) plati pro @,, D, ..., Dy_,, dostaneme
integraci (jeito [P,(t) df = P, (%) — Ppyy(0))
0
(g S So82nmz
¢2k(x) + 0 ( l) 2n§1 (2”7:)2" ’

¢27=-(-1(x) + Cz + D = (_ l)k"l 9 2 sin 2nwx

n=1 (2n1|:)”‘+1 '

Jeito Pei1(0) = @41(0) = 0, Porya(1) = Pae4a(1) = 0, plyne C =
= D =0, t. j. (25), (26) plati i pro funkce Dy, Py, ;. Tim je dikaz
indukef proveden.

Véta 240. Pro k= 1,2, ... jest

B s 1 2 B 4
@i = 2.2, G o < T <

Dukaz. Prvni rovnice plyne z (26) dosazenim z = 0. Co se tyde
obou nerovnosti, plynou z toho, %e

(27)

1 o 1 1 - dx 1 1
T < 2, @ < G f )™ (1 T = 1) )"
1

Znéme nyni odhad pro B;; odvodime odtud odhad pro funkei g (x)
pro z e {0, ).

13) Také se dé uZiti vty 186.
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Véta 241. Polynom guy(z) (k=0,1,2,...) nemd v intervalu (0, 1)
Jingjch kofeni neZ }.

Dikaz. Véta jespravnapro k = 0(p,(2) = z — 3). Necht je spravna
pro jistou hodnotu k = 0. Polynom ¢, 4(x) m4 podle (4), (6) kofeny
0, #, 1. Kdyby mél vedle kofenu } v (0, 1) jesté aspoti jeden koten
« #+ }, mél by polynom gy, 4(%) = @yuis(x) v intervalu (0, 1) podle
Rolleovy véty aspoii t¥i rizné kofeny a polynom gy, 5(x) = @a+1(2) by
tam mél aspoii dva rtzné koteny — spor. Tedy ma také polynom
@a+3(x) v intervalu (0, 1) kofen pouze v bods 3.

Véta242. Prok=1,2,3,..;0 <z <1 jest

B,
(28) lpar(z)] < @R

Dikaz. Funkee @y () je spojitd v (0, 1> a ma uvnitf tohoto inter-
valu derivaci g _,(x). Tato derivace je v (0, 1) viude od nuly rizné,
vyjma v bod& }. Funkce @ (r) miZe tedy nabyvati v intervalu <0, 1)
své nejvétsi a rovnéZz nejmensi hodnoty pouze v né&kterém z bodu
0, }, 1; z (8) a z véty 238 plyne pak nerovnost (28) (jezto B; > 0 podle
véty 240).

Poznimka 1. Z definice; obsaZené ve v&té 235, lze postupns
poditati funkce @, & z nich podle (8) éisla B,. Jednodudsi vypodet
nam umozni rovnice (23), (24): ndsobime-li na obou stranich fadou

t __ 2
e—t} = _11_' + % + ft;T + ... a srovname koeficienty pfi téZe moc-
ning ¢,14) obdrZime rekurentni relace pro funkce ¢, a &isla B,. Na pf.
z (24) obdrzite (srovndnim koeficientd p¥i %) rovnici

k
e 3 (R Vo =27 g,

p=1 2
z niZ miZeme (dosazujice postupné k = 1, 2, ...) vypodisti
__1 _ 1 __ 1 _ 1 _
B =3¢ By=75 By=15 Bi=5 Bs=25, ...

1) Rovné% e*t v (23) rozvineme v fadu (14).
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Poznimka 2. Jeito dovedeme postupnd vypodisti B, B, ..., do-
vedeme podle véty 240 poditati té% > n~2 pro k=1, 2,...; na pf.

n=1

< 1 B, 1:’
-2 — 2 - 71 —_—
gn (2r)? . 33 = 6’

Je zajimavé, %e nezndme Zidné podobné vzorce pro 2n~”‘ “1(k=1,

..). Pro velké hodnoty k je vypodet &isla B, obtizny, za to viak
ra,da. 2.(2nm)-* velmi rychle konverguje, takZe pro velké hodnoty &
mizZeme naopak véty 240 uziti k pfibliznému odhadu &fsel B,.

§ 3. Zbytek v Euler-Maclaurinov& formuli. Budiz ne N, 2 > 0,
a e E;; kladme b = a + nh. Funkce F necht mé v (@, b) absolutnd
spojité derivace az dof4du2p — 1 (p > 0). Prok=0,1,...,n — 1 je
podle véty 236
a+(k+1)h

[ F(z)dx = }h(F(a + kh) + F(a + (k + 1) h)) —

a+kh

B‘ B (F'(a + (k +1)h) — F'(a + kh)) + ..
+ B%PL [ F(2"’(a + kh + hz) pq(x) dx .
Sedteme-li pro k = 0, 1,02, ...,n — 1, obdrZime
abe(x) dz = h(}F(a) + F(a + k) + F(a + 2h) + ... +

+ Fla+ (n — 1)A) + }F) — 2 R(EF(B) — Fla) +

(30) 5
+ 2 RE"D) — @) — ... +
e T WHFe=0E) — FO-0(a) + Ry,
kde
(31) R, = p*+! z fF‘z”’(a + h(k + ) @y, (%) dz .

k=00
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Rovnice (30), (31) dévaji formuli Euler-Maclaurinovu ve tvaru po-
nékud zobecnéném; prévé tohoto tvaru se nejéastéji uzivé v aplikacioh.
Budeme nyni vySetfovati zbytek (31) a odvodime tuto vétu:

Vé&ta 243. Budte n, p pfirozend &isla; b > 0; b = a + nh (a redlné).
BudiZ F redind funkce, majict v {a, b> spojitou derivaci*®) F2P), Potom
plati rovnice (30), pfi éemZ zbytek R, je ddn rovnict

(32) R, = h?*1 j F®)(a + hx) Oy(z) dz .1¢)
Pro R, plati tyto odhady:
I.
(33) Bl < (b — a) W 2 27 Max [Fen()
II. Je-li F®+V(z) spojitd a monotonni“) v {a, b), jest
(4)  By= (— Ppriaeie IRt (R sge) — Ferine) . 26,

kde 0 =0 < 1.7)
II1. Je-li F®+2)(z) spojitd'®) v {a, b, jest

_Bri1 (2p +2)
@p + 2)1 oty 120N

Dikaz. JestliZe v k-tém séitanci v (31) zavedeme novou promdnnou
k + z = «’, obdrZime z (31) ihned (32). Z véty 242 a z (32) plyne ihned
I (nebot nk = b — a). Piedpoklédejme nyni, e F**+1(z) je spojité
v {a, b). Integrujeme-li k-ty ¢len v (31) per partes, mdme vzhledem
k (3), (4)

(35) [R,| £ 2(b — a) A% +2

1
h2p+1 ofF‘”’(d + h(k + 2)) @y,(2) dx =
(36) 1
= — h¥+E [FEP+D(g 4 h(k + 2)) go,+1(x) dz .
0

18) Minim stdle kone&nou derivaci.
1) &,, bylo definovéno pied v&tou 239.
17) V&imnéte si, Ze tento odhad davé té% znamenf zbytku.
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Rozdélme integraéni interval <0, 1) na intervaly <0, }>, (}, 1); uvnit¥
ka%dého z t8chto dvou intervalt mé gy, .,,(x) podle vdty 241 stéle toté
znameni. UZijeme-li tedy na kaZdy z nich prvni véty o stfedni hodnotd
ve tvaru vzorce (72) z kap. III (za vétou 66) — ktery plati pro nezé-
porné ¢ i pro nekladné ¢ — obdrZime, Ze vyraz (36) se rovnd

3 1
(37) — th”(F(sz)(fk) f‘}’zp +1(2) dz + F(2p+1)(’7k) f‘Pzp+1(x) dzx),
0 t

kde
a+hk <& <a+hk+t) =m=a+hk+1).
Ale

B
f‘P2p+1(x) dz = %p+2(ﬂ) - ‘P2p+2(0‘) ,
a z (8) a z véty 238 plyne, Ze vyraz (37) je roven

B 1
(— 1)p+1 h2p+2 (F@p+1)(y,) — FCP+1(E,)) Ep—p-f%)_' (2 - 2T+1.) .

Tento vyraz mame selisti pfes hodnoty k¥ =0,1,...,n — 1. Je-li
pfednd F®?*) monotonni v {a, b), mé soudet 2 (F‘z"“’(n) —

— F@+1)(&)) totéz znameni a nejvyde toui prostou hodnotu jako
F@+1)(p) — FE+(g); tim je dokézéno tvrzeni II. Jestlife za druhé
je F®+2 gpojitd v (a, b), je podle véty o piiristku funkce

|[Fas+D(y,) — Fao+(g,)] =
= (’71: — Gk) . |F(2’+2)(Ck)l g h Max IF(21’+2)(;¢)| ,
aszsh

kde &, < {; < m. Odtud ihned plyne tvrzeni III.

Cvideni

1. Jestlite F(237+1)(z), F(3P+3)(z) jsou spojité a obd neklesajici nebo obs
nerostouct v {a, b), 1ze v (34) misto 20 psiti ®. Ndvod. Budif R, + 0 (jinak
je to trividlnf). Pifme (34) ve tvaru R, = 4, . 20; tedy R 4, > 0. Podle (34)
8 hodnotoup + 1 je Ry, 4, < 0 (nebot 4,,,4, < 0). Soudasnd viak R, =
= A4, + R,,, a odtud snadno |Ry| < |4,|. — Tento vysledek dovoluje zdvoj-
nésobit pfesnost odhadu zbytku v piikladech § 4 a § 5, jakoZ i ve vitd 255.
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§ 4. UZiti Euler-Maclaurinovy formule k vypoltu uréitych integ-
réla. I. Mysleme si, Ze F' m4é derivace vSech iddu v <a, b), takZe é&islo p
v (30) miizeme voliti libovolng veliké. Je tedy nasnadé myslenka, co
se stane s rovnici (30), kdyz v ni piseme nekoneénou fadu

(8) | 3(= DF gy BAE D) — Fe-b(a) (h — a)

P
misto kone&ného soudtu > a vynechdme zbytek R,. Ale tento postup
E=1
obydejné nevede k cili, protoZe jiz v piipadech velmi jednoduchych je
2
fada (38) divergentni. VySetfujme na pf. f (—1;, t. j. kladme F(z) = —:?,
1

a =1, b= 2 (cilem jest oviem vypocet tohoto integralu, t. j. &isla
Ig 2). Oznacime-li k-ty ¢len fady (38) (— 1)* U, vyjde ihned

(39) A B, (l)zk (2k — 1)! (1 — i) _ B (1)% Ezk_i .

= @ \n 25| — 2k \n 2%
Abychom odhadli ¥;, uZijme odhadu z véty 240; poloZime-li
(k= 1)!
(40) B =
mame ihned
(41) B < W < 4B,
Jest
(42) Bews _ 2k(2k + 1) tedy lim B _ tow;

%k 47':2”8 ’ k— o0 %k
tedy jest lim B, = + oo a tedy lim U, = + oo, takie fada (38)
k— k— o
v nafem pFipad$ diverguje.
II. Pfes tuto divergenci muZeme &asto uZiti vzorce (30) vyhodns

2
b
k ptibliznému vypodtu integrilu [F(z) dz. Vezm&me op&t f d—: Jetto
¢ 1

v8echny derivace funkce z-! jsou monotonnf v (1, 2), lze pro zbytek
v (30) uZiti vzorce (34), jenZ ¥ik4, Ze R, méa totéz znameni jako
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(p + 1)-ni &len fady (38) a prostou hodnotu nejvyse dvakrite vétii;
tedy |R,| < 2%,4; < 88,41 Z (42) je vidét: Pro mald k, pokud je
k(k + 3) <n*n?, je By > B,y jakmile viak k(k + 3) > n*n?, je
B < Brs1- Nejpiiznivejsi odhad pro |R,| z nerovmosti |R,| <
< 8%,41'%) obdriime tedy, zvolime-li p = k,, kde k, je nejvétsi celé
k, pro ndz je k(k + 3) < n*n? (8len B,, ., je totiz nejmensi mezi viemi
8,). Cislo k, je tim v&t&i, im v&tii je n; zfejms lim ko = 1. P¥i prak-

n>c0 ¢

tickém vypodtu nechceme oviem miti ani #» ani p pHli§ velké.??)
2
Zkusme to pro f d—:, volice n = 10, pfi ¢em# %4dame, aby chyba
1

pti vypodtu byla mensi nez 10-11. Clenové fady (38), t. j. fady
— U + U, — Uy + ... jsou postupnsé:

R

S S S T e

SRR U T W S S

gl L Lowwe_umo,

o <15 s o 1B S 2 <2107,
Stadi tedy voliti p = 4 & médme
—1—16.10"+i;—8.10—4—§é—6-.10“°+%;6.10‘°——20.10—1’,

0oL 1.

18) Mohli bychom té% uZiti nerovnosti |R,| < 2%,,,, ale ta vzhledem k (41)
dévé odhady ,,f4dovd« stejné (totiZ nejvyse étytikrate lepsi).

1%) Poznamenejme jeitd: je-li p blizko &isla k,, je podil B,., : B, zfejmd blizky
jednidce. Pfidam-li tedy k soudtu — %, + ... 4+ (— 1)? U, jestd dalsf &len
(— P11 9., ptiddlal jsem si sice préci, ale pfesnost vypoltu se zvyiila jen
nepatrng; proto volfme v praxi &slo p vidy podstatn® mensf neZ k,.

657



Nejvétsi presnosti bychom pro n = 10 dosahli, kdybychom volili p
okolo ¢&isla 10m. Na p¥. pro p = 30 bychom (tfeba pouZitim logarit-
mickych tabulek) dostali

61!

|Bao| < 8By = 8. om)

< 10-2%,

Podstatn® v&tsi presnosti nelze pro n = 10 dosdhnouti;2??) kdybychom
potiebovali vétsi presnosti, musili bychom voliti v&t&i n. Ale i kdyby-
chom potiebovali piesnost f4du 10-28, volili bychom radéji v&t&i n,
nadeZ bychom vystadili s mensi hodnotou p.

b
III. Podobné lze potitati [F(z) dz i v obecném piipad$. Existuje-li

a
spojitd F*+2(z) v (a, bD, 1ze uZiti vzorce (35), pti¢emz b = (b — a) : n,
a obdrzime pro zbytek odhad
A
(43) B < —5% »
kde A, nezévisi na n (zavisi oviem na p). Prava strana v (43) konver-
guje k nule pro n — oo a to tim rychleji, ¢im vétsi je p. Mohli bychom
tedy pii libovolné zvoleném p (na pf. uZ pro p = 1) dosdhnouti libo-
volné presnosti, ale po pfipadé bychom musili voliti pFili§ velké n.
Proto v praxi, je-li predepséna jista presnost d (t. j. poZadujeme-li,
aby bylo |R,| < 4), volime napied jisté nepfili8 velké » a potom hle-
dame p tak, aby bylo [R,| < é. Neexistuje-li takové p (nebo je-li prili§
veliké), volime vétsi hodnotu » a k ni opét hledame pifslusné p, atd.

§ 5. Uziti Euler-Maclaurinovy formule jako sumaéni formule.
I V predeilém paragrafu jsme uZili formule (30) k vypoétu integrilu
b
[F(x) dz; naopak, zndme-li tento integral, miZeme formule (30) uZiti

a
k vypoétu souétu

S =3F@) +Fla + k) + Fla + 2h) + ... +

(44) +F(a + (v — 1) k) + }F(a + nh);

20) N&S odhad jest ovSem dosti hruby.
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to mé vyznam tehdy, je-li n velké, takZe piimy vypodet tohoto soudtu
by byl obtizny. Jako piiklad vezméme soudet

1 1 1 1 1 1 L
=t m a1 tmyzt T 172 2m

(m € N). Kladu tedy v (30) F(x) =z Y,a =m,b=2m, h = 1,n = m.
2m

Levé strana v (30) jest [ z-1dz = Ig 2, tedy &fslo, jeZ miZeme povaZo-

vati za ,,zndmé* (zndme rizné metody pro vypocet tohoto ¢isla, jednu

jsme odvodili pravé v predeslém paragrafu). V (30) vpravo je piedné
P

soudet S,,, za druhé soudet Z (— 1)* U, kde

k=1

1 1

a za treti ¢len
R,=20(— 1)p*19Y,.,, kde 0 <O <1.

Vidime, Ze mime tytéZ vyrazy jako v predeslém paragrafu, pouze
misto » pi§eme m. Je-li m malé, poditdme oviem 8, piimo; ale jakmile
m je vétsi, je vidét, Ze R, bude velmi malé, a to jiz pro dosti malé hod-
noty p. Na pf. pro p = 3 méame

1 1 1 1
|R31§w4<2.§6.§.m<m,
takze
1 1 1 1 1 2]
lg2+16 mE T 128 mi T 256 ms — Tooms 0 <@ <D

Jiz pro m = 100 je zbytek men&i nez 10-'® a pro vétsf m stoupéd

pfesnost velmi rychle s rostoucim m. Proti vysledku v predeslém

paragrafu je zde oviem jeden rozdil: tam jsme mohli (p¥i vypodétu
b

integralu [F(x) dz) voliti n libovolnd velké a tim doséhnouti libo-
a

volné presnosti; zde viak, je-li m ddno, musime voliti n = m,
takie néd% odhad zbytku |R,| < 2%, nikdy (pro #4dné p) neklesne
pod jisté kladné ¢&islo, totiz pod é&islo 2 Mm ‘11,,+1 21) Zato déva nase

=12

) Kladné éisla Uy, Us, ... majf limitu + o (v1z fadku za (42)), tak¥e n&které
z nich je vskutku ne]menﬁi
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metoda dilezZité vysledky pro ,,asymptoticky prabdh‘ velidiny S,,
(pro m — + oo, m € N). Obecns lze fici toto: NapiSeme-li divergentni
fadu

< . < B 1)1
(486) ’gl(— 1e-190, t.j. kgl(— 1)k—1ﬁ';(1 - Eﬁ)ﬁ
a oznatime-li g, ,, soudet jejich prvnich p é&lent, je (pro m — + oo,
m e N)2)

1
Ig2 =28, —opm +20%,,;, =8 — 0pm +0 (———)

m’ﬂ +2
(€] =1). (Tedy tada (46) je asymptotickym rozvojem funkoe
Sm — lg 2 v podobném smyslu jako v kap. XV, § 2 — aZ na to, Ze pro-
mé&nné m zde probihd jen prirozend d&isla.)
Poznamenivam, Ze bychom podobné mohli poéitati soudet
11 1 1 1 1 1
TmimritTmre +"'+m+l—1 T3 m +1°
kladl jsem specialng ! = m jen proto, abych mohl uZiti tychz &isel U,
jako v § 4.
II1. Uspéch, ke kterému jsme dospéli v bod® I, byl podminén tim, Ze

obé sumaéni meze v 8, (s¢itd se od m do 2m) byly velké. Kdybychom
misto toho vygetfovali soudet

1 1 1 1 1
Ttettaatewm

nedosli bychom pifmo k cili. Abychom i v takovych pFipadech nasli
uziteéné vysledky, musime rovnici (30) ponékud upraviti:

V&ta 244. Budte ddna étslaa, b, p(— © <a < + 0,0 <h < + o,
p € N). Budi F () redlnd funkce, je md v {(a, + ) koneénou spojitou
monotonnt derivaci F@P+V(z), kterd md pro x — + oo limitu 0:
(47) lim F@+(g) = 0.
z—++®

Pro libovolné g e N pidme

=F@) +Fa+h) +Fa+2h)+...+Fla+(q—1)k) +

8.
(48) +1F(@ + qb) .

12) Pii pevném p.
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Potom plati:
1. Existuje koneénd limita

a+gh

(49) lim (hSq - f F(z) dz _él(— 1)-1 (23}:)! h2kFeE-1(g + qh))=

=4.
IL. Pro ka%dé ge N jest
a+gh
? B,
.= [ P s +4 43 (— 11 B mEeva 4 ghy +
k=1 .
Gy

+26(— 1p 22l

(2p +2)!
Dukaz. Vyraz, stojiof za znamenim limitnim v (49), oznaéme u,.
Je-li 0 < g <r(geN,reN), jest

htr+2FE+(g 4 gh), 0< O <L 1.

a+rh a+rh a+gh
[F)de=[ — [,
a+gh a a

hS, — hS, = h(}F(a +qh) + F@a + (@ + D h) +... +
+...4+F@a+ (r—1)h) + }F(a + rh)) .

V rovnioi (30) (se zbytkem ve tvaru (34)) kladme a + gh, a + rh
misto a, b; okamzité obdrZime

Uy — Uy = 20(— 1)? By +1

thp+2 (F(2p+l)(a + fh) -_ F(2”+l)(a + qh)) .
(61) '

Vzhledem k podmince (47) je jasno, Ze ke kazdému & > 0 existuje
8e N tak, %e pro ¢ > 8, r > 8 jest |u, — u,| < . Posloupnost u,,
U, ... Spliiuje tedy Bolzano-Cauchyovu podminku, takZe vskutku
existuje koneéné limita lim u, = A, coZ je tvrzeni I. Z rovnice (51)

g+

plyne pak limitnim p¥fechodem r — oo (p¥i pevném g) rovnice

. B
(62) w,=A + 20(— 1) (_2?:_—“2)! h+2F@r+)(a 4 qh),

pli demz 0 < @ = 1.23) To je v¥ak tvrzenf II.
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Jako p¥iklad vezméme opét a = 1, h = 1, F(z) = ™. Viechny
derivace funkce F jsou v <1, + o) monotonni, spojité a maji pro
z - + o limitu 0. Pime ve v&té 244 ¢ — 1 misto ¢; pfedné tedy
existuje pro ka#dé prirozené p koneénd limita

(1 1 1 1 . T
qlilﬁ("l'+?+"'+q———l+§q_—lgq 2("1) 2quk)_‘ ’
(83)
ziejmé je tedy téz

. 1 1 1
(54) }if:(T+—2'+--~+?—189)=0,

nebot vyrazy za znakem lim v (53), (54) se od sebe navzéjem lidi pouze
o ¢islo, majici limitu 0. Za druhé jest pro kazdé pf-irozené P

1 1 N _ k
Bp+1 1
2p +2 i’
Cisla B, : (2kg*), jez se zde vyskytuji, lis{ se od &isel (39) z pre-

(85)

+ 20(— 1)r+1 og@gl.

deslého paragrafu jen tim, Ze neobsahuji éinitele 1 —% (ktery je

pro v&t&f k& blizky jednicce a jejZ jsme beztoho v § 4 pfi odhadech
zbytku vynechdvali); misto » stoji nyni g.

Cislo C, definované rovnicf (54), se nazyvé Eulerova konstan-
ta. Je to velmi dilezité ¢islo, které muZeme s libovolnou presnosti
vypodisti z (55).24) Na pf. pro ¢ = 10, p = 4 je prostd hodnota zbytku

1 5 1
-12,
10° 86 ° 1o < 2.10-12, Jest pak

C = 0,5772156649015. ..

v (66) nejvyse rovna 2.

23) Rekn¥me to trochu podrobn¥ji. Cislo @ v rovnici (51) z4visf oviem (pki
pevném q) na r; piSme tedy v (61) O, misto @. Je#to 0 < O, < 1, existuje vy-
brané posloupnost @, » ©,,, ..., majfcf jistou limitu © (0 = © < 1). Rovnice (562)

(s hodnotou ©® = hm 0, ) plyne pak z (51) limitnfm pfechodem takto: do (51)

dosadfm r» =7, a hledam limitu pro n — oo.
#) Zndme-li oviem Ig g.
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Jakmile zndme C a lg g, miZeme z (65) poéitati hodnoty 1 +
+ —;— + —;— +...+ % podobns, jako jsme v I poéitali soudty S,

§ 6. Nejjednodu¥s¥i pFipad Euler-Maclaurinovy formule. Jiz v § 1
jsme uvedli vzoreo

1 1
(56) of f(x) dz = $(f(0) + (1)) — of f'() ga(z) dz ,

ale nezastavili jsme se u n8ho, nybrz integrovali jsme d4le per partes.
Upravme nyni tento vzorec v jednoduchy vzorec sumalni, pfi ¢emz
zobecnime trochu piedpoklady.

V&ta 245. Budie a, b celd &isla, a < b; budif f(x) komplexnt funkce,
absolutné spojitd v {a, b). Budif ®,(x) funkce s periodou 1, pro kterou
jest

D)= —4pol0<z<l.
Potom jest
@) +Ha +1) +fl@+2) +... +f(b— 1)+ }(}) =

b b
= [f(z) dz + [f(z) ®\(z) dz =

b b
=ff(z) dz — %”21% ff’(x) sin 2nnx dz .

Soudet vlevo budeme znaditi z f(k); éarkou pii znameni > vyznadu-
jeme tedy, Ze oba krajni éleny souétu je vziti s koeficientem }.
Dukaz. Je-li k celé, a <k =<b — 1, jest
lim @1(13) =—14%, lim &(2)=1%,
z—k + z+k+1-
takZe integrace per partes divé (jestlife totiZ nahradim hodnoty
D, (k), D,(k + 1) éisly — §, %, stane se @, absolutnd spojitou v (k, k+1))

E+1 k+1

[ f(z) dz = 3f(k + 1) + #f(k) —[ f'(x) Dy(x) dx .
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Seétenim pro k =a,a +1,...,b — 1 obdriime ihned prvni rovnici
v (87). Dosadime-li do ni za @,(z) fadu (25), dostaneme za integradnim

znamenim fadu — > n-'n-1f'(2) sin 2nnz, jejiz d4stedné soutty maji
n=1

podle piikl. 1 v kap. XIII, § 6 spoleénou integrabilni majorantu

|f ()] . (= + 2), takZe miZeme integrovat Clen po &lenu; tim dosta-

neme i druhou rovnici (57).

Pfiklad 1. Odvodme tuto dileZitou vétu van der Corputovu:

Budte a, b celd &sla, a <b. Budif | redlnd funkce, majict v {a, b)>
monotonnt derivaci, jeZ pro vdechna z e {a,b) spliiuje nerovnosti 0 <
=< f'(x) < }. Potom jest

(58)

k=a

b
b
Z/ez.,ﬂ 1(k) _fBZNl 1(z) dx] é % '35)
a

Hlavni oviem jest, Ze leva strana je mensi nez jisté.éislo, nezévislé na
a, b a na tvaru funkee f(z). Ze vyjde pravé &islo 2x-1, je jiz ménd dile-
Zité.

Dikaz. Funkce *™/® m4 v (a, b) omezenou derivaci 2rie®™ /=
. f'(z) a je tam tedy absolutné spojité, takZe véta 245 ddvé

b b

b © .
Dletmi®) _ [ e2nif®) dy = — 1s2d e2nl /) gin 2nrx . f'(x) dx .
k=a ™ n=1 n
a a

Méme odhadnout pravou stranu; napfed provedeme malé zjedno-
duZenf. Ndsobim pravou stranu &slem e?™'* (1 reilné); tim se prostd
hodnota nezméni, amplituda se zméni o 2xA, takZe vhodnou volbou
¢isla A lze dosdhnouti toho, Ze vyraz
b
_sAa f e2T0®)+ 1) gin 2nmz . f(x) dz

n=1 n
a

bude redlny, takZe se bude rovnati své realné &asti, t. j. vyrazu

1) Rozd¥lenim na redlnou & imaginrni &4st dostdévém obdobné nerovnosti
pro cos 2« f(x) a pro sin 2= f(z).
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b
®©

(59) 21% f sin 2n(f(z) + 4) . sin 2nnz . f'(z) dz .

n=

a
Méime pak dokdzati, Ze tento vyraz mé prostou hodnotu nejvyse %
Vyraz (69) lze psiti

@©

S ;- 1),

n=1
kde
[
1 = [ oos 2n(ne + f2) + 4 f'e) oo =
) a
= % — ;";?(x) .d% (sin 2n(nz 4 f(z) 4+ 4)) dz .
Zde je funkce n_i(?m =4+1F #f’(z) v {a, b) monotonni, ne-

zdporné a nejvyse rovna Ele_i—i’ takZe druh4 véta o stfednf hodnotd

1 1

+
dé:Véy II", §-27r.—n—"— .2, Tedy

131 1 1
g?,gﬁ(zn-pl"'zn—l):

1 2 4 _ 23 1 1
- F,Zl (2n +1)(2n — 1) ;,,Zl \2n — 17 2n +

3= 1)

\ 2
1] =
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