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KAPITOLA XVIII*

FUNKCE GAMMA®*

Funkoi I'(s) jsme v kap. VII, § 1, pozn. 6 definovali urditym integ-
rilem pro Rs > 0. Nyni ji budeme'definovati jinak (nekoneénym
soudinem), & to obecné&ji (pro viechna komplexni ¢ &= 0, —1, —2,...);
v § 2 dokaZeme, %e obd definice pro Rs > 0 souhlasi. Z ,,ohvézditko-
vaného textu potfebuje étendt § 3 z kap. XV a v § 3 téZ kapitolu XVI.

Funkce gamma je jednou z nejdileZitéjsich funkei analysy kromé
t. zv. elementérnich funkef; uz jsme se s ni opdtovné setkali, na p¥. pfi
vypoétu mnohych integrali v kap. VIII, § 4, piikl. 3 a pozn. 6, nebo ve
vétdoh 226, 228, dale v kap. VII, § 3, piikl. 28, 30a, 30b atd.

§ 1. Definice a z&kladni vlastnosti funkce I'(s). Budeme v této kapi-
tole mluviti o nekonednych soudinech

(1) T1A+ %) ;
Uy, Ug, ... jsou libovolnd komplexni éisla. JeZto jsme o nich dlouho

nemluvili; zopakujme, co budeme potfebovati.!) Souéin (1) nazyvime
konvergentnim, nastdvé-li jeden z t&chto dvou pfipadi:
A) Existuje koneénd, od nuly rizné limita

(2) im [T + u,).

m—>o n=1

B) Posloupnost 1 + u;, 1 + u,, ... obsahuje jen konedny podet
¢lendt rovnych nule;?) vynechdme-li je, vznikne nekoneény souéin,
majici vlastnost A (def. 7 v D ).

Znakem (1) oznatujeme pak é&islo (2), jeZ nazyvdme hodnotou
soudinu (1).

Je-li soudin l_[ (1 + |un|) konvergentni, je té% (1) konvergentni;

Fikdme pak, Ze (l) jest absolutng konvergentni (viz D 11, véta 49). To

1) Podrobny vyklad viz v D I, kap. III, § 7.
1) Jakmile existuje jeden takovy &len, je limita (2) rovna nule.
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nastévé tehdy a jen tehdy, je-li z |u,| konvergentni (viz D 11, v&ta 50);

potom soudin (1) zistdva absolutné konvergentnf i po libovolném pfe-
rovnéni a jeho hodnota se nezméni.

Vy#etiujme nynf soudin
3) I1((r +2)+).

kde s je libovolné komplexni &fslo. Jefto ex =1 + « + O(«?) pro
xeK,, « — 0, je (pfi pevném 8)

o d)e— e o2 ol

(4)
_—1+0( )proneN n—> 4+ ©.

Pisi-li tedy obecny ¢len soudinu (3) ve tvaru 1 + u,, jest u, = O(n-?),
a tedy soudin (3) jest absolutn® konvergentni. Jeho hodnota jest
oviem (viz definici A), B)) rtizné od nuly, neni-li s celé zdporné.

Pozndmka 1. DokédZeme nyni existenci koneéné limity

(5) C—hm(1+ +g +%—lgn).")

Polozme
1

1 1
a,,=1+§+...+;—lgn, b,=a,—;—.
Pro pfirozené n je (podle véty o piiristku funkoe)

lg(n+1)——lgn=;6(o<9..<l).

n +
Tedy

a,,ﬂ—a,.=n_1|_1 (lgn +1)—1gn)<o0,

buss — by = — (Ig (1 + 1) — Igm) > 0.

3) Jefto lim (Ig (n + k) — 1gn) =0 pro ka¥dé keE,, mohli bychom zde
misto Ign p"éi?; té% 1g (n + k).
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Tedy klesajici posloupnost a,, a,, ... mé limitu 0 (— o <C <a, =
= 1). Ale touZ limitu mé& nutn® rostouci posloupnost b,,b,, ...
(nebot lim (b, — a,) = 0). Tedy C > b, = 0, tak¥e C je kone&ni.
Mimo to vychdzi 0 < C < 1. Oznalenf C pro toto é&islo podriime
v oelé kapitole; ki se mu Eulerova konstanta (jak se d4 nume-
ricky poditat, bylo vyloZeno v kap. XVI na konoi § 5).

Nyni zavedeme definici funkoe I'(s). Nebude oviem ihned jasno,
e tato definioe je ve shod® s oznadenfm Eulerova integrilu 2. druhu
z kap. VII, § 1, pozn. 6. Proto necht si étenéf na ohvili mysli zavedeno
oznaden{ t¥eba

+ o
Iy (8) = [ e=z*-1dx pro Rs > 0

(13
a divd se na funkci I', kterou nyni budeme definovati a studovati,
jako na zcela novou funkoi; v § 2 dokdZeme pak, %e pro Rs > 0 je
I',(s) = I'(s), takfe se budeme moci vrétiti k pivodnimu oznadeni
Eulerova integrélu 2. drubu (toto oznadeni je v literatufe tak b&#iné,
e jsem nechtdl ani v kap. VII ani nynf zavddét jiné oznadeni).

Definice 30. Budif s komplexni &slo, rdzné od &sel 0, —1, —2,
—3, ... BudifZ C Eulerova konstanta. Potom definujeme &islo T'(s) rov-
nict
(6) 1 geos ﬁ (1 + f_) e‘%)

I'(s) a=i\\ - ' % ’ .

Poznédmka 2. Pro s = 0, —1, —2, ... je pravéd strana rovna nule;
ale pro viechna ostatni s jest od nuly rizn4, takZe rovnioe (8) vskutku
definuje &slo I'(s), riizné od nuly. To je tedy funkce, definovanéd pro
viechna komplexni ¢ 8 vyjimkou hodnot 0, — 1, — 2, ... Vlastnosti této
funkoe budeme studovati.

Vita 249. Je-li 8 riizné od Sisel 0, — 1, — 2, ..., jest

() Te) = i ((1 + %)(1 + %)_1) ,

n=1

T 1.2...(n—1) .
(8) Pe)=lm N era—D" "

Poznédmka 3. Z (8) plyne: I'(1) = 1, I'(s) > 0 pro ¢ > 0.
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Dikaz. Podle (6), (5) a podle pozn.3) jest

T18)='“im(e(%+ +~—-m(m+1) lﬁ(l'*' )e :))___
=wme4wﬁ(+%»

m— o n=1

=oam I1{( 22

Ale zde pfedposledni vyraz davé (8), posledni dava (7).

Véta 250. Je-li s rivané od &isel 0, —1, —2,..., je I'(s + 1) =
= g I['(s).

Poznédmka 4. Pro pfirozené s plyne odtud (jezto I'(1) = 1) I'(s) =
= (s — 1)!

Dikaz. Podle (8) (a podle pravidla o limit8 podilu) jest
l"(.s—i—l)_l 1.2...(n — 1)

Te) @ iDE+2 . rm”
88 +1).. (a+n—l) ns
TT1.2... (m—1) =lm o =

Véta 251. Nent-li s celé éislo, je

(9) T(s) T(1 — 8) = ——

sinns
Poznimka 5. Pro s = } vychézi I'(}) T'(}) = =, I'(}) = J/=.
Dukaz. Podle (7) je

e A )
]i[ 5 k1]

nﬂ

°2,I

(kap. XIII, § 6, pfikl. 3, (98)). Podle véty 250 pak jest I'(s) ['(1 — s) =
= —8I'(s) I'(— 8) = = : sin ms.
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Véta 252, (Gausstv vzorec.) Budi m pRrozené &islo; necht ms nent
rovno Zddnému z &tsel 0, — 1, — 2, ... Potom jest

(10) I‘(s)I‘(a +%)F(a+%)...l‘(a+ m;n— l)=
= (2m)¥m-1 =™ D(ms) .

Poznédmka 6. Piipad m = 1 je trivialni; piipad m = 2 pochézi od
Legendrea:

(11) 2% I'(s) (s + }) = 2]/ [(29) .
Dikaz. Podle (8) jest4)

m-1 r
m 'IJOI‘(J +ﬁ)

m-1 ‘+_r_
m™((n — 1)N)™ I_Ln m.ms.(ms +1)...(ms +mn —1)
=lim_— - .
e 1:]0((3+%) (s+ % + l) (a+ % +n— l)) . (nm — 1)! (nm)™s
m-1
Soutin ] ve jmenovateli mé hodnotu
r=0

ﬂms+l ms +mn — 1
e pon ;

podivame-li se tedy na vyraz (12), vidime, Ze nezivisf na s, t. j. vévisi
jen na m, takie

(13) "ﬁ r (a + %) = m-™ '(ms) . Cp ,

r=0

kde C,, z4visi jen na m (nikoliv na 8). Zbyva urditi C,,;. Dosadme do
(13) napied m = 2, 8 = }. Vyjde I'(}) I'(1) =2-1T(1)C,, ¢t. j.
C, = 2|/x, &m2 (11) dokézéno. BudiZ nyni m libovolné. Do (13) do-

sadme s + 2Lm misto 8; vychazi

%) U%ivam ovSem pravidla o limit8 podilu. Ve vyrazu (8) pro I'(ms) pi&i mn
misto n (coZ smim).
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(14) I r( il 1) — m~™-4T(ms + }) Cn .

r=0

Vynésobim (13), (14); vy]de (uZiji-li nakoneo (11))
2m-1

1’]0 I‘(a + ) = m 2~ ¥ ['(ms) I'(ms + 3).C% =
(19) = m-ﬁ'"-* . 2-2me+1]/7 03, T'(2ma) .
Levé strana v (15) je rovna®)

Hrk &)l 2)-

r=0 2m
[]
(16) =1‘[(2' _;V;{I‘(zs +L))= )
r=0 m
= gm-2me-{m-1) oim - 2ms T(2m3) C,, .7)
Jest C,, & 0 (jefto leva strana v (13) je ruznéd od nuly). Srovnénim

poslednich vyrazi v (15), (16) plyne tedy C,, = (2r)¥™-mi, &mi (10)
dokézéno.

Cvi&eni

1. Budi% v(z) racionélnf funkce prom&nné z. Ptdme se, kdy soudin

K = Hv(n)

n=0
je konvergentnf a rizny od nuly.
Névod:

(x—ay)...(x — a;)

(z—b)... (z—b)

Ptednd nesmfi a, ani b; byti Z4dné z &fsel 0, 1, 2, ... Za druhé musf byt lim v(n) =
fN—>0

viz) =4

=1,tedyk =1, 4 — 1. Potomjov(n) =1 — 2t -+ & — b= =l

+ O(%) . Proto musi za tfetf byti 6, + ... + a, = b + ... + b, a tyto th
podminky ji% postadi.
§) Dam vZdy dohromady ony dva &initele, v nich% se hodnoty  li%f o m.

%) Podle (11).
7) Podle (13).
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2. Z (8) dokaite: Je-li k pfirozené &fslo, a; + ...+ ap = b, + ... + b,
a neni-li #4dné z &isel a;, b; rovno 24dnému z &isel 0, 1, 2, ..., je

1—1- n—ay)...(n—a) '(—b&)...T(—b,)
a0 —b) ... (n—b) T(—a)...T(—ay "

§ 2. VyjadFenf funkce I'(s) uritym integrilem. Piipometime: Je-li
y = o + Bi (x, § redlnd; budeme psiti « = Ry), je pro z > 0
2" = etV IBT — geefllez | tody |2¥| = 2*.

Jsou-li tedy redlné éasti &isel s, p, g kladné (coZ budeme predpoklidati),
jsou absolutnd konvergentni tyto dva integraly:

+ ©

(17) Ty(s) = [ 2*~le—=dz (t. zv. Euleriv integril druhého druhu),
0

(18) B(p,q) = f 27-(1 — z)e- 1 dz (t.zv. Eulertv integril prvniho druhu,

neboli funkce beta).
Substituce 2 = 1 — y dava ihned
(19) B(p, 9) = B(g, p) .
Integrace per partes ddvé
(20) Hn¢+n=%3@+hﬂ-
Pi&i-li ddle z#-1(1 — z)? = a7~ 1(1 — x)e-1 — 27(1 — z)?-1, obdriim
(21) B(p,g +1)=B(» 9 — B +1,9,
nadez z (20), (21) plyne
(22) Bp,9) =2 1IB(p +1,9).

Odtud (z (20), (22)) Gplnou indukei pro pfirozené n

_dg+1)...(g+n—1)

P+ +g+1)...(p+g+n—
(24 B.9) = p(P +1)...(® +n — 1)

) B(p +mn, q).
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Jest

1
B(p, 1) = o1 dz =
0 p
Kladu-li tedy v (23) ¢ =1, 1 +n = m (a pisi ve vysledku opét n
misto m), obdrzim
1.2.3...(n—1)
plp+ P+ 2)..(p+n—

Nyni se snazim vypodisti I'(s); pfitom budu postupovati obdobnd
jako pfi vypoétu Laplaceova integrilu v kap. III, § 7, piikl. 12. Tam
1
jsme ukazali: v intervalu (0, 1) je funkce (1 — ¢)* klesajicf a mé pro
1

(25) B(p,n) =

) pro pfirozené n .

e - 0 + limitu e, takZe 0 < (1 — e)T <elpro 0 <e<l Jeli
tedy n pfirozené ¢&islo, x > 0, dostavame, klademe-li ¢ = z : n,

n n
0<(1-—£)7<e—1pr00<x<n, lim(l—i)7=
n n>o n
=elproxz>0,
tedy

0<(1——:—) <e*pro <z <n,
(26) n
. x

hm(l-—;) =e*prox> 0.

BudiZ nyni déno s (Rs > 0); zvolme libovolné ¢ (Rg > 0) a definujme
funkoe f,(z) (n = 1, 2, ...) v (0, 4+ o) rovnicemi

n+q
(27) fa(z) = 21 (1 — %) Pro 0 <z <m, fu(x)=0 pro z =>n.
Jezto pro 0 <z < n jest

[=3)]--2)" <

q
a dile lim (l — %) = 1 pro kazdé x > 0, je podle (26)

n— o

(o) < 2%-Te=, lim fo(2) = a*-le~2

pro ka%dé = > 0 (nebof pro v3echna dosti velkd =, totiZ pro n > =z,
plati prvni z rovnic (27)). Jezto
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@
xR -7 4y

o+

konverguje, plyne z véty 65

+ @© + o
) =] zle*de=1lm | f.(z)dz =
[ ]

x nt+q
= lim | z*1 (1 —_ —) dz = lim n‘f.'/"l(l — y)r+edy
n n—> o
0

f—+> o
(substituce 2z = ny). Podle (18) je tedy
(28) () =limn*B(s,n +¢q +1).

To plati pro libovoln4 s, ¢ s kladnou redlnou &sti. Specidlné pro ¢ = 1
vychdzi podle (25)

L 1.2..(n+1)
P‘(G)_,l.l_.n:on 88 +1)...(6 +n +1)

nebot vyraz za znamenim lim se liff od obdobného vyrazu v (8) pouze

(e + m :ln) 1y jent mé limitu 1. Tedy méme prednd

tuto vétu:
Véta 253, Je-li Rs > 0, je

= I'(s) ,

Sinitelem

(29) } Z-le-=dx = I'(s) .
0

Tim jsme dokézali, e pro Rs > 0 je naSe nové definice funkoe
gamma ve shodd s definici v kap. VII, § 1, pozn. 6.

Vysetiujme nyni déle B(p, g). Podle (24) jest (uZijeme téZ (19))
+q...0 +q+mn)

B9 = p(ptn PP tTrtLa=
1.2...
"GB(“’+"+1)'""p(p+l)---(:+n)

1.2...n

nm'(p +p+qg+1)...(p +q9+n)
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To plati pro ka%dé piirozené n. Ale pravé strana mé podle (8), (28)
pro n — oo limitu I'(g) I'(p) : T'(p + ¢). Tim je dokdzéna

Véta 254. Je-li Rp > 0, Rg > 0, je

1
I'(p) I'(9)
30 B(p, =fx’"‘1—x¢"1dz= .
(30) (9.9 : ( ) T + q)

Poznamka 1. Ctenéf si vzpomind, %e jsme n&které z vysledki nyni
odvozenych dokézali jiz diive, vychazejice oviem z (29) a proto ¢ésted-
né za podminek vice omezujicich. Pievedli jsme také Fadu integrali
na funkeci gamma (n&které jsem pripomnél v Gvodu k této kapitole).
Uvedme jedtd nékolik priklada (viz téZ pfipojend cvideni). Pfipo-
metime, Ze vysledek I'(}) = V‘r_c_ (dokézany v § 1, pozn. 5) ndm znovu
dévé hodnotu Laplaceova integralu:

+ o + o
Jeddz=13[ et-tdt=1}]x.
0

0

Pt¥{klad 1. Pro kladnéd p, ¢, m je
1 r (%,) I(q)
fxv-l(l —gm)ldy = —
2
0 m T (m + q)

Dukaz. Substitucf 2™ = y dostaneme% B (7—1;, q) a uZijeme véty
254.
Piiklad 2. Pro m > 0, n > 0 jest
i

N a1 _ I'dm) I'4dn)
fsm zcost-lzxdr = m

Dikaz. Substitucl sin x = y pfevede se integril na typ, vySetfo-
vany v pikl 1.

Poznamka 2. Abychom se nedostali pfili¥ hluboko do theorie ana-
lytickych funkei, omezuji se v dal§im hlavn® na redlné (dokonce vétsi-

nou kladné) s, a¢ mnohé vysledky plati obecnéji (to plati i o pfedcha-
zejicich piikladech 1, 2).

0
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CviSenf

1. Z piikl. 1 odvodte tyto hodnoty eliptickych integrali:

(T,

dz _ 1
fl/l—a:‘ 4)/2x
0

: P*dz
Vl — B

Soudin obou integrla je }.

V;_" @,

2 Proa>0,a+b>0 a>0 f> 0 dokalte substituct y = -T2
a + bx
1
xz—l(l —_ z)ﬂ—l de — l. F(a) F(ﬂ)
(a + bx)xt+h o (@ + b)2af T(x + B)

1

1 —1
3. Pro s > 0 je I'(s) =f(lg ———) dz.
T
0

4. Pros> 1, w> — 1 je
4+

1 1 1 e—wz wl—l
wrD twrer T wrer T Te) f
Névod: Rozviiite (6 — 1)~1 = =2 {-e~%% { ¢~3%  ,..; podle v&ty 61 lze
integrovati &len po &lenu.
5. Pros> 0,a> 0, k > 0 jest
+

fexp(— axk) . x*"ldx = %a_?l‘(%).

0
6. Funkce I'(s) je spojité v katdém bod¥ s € K s vyjimkou bodu 0, — 1, — 2, ...
(Pro Rs > 0 to vime z kap. VII, § 4, ptikl. 1; pro ostatnf s uZijeme rovnice
T'(s + 1) =8TI(s).)
7. Pro celé n = 0 je (pii komplexnim ¢)

lim eI'(e — n) = (— 1)" : n!
0

Névod: UZije se vztahi I'(s 4+ 1) = s I'(s), lim I'(s) = 1.
+—1
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§ 3. Rozvoje pro lg I'(s), hlavn& Stirlingdv rozvoj. Jeito I'(s + 1) =
= 8 I'(s), plyne z (6)

[
© —_—

Fe+1)=e0CT]] .
n=1 1 +7,;

pros+ —1,—2, —-3,...

(pro 8 = 0 toto odvozeni selhdvs, ale rovnice je sprivnd, jeito obd
strany jsou rovny jedné). Odtud logaritmovénim

(31) 1gl"(a+l)=——(]s+2(%—&(1+%))pms>—l.
n=1
Utijeme-li fady pro lg (1 + z), méme

3 4
Igl(e +1)= —Cs + Z (2n’ 323-}-5‘—‘—...) po—1<s<l1.
(32)
Pro tato s jest

8 83 8t 8
2_ni+3—na+5ﬁ+ §2=(1+|“"+|“”"Jr = 231 — [a)
a fada D —————— je konvergentni. Je tedy mo¥no divati se na
n=1 2n (l l I)

pravou stranu v (32) jako na absolutnd konvergentni zobecnénou
fadu, kterou tedy muZeme uspofidati libovolnym zpiisobem. Srov-
néme-li podle mocnin s, obdrZime

IgT(z + 1) = — Cz + 182 — 1852® + 152 — ... pro —1<z2<1,

(33)

pti dem? klademe & = . 7—:; (a piseme pro v&tii zfetelnost z misto s).
1

Rozvoj (33) lze jestd upraviti tak, aby rychleji konvergoval (viz
cvié. 1). Pro v&tsf hodnoty s (na p¥. pro 8 = z 4+ n + 1, n pfirozené,
— 1 < z < 1) miZeme uZiti rovnice
gl'+n+1)=1g(z+n) +lgz+n—1) +... +
+lg(z+1) +1gl'(z +1),
kterd viak pro velké n je nepohodlné. Proto si odvodime asymptotioky
rozvoj pro lg I'(s + 1), uZite¢ny pro velké hodnoty s.
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Vé&ta 255. (Rozvoj Stirlinguv.) Pro kaZdé 8 > 1 a katdé pfirozené p
jest
gh(s +1) =1g)2n + (s + P 1gs — s +
(34) + i (= 1)*1B, 1 (— 1)? B, 26
¥ (2 — 1) 2k " s»-1 T (2p + 1)(2p + 2) T s’
ph éem% 0 < @ < 1 a &isla By, B,, ... jsou Bernoulliova &sla (viz kap.
XVI, véta 235).

Duikaz. KaZdé &slo 8 > 1 1ze psiti ve tvarus =a +¢(0 <a =1,
¢ pfirozené &fslo). Potom jest

gles +1)=1gFa +q¢+1)=
=Ig@+q)+1g@a+qg—1)+... +1ga +1gl(a).
Utiji nyni véty 244 pro funkei F(z) = Ig « s hodnotou A = 1. Vyochdzi
lgl@+g+1)=1%lg(a+9) +

(35) a+q
4+ [ lgzde +4 4+ W +1g(a),
kde
wo bW B 1 (1B 2
(36) =12k —1)2k° (@ +g)* ! ' (2p + 1)(2p + 2) (@ +q)*+1’

dislo A (viz tvrzeni I véty 244) pak nezavisi na ¢, nybrZ pouze na
a, p.%) Jest
a+g¢

[lgzdz=(a +q)lg@a+9) —(@a+qg)—alga +a.

Tedy lze (35) psati v tomto tvaru, kde B pfi pevném a, p je konstantni
(t. j. nezdvislé na q):

(B Ble+g+)=@+g+dlgl@+9)—(+9 +B+W.
Podle kap. XV, § 3, pHkl. 1 jest

. e*
iler(s + 1) i 2,

—_—

zél.e)m Snadno bychom zjistili, o 4 nezévisi dokonce ani na p, ale na tom ne-
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tedy
(38) ﬁTﬂgNs+lf+s—@-png=ﬂgw5.

Omezime-li se na hodnoty ¢ tvaru s = a + ¢ pfi pevném a a pfiro-
zeném ¢, obdrZime

(39) E{lo(lgl‘(a +g+l) +@+g)—(@+g+dg@a+q)=Ig)2x.

UvéZime-li viak, Ze W ma podle (36) pro ¢ - o limitu nulu (pfi
pevném a, p), vychdzi z (37), Ze limita (39) je rovna B (to je totiZ &islo

nez4yvislé na g). Tedy je B = Ig Vﬁ, a z (37), (36) plyne (34).

Cvideni

1. PiSte v (33) — z misto z a se’t8te ob& formule; vyjde
2(38y2? + 82t + 382 + ...) =1g(T(z + 1) T(1 — 2)) =
=gl I(1—-2)=Ig

sin 7z ;
tedy

Igl(z+1) = %Ig:ininz‘ — (Cz + §82° + $852° + ...) .

1
Utijeme-li je§t8 zndmého vzorce pro lg 1 + : , obdrZfme
1
gTG+ 1) =jlg—" —jlg— 2
(40) sin mz 1—2

+2(1—C) — o5 — 1) 28 — }a; — 1) 2% — ...

pro — 1 < z < 1. Je¥to pro velké k je s, blizko jedni€ky (rozdfl nenf o mnoho
vt ne% 2*), je fada v (40) dosti rychle konvergentn.
2. BudiZ o pevng déno, 0 < o < 1. Potom je

b3
(41) T'(o + it) gyﬁ olmo-4m 72" yo-} olige-1) pro t - + .
Névod: Podle cvid. 2 v kap. VIIIL, § 4 je

+©
(o + it) = T+ [ go-lalte-12 4z .
0
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Substituce £ = vt nés vede k vySetfeni integralu
4+

[ vo-lelttigo-0) gy ,
0

Integrél v mezich 0, § lze psati
t

Y 9 g0 gy,
it 1—vdv
0
a integrace per partes davd odhad O(¢~1). Podobnd lze odhadnouti integréal
v mezich 2, 4 co. Kone¥n§ integrdl v mezich %, 2 odhadneme metodou stacio-
nérni fédze (v&ta 228).
3. Rovnice I'(s 4 1) = 8 I'(8) dovoluje ném roziifiti platnost rovnice (41) na

ka%dé necelé redlné o. Pro celé o plati (41) téZ, ale naSe metoda zde selhav4.

§ 4. VyjidFeni Eulerovy konstanty urlitym integrilem. Zivérem
odvodime vyjadieni funkce Ig I'(s) a jeji derivace urditym integrélem.
Napied viak odvodime toto vyjédieni Eulerovy konstanty:

Vé&ta 256. Budif C Eulerova konstanta, definovand rovnict (5). Potom

+©
(42) C = f (1—_1Ff - %) ot dt .
]

Dukaz. Pismeno » znadi pfirozené &islo. Jest

1 1 1
1+§ +§‘ +---+'7—"'=

1 1
=f(1 +A— ... +(1—t)"-l)dt=f(1—(1—t)")¥,
0 0

a tedy podle (5)
oot (fo-a-me- [

Prvni integril po substltucl v = tn dévé
Jl-(=20)%
n|| v
0
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takZe

o o-m(fli-b-2)8- o379

Jiz d¥fve jsme nasli (viz na pf. § 2, vzorec (26)), Ze
O<(l —;tz—)ﬂ<e“ pro 0 <t<n,£n°1°(l —i—)n=e-‘ prot> 0.
Kladu-li tedy
falt) =t (l ——:;)u pro 1<t <m, fu(() =0 pro t > n,
je podle véty 65°)

(44) lim f falt) dt = f e“‘

Dile: pro 0 <z <1 jest 0 <1 — (1 — 2)* = nz(l — Ox)*! < nx
(0 < © < 1, podle véty o piirtstku funkce). Klademe-li tedy

1 t\"
galt) = 7( (l—;))pr00<t<l,
je
t . 1 —et

takZe podle véty 65

1

(45) galt) dt = f (1—oy %

fn—

1 + o
dt d¢
— -1 -t .
C—f(l—e)t fe 7

?) Jest fn(t) < t-'e~* pro t = 1 a integral funkce ¢-le-* v mezich 1, + o
konverguje.
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1 1 +
(46) C = lim (fi!— e“‘g— e—‘d—‘).
80+ ¢ ¢ ¢
[ 1

Klademe-li 1 — e-¢ = 4, je lim ‘%= 1, tedy

f—:hmlg =lgl=0,

tak¥e misto (46) lze té% psiti
1 +o
(47) C = lim ( d_ fe—‘it) .
0+ ¢ ¢
4 é

Substituce ¢ = 1 — e~%, dt = e—* du ddva

d_t_f o~ du
t J 1—ev’

3
takte (47) d4vé

+ ©

, , 1 1\
(48) o= (f (o))

oo je (42).

Cvident

1
1. C ! + d:
.C= —) du.
l1—u lgu
0

1
(Substituce ¢ = Ig " v (42)).

2. V (48) pilte
+® + @ + @

a du du . 5o
o —1 witw ) wizw Todpro +-
'] é

ed-1
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Tedy

+
f( 1 )dt
C= — — et .
1+¢ t
0

3. Rozva¥te, %e integrél (48) i integrdly v cvié. 1, 2 jsou Lebesgueovy (t. j-
»absolutnd konvergentni*¢).

§ 5. Vyjad¥eni funkce I"(s) urlitym integrilem (Gauss). Pro

I'(s)
8 > — 1 derivujme rovnici (31) ¢len po ¢élenu; vychédzi
s +1) (_ 1 )
(49) T's +1) —-¢ +,,§1 n +8 ¢+ Z L n(n + 8) +s)

Posledni tvar ukazuje: je-li — 1 <a <b < 4+ o, je nekonednd

fada v (49) stejnomérnd konvergentni v (a, b), takZe derivovén{ &len
+ o

po &lenu je dovoleno (viz D Il, véta 61). Jeito% = f e~*t d pro

k > 0, 1ze (49) psati °

to
(50) . 0
= =0t lim [ ot e ot oy I
Uzitf rovnice (42) dava

+
(51) %g=f (eT—t—f—i%)—t-)dt+thm(8),
kde ’
+®
Kon(s) = —f fit—l::e%;mer’nt dt .

0
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Funkoe ¢(f) = (e™* — e ¢*Y): (1 — e™%) je spojitd v (0, + ), mé
limitu 0 pro ¢ - + oo (jeZto 8 4+ 1 > 0) & m4é limitu 8 pro ¢ -0 +.
Tedy je funkce ¢(¢) (pfi pevném s) omezend v (0, + o), takZe existuje
dislo A(s) (nezévislé na t) tak, Ze |p(t)] < A(s) pro 0 <t < + oo,
nadez

K ()] < Ale) f e-mt dt — Aqf:)

takZe limita v (561) vpravo je rovna nule. Piii-li je§t® ¢ misto s + 1,
plyne z (51)
V&ta 257. Pro s > 0 je

-]

d ’ -8
(52) P Ig I'(s) = l;((:)) 5[ ( -3 _e_ ; )dt .

Cvideni

1. Pro ¢ > 0 je
1

I'(s) 1 il B9
T(s) —1gt 1—1¢ )
0
2. Pro 8 > 0 je podle (52)

I"(s) d _ dz
I'(s) t z(1 + 2]’

podobnym obratem jako v § 4, cvi&. 2 obdriime

+ o

I'(s) _ 1 de
Te) f (e t— i t)') pro 8 > 0.
0

3. Rovnice (49) platiipros < — 1, pokud nenf s celé zéporné. Déle: pro kaZdé
reélné s, rizné od &fsel 0, — 1, — 2,...aprok = 2, 3, 4, ... je

dx < 1
—_ = (— k(le — —_—
—5 18T(0) = (= Dk — 1)1 ”Zo et
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§ 6. VyjadrFeni funkce Ig I'(s) uré&itym integrilem (Binet). V pod-
statd jde o to, integrovati integral v (52) podle parametru s. To bychom
mohli uéiniti pfimo (viz cvid. 2), ale dospdli bychom k jinému vy-
jadfeni, ne mam na mysli. PiSme napied v (52) 8 4+ 1 misto s a pied-
poklédejme s > 0; vyjde

+®

I\I(s + 1) _ f e—t et
(83) T +1) T -1

0
(v poslednim zlomku jsme v &itateli i ve jmenovateli nasobili ef). Jest
— 1 1 3

o —l=t+ o8+t 4.,
tedy

1 1 -
(54) e e (1+ t+—z=+ ) =

1 1 1 1\ 1

vpravo je — 8 vyjimkou prvniho élenu — mocninné rada.; rovnice pak
plati pro viechna dosti malé |¢| 3= 0.
Sestrojme integral
+ o

(55) J(a)—f (__ + 1L 11) ot dt

e‘

a vySetifujme, o& se lisi od mtegralu v (53). Zf‘ejmé vyjde

I"(s + I) ot et — e‘“
Tern '@ +3 f" d“’f

= J(s) + 2—8 +1gs
(viz kap. VIII, § 3, piikl. 8). Integraci od 1 do 8 (s > 0) dostdvdme

Igl(s)=1gl'(s +1) —1lgs =

(56) 9
=—3}lgs +slgs—s+1+ [J(o)do.
1
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Pfitom (viz (55))

J(a)=ff(t)e-"‘dt, f(t)=—-%+*:——ec—_l.—i'
0

takZe posledni integril v (56) je vlastn® dvojndsobny integral, v ném#
nyni vyménime pofad integracf. Ze to smime udinit (podle Fubiniovy
véty), nahlédneme takto: f(t) je spojitd v (0, + ) & mé kone&nou
limitu pro ¢ - + oo a podle (54) také pro ¢ —> 0 +, tedy je omezen4:
() < M pro 0 <t < + o, & pro konetné meze 0 <a <b < +
(tedy téZ pro meze 1, 8) je

f(fMe-"dt)da—Mf—< + .

fJ(a)da—f(ff(t)e“da) ff(t) ———-"-"—"d;=
- f fiy ot 3 _ f 1o o= &
0 0

(oba tyto integrily totiZ konvergujf, nebot /(t) t je spojitd v (0, + <o),
mé limitu 0 pro £ - + o a limitu — % pro £ >0 + podle (54),
takZe je omezend, t. j. |f(t) : §| < K v (0, + oo)) Prvni integrél nezdvisf
na 8, oznadéme jej B. Tedy (uZiji (56))
+®
Q]
Igr@s) =(s —4)1gs —s8s + (B +1) — —?—e-"dt.
0
Provedme limitu pro 8 - + oo; absolutni hodnota integrilu vpravo
+

je nejvyse K f e~ dt = X & mé limitu 0, takde
0
B+1=Ilim(g'(s) — (8 —34)1gs +38).
>+
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Podle (38) dostaneme — piSeme-li IgI'(s + 1) =1gT'(s) + 1gs —
rovnici B + 1 = Ig |/2r; tedy plati

Véta 258. Pro s > 0 jest
lgT@e)=(¢s— 1) 1ge—s +1g)2n +

+
1(1 1 1)
+f7(‘2‘—7+e:_1)° a-

0

Cvileni

1. Pro ptirozené k plyne z vty 258

+

1{1 1 1 1

— |- -=- “*tar =k — —)1gk —
f t(t 2 e‘—-l)e ( 2)3
0

—k+lg)2m —1g(k — 1)).
2. Integrujeme-li v (52) podle 8, obdriime zéménou integraéntho potadf (do-
kaZte jeji opravnénost!)
+

—8t __ g—t
IgT(s) = f (e“(a— 1) + gi———e—-)%t pro 8 > 0.

Pl
0
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