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KAPITOLA XIX*

TRANSFORMACE A VYPOCET ELIPTICKYCH
INTEGRALU*

§ 1. Normélini tvar Weierstrassiv a Riemanniv. Jak bylo fedeno

v JI, kap. XI, nazyvdme eliptickymi integrdly integrily tvaru

(=, VX) dz, kde R,(z, y) je raciondlni funkce, X pak je mnohot¢len

(v proménné z) tfetiho nebo étvrtého stupnd, majicf vesmés jednodu-

ché kofeny. Pro kratkost budeme fikati, Ze tento integril ,,patif

k mnoho¢lenu X‘. Na uvedeném misté bylo jiZ Fedeno, Ze takovy

integrél 1ze rozloZiti na soudet integrilu funkoe raciondlni & integralu
tvaru

dz

(1) JR(z) 7T
kde R(z) je raciondlni funkce. Omezime se proto hlavn® na integraly
tvaru (1). Pfitom budeme pfedpoklédati, Ze mnohoélen X m4é redlné
soudinitele; budeme viak pfipoustéti pro proménnou z i takové
intervaly, v nich je X < 0; v tomto piipad¥ klademe oviem |/X =
= i[/— X, ¢initele 1:i = — i lze pak prost& pied integrél vytknouti.
Je-li X tFettho stupné, lze integrdl (1) pfevésti na integrdl, patfici
k mnohollenu 4. stupné. Zvolme totit reslné « tak, e X(x) + 0 a za-

vedme novou proménnou rovnicf £ — x = %; tedy

dx=—‘;—i/, X(z)=x(a+.1_)__.

=X(@) + 5 - X("‘) +1X(“) +-1§Xm(,"‘) yl Y(y),
kde

o) =y K@) + 7. 52 4 e T T
takie

'*Ilte

frofe=~ fof-+
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Pritom Y je &tvrtého stupnd (jezto X(x) + 0) a mé kofeny O,
1 1
oy — o’ g — o’ g —

> jsou-li «,, &y, &3 kofeny mnohodlenu X.

Je-li X Gtortého stupné, lze integrdl (1) pfevésti ma integrdl, patfici
k mnohollenu tiettho stupné s vesmés redlnymi kofeny. Zde je dikaz
trochu obtiZngjsi. Mnohodlen X = aut 4+ a)2® + ... (@, & 0) lze
vidy rozloziti na soulin dvou reilnych kvadratickych mnohoélenu:

(2) X=(A2* + Bx +C)(42* + Bix +C,) (A +0, 4, +0).

(Kazdy z obou kvadratickych mnohodleni je budto soudinem dvou
realnych kofenovych dinitelt nebo soudinem dvou komplexnd sdru-
Zenych neredlnych kofenovych dinitelti.) Budeme se snaZit transfor-
movati tak, aby v (2) vpravo vypadly linedrni &leny.

Je-li predné B, : 4, = B: A, klademe prosté

_ B B,
y—x+.2j—x+2A1’

nadez zfejmé
X = (Ay* + C")(4w? + Cy), dx = dy .
Budiz tedy za druhé AB, — 4,B # 0. Hledime substituci z =

— Py t4q ;

= F1 1) tak, aby ve vyrazu
1

@) = oy Ay + 97 + By + 0y + 1) + Cly + 1)

odpadl v zivorce vpravo linedrni élen, a podobn& ve vyrazu 4,2% +
+ Bz + C,. Tim dostdvame tyto rovnice pro p, ¢:

24pg + B(p + q) + 2C =0, 24,99 + By(p +q) + 20, = 0;
ty jsou splnény tehdy a jen tehdy, je-li

BC, — B,C

B _ 2(C4, — C,4)
PI=4B —4,B’

(4) p+€1—' ABI—AI.B >

1) p, g musi byti reélné, aby redlnym y odpovidala reélné x a naopak; mimo to
musf byti p & ¢, aby ka%dému z (s vyjimkou hodnoty z = p) odpovidalo n8jaké
¥ (kdyby bylo p = g, bylo by = p pro viechna y = — 1).
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t. j. jsou-li p, ¢ kofeny rovnice
(AB, — A,B) & + 2(AC, — A,C) & + (BC, — B,C) = 0.

Jde jenom o to, zda tato rovnice mé reilné rizné kofeny (viz pozn. 1)),
t. j. zda plati nerovnost

(5) 4= (AC, — A,C): — (4B, — 4,B)(BC, — B,C) > 0.

Necht Aa? + Bz + C = 0 ma kofeny A, u & obdobné 4,2* + Bz +
+ C, = 0 mé kofeny A,, u,, takZe

B= —A(A +u), C= A, B, = — 4,4, + ), C, = Al uy .
Snadno spoéteme

A= A2AY(Apy — )t — (A +p — Ay — py)(p(Ay + ) —
(6) — (4 + ) =
= 42432 — ) — p)B — L)(p — ) -

Cisla 2, W, A, 4y Jsou kofeny mnohoélenu X, tedy jsou navzdjem
riizné. Jsou moZny tyto piipady:

«) Vechny &tyTi kofeny jsou imagindrni: tedy A komplexn$ sdru-
Zené 8 u, A, 8 u;. Potom A — 1, je komplexnd sdruZené s u — u,,
A — u, s p — A, a tedy podle (6) je 4 > 0.

B) Dva kofeny jsou imaginidrni komplexn& sdruZené, na p¥. 4, u,
kdezto 1, u, jsou redlné. Potom A — A, je komplexn& sdruZené s yu —
— A, A—p8p — p,ao0pét 4> 0.

y) Viechny kofeny jsou reilné; potom v rozkladu (2) lze za 4z® +
+ Bz 4 C vziti souéin kterychkoliv dvou kofenovych ¢initeld; na pi.
muizZeme dosdhnouti toho, Ze 4 > u > 4, > u,, nadez opét 4 > 0.2)

Tim je pro AB, — A,B #+ 0 v kaZdém pripad$ dokézina existence
substituce z = (py + ¢): (¥ + 1) (p, ¢ redlnd razné), pro kterou jest

Az + Bz + C = (My* + P),

1
(y +1)’
sz-*—le"*‘C (y+])l Mly’_*_Pl),

3) Je jeit¥ druhy takovy rozklad, totiZ ten, pfi ném 4 > /11 > iy > p. Tretf
rozklad, toti¥ ten, pro n¥jZ je 4 > A > u>py,dévé 4 <0
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a dale

_(P—qdy
(y +1)2°

takZe ocelkem

_ o [Rr(PY*2 dy
(7) fR(x) =(p q)f \y +1 )V(Myz +P) My +P,)

Podobny vysledek jsme méli v pHpadé B, : 4, = B: A, toti

, B dy
R == | R|ly — —~ .
f “ ) V f (y 2‘4) V(dy® +C")(4:y* + C))

Tim jsme tedy piedloZeny integral (1) prevedli linedrni (lomenou)
substituci®) na integril tvaru

dy
8 R, .
@ JRCE G e
Lze psiti (4(u), ..., G(u) znadi mnohoéleny)
Ry(y) = 20 A(y)

Bly) ~ O +y D)
_AWCE) —y D) _ B +y F(y?)
CP) — o () @) .

To nés vede k tomu, abychom v integrdlu (8) zavedli 3® = 2, y =

(9

= + Vz—(podle toho, zda y > 0 8iy < 0), dy = + ;i__, nadeZ in-
z
tegral (8) prejde v

1  E() dz
*3 f G(2) o(Mz + P (M,z + Py) +

+ lfF(z) dz
2 )G Mz + P) Mz + P,

(10)

%) Tak nazyvéme substituce tvaruz = >7 __t ﬁ » 8. — By % 0;bli%e viz o nich

v nésledujicim paragrafu.
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O druhy integrél se nebudeme starati, ten zndme z } I, kap. IV, § 5.
Prvnf integrdl mé pak vskutku %4dany tvar.$) Zaroveii vidime, jakymi
substitucemi miZeme z integralu (1) (kde X je &tvrtého stupng) pfe-
jiti k integrélu (10); jsou to substituce tvaru

2= (x — p)® v piipadé 4B, — A4,B=0,

z — ¢q\?
2= (p_x) v pHpads AB, — A,B + 0.
Z obou v&t dokézanych v tomto paragrafu plyne, %e kaZdy elipticky
tniegrdl lze pFevésti ma integrdly zndmé z )1, kap. IV a na integrdl
tvaru
dz

(1) [re ,

V@ — )@ — ay)(@ — &)
kde R je raciondlnd funkce a &isla ,, xq, 3 j80u redind riznd; srovnejme
je na pf. tak, fe a, > &y > a4 Podle } I, kap. XI, § 2 lze pak integrél
(11) vyjadfiti integraly

dz z de dz
an fv_f’ /X f(x-a)lff’

kde X znadéi mnohoélen, stojiof pod odmocninou v (11), a &slo & pro-
bihé ony kofeny jmenovatele @ v raciondlni funkei R = P : @, pro né
je X(x) # 0. Integralim (12) se ¥iké po ¥ad$ eliptické integraly prvni-
ho, druhého a tfetiho druhu.

Mnohodlen X v (11) lze je&td riznym zpisobem upraviti. Jednak
mi%eme doséhnouti toho, %e soudinitel u 2* (a tedy soudet kofeni) se
rovné nule; toho docilime tim, %e klademe z = # — ¥(x, + &y + «4);
tim prejde X v mnohodlen, jehoZ kofeny jsou ¢; = «; — ¥(x;, + x5 +
+ x4), tedy e, + e, + €3 = 0; tim prejde (11) ve tvar (je zvykem
voliti za nejvyssiho soudinitele 4)

dz
(13 le(Z) V4(z — €)(z — €,3)(z2 — &) ,
e, >e> 63 € +e+e=0;

‘) Dé se ukézati, fo pod odmocninou stoji vskutku mnohollen 3. stupn&
(t.j. %2e M == 0, M, + 0) a %e kofeny 0, — P : M, — P, : M, (jeZ jsou redlné) jsou
ruzné. Ostatné kdyby tomu tak nebylo, byla by v§c Je§t§ jednodussf, jeZto by
potom i prvnf mtegré.l v (10) mél tvar, zndmy z J I.
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tomuto tvaru ifkdme Weierstrassiv normélni tvar eliptickych
integrali. Jednak miZeme dosdhnouti toho, %e prostfedni kofen je 1,

nejmensf 0; toho docilime tim, Ze klademe z = z

, nade% kofeny
Kg — (g

jsou %’ , 1, 0. Prvni kofen je v&tif neZ 1 a lze jej tedy psiti ve
3

0‘3 -
tvaru ::—1—_—%’ = iz, kde 0 < k < 1. Tfm dostaneme integral (11)
2 3
ve tvaru
dz
(14) Ry(2) , 0<k<l,
Jz(1 = 2)(1 — &%)

coZ je t. zv. Riemanniv norméln{ tvar; éislo k se nazyvd modu-
lem tohoto integrilu.

Cvideni

na norméln{ tvar Riemannuv. (Napfed podle

dz
1. Prevedte integral —
an +1
prvni véty substituce # = 1:y, na to podle druhé véty substituce y = 4 +
+ H/3—(z — 1):(2 + 1) (té% byste mohli zménit znamenf pfi V§) a koneéng
substituce 2 = u, 4 + 1 = v; vyjde

1 d
F Tf v - .5)
Lz Ve —wa -1 + 3w
Zde je tedy k = V3+ 1.
2}
(1 — ) dz

podle pfedpisu tohoto para-

2. Upravujete-liintegral J = | ———————
A+2))1+a
grafu, dojdete substitucemi z = (y — 1): (y + 1), y? = z ke tvaru J = V2 .

. f L . To je integral typu, znémého z J I, kap.IV,§5 (vy-
(z + 1)Vz’+ 6z + 1

podtéte jej!). Takovym eliptickym integrdlum, je¥ dovedeme vyjédriti ele-

mentérnimi funkcemi, fikdme pseudoeliptické. K takovému integrélu na p¥.

dospé&jeme, jestliZe pii transformaci, vedouci k rovnici (10), ndm vyjde E(z) = 0

(identicky).

5) Znameni se Fdi podle toho, je-li z zdporné &i kladné; urdete je.
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3. Pievedte integrél

2+ 4z + 1 dz
x4+ 4o+ 7 Vl +x—a —at
na tvar (10) a zjist8te, Ze je pseudoelipticky.
4. BudiZ R(x) raciondlnf funkce a vySetfujme integral

(15) f R(z) dz O0O<k<l
Ja==90 ==

(to je t. zv. norméln{ tvar Legendretiv, 0 nm% budeme jednati v nésledujicich
paragrafech). Upravim-li R(z) (ve smyslu rovnice (9)) na tvar R(z) = S(z?) +
+ z T'(x*) (S(u), T'(u) raciondlni funkcee), dostanu z (15) jednak integral pseudo-
elipticky, jednak integral

(18) S(z?) &
f Ja—=a =%

Koteny mnohoflenu pod odmocninou jsou —1, —k™, k™, 1. Mohu tedy tento
mnohoélen rozlo%iti (viz pozn. 3)) je§t§ jednim zpusobem tak, aby 4 > 0; je to
rozklad

17) A—(k+Dz+ka®)(1 4 (k+ 1+ ka?).

Transformujme nynf (17) substitucf z = Z; y_:—lq

; vylofend methoda nés vede

k substituci z = k= ¥y — 1) : (y + 1), ¥im¥ (16) prejde v integral

1 (y -1 dy
S 5 J=
(18) f (k T 1)!) 77
kde Y = (x + By*)(y + 0¥?) s redlnymi «, 8, y, 8. Jestlife S(v) = — S(k’iv) ,

1 (y—1)3

S{—
(k v+ 1
nadeZ (18) je zfejm& pseudoelipticky. Provedte podrobng vie, co bylo naznadeno.

lich4 funkce y, tedy m4 tvar y V(y?), kde V(u) je raciondln{,

§ 2. Linedrnf transformace eliptickych integréila. Legendredv nor-
mélinf tvar. MnoZinu E, vSech konednych redlnych &isel jsme vé&t&inou
dopliiovali dvéma &isly + oo, — o0. V této kapitole bude vhodngjsi,
doplniti ji jedinym &fslem o0.8) Tim dostdvdme prostor, ktery jsme

$) Tohoto roziifeni se 8astdji u%fva v oboru komplexnich &isel, ale my se zde
omezfme na reilné &isla.
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v DI, kap. VI, § 4 (ke konci) oznadili *E,. Tam jsme zavedli v tomto

prostoru téz metriku *p; zde viak sta¢i pfipomenout, Ze v *E, zna-

mend znak lim z, = oo totéZ jako lim |z,| = + oo a %e v souhlase
n— o

n—

s tim je také definovéna limita a spojitost funkce. Tak na pf. kla-
deme-li f(z) =% pro koneéné redlnd z #+ 0, f() = 0, f(0) = oo,

je f spojita v *E, (je to dokonce homeomorfni zobrazeni *E, na *E,);
v E} by to neslo, jezto v E} mdme v bod8 0 limitu zprava + oo a zleva
— o0, Cislu co budemne zde Fkati také re4lné (a to nekoneéné redlné)
¢islo.

Budte nyni «, 8, y, 6 konednd &isla (ve je v této kapitole redlné,
pokud nefeknu vyslovng nic jiného), ad — By = 0.

PoloZme
. _oax 4P
takZe
d 6 —
d_?;=({;‘lz—+ﬂéy)’*0’ pokud yx + 38 £ 0.

Dopliime zobrazeni, dané rovnici (19), tak, aby bylo spojité v *E,.
Rozezndvejme dva piipady:
&

I. y % 0. Potom je limy = —, lim y = co. Dopliime tedy zobra-
[

z—>® Y o b

zeni (19) tak, %e hodnotd z = o pf';i'-adime y = o« :y a hodnotd
z = — §:y pfifadime y = oo.

II. y = 0. Potom je lim y = oo a proto hodnotd z = oo pfifadime
y = oo. -

Takto dopln&né zobrazeni (19) nazveme linedrni (lomenou)

substituci; je to spojité, ba dokonce homeomorfni zobrazeni *E,
na *E;,. Inversni zobrazeni je op&t linedrni substituce, dand rovnici

oy — B
20 r=—""—y
(20) — vy +«
to souhlasi i pro y =« :y, 2= 0 a pro y = o, x = — :y v pi-

pads I a proy = o, x = oo v piipadé II.

712



Budiz

_ax +b
T ex +d

také linedrni substituce; potom substituoe (19), (20a) jsou totofné
(t. j. ddvaji pro kaZdé z stejnd y) tehdy a jen tehdy, jestliZe existuje
koneéné A 3+ 0 tak, ¥e a = dx, b = A8, ¢ = 1y, d = 2. Vie je tak
jednoduché, Ze &tendi jistd nepotiebuje dalifho vykladu.

(20a) y

(ad — bc + 0)

Poznédmka 1. Jak to vypad4 se zlomkem

oz + B

kdyZ 6 — fy = 0? Potom budto y = § = 0 a zlomek nem4 smyslu
pro #4dné koneéné z; nebo existuje AeE, tak, fo « = Ay, f = 14,
nade% zlomek mé hodnotu A pro viechna z ¢ E,, pro né% je definovén.
Tedy: nabyvé-li zlomek (21) dvou riznych koneénych hodnot pro dvd
koneéné hodnoty z, je jistd a6 — By + 0, tak¥e jde vskutku o linedrnf
substituci v naSem smyslu (to je n&kdy ufitedné kriterium, jestliZe
&, B, v, 8 jsou déna sloZitymi vyrazy).

DuleZity pro néds bude pojem dvojpoméru &tyf redlnych &fsel.
Jsou-li z,, z,, z;, 2, Styfi rizné &sla z *E; (jedno z nich muZe byti
tedy téZ o), definujeme jejich dvojpomér rovniof

Ty — Ty Ty — Ty
T — 2z Ty —

(22) (%1, 24, 23, ,) =

pfitom, je-li n8které z;, = oo, rozumim pod hodnotou zlomku vpravo
jeho limitu pro z; - co. (KaZdé z; se totiZ vyskytuje v (22) vpravo
jednou v d&itateli a jednou ve jmenovateli, myslim-li si pravou stranu
upravenu v jednoduchy zlomek; podil pfisluinych diniteld mé pak
pro z; — oo limitu 1; tedy na pf. (00, Z,, 3, Z,) = (T3 — 2,) : (23 — Z3),
(%1, Zg, ©, 2,) = (2, — 2,) : (x, — 2,) atd.) Vidite, Ze dvojpomér (22)
je vidy koned&né reélné &islo rizné od 0, a to i kdyZ nékteré z, jest 0.7)
Odvodme (nebo vlastng zopakujme, asi je znite) n8které véty o dvoj-
poméru.

7) Stéle oviem pfedpokladédm, %e z,, ..., z, jsou razné.

713



V&ta A. Jsou-li x,, x,, x5, z, StyFi riznd isla z *E,, je jejich dvoj-
pomér koneéné redlné &islo, rizné od 0 a od 1. Naopak, je-li /. libovolné
koneéné rediné Etslo, rizné od 0 a od 1, a jsou-li xy, x,, x, libovolnd tFi
riznd ¢isla z *E,, existuje jedno a jen jedno éislo x, € *E,, rizné od x,, x,,
Z,, pro né% jest (x,, Ty, X3, ;) = A.

Dukaz. Budte napfed z,, x,, z, riznd koneéna &isla; jde o rovnici

xl—"”a.xz—‘xs_l t. xx'—xa_l“’z—xa
=1, tj 2272 =3

(23) : .
xl_x4 xz—x4 zl—x‘ xz'—x4

Jeito (x — w;) : (x — @,) je linedrni substituce, tedy prosté zobrazeni
mnoZiny *E, na *E,, existuje ke katdému 1 € *E, jedno a jen jedno
z, € *E, tak, Ze plati druhd rovnice (23); pro 1 =0, 1, o vychdzi
Xy = X3, Ty, T, tedy nikoliv rizné od z,, z,, z,; je-li viak A rizné od
0, 1, o, vyjde z, rizné od z;, z,, z,. Je-li za druhé z, = oo, je diskuse
obdobné (pouze zlomek (x, — z,) : (x, — «,) znadi 1; pro A =0, 1, c©
vyjde z (23) po fadd x;, = x5, 2, = © = x,, z, = z,). Je-li za treti
x, = oo, zm&ni se (23) v 2, — 2, = 1(z, — z;) a opdt existuje jedno
a jen jedno z,, vyhovujici této rovnici; pro A = 0,1, o vychézi
X, = X3, & = Xy, ¥ = © = z,. Obdobn& pro z; = co.

Jsou-li z,, z,, &3, #; rizné prvky z *E,, lze je usporddati celkem
4! = 24 zpusoby; mezi piisludnymi dvojpoméry jsou tyto vztahy:

Véta B. Budte x,, x,, x5, z, &lyFi razné proky z *E,; oznadme (z,, x,,
Z3, ) = A Potom jest

(24) (xp Ty, X3, IC‘) = (xm X, Ty, xs) = (xz’ Xy, X4, xz) = (xu X3, Ty, 171) )

[ 1
(x2’ Zy, 3, Z4) =7 (xla X3y Ty, zl) =1—12 )
A—1 1
(25) (wg, %3, 4, @,) = 7 (23, 2y, 25, ) = T—7
A
(%3, 25, 7, X,) = -1

Dukaz. (24) a prvni dvé rovnice z (25) plynou snadno z (23).
Vyménim-li v prvni rovnici (25) #,, ; & uZiji druhé rovnice, dostanu
tieti; vyménim-li v druhé z,, z; a uZiji prvni, dostanu &tvrtou; vy-
ménim-li v tfeti x,, z; a uZiji prvni, dostanu pétou.
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Poznédmka 2. Uzijeme-li v (25) vzorce (24), dostaneme hodnotu
dvojpoméru pro viech 24 permutaci prvki z;.
Poznédmka 3. Z véty B plyne ihned: je-li (z,, z, 25, 2,) = (¥, Ys

Ys Ya), je také (@55 %5, %5, %) = (Y5, Yipo Yip Y;) pro libovolnou per-
mutaci j,, jy, js, 74 indexi 1, 2, 3, 4.

Vé&ta C. Dvojpomér se nemént linedrni substituct. Podrobné: Jsou-li
Z,, Ty, X3, T, riznd Cisla z *E,, jim¥ odpovidajt podle rovnice (19) &isla
Y15 Yo Yss Yo jeat
(26) (Y1 Yo Y3 Ya) = (4, @s, 25, 74) -

Dukaz. Budte piednd z; koneéné &fsla, riznd (v pFipads y = 0) od
— 6 :y. Potom z (19) plyne ihned

yo — o — (20 = By — )

O (ya + O)ys + 6)
a obdobné pro ostatni dvojice indexti. Dosazenim do (y,, ¥s, ¥s, ¥)
& zkrdcenim obdrZime ihned (26). Jsou-li za druhé z; libovolné, zvolme
, rizné od oo, —4 : y; budte y; piisluiné disla, tak¥e (y1, ¥s, Y5, ¥,) =
= (2}, %3, 3, 2;); nechdm-li z; konvergovati k z;, maji y; za limity
¢sla y; a posledni rovnice dévé limitnim pfechodem (26).8)

Vé&ta D. Budte x,, ,, 25 tFi rizné body z *E, a budte y,, y,, y; rovnés tFs
rizné body z *E,. Potom existuje jedna a jen jedna linedrni substituce,
kterd zobrazuje bod x, na y,, 3 N Yy, T3 NA Y3.

Duikaz. Je-li

oz 4B

substituce s #4danymi vlastnostmi, zobrazuje tato substituce kady
bod z, rizny od z,, x,, z3, na bod y, vyhovujief (viz vétu C) rovnioi

(x6 — By + 0)

(28) (x, ;) X, xs) = (y: Y Yo ya) .

Touto rovnicf je viak bod y (pfi daném z) podle véty A jednoznadnd
urden, takZe existuje nejvy&Se jedna takov4 linedrni substituce. A ta-

8) Podrobnosti limitntho pfechodu jsou tak zfejmé (a nezajimavé), Ze je
v tomto i podobnych pfipadech pfenechévam Stendfi.
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kové linedrnf substituce vskutku existuje, jak nyni ukdZeme. Rozepf-
feme-li totiZ rovnioi (28) ob&irnd, obdrzime

(29) Y=Y . N—Ys T =% %%

Y—Y Yr— Y T — T3 T, — T
Vypoéteme-li pak z této rovnice y, dostaneme rovnici tvaru (27), jez
zobrazuje z; na y; (j = 1, 2, 3). Pfenechal bych tuto snadnou dlohu
Stenéii, ale budu nékteré vypodty v dal&im potfebovati, a proto to
provedu.

I. Budte pfednd z;, y, vesm&s koneénd ¢&fsla. V (29) odstranime
formélng jmenovatele, napfSeme y — ys = (¥ — ¥s) + (¥ — ¥s) & ob-
driime formélné

(30) g — gy = (x — 2,)(y, — Iil;)(faq— ¥s)(Ts — ) ’
kde
(31) P = y,(xy — %5) + Yao(®s — ;) + Ys(Ty — Z4) ,

(32) Q = Y12y(Ty — T3) + Ya%a(Ts — ;) + YT, — 7).

To jerovnice, majici form4lnd tvar (27) (jestd bychom méli prevést y,
doprava a uvést na spoleéného jmenovatele). Dosadite-li z = z,, z,, z,,
vyjdez (30) vskutku y = y,, y,, ¥; (na pf. pro x = z, vyjde Pz, — Q =
= (2, — y)(%s — %,)(¥s — ¥5) + 0). Tedy je (30) vskutku linedrni
substituce (viz pozndmku 1), jeZ zobrazuje z,, z,, 3 po fadé na y,,
Y2 Ys-

II. Budte y,, ¥s, ¥s koneénd, ale na pf. 3 = 0. Zvolme kone&né
x, rizné od z,, T,, 5 a budiZ y, tak voleno, Ze

(33) (@}, 2, g, %8) = (Y5> Y1> Y Ys)

(viz v8tu A); pfitom smime predpoklédati, Ze y; je kone&né (kdyby bylo
ys = oo, zménim z;, tim se podle véty A zm¥ni dvojpomér v (33) vlevo
a tedy se zméni y;). Podle ptipadu I existuje linedrni substituce, jeZ
zobrazuje body z,, z,, ; na y,, y,, y,. Podle véty C zobrazuje tato
linedrni substituce bod z; na bod y, pro ndjz (¥, ¥y, ¥s, ¥s) = (%s, 2y,
s, 73); podle v&ty A a podle pozn. 3 je vzhledem k (33) y = y,. Tedy
jsou body z,, x,, x; vskutku zobrazeny na ¥, ¥» Ys-
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III. Budte z,, z,, x, libovolné & na pf. y; = . Zvolme koneé&né y;,,
rizné od ¥,, ¥s, & urdeme z, tak, aby platilo (33). Podle I, II existuje
linedrni substituce, jeZz zobrazuje x,, z,, x,' na Y, Ys, y;; podobns jako
v II zjistime, Ze bod z; je zobrazen na ys;.

Utzijeme nyni dosavadnich vysledkd k tomu, abychom vysetiili,
jak se transformuje elipticky integral (1), zavedeme-li v ném novou
proménnou y rovnicf (19), t. j. rovnicf (20). Do racionilni funkoe R(x)
dosadime prosté za z podle rovnice (20) a jde ndm tedy jen o to, jak se
transformuje vyraz dz : |/ X; pfitom budeme predpoklddati, Ze mnoho-
¢len X je tfetfho nebo &tvrtého stupnd a Ze m4 redlné rizné koreny;
vzhledem k tomu, co jsme Fekli pfi vzorci (11), neznamené to %4dné
podstatné omezeni. (Pro¢ je Gi¢elno zabyvati se také pipadem, Ze X je
étvrtého stupnd, pozndme pii Gvahdch o t. zv. Legendreové nor-
mélnim tvaru v pozn. 6, v pikl. 2, 3 a v §§ 3, 4.) Vysledek, poudujiof
nés o tom, jak se transformuje vyraz dz : Vf, je dén touto vétou:

V&ta 259. BudiZ A =+ 0 konelné rediné &islo; budte x,, zq, x5, x4 StyFi
riznd Eisla z *E,; budte y,, Ys, Ys, Y4 Sty ruznd &sla z *E,; budiZ

ox
(34) y= ;;i—g
linedrnt substituce, je£ pro j = 1, 2, 3, 4 zobrazuje bod z, na y,.°) Potom
jest
dx —
.I/A(z — 2,)(@ — 2, (x — Z3)(z — %) B

(3 — 24)(2, — 23)

35
(35) . dy
V-T(y — Y)Y —9)¥ —¥) ¥ — 9.)
(%2 — ¥)(¥1 — ¥s)
(pro vdechna konelnd z, riznd od ,, Ty, 3, %,, jim% odpovidd rovnic
(34) koneéné y ). Rovnice (35) plati i tehdy, je-Is nékteré z, = oo (po pHp.
y; = ©), v kterémfto pFipadé je nuino nahraditi odmocninu vlevo
(vpravo) jejt limstou pro x; - © (y; - ©).

%) Pozor! Cisla x,, 7y, T3, ¥y, Y Y5 1ze voliti libovoln¥; potom je podle véty D
substituce (34) ji% urfena. Cisio z, 1zeté% volitilibovolny, ale Fislo y, je jit urdeno:
je to ono &fslo, na n&% je zobrazeno ¥fslo z, substituct (34).
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Poznédmka 4. Na pf. pro z; = c musime vlevo klésti (z — z,):
:(xy — @) = — 1; pro y, = oo musime vpravo kldsti (y — y,):
:(ye — y) = 1 atd. Znameni + se ¥idi oviem podle toho, zda dy : dz
je kladné &i zéporné, t. j. podle toho, zda funkce (34) je rostouci &
klesajici v on&ch intervalech, v nichz je konecnd.

Dukaz. I. Budte pfedeviim viechna z;, y; koneénd. Definujme
P, @ rovnicemi (31), (32); potom substituce (34) (zobrazujicf z,, x,, x4
na ¥,, ¥s ¥;) je déna rovnici (30); jezto piedpoklady jsou soumérné
v indexech 1, 2, 3, a jeito se P, @ neméni oyklickou zéménou téchto
indexii, miZeme misto (30) psati hned tii rovnice:

(36) Yy—t4h = (= = 2.)(s —lilxl)ng— Ya) (s — xs)
(37) Y — gy = ( — 2)(y, _;/;)(i/aQ— Ya) (3 — “«'1)
(38) Y —ys = (x — z3)(y, —Ii/;)(f;;q—' Y ) (2, — xz)

Z rovnice (¥, ¥z, Y4, Y1) = (@, 25, 24, 7,) plyne

oy — (g — Yo — Y T — 2 Xy —
Y—Y. = yl)yz_yl el e——

Dosadim-li sem za y — y,; podle (36), obdrzim

_(x— T) (Y2 — Ya)(¥s — 9) (@ — 2,) (25 — xs)
@) y-u= Pz — Qw, — 72)

Vynésobme (36) az (39) a poloZme pro kratkost

(0, — @) (X — 23) (@5 — 2,) (Y1 — Y)Y — ¥3)(¥s — 41) = 4
(40) (%1 — Ya) (Y2 — ¥a) _
(2, — z3)(2y — 2,)

vychézi
Aty — 9 — 9:)(y — ya)y — y4) =

— A A ( — ))& — &) (x — z5)(z — x4)

(Px — @Q)*

(41)

718



Z rovnice (36) plyne

€D dy = (0 — ) — v — %) e

z vyrazu pro y — y, (rovnice (37)) vypoéteme Pz, — @ = (x, — z,) .
. (zs — 2,)(y2 — ¥a), takie (42) ddvé

Addx
(43) dy = Pz —Qp°’
vezmeme-li v (41) na obou stranidch odmocninu & délime-li (43) rovniof
tak vzniklou, obdrZime (35).

II. Odmooninu v (35) vlevo oznadme F(x, z,, Zs, %3, Z,), takZe (35)
lze pséati

dy F(y, Y1, Y2, Y3 Ya)
44 - = 10
( ) dx :t F((L‘, zl) xa; xa: CC‘) ) )

Budte nyni z;,y; libovolnd. Jsou-li zj, 23, 75, , konedns &isla, jex
substituce (34) zobrazuje na konedné sla ¥y, ¥s, ¥s» ¥4, j© podle I

dy _ | Fy, %1, ¥s Y5 %a)
(45) = T F(z, 2], x5, x4, 2,)
Nechme nyni (pfi pevném z, y) konvergovati z; k 2; (nadez oviem y;
konverguji k y,, nebot oznaéim-li levou stranu v (34) y(z), je lim y(z)=

27,
= y(z;) = y,); potom levd strana v (45) zlstdvd pevni (jd; stéle
o derivaci téZe funkce (34) v tém% bod8 z), kdeZto prava strana v (45)
m4 za limitu pravou stranu v (44); tedy plati (44) (t. j. (35)) i v tomto
obecném piipads.

Poznamka 5. Je-li na pf. n8které z; = oo, ale viechna y, koneé&n4,
slouZi (35) k transformadci eliptického integralu, pat¥ofho k mnohoélenu
3. stupné, v elipticky integral, patf¥iof k mnohoélenu 4. stupnd. Je-li
téZ nskteré y, = oo, patii oba integrily k mnohoélenim 3. stupns.
Osvétlime pouZiti véty 259 na ndkolika piikladech, omezujice se na
takové, jez budou pro nafe dalsi avahy dilezité.

10) Vyraz F(z, zy, z,, %5, *,) mé smysl, i kdy% n&které z; = o (pak se F bere
v limitnim smyslu, vyloZeném ve v&t® 259). OvSem rovnost (44) byla dosud doké-
zéna jen pro kone¥né z;, ¥;-.
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Pitiklad 1. Hledejme linedrni substituci (34), kterd prevadi in-
tegral ve tvaru Riemannové
dz
46 R(x 0<k<l1
w [Re s )
opét na integril ve tvaru Riemannovs®, pii éem% y roste od 0 do 1,

0,11)

kdy% « roste od — o do 0. Hodnoty z; jsou tedy 0, l,-I;,-,

hodnoty y; jsou — a% na pofddek — 0, 1 oo, kde k' (0 < k' < 1)

1
’ F)
je dosud nezndmy modul. Kladu-li , = o, 2, = 0,23 = 1,2, = %,
m4é y rusti od 0 do 1, kdyZ « roste od — oo do 0; tedy ¥, = 0,3 = 1;
jeZto mé y byt ros ouci, dokud nenabude hodnoty <o, nemiZe byti

Ys = 0, Yy = % a musi tedy byti y, = ki”’ Y, = . Mame tedy
tuto tabulku:

3 Ty T3 Ty

© 0 1 k-2

Y1 Ys Ys l Ya
0 1 (lc')"] ©

Hledanou substituci napfSeme ve tvaru'2) (y, y,, ¥, ¥s) = (%, Z¢, 21, Z4),
t. j.

Y= Y=Y T— Ty Ty— Ty . y _k?

. - : , tj. ———==—,
Y—Y Y —Ys T— % Ty — T, ] y—1 x
1
(47) Y =1T—z"
1 1 d
Prox=x,=lvyché.ziy,=ﬁ=l—_ﬁ,tey
(48) F=)1—8.

1) Jde o mnohodleny 3. stupnd.
11) NeuZivdm indexu 3, je%to k’ jest8 nezném.
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Modul %', dany rovnicf (48), nazyvdme modulem komplementdrnim
k modulu %; oviem k je pak komplementirnf modul ke &’.

Vzoreo (35) davé pak (4 = k3, nebof 2(1 — z)(1 — k) mé pfi x*
soudinitele k?)

dx _ dy
Pzx — 1)(x — k) Byly — Dy —F’
- — k-2 — k'3
dx dy

(49)

V20 — )1 — Bz)  J— 90 — o)1 — ko)

Tim je transformace integralu (46) provedena — stadf jesté do R(x) za-
vésti .

y—1

z = Se—
By
Pozndmka 6. Transformaci (47) odpovidaji hodnotdm z intervalu
(— o, 0) hodnoty y intervalu (0, 1) a hodnotdm z intervalu (1, k-3)
hodnoty y intervalu (¥'-2, 4+ o). Je-li tedy z v (— o0, 0) nebo v (1,
k—2), 1ze (46) pfevésti na integral

dy
0 20 ==

kde y je v (0, 1) nebo v (k'-3, + o) (nezapomeiite oviem na znameni
minus pod odmoocninou v (49) vpravo). Je-li zde y v intervalu (k'-2,
+ o), vede substituce

1

k integralu tvaru

— (=&, ’l ) du —
e
_ Ry(u) du
Vu@ —w)(@ — ¥%)’

(52)
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kde % je v (0, 1). Je-li kone¢né z v intervalu (k-*, + o), vede obdobné
substituce
1

= —

BPu

od integrilu (46) k integralu tvaru

Ry(u) du
Ju@ —u)(1 — %)’
kde u je opét v (0, 1). Celkem tedy: Af je x kdekoliv, miZeme integril
(46) prevést na integral tvaru (50) nebo (53), kde » je v (0, 1). Neboli:
jestlize vedle integrali (46) (pfi daném k) vySetfujeme soudasnd téz
integraly téhoZ tvaru, ale s komplementdrnim modulem %', miZeme
se omeziti na z v intervalu (0, 1). Odtud plyne jesté tato dileZitéd po-
zndmka: Je-li v (46) 0 <z <1 a zavedeme-li substituci z = &
(0 <t < 1), dostaneme

(53)

(54) 2fR(t’) d O0<k<l).
Ja—ma —wee)

To je t. zv. Legendretv normdlni tvar a na ten lze kaidy elipticky
integral pievésti. Pfitom, vySetfujeme-li soudasn® téZ integraly
s komplementdrnim modulem k’, muZeme se omeziti na interval
o<t

Zavedeme-li do integrali 1., 2. a 3. druhu v Riemannov® tvaru
(viz (12), (14)) substituci = 2, obdrZime tyto integrily v Legendreové
tvaru (pi§i T = (1 — ©2)(1 — k*?)):

de 2 de de
55 =, — = 5
(58) VT VT ° f(t’—a)VT
podminka «(1 — &)(1 — k®x) # O pravi, Ze « + 0, 1, k%; délime-li

? — o« ¢islem — & a pifeme-li — % =m (tedy m + 0, — 1, — £3),
Ize posledni integril, aZ na konstantniho &initele, psiti ve tvaru

(56) m+0, —1, — k).

e
1+ me) T

Casto je vyhodno, psiti v Legendreové tvaru ¢ = sin ¢; omezujeme-li
se na interval 0 < ¢ < 1, miZeme se omeziti na hodnoty 0 < ¢ < }m.
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Integrily prvniho, druhého a tfetiho druhu maji pak tvar
K. — f de _ f sin? ¢ dp
)T =iy’ T —Fen'y

f(l +msm’<p)]/l — k*sin? @
Misto K, miZeme vziti té%

(58) L= Vl — k?sind ¢ dop = 1_—ksin'g ————dp=K,— ¥K,;
1 —&*sin®p

(57)

zname-li K,, K,, zndme té% K,, L a na.opak.

P#iklad 2. Hledejme linesrnf substituci, jez pfeviddi Riemanniv
tvar v Riemanniv tvar a to tak, Ze y klesd od 1 k 0, kdy% « roste od
0 k 1. Hodnoty z; jsou tedy (aZ na pofddek) 0, 1, k-2, oo, hodnoty y,
jsou 0, 1,12, co (modul ! dosud neznime). Jefto y mé byt klesajici
funkce, bude tabulka tato:

x Zp Z3 X,
0 1 k% | o

Bl vl vs | n
1} 0| |12

Substituce jest
y—1 z 1

(59) y  z—1 T—

odtud pak y = z—1 & dosazenim z = z, = oo (t. j. limitnfm pie-

Bz —1
chodem z — ) vyjde y, = I-2 = k-3, t. j. | = k a z (35) plyne
dz dy
(60) = — .
Va(l —2)1 — ¥w) Vv — )0 — Ry

Zavedenim z = 2, y = u? (¢ > 0, u > 0) obdr#ime p¥slufnou trans-
formaci pro Legendreiiv tvar:

— 1 ds _ du

kBe—1 Ja—=a)1 — k) V@ —wt) (1 — ur)

(61) u* =
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(0 <t<1,0 <u < 1). Substituci ¢ = sin ¢, u =sin ¢’ (0 < ¢ < }m,
0 < ¢’ < }n) plyne koneé¢ns

b ____ dy

l/l—k’sin’tp Vl—k’sin’q)’.

Vztah mezi ¢, ¢’ plyne z prvnf rovnice (61):

(62)

.9 cos? ¢ 1o — 1 — aind o — k' sin? ¢
s @ T 1 —Ksin*ep’ cos" e 1 —sin*e 1 — k2sintg’
nadez délenim a odmocnénim
’ 1 ’
(63) tgptgy' =4 0<o<in, 0<¢ <im).

- Tedy: jsou-li ¢, ¢’ vézédny vztahem (63), plati rovnice (62).

Piiklad 3. Hledejme linedrni substituci, je pfevadi Legendretuv
tvar v Riemanniv tak, Ze y roste od 0 do 1, kdy¥ « roste od — 1 do I.
Hodnoty z; jsou zde kofeny mnohoélenu (1 — z2)(1 — k3z3), takZe p¥i-
slusné tabulka a substituce jsou tyto:

21 | Ty Z3 4
—kY —1| 1 |k

% Ye Ys Yu
fe's) 0 1 -2

oz 4+1 2 _k+1 142
(64) Y = T T ¥~ 2 T+ke

Novy modul ! plyne dosazenim z = z,:
-1 2 1.

2 2
Podle (35) vychazi

dx _ dy
(1 —2)(1 — i) Byly — )iy — 1)
(T + &) =
(66) k41 dz 1 dy

o Vl—a0 -k Ve — 90 = By)
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Abychom dostali téZ vpravo Legendreiv tvar, kladme y = 22, z = |y
(tedy z beru kladnd) a obdrZime: je-li

_k+1 14z _ 2k
(67) 22—T°1—:i-_k;(lxl<l’ z>0), ——'k—-*_—l,
jest
(68) dz 2 dz

V-2 k+1 V(=210

§ 3. Vypolet eliptickych integrild 1. a 2. druhu ¥adami. Prvni dva
paragrafy byly v&novény integralim neurditym, a to hlavn® jejich
transformaci. MiZeme oviem vysledki ondch paragrafi uZiti t€%Z na
integraly uréité; k tomu bych pouze podotkl tuto mali¢kost: VySetiuje-
me-li urdity integral

b

(69) f R(z) % ,

a

nevadi, jestlize interval {a, b) obsahuje nékteré kofeny mnohoélenu X
(o nich# predpokldddm, Ze jsou jednoduché). Vadilo by pouze, kdyby
interval {a, b)> obsahoval kofeny jmenovatele raciondlni funkce R(x)
(n8kdy by také mohly vaditi nekoneéné meze). Tento a piisti paragraf
vénujeme vypoltu urditych integrdlu eliptickych; pifitom vyjdeme
z Legendreova tvaru a omezime se na integrily 1. a 2. druhu's) (viz
(67), (58)). Kladme tedy (opirajice se o pozn. 6 v § 2)

(70) F(k, D)

[ [
_[_9 = [JT=Fsintp dp;
fm Bk, ) = [VT=Fsiep dp)
0 0
pfitom se omezime na interval 0 < @ < }n (krajni hodnoty 0, }r ted
u urditych integrili oviem také piipoustime jako meze). Soudasnd
budeme vy3etfovati také integrily F(k’, D), E(k’, P) s komplemen-
tirnim modulem % (0 <k <1, 0 <k <1, k2 + k"2 = 1). ZvIastd

13) Integraly 3. druhu obsahujf je§t¥ o jeden parametr m vice (viz (67)) a vedly
by nés k sloZit&j§im vypoétium.

14) Skute¥ns ty integraly zévisf na horni mezi @ a na modulu k.
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dale%ité jsou t. zv. 4 plné integraly (pro @ — jm), je¥ oznadime krétoe
(11) K= F(k, }r), K' = F(K', }n), E = E(k, }=x), E'= E(K', }~) .
Podle binomické fady médme pro kaZdé redlné ¢ a pro 0 < k < 1

(1 — Msind g) = 1 + }sint @ + L—3k4sin‘qp P

1.3...(2n
+—5 i

(72)

1) knn sins» @ +

(1 — k*sin® )t = 1 — }k?sin® ¢ — Q g ktsinte — ... —
1.1.3.5...(2n
2.4.6. 8
K ob&ma t&mto fadédm je ma.]ora.ntni fadou (v intervalu — © < ¢ <
< 4 o) Fada
(74) 1+ 442 + 3k* + ... + 3k 4 ..
fady (72), (73) konverguji tedy stejnomérné (vzhledem k proménné

@) v (— o0, + o) a miiZzeme je tedy integrovati ¢len po ¢lenu. K tomu
cfli potfebujeme integrily

(73) 3) s g —

[
(75) I, = [sin*pdp (n=0,1,2,...).
0
Jest I, = @; odvodme rekurentni formuli (n > 0, n celé):
[
I,, = —sin*-1®Pcos P + [(2n — 1) sin*"2p cos? p dp =
0
= —sgin?1@Pcos D + (2n — 1)1,y — I,,),
S 2n — 1
(76) I,, = — oy Sl 1P cos @ + on I,,_,
a odtud indukei
_1.3. (2n — 1)
ln=—g 2a D~
2n — 1
—_— _ n— —_ 2n—
(77) smdicosdi( sin»-2 @ 4 2n(2 )sm 1 +
2n —1)(2n — 3)...5.3
2n.(2n — 2)...6.4.2
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Polozme

_ _1.3...(2n—1)
(78) o=l ea=—— g, >0

2. .4... —
ga(6) =1 + = 5+3 E’++§:g:_f;

e
potom lze (77) psati

(79) I, = c,® — 8in D 008 P c,g,(sin* P) pro n = 1, 2, ...
Pro pozdéjsi potfebu spodtéme jests integrily

[ J
_ sin2" @ _ - de
(80) Rn fcos'”+l ¢ ¢ - ftg ¢ cos ¢ ’
0

oviem za piredpokladu 0 < @ < }n. Rekurentni formule (n > 0,
n celé):

2n-1 @b
= :_;ﬁm (— cos D) +
@) e
sin?-2 @ sin™ @ |4
+f°°s¢((2n_l)—cos_’"_ (2n + )Tm{’?) 4

(1]
Posledni integral je (2n — 1) . Jga_g + (27 + 1) J,,, takfe vyohdzi

tgi-1 P 2n — 1

(82) Jon = 2ncos ® = 2n

Jﬂﬂ—ﬂ .

To je podobné rekurentni formule jako (76); pouze misto sin je zde tg,
misto cos @ je 1: cos P a znameni jsou zménéna; misto (79) dostaneme
proto rovnici (ovéite ji indukei!)

Jan = (— D" cpdy + (— 1)*2 tg Coga(— tg? D) pron =1, 2, .

cos @
(83)
pfitom
[
d
(84) Jo = f cony =8t (im +19).
0
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Z (72), (73), (70) plyne (podle definice &isel c,)

o]

F(k, @) = 3 cak*Lon, Bk, @) =& — gl Ty

k’ I’” .
Dosadime-li za I;n podle (79), obdrzime

(85)  F(k, ®) = 2 cikn — gin & cos P z c2kng,(sin? D) ,

n=1
- Ciln

= 12n

Ek, &) =D — 7 @ + sin @ cos P Z il g (sin® D) .
(86)

Pro @ = }r dostdvdme jednoduché fady

2 2
(88) E=§n(1—i(l'::i 6(2n—1))2 n——l)

n=1

(87) K==}n9t,kdeﬁﬁ=2cﬁk2"——2(l 3.8. 6<2n—1)) pn 1)
n=0

Abyochom si udinili predstavu, jak rychle tyto fady konverguji, po-
znamenejme: Pro 0 < @ < }rn je podle (75) 0 < I,, < }m; v (79) je
vpravo mensenec i menSitel nezdporny, 0 < ¢, <1, tedy 0 < c,® <
=< in, 0 =< sin P cos D c,g,(sin? P) < }n. Viechny étyfi Fady v (85),
(86) maji tedy v intervalu 0 < @ < }= spoleénou majorantni fadu
(89) dm(l + k2 4+ Kk + k8 +...)

a konverguji tedy dosti dobie, neni-li £ blizko jedniky. Je-li v8ak k
blizko jedni¢ky, je na snad® tato myslenka: Rady v (85) a% (88) po-
stupuji podle mocnin ¢&isla %; je-li £ blizko 1, je &' = ]/l — k3 blizko 0
a budou tedy asi vyhodnéjii fady, postupujici podle mocnin &isla &',
Provedme to. Je 1 — k2 sin? ¢ = cos? ¢ + sin® ¢ — k®sin® ¢ = cos? ¢ .
(1 + k?tg® ). Je-li 0 < k' tg ¢ < 1, miZeme uziti binomické fady
(omezime se prc kratkost na integraly 1. druhu; o integralech 2. druhu
viz cvié. 2)

(90) (1 — Ksin?g)t =

1

| 1.3
— — — Jp2 2 iy 14 4 —
cosq:(l - e L

1.3.5,,,
s 2 gl e +..).

15) Prvni &len (pro n = 0) znadf jedniéku.
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Vyhovuje-li &slo @ (0 < P < }=) nerovnosti
(01) Ktgd <1,
m4 fada (90) v intervalu 0 < ¢ < @ majorantni fadu

(92)

tg O + (K'tg P)* +...);
1ze tedy integrovati élen po &lenu a vyjde (viz (80), (78))

F(k, ®) = Jy + 3 (— 1) k',

n=1

Dosadime-li za J ,, podle (83) a potom za J, podle (84), obdrZime
tgd <

(93)  F(k,®) = R'Igtg 3n + 1P) — > c2k'ing,(— tgt B) ,
cos @ n=1
kde
(94) R = ic:k'ﬂn.
n=0

Podminka (91) omezuje zna¢né pouZitelnost rovmnice (93); je-li @
dosti blizko =, neni (91) jistd splndna; specidln® nelze tak poditati
uplné integraly (@ = }=). MiZeme si viak vypomoci timto obratem:
zavedu-li do F(k, ) misto integraéni prom&nné ¢ novou integraéni
proménnou ¢’ rovniof

(95) tgotge — kl (0 < ¢ < 4, viz p¥kl. 2 v § 2, (63)) ')

bude mezi ¢ = 0 odpovidati mez ¢’ = }n a mezi @ mez @’, definovand
rovniof

(96) tgPtgd =2 (0SO <in).

Podle citovaného piikladu bude pak (viz (62))

fvl_kzsms fyrm— f‘of

1") Hodnot8 ¢ = 0 odpovid4 oviem hodnota ¢’ = }x a hodnotd ¢ = }= hod-
nota ¢’ = 0.
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t. j.
(97) F(k, ®) = F(k, }r) — F(k, ') .
Volim-li & = @, tak, %e

1
98 t ¢ = 7=,
{(98) g Po -Vk,
bude v (96) téZ @’ = P, a rovnice (97) divé
(99) F(k, §m) = 2F (k, Do) -

Z (97), (99) je vidsti, e dovedeme vypodisti F(k, ®) pro viechna P
(stéle se oviem omezujeme na interval (0, 47)), dovedeme-li vypo-

Sisti F(k, @) pro @ < &,. Nebot je-li @ > D, tedy tg & > V_, bude

v (96) tg D' < VLP, tedy @' < D,, a z (97), (99) je vidéti, Ze k vy-

podétu F(k, D) stadl, vypoéteme-li F(k, D') a F(k, D).
Je-li viak @ < @, je
1
V— < IG' ’

takZe podminka (91) je splnéna, a smime tedy pouZiti rovnice (93).
Muizeme tedy uziti rovnice (93) k vypoétu F(k, ) pro viechna P:
Je-li prednd @ < &, (kde P, je ddno rovnici (98)), poditdm F(k, D)
piimo z (93); je-li za druhé @ = }n, uZiji rovnice (99) a poditdm
F(k, ®,) z (93); je-li koneénd P, < P < x, urdim P’ z (96) (takZe
@’ < D), utiji rovnic (97), (99) a potitdm F(k, D,), F(k, D’) z (93).
Jak rychle konverguji fady v (93), (94), spliiuje-li @ podminku (100)?
(Pravé jsme zjistili, Ze se miZeme na takovd @ omeziti.) Abychom to
zjistili, odhadneme napfed g,(— tg® ®). Poloime tedy ¢ = — tg® &;
soudet 1 +& + ¢ +... 4+ é9 mé pak pro 0 <gq <n — 1 prostou
hodnotu

(100) tgd < —

g gott| 1 4tght20 1 4+k2.tg2d _ 1 1
1—¢ [= 1+4+tg?d = 1+t & émg =

Miuzeme tedy uZiti na g,(¢) Abelova lematu (D I, véta 43), klademe-li
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2.4 1 1

2
ai=£,’ £°=l, & = - 8’=ﬁ’ seey

3
& obdrifme (jeZto 0 <c¢, < 1)

(101) Jgu(— tg* D) < o> [oBk3nga(— tg2 D) < k72,

takZe fada v (93) vpravo m4 v intervalu (0, @,> majorantni fadu

(102) E+k+E8+...

Rada v (94) mé oviem majorantni ¥adu 1 + k'* 4+ k'* + ..., kterd
vzhledem k nerovnostem 0 < k' < 1 konverguje jeitd rychleji nez
(102).

Méme tedy pro kazdé k pro vypodet integralu F(k, ) k disposici
dvé fady: jednak fadu (85), jez konverguje aspoii tak rychle jako
geometricka fada (89) o kvocientu 4%, jednak ¥adu (93) (které oviem
v pHpads tg @ > 1: |k’ uijeme nikoliv pro hodnotu @, nybr pro
hodnoty @,, #’, definované rovnicemi (98), (96)), jez konverguje
aspoil tak rychle jako geometrickd fada (102) o kvocientu k’. P¥iro-
zend bychom se p¥i numerickém vypoétu rozhodli pro tu fadu, pfi
které méme zaruéenu rychlejsi konvergenci; t. j. pfi &* < &' (t. .
pii k* < 1 — &3) pro fadu (85), pfi ¥* > k' (t. j. p¥i k* > 1 — k*) pro
fadu (93). Ihned zjistite, e rovnost k* = 1 — k* plati pro k* =

= —% +% = 0,618... < 0,62,") nerovnost k* < k¥’ plati pak
pro k < — % +l/2£, nerovnost k* > k’ plati pro ¥* > — % + 129,

nade? jest oviem &’ < — } + 3}/5.1%) V kazdém p¥ipad$ méme tedy
k disposici fadu, jez konverguje rychleji neZ geometrické fada o kvo-
cientu 0,62. Nejnepfizniv&jsi piipad méme pro k¥ = — } + 3)/5;
je-li k blizko 0 nebo blizko 1, jest oviem konvergence piisluiné fady
daleko rychlejsi.

V&imnéme si jestdé této otdzky: Integrily

[
___dp
Vl —IBsing
[1]

17) Omezujeme se oviem na hodnoty intervalu 0 < k¥ < 1.
18) Nebot pro k* = — } + }}/5 je k’ = k* a pti rostoucim k ¥islo k’ klesé.

Pk, ®) = E(k, &) = f /T = sint g dp
(1]
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jsme definovali pro 0 < k < 1. Co se dé&je s témito integrily, kdyZ k&

se blizi nule nebo jedniéce (pfi pevném @, 0 < @ < 4n)? Ziejms je
<P

lim F(k, ®) = lim E(k, ) = [dg = ® pro 0 < & < ix, lim E(k,

k—0 + k—0+ 0

k—1-
]

(]
®) = [cos ¢ dp = 8in @ pro 0 < & < im, HmF(k,d)):f dg
0 k—>1-

cos ¢

0

=lgtg (3P + }r) pro 0 < D < i=n. Zbyvé lim F(k, §=). Z posledni
k—1-

rovnice plyne pro kazdé @ € (0, ix)

lim inf F(k, i=) = lim inf F(k, ®) = Ig tg (3P + }=n),
k-1

k—>1-
tedy lim F(k, 4n) = + oo, nebof v predeflé nerovnosti smime @
E>1-
voliti libovolné blizko 3=. Studujme podrobnéji, jak rychle vzrustd
F(k, 3r) pro k — 1 —. Jeito potom k¥’ = |/1T — &% — 0, definujme P,

rovnici. (98), uzijme vzorce (99) a F(k, ®,) vypoltéme z (93) pro & =
= @o- Je

tg’¢o=%, cos D, = Vk

JT+%’
tedy
(v8e pro k' — 0 +). Dale podle (78) je
(104) cik%g,(— tg® D) = k%
pro = > 1 je pak podle (101)
(104a) [e2k'ang(— tg? D) < k'm+1
Dale (viz (94))
(105) R =1+ Ok?).

Zbyva vypodisti Ig tg (3n + 3D,). Poloime y = tg 3D, z = tg (3= +
+ 3®,). Podle vzorct pro tg 2x, tg (« + B) je
2y 1+y,

2= —"

1
BT T Ty
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_z—1 1 2(2*—1)

Tz41° V% T 4z
To je rovnice pro 2, z ni% plyne (musime vziti kladny kofen) z =
+ l/—;ct,~ a odtud

(106) gz = lg% +lg@ +WITFE).

=~
+

Ale} +3TFF =3 +3 + 3K +0(k?) =1 + w, kdew = }k’' +
+ O(k'?). Ale pro w — 0 je Ig (1 4+ w) = w + O(u?), takZe

(107) Ig(3 + 3T + %)=}k +Ok?).
Z (93), (105), (106), (107), (103), (104), (104a) plyne
F(k, }n) = 2F(k ¢o) =
= 20 +00) (g + g ¥ + 00 -
_ 9. I_tk%_) , (% . +.o(,cq,)) ,
4 1
(108) F(k, }r) =g ¥ + 0 (k” g F) .

Jezto pro k' — 0 + je lg — = O|--| pro kazdé & > 0, ma posledni
gk k. p

&len v (108) limitu 0 pro k¥ — 1 —. (108) je hledany vzorec; z ndho
speci4lng plyne

(109) F(k, 3r) = lgV

I—k’ pro k‘-)l—-,

ale (108) ¥k4 oviem vice.
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Cvidenf

1. Pf¥i pevném & (0 < & < 4x) jsou F(k, D), E(k, P) funkce proménné k
(0 < k < 1) nebo — chcete-li — funkce proménné k’. DokaZte rovnice

d [E(k, D) _ F(k, )
A O
(110) d E(k, @) k2 sin @ cos D
— (kF(, ®) = — o — — |
dk K k' Vl — k*sin® @

Névod: Prvni rovnici dostanete ihned. Druhou muiZete oviem snadno ovéFiti.
Ale mysleme si, Ze nevime, co mé vyjit. Potom levé strana jest

@ X

Ay a
(1 — k*sin® g)} f(l — 32 /(1 = 23(1 — B
0

0

(substituce z = sin ¢, X = sin #). Na tento integrdl ufijte vysledku cvi€. 1
v ) I, kap. XI, § 2.
2. Z prvni rovnice (110) a z (85) dostanete ihned (86). Z drubé rovnice (110)
df(k)
=

a z (93) dostanete rozvoj E(k, ®) podle mocnin &’ (uiijte toho, %e

df(k’) k . , ,
=\~ % ; vyjde (pro 0 < @ < 4w, 0 <k’ < 1, ¥ < (tg )Y
E(k, ®) = D k'n((2n — 1) c2_; — 2nc2) Ig tg (3= + }®) +
n=1

tgd <
(111) + c_ogﬁ ”Zlk””(chg In(— tg* D) — (2n — 1) c2_ig, (— tg? P)) +

+ (1 —kYsin @ D (— 1) c, tghn Pk

n=0
(klademe go(&) = 0).
3. Pro @ = }r dostdvéme z (110) rovnice

a (E K d E
=) ===, kK=~ .
(11%) dk (Ic) FRE TR

Odtud snadno zjistime, %e plat{ rovnice

&K dK
(113) k(L — k) —5 (1 — 3k — — kK = 0.
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Rovnice (112) lze viak (viz poznémku v cvié. 2) pedti té
d [E kKK E
— =) === LK) = — —
(114 de’ (k) k2’ dlc' aw 0 T kK
a odtud zjistite, Ze plat{ rovnice

dX
2 — — 'K =
- —¥E =0,

PiSete-1i v (113) k’, K’ misto k, K, vidite, Ze diferencidlnf rovnici (115) vyho-

(115) k(1 — k")

. @
vuje nejenom funkce K, nybr? i funkce K’ a tedy i fada R’ = z cdkin,
n=0

4. Uvaite, ¥e funkce oznadené v (103), (107) znakem O(k’), O(k’) lze pro

0 < k¥’ < 1 rozvinouti v fady tvaru 2 A k'™ resp. z Knk® 8 %o rovndZ platf

rovnice tvaru
Zc’k"“y,. _i')=1k'l+zekm
n=]1 k

(viz (78)). Nésledkem toho (83) pro tg* @, = 1: k' dévé
(116) K = F(k, }r) = 2F(k, $y) = R'Ig ki: + 2 Bk’ ;
n=2

koeficienty S, nynf stanovime. Dosadime-li (116) do (115) a uZijeme-li toho, Ze

i fada R’ této rovnici vyhovuje, vidime, %e &leny, obsahujicf &initele 1g (4 : ¥’),

vypadnou, & vlevo zbude mocninné fada v ’, jeji sou¥initelé musf vesmé&s byti

rovni nule (véta o neurditych soufinitelich). Vyjde ptedn& B; = s = 8, =

= ... = Bgp41 = ... = 0. Klademe-li za druhé fy; = a,c?, obdr¥ime &,,, — a; =
2

= — (77'—-—*-—15-(—27'—_*_2—)’ nalef lze (116) pséti ve tvaru

1
1.2

%1

(117) K = sx'lgki—zzcs( +y et

2n — 1) 2n)

5. Rovnice (112), (114) lze pséti ve tvaru (p¥i SemZ v rovnicich (114) zamg-
nime k s k’)

d_E E—-K dK E-—-F¥K dE (K'—E)k
dk

T Tk ' dk . ke &k e
dK’ MK — F
Ak Kk
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Tyto rovnice lze zjednodusiti, zavedeme-li misto E, E’ integrily

= E — kK — k‘ cos'cpdtp
Vl — k¥sint ¢
(118)
< Koot g d
I=—-E’+k’K'=— °°S¢P¢.
J1 =#k7sint
Vyjde
dr dar’ dK I dK’ I
(119) T okk, Sk, oo, &2
dk dk dk  kk? dk kk?
Z prvnich dvou rovnic obdrZime integraci I, I’; snadno se pfesvédéime, %e pro
i k
k—>04 je imI=0, imI'’= — [cospdp = — 1. Tedy I = [ kK dk,
0 0

k
= ka' dk — 1. Z prvn{ rovnice a z (87) plyne
0

(120) I=}r 2 2n+2 ken+2

¥
V druhé rovnici vym&time & s k’; vyjde I = 1 — f k'K dk’. Utijeme-li rovnice
0

(117), obdr%ime snadno

f c? 4
I=1-3 " jpoensa 10 ° 4
a21) Lo2nt2 €%

vamsa| 1 1 1 1 ’
+2 z 2n+2k2 +2(1.2+ﬁ+'“+(2n— l)2n_2(2n+2))

1
pii demZ soudet 12 +...+

0

soudet hgl TR t. j. nulu. Rovnice (117), (121) ndm dévajf integrly

prvnfho i druhého druhu (K, I) rozvinuté podle mocnin k’ (oviem a% na loga-
ritmicky &len Ig (4 : k'), jenZ se tak rozvinouti ned4).

6. Z rovnic (119) plyne, Ze funkce (promdnné k) IK’ — I’K mé derivaci
rovnou nule & je tedy konstantni pro 0 < k < 1. Z rozvoju pro funkee I, K,
I’, K’ podle mocnin % plyne pak limitnim pfechodem % — 0 -+ rovnice IK’ —
— I'K = §n=.

1
m znaéi pro n = 0 ovSem ,,prazdny*

736



§ 4. Vypolet lipinych integrild 1. druhu methodou aritmeticko-
geometrického primé&ru. Budte a,, b, koneénd nezdporné &fsla; se-
strojme jejich geometricky a aritmeticky primér .

(122) a, = baobo » by = 1(a, + by)
a obdobng definujme déle indukof

(123) a' = Vaf—lbf—l’ bf = %(af—l + bf—l) (r = l’ 2’ ,"’) .

Tim dostivime dvé posloupnosti nezdpornych &isel a,, a,, a,, ...;
by, by, by, ... DokéZeme, Ze existuji koneéné limity lim a, = lim b,;
- 7—>® r— ©

toto &islo nazveme aritmeticko-geometrickym primérem &isel a, b,
a oznatime je znakem M(a,, b,). Napied odbudeme nékteré jedno-
duché pripady.

1. Je'li ay = b,, je zfejmé a, = b, = a,, & z (123) indukef ihned
a, = b, = a,, takie M(a,, a;) = a,.

II. Je-li na pf. @, = 0, je zfejmd$ a, = 0, b, = b, a indukef

1

a,=0,b, = 3 by, tedy M(0, b,) = O.

III. Vyménim-li a,, b,, nezméni se a,, b,, a tedy ani a,, b, pro jaké-
koliv r > 0.

Jediny zajimavy piipad je tedy ten, Ze &isla a,, b, jsou obé kladnd
a ruznd; podle III stali tedy, omezime-li se na piipad 0 < a, < b,.
Budte tedy déna &isla a,, b,,
(124) 0<ay,<by< +
a definujme ¢&isla a,, b, rovnicemi (123). Z¥ejmé jest a, > 0, b, > 0.
Dile
(126) b, — a, = @,y + by — 2Ja,b,) = 36, — Va,,).
Tedy: Je-li b,_, > a,_,, je téZ b, > a,. Z (124) plyne tedy indukei, Ze
a, <b,pror =0,1,2,... Potom vSak plyne z (123) ‘

a, = Vaf—lbr—l > Var—lar—l = Ay, br < %(br—l + br—l) = br-l ’
tedy

(126) A <a, <Ay <...; bg>b>0b>...
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Pro kazdé r > 0 je tedy ay < a, < b, < b,. Monotonni posloupnosti
(126) jsou tedy omezené a podle zikladni véty 65 v D I, str. 103 exis-
tuji tedy limity

(127) a, <lima, <limb, < b,.

r>o  roo
Abychom dokazali, Ze tyto dvé limity jsou stejné, pocitejme podle
(125) rozdil
b . — 2 (/b . a. )2
az8) b, —a, = & Vo = VaraP (V0 + Vary?
(Vbr—l + Var—l)z
Zde je citatel (b,_, — a,_,)% jmenovatel pak jest
2@y + by + 2Var—1br—1) = 4b, + 4a, = 8b,,,,
takZze z (128) plyne

ro|

_ 2
(129) b,—a,=$b';1_—“—'i r=1,2..).

Jeito pOdle (123) je br+l > %br > ibr—l > *(br—l - a’r—l)s Plyne
z (129) b, — a, < }(b,_, — a,_;) a odtud indukei b, — a, < 2-7(by —
— a,), takZe lim (b, — a,) = 0. Ob® limity v (127) jsou tedy stejné;

oznaéme tuto spoleénou limitu M(a,, b,). Jest oviem
(130) a, < M(ay, b)) <b, pro r=20,1,2,...

Zajima nds jests, jak rychle konverguji ¢isla a,, b, k &islu M(a,, b,);
pritom nds oviem zajimé relativni chyba

M(a,, by) — a, — M(ay, b)

b
131 Z%0 Jo) T B 5o pip. L0200
(131) M (@, bo) PO PEP 3 (ay, b)

které se dopustime, nahradime-li &islo M(a,, b,) éislem a,, po piip. b,.
Obé tyto chyby jsou mensi nez &islo
b, —a
132 8 = 1",
(12 M@, b0

Nerovnost b, — a, < }(b,_, — a,_,) pravi, ze 6, < }4,_,. Ale z (129)
plyne jesté dal§i nerovnost: délime-li ob& strany c&islem M(a,, b,)
a uvézime-li, ze b,,, > M(ay, b,), obdriime nerovnost 9§, < 38%_,.
Shriime dosavadni vysledky:
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Véta 260. Budif 0 <a, <b, < + . Definujme kladnd Cisla
a,, b, rovnicems (123) pror = 1, 2, ... Potom jesta, < b,pror =0, 1,..;
dale plati (126) a existuje kladnd limita

lim a, = lim b, = M(a,, b,) ,

kterou nazyvdme aritmeticko-geometrickym pramérem &isel aq, bo. Plati
pak vzorce (125), (129); definujeme-li koneéné 6, rovnict (132), je
(133) 0, <36,_,, 6, <367, pro r=1,2 ...

Poznédmka 1. Trividlnf pfipady a, = 0 (nebo b, = 0) a @, = b,
jsme probrali jiZ na zadatku tohoto paragrafu. Vime dale, Ze M (b,, a,)=
= M(ay, b).

Poznémka 2. Z (133) je patrno, Ze lim 4, = 0. Existuje tedy jisté
r takové, Ze 6, < 1. Od tohoto r podinaje je konvergence &isel 8, k nule

(a tedy konvergence ¢isel a,, b, k ¢&islu M(a,, b)) nesmirnd rychls;
nebot z druhé nerovnosti v (133) plyne pak

(134) 6r+1 < 8—1: 6r+8 < 8-3, 6r+8 < 8_7’ 6r+l < 8_15: 6r+5 < 8

atd.1?)
Obrétime se nyni ke studiu Gplnych integrali 1. druhu. Podle p¥kl. 3
v § 2 méme tento vysledek: Je-li

_k+1 1+2z _ 2V7c_
6135) Z’——z-.l-*_'—kx(l$,<l,z>0), kl_m,
je
(136) dz 2 dz

Ji—=1—F=) k+1 JT—20 k=)
Roste-li z od — 1 do + 1, roste zod 0 do 1, a tedy

1 dx . 1 dx _
_[]/(1 — )1 — ) Ofy(l — (1 — k'2%)

1
2 dz
_k+lf1/(1—z*)(1—k;z')'
0

19) U%ijeme-li pro n > 0 misto (133) pouze hrubf nerovnosti d,+n+1 < 88
obdr¥fme 8yin+1 < 82" pro celé n > 0.

r+n
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Substituce z = sin ¢ v druhém integralu a z = sin ¢ ve tietim vede
k rovnioi

(187) f]/l —Keang Kk + 1 fl/l — k2 8in? @

Tento vztah plati, je-li mezi k, k, splnéna rovnice

2)x

Tuto rovnici pfepiSeme jesté na jiny tvar. Je-li k; modul komplemen-
tarni ke k,, je

1—k 2
(139) _l/ (1+Ic)2=1+k=_l+m’
t. j.
(140) (1 + k)1 + k) =2

Naopak z (140) plyne k; = (1 — k): (1 + k) a tedy (138). Plati-li
tedy mezi moduly %, k, rovnice (140), plati rovnice (138). Symetrie
rovnice (140) uZijeme jest® k této pozndmce. Plati-li mezi moduly 7, I,
rovnice (1 + I)(1 4 I;) = 2, plati rovnice

(141) fl/l — Bsin? ¢ 1 + 1 f]/l — Bsin g

Budte nyni %, k;, dva moduly, pro néz plati (140). PoloZime-li tedy
1=k, bude (1 + I)(1 + k) =2, t. j. rovnice (141) bude spln&na,
polozime-li jedtd I; =k, t. j. I, = k’. Pifeme-li v (141) jest& (podle
(140)) 1: (1 + 1) = 1: (k; + 1) = §(1 + k), obdrzime rovnici

U3
de 2 do :
(142) f|/l—k"sin’<p 1 +kf[/1—kizsin’<p’
0 0
jeZ plati, spliiuji-li moduly %, k, rovnici (138).29)

30%) T. j. rovnici (140).
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Nyni uZijeme vzorci (137), (142). Budte didna dvé libovolné kladnd
koneénd &isla a,, b, takova, %e 0 < a, < b,. Definujme

(143) a, = Var—lbr—l’ b, = %(af-l +b) (r=12..)

a kladme jesté ¢, = Vb"’ —a? (r=20,1,2,...). PoloZime-li k = b s
bude %’ —Vb — % _ b°; volime-li pak %k, podle rovnice (138),
bude ’

a, — V“ bo .ax
& —2]/1,0 (1 +bo) 5<_bo°+ao>

l/b2 —ai _

a rovnice (137), (142) davaji

)V —aisite | % J VB —aisinte’
0 b, °
ir i

b f de 2 f do
0 e e Ta o - a _
J ng —csintep + z_: J b3 = ¢t sint ¢

Délime-li &islem b, a uvéZime-li, Ze 2b, = ay + b,, obdriime

_[Vb’ —aZsint g fm

f ]/b’ — co sin? ¢ [ b — c’ sin® @

Jeito éisla a,, b, ¢,-;, ¢, se odvozuji z a,_,, b,_, stejné jako a,, b;, c,,
C; Z @y, by, plati rovnice (144) i tehdy, piSete-li v nich obecn$ misto
indexu 0 index 7 — 1 a misto indexu 1 index r. Odtud pak je ihned
patrno, Ze

(144)
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do
(145) f Vb’ — a,, sin? @ f Vb’ — a?sin? ¢ P

1}1!
146 ——: ro T—O l 2
( )fl/b2 — cisint ¢ be’ —cisin @ P

Budi% nyni déno libovelns éislo £ (0 < k < 1). Volmeay = k, b, = 1,
takZe ¢, = k’. Leva strana v (146) je tedy K' = F(k’, 3w). Déle jest
lim @, = lim b, = M(k, 1) > O (viz vétu 260), a tedy lim ¢, = 0. Jest

—> © r—

I S S S G —

Vor = Vo2 — cisin’y = J/br — 2

V téchto nerovnostech ob® krajni kiidla nezdvisi na ¢ a konverguji
pro r — o k &slu 1: M(k, 1); prostfedni ¢len tedy také konverguje
k tomuto ¢&islu, a tostejnomérné v intervalu 0 < ¢ =< }n; ndsledkem
toho konverguje pravéa strana v (146) pro r — oo k &islu

in

(147)

dp T

(148) 1)~ 2HE 1)
0

Ale leva (a tedy ani prava) strana v (146) nezévisi na r; jeji hodnota
je tedy pro kaZdé r rovna jeji limité pro r — oo, t. j. je rovna ¢islu (148);
t. j. ¢islo F(k’, }n) se rovna d&islu (148). Dosadime-li sem misto k
komplementdrni modul &', obdrzime vzorec

-
eM(J1 — %2, 1)

Uzili jsme vzorce (146); podivejme se nyni, k jakému vysledku nés
vede vzorec (145). Budiz ddno % (0 < k < 1); poloZme a, = k,

(149) K = F(k, }r) =

b= 1k = %. Potom rovnici (145) lze psati
r

(150) K = F(k, }n) = % Pk, 3m) .
Jezto pro r — o jest lima, = lim b, = M(k, 1) > 0, je lim k, = 1.
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Utijeme proto vzorce (108) z §3- vidime, %e

(151) Flk, im) = lg = g + & kdo limé = 0.

r—> 0
Jest

r__ bﬁ—-a’;_c,.
k=Rt = g

podle (150), (151) je tedy

1 4b, 1
(152) K_—,b—lg o + o, &,
1 4b, 1

Zde mé prvni &len vpravo limitu M(k, 1) . K, druhy m4é limitu 0, takZe
existuje limita

(154) 1im—21—’lg4c—b'=K.M(k, 1).

Limitu posloupnosti vlevo pfevedeme obvyklym zpisobem na soudet
nekoneéné Fady; sestrojime totiZz ¥adu «, + &, + a, + ... tak, aby

bylo g + &, + ... + &, = lg4—b— pro ka?dé r > 0. Tato Fada

m4 zfejmé tvar
(155) lg‘t—b—°+%( 46, —21lg ) (lg462 21g4b1)+...;
(]

soudet této fady je roven limité v (154). Obecny dlen této fady jest

1, bl
(156) §;lg 1o b,‘1 (r=12...).
Jest viak ,
= Vba —a}= V}(ar—l + b4 —a,_yb,, = ¥,y —a,,) =
— 18.,—ai, — 71
2 b, +a, 4b, ’

b

3
takie vyraz (156) jest roven 2-'lg ( . ) = — 2-"+l]g '—1 (jest

r—1
b,_, > b, (viz (126)), takZe logaritmus je kladny). Dosadxme-h do
(154) za levou stranu Fadu (155), jejiZ obecny ¢len je upraven zpu-
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sobem pravé vyloZenym, a uvdZime-li, e b, = 1, ¢, = k’, dostdyame
rovnici
K = F(k, }r) =
(167)

Shriime dosaZené vysledky v tuto vétu:

Vé&ta 261. BudiZ 0 < k < 1. Polofme ay =k, by = 1 a definujme
a,, b, rovnicemt (123). Potom platt rovnice (149), (157).

Ig Ig 1

SR SR (TR S PR B TR )
Mk 1) \8% €5, ~ 28, &5, )"

Poznémka 3. Vydetiime nyni, jak dobie se vzorce (149), (157)
hodi k numerickému vypoétu. V obou vzorcich se predeviim musf
pocitati M(x, 1) (jednou pro x = k’, podruhé pro » = k). PoloZme tedy
a, = %, by = 1 a definujme a,, b, rovnicemi (123), &slo 8, pak rovnici
0, = (b, —a,): M(x,1). Je-li na pf. } S x <1, je M(x,1)> §,
by —a,=1—2x <}, tedy 6, <1 a podle pozn. 2 je konvergence
&isel 4, k nule velmi rychld (v pozn. 2 miZeme ted klésti r = 0). Je-li
viak kladné &islo x velmi malé, je konvergence z podétku velmi po-
malé, jak ihned ukiZeme. Klademe-li stile a, = x, b, = 1, je patrno
z (123), Ze disla a,, b, jsou spojitymi funkcemi proménné x v intervalu
0, 1). Je-li x = 0, je ztejm& b, = 2-r pro kazdé r = 0. Zvolim-li tedy
libovolné celé r, > 2, jest b,, = 2°™ pro x = 0; nésledkem spojitosti
existuje pak & > 0 tak, ¥e pro 0 < » < ¢ jest b, < 2-"*1, a tedy tim
spife M(x, 1) < 2-"*!, Zvolme n&jaké x tak, e 0 < x < e. Je zfejmo,
%e b, = 3b,_,, tedy b, = 2-* pro ka%dé r (jeZto b, = 1). Je-li tedy r <
=r,— 2 je

5 — b,—a,>b,—M(u,1)= b,
T M(x, 1) M(x, 1) M(x, 1)
> 272 ntl _1=2nr1_1>2_-1=1.

Tedy pro viechna r <r, — 2 je §, > 1 a tedy vysledek velmi ne-
presny. Zjistili jsme pak, Ze r, miZeme zvoliti libovolné velké, oviem
musime potom x voliti dostateénd malé. Pro velmi malé » trva tedy
velmi dlouho, nez vibec dostaneme 4, < 1 a vypodet &isla M(x, 1) je
tedy velmi zdlouhavy.2!)

- 1>

31) Jakmile oviem dojdeme k takové hodnoté& r, pro kterou je J, < 1, miZeme
uZiti poznaémky 2: od této hodnoty r podinaje je tedy konvergence velmi rychlé
— ale trvé to dlouho, neZ se viibec k takovym éislim » dostaneme.
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Viimn&me si nyni napfed vzorce (149). Je-li &' = },t.j. 1 — k* = },
k < 33, je vypotet &isla M(k’, 1) velmi pHznivy (jak jsme zjistili, je
v tomto piipad® jiz 6, < 1). Je-li viak k' velmi malé (t. j. k blizko
jednitky), je vzorec (149) nepfiznivy k numerickému vypodtu, jak
jsme pravé zjistili. Obrafme se proto ke vzorci (157) a pfedpoklddejme
1/3 < k < 1. Klademe tedy a, = k, by = 1, 8, = (b, — a,) : M(k, 1).
Jeito k > %, je §, < 1, a tedy é&isla 8, velmi rychle konverguji k nule,
takZe vypodet &isla M(k, 1) se utvaii velmi pfiznivs. Je¥té musime
zjistiti, jak rychle konverguje fada v (157). Oznadme 8 soudet této
fady, znakem R, oznadme zbytek

. 1 br 1 br+1
(158) -Rr""‘g]ga:+§r+—llg + ...

brss

Vynechime-li z fady S viechny ¢leny, ndsledujicf po dlenu — —

or-1°
g b;" , dopustime se relativni chyby &, = % . Odhadndme §&,.

in
Podle (157) jest S = K . M(k, 1); zfejm& jest K > [1.dgp = 3=,
[}

Mk, 1) > k> 3|3, tedy 8> 3J/3.%> 1, tak¥e & <R, Jak
velky je obecny ¢&len fady? Jest (pisi M(k, 1) = M)

bn-l bn-l bh—l - M bn—l — Oy
M

1<b_,,< M=1+T'<l+

=l+6”_1.

Pro z > 0jest Ig (1 + z) < z22), tedy
(159) 0<lg bg" <lg(l 4 8ay) <0y .

Jeito a,, rostou, b, klesaji (s rostoucim =), je 8, < 8,-, a z (158) plyne
1 1 1
¢, <R, <§;6, +W6,+1 + ... <-2,_T16,§6,

pro r > 0. JeZto 4, velmi rychle konverguji k nule, je konvergence fady
v (157) velmi rychlé a vzoreo (157) se hodi pro vypodet integrilu K.

%) Tieba podle vdty o piirustku funkce: Ig(l + z) —1gl =

x
14 @z
0<6<l1).
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Cvideni

PouZijeme nyni metody aritmeticko-geometrického prumdru té% k vypo&tu
uplnych integralu 2. druhu.

1. Ozna¥me uplné integrily, patiici k modulu &, (po pfip. k,’, viz (138), (140)),
znaky K,,E,,I, = E, — k,*K,, K/, B/, I,' = — E,' 4+ k3K,’. Podle (137),
(142) jest
1 , 2

—K,, K'=—K,.
14k 14+ 1
Podle tieti a Etvrté rovnice (119) obdrZime pak

1+% k(1 — k) 2k(1 — k)
I, — K, I'=1+8I,— ——K/’.
2 1 1 + k 1 ( + ) 1 1 + k 1
2. Budi¥ 0 < @, < b,; definujme a,, b,, ¢, = Vb,’ — a,! jako obvykle (viz
(123)). Z cvid. 1 plyne

(160) K=

(161) I =

i in
a,® cos? ¢ do _ a?cos? p de _
Vb.,’ — ay?sin® ¢ Vbx' — a,2sin? ¢
(162) 0
i
de
— 3640 — @) | F————>
Vbl' — a,*sin? ¢
0
in in
¢o? cos? p dg — 3 ¢,? cost ¢ dp +
Vbo' — ¢o?sin? ¢ Vbx’ — ¢ ¥sin? g
(163) 0 o

i
d
+ ao(bo - ao) f*——# .
Vbl’ — ¢ !sin? ¢
0

Tyté% vztahy plati ovSem, piSi-li a,_,, @,, b,_;, ... misto a,, @y, by, ... UZijete-li
rovnic (160) a rovnice lim 27¢c, = 0 (ktera se snadno dokaZe z (133)), obdrZite
r—>

(kladouce @y =k, by = 1,¢, = k') I = M(k, 1) — Uk, 1) K, I' = — Uk, 1) K’,
kde Fada

U(ao, bg) = . 2%a,(b, — a,)
r=0

velmi rychle konverguje aspoii od onoho é&lenu poéinaje, pro n&jZ po prvé
d, < 1. Pro nepiili§ mald k uZijeme vzorce pro I, pro mal4 k vzorce pro I’,
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v ndm¥ pifeme &k’ misto k. Tim médme dva rozvoje pro I, z nich¥ aspoti jeden je
velmi rychle konvergentnf.?®) Diskutujte podrobn&ji rychlost konvergence
(v prvnim vzorei je malé obtf¥, vznikajicf z toho, ¥e pravé strana je rozdil dvou
kladnych &isel; ale relativnf chyba se tim ptfli§ nezv&tsf, neni-li k p¥ili§ malé).
3. DokaZte, %e
U (@, bg) = %(bo' — ao*) — $B(ay, by) »
kde

@
B(ag, bo) = Zozf(b, —a);
r=
to je *ada jeStd rychleji konvergentni neZ .
Névod:
@
49+ B = 27(20b, — a,?) — (b, — a,)%) =

r=0
(-]
= 2(bg® — ag?) + 202'(4(b:+1 —ak,)) — (b, —a)),
r=
o v posledni fad¥, jak se snadno presvédé&ite, je kaZdy &len roven nule.
4. Z cvid. 2, 3 odvodte
E = M(k, 1) 4 (}4* + 3Bk, 1) K,
E = (4}(1 + k) — 1B(k, 1)) K.
Diskutujte rychlost konvergence.

). Integraly K, K’ dovedeme ovEem poditati; viz vétu 261 a pozn. 3.
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