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§1 81

Kapitola IV

INTEGRACE NEKTERYCH SPECIALNICH TYPU FUNKCI,
ZVLASTE FUNKCI RACIONALNICH

§ 1. Rozklad mnohollenu v soudin kofenovych ¢&initeld. Prvni dva paragrafy této
kapitoly obsahuji né€kolik vét z algebry, je budeme v nasledujicim potfebovat.
Pfitom je nutné, abychom v téchto dvou paragrafech pfipoustéli do svych tvah
i tzv. &isla imaginarni, tj. neredln4 Cisla komplexni; &tendf ostatné zna komplexni
¢isla z DI, kap. XV nebo z algebry (napf. se o nich &tenaf dotte v knize ,,Zaklady
algebry* od akademika VI. Kofinka). Poznamenavam v3ak, Ze od § 3 této kapitoly
aZ do konce kap. VIII budu mluvit opét jen o redlnych &islech, pokud nebude vy-
slovné& uveden opak.

Budeme také mluvit o komplexnich funkcich komplexni proménné. Je-li M
néjaka mnoZina komplexnich &isel a je-li kaZdému ¢&islu x mnoZiny M pfifazeno
jisté komplexni &slo f(x), fikdme, Ze f(x) je komplexni funkce jedné komplexni
proménné; mnoZinu M nazyvime pak oborem funkce f(x). Mezi nejjednodussi
funkce komplexni promé&nné patfi tzv. mnoho&leny neboli polynomy, o nichZ si
v tomto paragrafu zopakujeme né&které véci znamé z algebry.

Vyraz tvaru
(1) O(x) = apx" + a,x""' + a,x""? + ... + a,_,x + a,,

kde n je celé nezaporné &islo, nazyvame mnohoclenem neboli polynomem (obor
funkce Q(x) je mnoZina viech komplexnich &isel). Pfitom ,koeficienty” neboli
,soudinitelé* a,, a,, ..., a, mohou byt libovolnd komplexni &isla. Napf. vyrazy')

(2) 2x + 1, (\/§+i)x2—nx+2, x3, x3—-1,x,2,i, 0

jsou mnohogleny. Je-li x™ nejvy3si mocnina x, ktera je v mnohoé¢lenu P(x) nésobena
koeficientem riiznym od nuly, fikime, %e¢ P(x) je mnoho&lenem m-tého stupné.
Jinak fegeno: mnohotlen Q(x) ve vzorci (1) je stupn& n-tého tehdy a jen tehdy,
Jje-li ag * 0. Napf. obecny tvar mnoho¢lenu 1. stupné je ax + b, kde a + 0; mnoho-
¢len nultého stupné je konstanta rizna od nuly. Tim je ka?dému mnohoélenu pfi-
fazeno uréité celé nezaporné &islo jakoZto jeho ,,stupeii — s jedinou vyjimkou:
mnohotlenu 0 (,,nula*) neni podle této definice pfifazen 2adny stupei, nebof neni

) Cleny s koeficienty nulovymi oby&ejn& vynechdvidme. Znak i bude v § 1 a 2 této kapitoly
znamenat vidy imaginarni jednotku.

6 — Jarnik: IntegrdIni potet I,
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zde Zadny koeficient rizny od nuly. Napf. mnoho&leny v (2) maji po fadé tyto stupné:
1,2,2,3,1,0,0; posledni z nich nema 2adny stupefi. Mnohoglenim prvniho, druhého,
tietiho, &tvrtého stupné fikdme téZ linearni, kvadratické, kubické, bikvadratické
mnohogleny. Je-li Q(x) mnohotlen a je-li Q(«) = 0, nazyva se &islo a (obecn& kom-
plexni) kofenem rovnice Q(x) = 0 nebo kofenem mnohotlenu Q(x) nebo té% nulo-
vym bodem mnoho&lenu Q(x). Je-li Q(x) mnoho&len n-tého stupng, nazyva se rovnice
Q(x) = 0 algebraickou rovnici n-tého stupné. Z algebry je pak znidma tato tzv.
,fundamentélni véta algebry*: KaZda algebraicka rovnice kladného stupn& ma aspoii
jeden kofen. Znalost této véty pfedpokladam, dokazovat ji zde nebudu.?)

BudiZ nyni a, né&jaky kofen algebraické rovnice n-tého stupné Q(x) = 0, kde
Q(x) ma tvar (1) (ao # 0). Potom je Q(a,) = O a tedy pro kaZdé komplexni x plati

(3) 0(x) = O(x) — Q(a;) = ao(x" — a}) + a,(x""' —a}7') +
44 a,y(x —a).

Jeito pro kazdé celé k > 1 je x* —af = (x — a))(x*7" + x* 7%, + x* i +
+ ...+ oj”'), miZeme v rovnici (3) vpravo vytknout x — a,, nade? v zévorce
zbude jisty mnohoglen Q,(x) stupné pravé n — 1, pfiem?Z koeficient u x"~! je roven
&islu a, (tj. je stejny jako koeficient pfi x* v mnohoglenu Q(x)). Mame tedy tento
vysledek: Je-li a; kofenem mnohoglenu n-tého stupng& Q(x), jest identicky?)

0(x) = (x — @) @,(x),

kde Q,(x) je mnoho&len stupn& n — 1, jenZ ma nejvyssi koeficient stejny jako Q(x)
(tj. jestlize Q(x) = aox" + a;x" ™' + ... + a,, je Q,(x) = aox"~' + byx""% + ...
eee + by-y). Je-lin — 1 > 0 (4. je-li n > 1), ma mnohoglen Q,(x) opét aspoii jeden
kofen a, a podle predeslého vysledku plati opét identita Q,(x) = (x — a;) Q,(x)
a tedy

0(x) = (x — &) (x — ;) Qy(x),

kde Q,(x) je mnohoglen stupn& n — 2, jehoZ nejvy3si koeficient (tj. koeficient u x"~?2)
je opét a,. Takto pokralujice dostaneme po n krocich kone&n& identitu Q(x) =
=(x — ;) (x — @3)...(x — @,) Q,(x), kde Q,(x) je mnohollen nultého stupné
s nejvysim koeficientem a,, tj. Q,(x) = a,. Méme tedy tento vysledek: Kazdy
mnohodlen Q(x) = apx" + a,x*"' + ... + a,(n > 0, a, + 0) lze rozloZit v souéin

(4 O(x) = ag(x — a)) (x — @) ... (x — a,);

pfitom jsou ay, ..., a, konstanty (obecn& komplexni) a rovnice (4) plati identicky pro
viechna x.

2) Dikaz této véty najde &tenaf budto v citované knize Kofinkové nebo v mé knize ,,Integralni
podet II*, kap. VII, § 3, ptikl. 8.

3) Rikame, Ze rovnice mezi dvéma mnohogleny (tvaru P(x) = Q(x)) plati identick y, je-li splnéna
pro viechna komplexni x. Rovnici, jeZ plati identicky, Fikdme té kratce identita.
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Cisla a,,...,a, nemusi byt navzijem rdzna, napf. x2 —2x + 1 = (x — 1).
.(x — 1) nebo x? = x.x (zde jest a, = a, = 0). Soutin v (4) je roven nule tehdy
a jen tehdy, je-li x rovno nékterému a;, takZe tato &isla jsou pravé kofeny rovnice
Q(x) = 0; algebraické rovnice n-tého stupn& ma tedy nejvyse n riznych kofend.*)
Odtud pak plynou tyto disledky:

Véta A. Ma-li mnohodlen Q(x) = aox" + a,x"~' + ... + a,_yx + 4, aspoii
n + 1 riznych kofend, jsou viechny koeficienty ay, ay, ..., a, rovny nule (a tedy
rovnice Q(x) = O plati identicky). Nebot jinak by rovnice Q(x) = 0 byla algebraickou
rovnici jistého stupné m < n a tedy by méla nejvyse m (a tedy jist& méné nez n + 1)
riznych kofenl. Z véty A plyne okamzZité

Vé&ta B. Je-li n&jaky mnohoélen Q(x) roven nule pro nekone&né mnoho riznych
hodnot x, jsou viechny jeho koeficienty rovny nule (a tedy je identicky Q(x) = 0).

Véta C. Jsou-li P(x), Q(x) dva mnohogleny a je-li rovnice P(x) = Q(x) platna
pro nekoneiné mnoho hodnot x, je kaZdy koeficient mnohoglenu P(x) roven ,,stejno-
lehlému* koeficientu mnoho&lenu Q(x) (tj. koeficientu pfi téZe mocnin& x) a tedy
rovnice P(x) = Q(x) plati identicky.’) Diikaz plyne okamZité z B, piSeme-li rovnici
P(x) = Q(x) ve tvaru P(x) — Q(x) = 0.

Z véty C plyne snadno tento diisledek:

Véta D. Rozklad mnohoélenu Q(x), dany rovnici (4), je jednoznaéné uréen
v tomto smyslu: Je-li pro vSechna x

(5) ao(x — ag)(x — az)...(x — @) = bo(x — B;) (x = B) ... (x — Ba)
(ao 0, by # 0, n >0, m > 0),

je nutné ap = by, n=m, a ¢isla

(6) Agy Ay eeny Ay

Jjsou aZ na poradi totoind s éisly

(7) ’ ﬂlv ﬁ2°"" Bn'

(Podrobné fegeno: konetna posloupnost (7) vznika z (6) pferovnanim, tj. ob& po-
sloupnosti se sklddaji z tychZ &isel a je-li napf. pravé k z &isel (6) rovno n&jakému
&islu a, je také pravé k z &isel (7) rovno &islu a.)

4 To plati i pro n = 0; nebot rovnice nultého stupné, tj rovnice a = 0 (kde @ + 0) neni splnéna
pro 24ddné x, tj. nem4 24dny kofen.

5) Jinymi slovy: dva mnohotleny rizného tvaru (rizného stupné nebo stejného stupng, ale
s riznymi koeficienty) nemohou si byt rovny identicky, ba ani se nemohou sobé& rovnat pro
nekonedné mnoho hodnot x.
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Dikaz. Rovnice (5) m& po vynisobeni tvar aox" + ... = box™ + ..., takZe
podle v&ty C jest n = m, ao = by. Zbyva tedy dokazat tento vyrok:

(A) Je-li identicky

(x =) (x = ag) e (x — &) = (x = By)(x = B3)...(x — B,

jsou éisla (7) aZ na poradi totoznd s éisly (6). Dikaz uplnou indukci: Pro n = 1
plyne zrovnice x — a, = x — B, zfejm& «; = B,. BudiZ nyni k > 1a vyrok (A) budiZ
dokazan pro vSechna n < k. Je-li identicky

®) (x—a)(x—a))..(x =) =(x = B;)(x = Bs) ... (x = B,

vidime pfedeviim toto: leva strana v (8) je rovna nule pro x = «,, tedy i prava strana;
aspoii jedno z &isel By, B,, ..., Py je rovno a,; pferovnanim &isel B; docilime toho,
e By = a,. D&lim-li rovnici(8) &islem x — a, = x — B,, dostanu rovnici(x — a,) ...
oo (x = @) = (x = B3)...(x — B,) platnou pro kazdé x + a, a tedy (podle véty C)
pro kazdé x vibec. Podle tvrzeni (A) s hodnotou n = k — 1 jsou tedy také &isla
a,, ..., 0 aZ na pofadi totoZna s &isly B,, ..., ;. Tim je dikaz indukci proveden.

Jestlize v rovnici (4) je pravé r &isel a; rovno &islu a, fikdme, Ze &islo a je r-na-
sobnym kofenem rovnice Q(x) = 0.6) ,,Jednonasobnym* kofenim fikame oby&ejné&
Jjednoduché, ostatnim mnohondsobné. Pogitame-li kazdy kofen tolikrate, kolik &ini
jeho nasobnost, je z (4) patrno, e kaZda algebraicka rovnice n-tého stupn& méa prdvé
n kofend. Ma-li mnohoélen n-tého stupn& Q(x) prav& m riznych kofend a,, a5, ...
... O, Z NichZ prvni je ry-nasobny, druhy r,-nasobny atd., lze rovnici (4) psat téz
ve tvaru

9 0(x) = ap(x — ay)"(x — o) ...(x — @)™,

kde ovSem r, + r, + ... + r, = n. Mnohoéleny x — a,, x — a,,... nazyvame
koFenovymi éiniteli mnoho&lenu Q(x) (x — «, je r,-nasobny kotenovy &initel atd.).

AZ dosud platily nase vysledky, at koeficienty a,, ..., a, v (1) byla jakakoliv
&isla komplexni. Jsou-li tyto koeficienty redlné, nazyvame také mnohoglen (1) real-
nym mnoho&lenem;”) viimn&me si nyni, jak se daji nase vysledky doplnit pro reilné
mnohogleny. Viimn&me si napfed readlnych mnohoclent 2. stupné

x4 px +q=(x +3p)* + q — 3p? (p. q redlnd).

Kofeny a,,a, tohoto mnohotlenu vyhovuji rovnici (x + 3p)* = 3p* — g:
tyto kofeny jsou tedy reilné, je-li $p> — ¢ = 0 (jsou pak diny vzorcem a, , =
=-irt J%pz_—z), je-li viak 3p* — q < 0, jsou tyto koFeny nerealné™) a jsou
dany vzorcem a; , = — %p +i \/—-%?, jsou tedy komplexné sdruZené. (Pfipo-
minam: jsou-li y, 6 realna, nazyvam &isloy — i komplexné sdruZzenym k &islu y + di;

6) Kofeny této rovnice i jejich nisobnost jsou podle véty D mnohoélenem Q(x) Gplné uréeny.
7) Takovy mnohotlen nabyva oviem pro redlnd x pouze realnych hodnot.
72) Cislam neredlnym Fikime té2 imaginarni.
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&islo komplexné sdruZené k a budeme znadit a; &islo komplexné sdruZené k a je &islo
a.) Je-li tedy y + Si neredlné cislo (y, 6 redlnd), existuje jeden a jen jeden redlny
mnohoc¢len x* + px + q majici koFen y + Ji, nebot druhy kofen je pak nutné
y — di, takZe podle (4) jest x> + px + g = (x — y — 8i).(x — y + 5i), tedy jsou
&isla p, g podle véty C uréena rovnicemi p = —2y, q = y* + 62.8)

Budiz nyni (1) libovolny mnohoglen n-tého stupné; oznatme znakem Q,(x)
mnoho&len @ox" + @,;x"~' + ... + a,; pro redlné x je Q,(x) &slo komplexn&
sdruZené s &islem Q(x); plati-li tedy pro Q(x) rozklad

(10) Q(x) = ao(x — ay)*(x — a)™...(x — a,f"
(s navzajem riznymi kofeny «,, ..., %,,), plati pro redlna x rovnice
(11) 04(x) = Go(x — ay)™ (x — &)™ ... (¥ — Tp)™.

(Sestrojil jsem vpravo i vlevo &isla komplexn& sdruZena k &islim v (10); pfitom jsem
vpravo uZil toho, Ze &islo komplexn& sdruZené k soucinu ¢ . n je &islo . i (viz DI,
str. 374, v 4. vyd. str. 430, cvi¢eni 3).) Podle véty C plati oviem rovnice (11) i pro
viechna komplexni x; &isla a,, a5, ... jsou tedy kofeny mnoho&lenu Q,(x), a to a,
je ry-nasobny atd. Tedy: Ma-li Q(x) kofen (r-nasobny) ¢, ma Q,(x) kofen (rovnéz
r-nasobny) a. Je-li viak Q(x) specialné redlny mnohotlen, je Q,(x) = Q(x), tj. a je
r-nasobnym kofenem mnohoélenu Q(x). Nere4lné kofeny reilnych mnohoglend®)
se tedy sdruZuji v pary komplexné& sdruZenych kofeni podle této véty:

Véta E. Md-li redlny mnohoclen r-ndsobny kofen a, md té# r-ndsobny kofen a.

Vsimnéme si nyni rozkladu (9); i kdyZ Q je redlné, mohou nékterd a; byt ne-
realna, ale souCasné s takovym &islem a; = y; + i5,(y;, J; redlna, &; + 0) je také
&islo y; — id; kofenem, a to stejné nasobnosti; soucin pfisluinych kofenovych initeld
je pak redlny kvadraticky mnoho¢len

(x = Oy + i) (x = (v; — 1)) = (x =9 + & =x" + px + g,

s nercalnymi kofeny, tedy $p7 — q; < 0. Slougime-li v rozkladu (9) vZdy po dvou
kofenové ¢&initele, pfisluiné ke komplexné sdruZenym neredlnym kofendm, dosta-
vame:

Véta F. Budiz Q(x) = aogx" + a,x"~' + ... + a, (ao % 0) redlny mnohoélen.
Potom plati identicky rovnice tvaru
(12) O(x) = ag(x — ay)™ ... (x — &)™ (x* + pyx + q,)" ...
c(x® + pix + q))",
8) Pro realné kofeny neni obdobna véta sprivni: oba rdzné mnoholleny x2 — x, x* — 1
maji kofen 1; nebo oba rizné mnoholeny x2—2,x*— 3\/_2:: + 4 = 0 maji kofen ﬁ

9) Ze i reilné mnoholleny mohou mit nereilné kofeny, je vidét z nadeho vykladu o rovnicich
2. stupné.
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kder,, ..., ry, sy, ..., 5, jsou celd kladnd cisla, mnohocleny
X — Qe X — Oy X2 4+ PyX 4+ qqy .0 X2+ pix + q,

jsou redlné a navzdjem riizné a prot = 1,2, ..., 1 je splnéna podminka }p,z -q, <
< 0.19)

Poznamka 1. Cinitelé v rozkladu (12) jsou aZ na pofadek opét jednozna&né
stanoveni; nebof mnoho&len x? + px + q, ma neredlné kofeny (protoZe {p? —
— g, < 0) a tyto kofeny jsou komplexn& sdruZené (jeZto p,, q, jsou reilné). Rozlo-
#im-li tedy v (12) kaZdy mnohoglen x? + p,x + g, na soutin

(x = O + i8) (x = (. = i3)),

!
pfejde rozklad (12) v rozklad (9), jenZ je jednozna&né ur&en podle véty D; je pak
patrno, %e x — ay, ..., X — &, jsou pravé realni kofenovi &initelé z (9), kdezto x? +
+ p1x + 445 -.-, X2 + pix + g, jsou sou€iny vidy dvou komplexn& sdruZenych
nerealnych &initeld z (9), jsou tedy aZ na pofadi jednozna&né ureny.

Poznamka 2. Vzorec (12) dava rozklad redlného mnohodlenu Q(x) v sougin
redinych mnoho&lend 1. a 2. stupn&. Naproti tomu daval vzorec (9) rozklad sice
jednodussi, totiZ rozklad v sou¢in mnohodlend 1. stupné, zato viak tyto mnoho&leny
nemusi byt reilné (ani tehdy, kdyZ Q(x) je realny mnohoglen).

Poznémka 3. Z rozkladu (4) nebo (9) je patrno: Ma-li polynom Q(x) stupn&
n-tého kofen «, plati identicky rovnice Q(x) = (x — «) Q,(x), kde Q,(x) je op&t
polynom, a to stupn& n — 1. Z (12) je patrno: je-li polynom Q(x) realny a je-li a
reilné, je téZ polynom Q,(x) redlny. Dale je z (12) patrno: Ma-li realny polynom
Q(x) stupné n-tého nerealny koten y + di (y,  realna, 5 + 0), plati identicky rovnice
0(x) = (x* + px + q) Q,(x), kde Q,(x) je realny polynom stupn& n — 2, a x? +
4+ px + q je redlny polynom s kofeny y + di, y — di.

§ 2. Rozklad racionflni funkce v soulet &istefnych zlomki. Racionalni funkci R(x)
proménné x nazyvame takovou funkci, kterou lze psit jako podil dvou mnohoglend

P(x), Q(x):

(13) R() = 2,

o(x)
pfi¢em? pfedpokladame, Ze Q(x) neni mnohoglen 0. Oborem funkce R(x) jest oviem
mnoZina onéch komplexnich x, jeZ nejsou koteny mnohoglenu Q(x). Lze-li mnoho-
gleny P(x), Q(x) volit tak, ¥e jsou redlné, nazyvame funkci R(x) redlnou racionélni
funkci (jeji hodnoty pro redlni x jsou potom redlné). Mnohoglen jest oviem také
racionélnf funkci, nebof Ize psat P(x) = P(x) : 1 a jedni¢ka je mnohoglen (nultého

10) MiiZe oviem byt k = O (t;. &initelé x — & y mohou vibec chybét) a podobn€ miiZe byt / = 0.
Jestovdem ry + ...+ g+ 25 + ... + 25, =n.
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stupné). Nadim cilem v tomto paragrafu bude pfevést vyraz P(x) : Q(x) na soudet
nékolika jednodussich vyrazi, jeZ bychom dovedli integrovat. Pfitom mnohoclen je
uZ funkce tak jednoducha, Ze Zadné dal3i upravy nepotiebuje; omezime se proto
hlavné na pfipad, Ze stupefi mnohoclenu Q v (13) je kladné é&islo.

Jezto v (13) jde o déleni dvou mnohocleni, zopakujeme si néco o tom.

Véta G. Budte P(x), Q(x) dva mnohoéleny; Q(x) necht md stuperi n 2 0 (tedy
Q(x) neni nula). Potom existuje jeden a jen jeden mnohoclen P(x) tak, ¢ mnohoélen -

(14) | P(x) — Py(x) Q(x) = Px(x)

Jje budto nula nebo md stuperi nizsi ne n. Pfitom soulinitele mnohoclenu P, (a tedy
té2 mnohotlenu P,) Ize vypocist ze soucinitelii mnohocleni P, Q ,,raciondlnimi
operacemi“.'')

Dikaz. Budiz Q(x) = box" + byx"™' + ... + b, (bo +£0), P(x) = aox™ +
+ a,x""' + ... + a,, pfi¢emZ necht m = n (toho lze vidy dosahnout; neni-li
stupeit mnohoélenu P nejméné roven n, pndém na zadatek nékolik ¢élend s nulovymi
koeficienty). Mnoho&len P, nemizZe pak mit stupeii vy3§i neZ m — n; poloZme tedy

Py(x) = cox™ " + c;x" "'+ .. 4 Cpopt

soudinitele cq, ..., Cw—, mame pak urlit tak, aby v mnohoélerru (aox +..+a,) -
nt l

= (cox™ ™™ + ... + Cp-p)(box" + ... + b,) vypadly mocniny x", x"*', ... x™. To
bude splnéno tehdy a jen tehdy, budou-ll splnény rovnice

boco = ao
boc, + byco = a,
bocy + bycy + byeo = a,
(15) e

bo"m-. + blbm—n—l + ...+ bm-uco = Am-n

(ptitom ony &leny, v nichZ vystupuje b, s indexem k > n, jest tfeba vynechat, tj. kla-
deme b,y = by4; = ... = 0). JeZto b, * 0, Ize rovnicim (15) vskutku vyhovét,
a to jedinym zpisobem: z prvni vypo&teme c, = aq : by, potom z druhé ¢, = (a, —
— byco) : by atd.

Poznémka 1. Rovnici (14) Ize psat ve tvaru

Px) _ Pix)
(16) o)~ T o

takZe kaZdou raciondlni funkci Ize psit jako souget mnohoglenu a racionélni funkce
(s tym# jmenovatelem), jejiZ itatel je budto nula nebo ma stupeii niZi neZ jmenova-

11 Tj. s¢itdnim, od&jtdnim, ndsobenim a d&lenim. Jsou-li tedy P, Q redlné mnohodleny, jsou téZ
P,, P, redlné mnoholleny.
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tel.'?) Jak se toto d&leni mnohotlend (P, je ,,podil*, P, ,,zbytek*) v praxi provadi,
vite ze §koly; zopakujeme to na pfikladé:
X3+ 2 +x-1 3x -4

Pfiklad 1. =x+ 3+ .
x2=-x+1 x2—x+1

Délenim totiZ dostaneme
3x -4
-x+1

(x3+2x2+x—l):(x2—x+l)=x+3+xz

x3 - x4 x
- + —
3x? -1
3x2 -3x+ 3
— + p—
3x — 4 ... zbytek.

Poznamka 2. Je-li v rovnici (14) Py(x) = 0 (identicky), tj. existuje-li k mnoho-
gendm P(x), Q(x) (pti¢emz Q(x) neni polynom 0) mnohollen P,(x) tak, Ze jest

P(x) = P,(x) Q(x) (pro viechna x) neboli z(—(—x)) = P,(x) (pro vSechna x, pro né¥ je
x

Q(x) # 0), fikame, Ze P je délitelny mnohotlenem @ nebo Ze Q je délitelem mnoho-
&lenu P.'*) Jsou-li P, Q redlné, je ,,podil“ P,(x) podle véty G (viz pozndmku !!)) téz
realny mnohoélen.

Hlavnim vysledkem tohoto paragrafu budou véty 57, 59; véty 56, 58 jsou pfi-
pravou k nim. Jak jsme jiz tekli, je na$im cilem rozloZit racionalni funkci P(x) : Q(x)
na soudet n&kolika jednodusSich vyrazi. Nema-li mnohollen P niZii stupeni neZ Q,
provedeme ,,déleni* podle vzorce (16), nacez mnohoélen P, — neni-li to mnoho&len
0 — ma jiZ stupefi niZ8i neZ Q. Sta&i tedy, omezime-li sviij vyklad na takové racionalni
funkce P(x): Q(x), v nichZ &itatel m4 niZf stupeft neZ jmenovatel.

Véta 56. Budi# o komplexni ¢islo; budiz r celé kladné &islo; budiZ Q,(x) mnoho-
clen, jenZ nemd korfen a (tj. Q,(a) # 0); budiZ P(x) mnohoclen, jeho# stuperi je
niZsi ne# stupeii mnohoélenu (x — )" Q,(x). Potom existuje &islo A s témito vlast-
nostmi:

1. Pro viechna x, je nejsou koFeny mnohoclenu (x — a)f Q,(x), plati rovnice
PO __ A P
(x—a)y Qux) (x—af (x—af " 0yx)

kde P,(x) je budto nula nebo mnohoélen, jeho# stuperi je ni3i ne¥ stuperi mnoho-
élenu (x — a) ™! Q,(x).

(17)

12) Ov3em: rovnice (14) plati pro viechna x, rovnice (16) pak jen pro ta x, pro n&2 je O(x) + 0.
13) Nebo také, Ze P je ndsobkem mnoho&lenu Q.
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2. Jsou-li mnohoéleny P, Q, a éislo a rediné, jsou téZ éislo A a mnohoélen P,
rediné.

Poznamka 3. Viimnéte si smyslu rovnice (17): zZlomek na levé strané je rozlo-
Zen na soucet dvou zlomki: prvni z nich je zcela jednoduchy; druhy je podobny
jako zlomek vlevo, ale je o néco jednodussi: schazi v ném jeden &initel x — a.

Dukaz. Slovy ,pfipustné hodnoty x* budu oznacovat vSechny komplexni
hodnoty x, jez nejsou kofeny mnohotlenu (x — a) Q,(x). Je-li A libovolné komplexni
gislo, plati pro vSechna pfipustna x rovnice

P) A PX-40(x
-2y o) (- (- ay )

(abyste nahlédli spravnost tohoto vztahu, stadi, uvedete-li pravou stranu na spole¢-
ného jmenovatele). Zvolme A tak, aby bylo P(a) — A Q,(a) = 0, tj. zvolme A =
= P(a) : Q,(«)(to lze, jezto Q,(x) * 0). Potom P(x) — A Q,(x) je budto nula a diikaz
je hotov; nebo je P(x) — A Q,(x) mnohodlen, ktery ma kofen a a je stupné nizsiho
ne# je stupeii mnohotlenu (x — a)” Q,(x). Tedy'*) plati identicky P(x) — A Q,(x) =
= (x — «) Py(x), kde Py(x) je mnohotlen stupné& o jednotku niziiho nezli P(x) —
— A Q,(x). tedy stupné nizsiho nezli (x — a) ™. Q,(x). Dosazenim dostaneme vztah
platny pro viechna pfipustna x:

P(x) _ A + (x —a) P\(x)
(x —a) Qy(x) (x—a) (x—af Q.(x)
Kratime-li posledni zlomek vyrazem x — « (coZ je pro viechna pfipustna x dovoleno,
jeZto pro tyto hodnoty x je x — a # 0), dostavame rovnici (17), platnou pro viechna
pfipustna x, tj. pro viechna x, pro néZ je (x — a)" Q,(x) # 0.
Zaroven vidite, Ze pro reilné P, Q,, a vyjde realné téZ &islo 4 = P(a) : Q,(a),
pro&e i mnohoélen P(x) — A Q,(x) a tedy i P,(x) je realny (viz poznamku 3 v § 1).
Véta 57. Budi? Q(x) mnohoélen. pro néjZ plati identicky rovnice

(17a) Q(x) = ag(x — a) (x — )" ...,

kde r, r', ... jsou celd kladnd ¢isla, a, &, ... jsou éisla navzdjem riznd, ay * 0.
Budi# ddle P(x) mnohoclen, jehoZ stuperi je nizsi nes stuperi mnohoélenu Q(x).
Potom existuji ¢isla

(18) AL Ao G ALA AL AL
s témito vlastnostmi:

14) Viz poznamku 3 v § 1.
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1. Pro viechna x, je¥ nejsou kofeny mnohoclenu Q(x), plati rovnice'?)

P(x) __A A,y A, A,
o(x) (x-a)f (x—a)"'+ +(x—a)’+x—a

+

(19) + A e T TS A’, A‘,
(x=a)y (x=-2o)y"! (x—a)P x-a

2. Jsou-li éisla ag, a, &', ... a mnohoclen P(x) rediné, jsou i &isla (18) redlnd.

Poznamka 4. Rovnice (19) dava rozklad zlomku IQ)_EX% v soudet tzv. &dsteénych
x

(nebo parcidinich) zlomki.

Dikaz. Slovy ,,pfipustné hodnoty x** budu oznacovat ony hodnoty x, jeZ nejsou
kofeny mnohoglenu Q(x). Pisme Q(x) = (x — a)" Q,(x), kde Q,(x) je soucin viech
ostatnich &initeld (krom& (x — a)7) na pravé strané rovnice (17a). Jezto Q,(«) * 0,
existuje podle véty 56 &islo A, tak, Ze pro viechna pfipustna x je'®)

P(x) _ P(x) __A + P,(x)
0x) (x-afQlx) (x-af (x-a)"Qx)

kde mnohoglen P,(x) je budto nula'’) nebo ma niZsi stupefi neZ mnoho&len (x —
— )" 7! Q,y(x).'®) Je-lir — 1 > 0, postupujeme podobné dale a opétovnym pouZitim
véty 56 dostaneme rovnice

b

Pl(") — A, + Pz(x) .
(x—a) ™' Qx) Ix—ay™t (x-ay20x)’

...................................................

Pp-z(x) = A2 + Pr-l(x) :
(x=a? Qx) (x —a)? (x—a)Qx)
P,_y(x) - A, + P(x) .

(x—a)Qy(x) x - x Q,(x) ’

15) Prosim &tenéfe, aby se nelekal zdanlivé slozitych vzorcu, které ted ptijdou. V&c je v podstaté
jednoduchd a aZ si &tenaf pfete § 2 a propocita priklady 2—5 k nému pfipojené, porozumi
mu jisté bez nejmensich obtiZi.

16) v dalsim prabhu ditkazu budu se stile omezovat jen na pfipustna x, ale nebudu to stile
vyslovné podotykat.

l7) Je-li oviem P(x) nula, jsme s dikazem hotovi. TotéZ plati o vSech dalSich krocich.

18) pfitom A,, Pi(x) jsou redlné, jsou-li ay, x, «’, ..., P(x) redlné; podobné tomu je pti dalSich’
krocich, coZ jiZ nebudu opakovat.
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v kaZzdém ilomku na konci kaZdého fadku je v &itateli budto nula nebo mnohoélen,
jenZ ma stupeii niZsi nezli jmenovatel. Celkem tedy obdrZime

P(x) = 4, + Ar-1 + ... +
ox) (x—ay (x—af!

A; A, Pr(x) .
G-af x-a o)

posledni zlomek je podobného tvaru jako P(x): Q(x): ¢itatel je budto nula nebo
mnohoélen stupné niZiiho neZ jmenovatel; jmenovatel Q,(x) je viak jiZ o n&co jedno-
dussi: vypadl z n&ho &initel (x — «)". PouZijeme-li nyni téhoZ postupu na kofenové

+

&initele (x — «')", ..., pfiéemZ vychazime nyni od zlomku P/(x) : Q,(x), dostaneme
kone&n§ '
A,
P(X) = Ar Ar—l + o+ AI + ' — +
ox) (x—a)f (x—oay! x—a (x=2a)f
(20) A A U
(x — ) x—a V(x)

Pfitom V(x) vznika z Q(x) tim, %¢ vynechime jiZ vsechny &initele (x — a)’,
(x = @), ..., tj. ¥(x) = ao; mnohotlen U(x) je pak budto nula nebo ma stupeft
niz8i neZ je stupeit mnohotlenu V(x); ale posledni pfipad nemiZe nastat, jefto ¥(x)
je stupné& nultého; tedy U(x) = 0, takZe rovnice (20) jest jiZ #4dana rovnice (19).

. T+1 |
Ptiklad 2. R(x) = X 3+ Zde stupeil Zitatele neni niZdi neZ stupeil

x7 +2x% + x
jmenovatele; proto provedeme napfed déleni:

R(x)=1+

RozloZime jmenovatele: x” + 2x% + x3 = x3(x* + 2x? + 1) = x3(x? + 1)? = x3.
.(x + i) (x — i) takZe rozklad podle véty 57 jest 1%%)
_ 2X5 _ 3
—Eox 4+l 2, b e, _d e
xT+2x° +x* x* X x (x40} x4
S g

(x—i)p? x-—i’

pfitteme-li k tomu jesté 1, dostavame hledany rozklad funkce R(x) (platny pro vsech-
na x, rizna od 0, i, —i) — aZ na to, Ze jsme dosud nestanovili &sla a, b, ..., g;
jak se tato &isla daji vypocist, vyloZim za chvili.

182) pismeno e ani zde ani v pFikl. 3 oviem neznadi zéklad pfirozenych logaritma.
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,,Caste&né zlomky** (tj. s€itanci ve vzorci (19) vpravo) nemusi byt redlné racio-
nalni funkce, i kdyZ mnohoc¢leny P, Q jsou realné, nebot redlny mnoho¢len Q miiZe
mit nereélné kofeny (viz napf. pfiklad 2). Abychom v pripadé realnych mnoho¢lenii
P, Q dostali rozklad funkce P(x) : Q(x) na soudet redlnych racionalnich funkci jedno-
dussich, vyjdeme z rozkladu daného vétou F (a nikoliv z rozkladu (9), jak jsme
winili ve vét& 57); nasim cilem je véta 59, pomickou k jejimu dikazu je pak tato
pomocna véta:

Véta 58. Budiz x* + px + q redlny mnohoélen a nechf je 1p* — g < 0. Mnoho-
élen x* + px + q nemd tedy redlnych kofeni; oznaéme jeho kofeny y + di, y —
— 8i (6 * 0; v, 6 redlnd). BudiZ s celé kladné ¢islo; budiZ Q,(x) redlny mnohocélen,
jenZ nemd koren y + i (a tedy ani y — 5i) a budiZ P(x) redlny mnohoélen, jeho?
stuperi je nizsi ne? stuperi mnohoclenu (x* + px + q)° Q,(x). Potom existuji redlnd
éisla M, N tak, Ze pro vsechna x, jeZ nejsou kofeny mnohoclenu (x* + px + q) Q,(x),
plati vztah

P(x) __ Mx+N Py(x)
(x> + px + qF 0y(x) (x> + px+4q) (X +px +qF ' Qyx)’

(2n

kde P(x) je budto nula nebo redlny mnohoclen, jeho? stuperi je niZsi ne? stupert
mnohoclenu (x* + px + q)* ™" Q4(x).'®)

axe

Dikaz je obdobny jako u véty 56, jen ponékud slozitéjsi. Slovy ,,pfipustné
hodnoty x** ozna¢ime zde vSechny komplexni hodnoty x, jeZ nejsou kofeny mnoho-
¢lenu (x2 + px + q)° Q,(x). Jsou-li M, N libovolna realna &isla, plati pro vsechna
pfipustna x rovnice

P(x) _ Mx+N N P()-c).— (Mx + N) Q,(x)

22 =
(22) (x2 + px + q) Q4(x) (x* + px + q)° (x* + px + q) Qy(x)

(spravnost tohoto vztahu opét okamZité nahlédnete, uvedete-li pravou stranu na
spoleéného jmenovatele). SnaZme se zvolit realna &isla M, N tak, aby &itatel posled-
niho zlomku se rovnal nule pro x = y + di; tj. tak, aby bylo

(23) P(y + 6i) — (My + Mdi + N) Q,(y + di) = 0.

Jezto Q,(y + di) + 0, maZeme rovnici (23) timto &islem délit; piseme-li tedy
P(y + 8i) : Qi(y + i) = A + Bi (A, B realna), lze rovnici (23) psat ve tvaru My +
+ Méi + N = A + Bi. Zvolme nyni redlna &isla M, N takto: M = B:6, N = A —
— My = A — By: 5 (to lze, jeito & # 0); potom rovnice (23) je spln&na. Tedy je
budto P(x) — (Mx + N) Q,(x) nula a dikaz je hotov; nebo je P(x) — (Mx + N)Q,(x)
realny mnohoélen, jen ma stupeit niZi ne? mnohodlen (x? + px + q)° Q,(x).2°)

19) Smysl této véty je obdobny jako smysl véty 56: ve jmenovateli druhého zlomku vpravo schézi
jeden Einitel X2 +px+aq
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Podle rovnice (23) ma realny mnohollen P(x) —(Mx + N) Q,(x) kofeny + di
a tedy téZ kofen y — di; podle pozndmky 3 v § 1 je tedy identicky

P(x) — (Mx + N) Qy(x) = (x* + px + q) Py(x).,
kde Py(x) je realny mnohotlen stupné o 2 niZiho nez P(x) — (Mx + N) Q,(x),
tedy stupng niZsiho nez (x* + px + q)*~! Q,(x). Dosazenim do (22) dostaneme vztah,
platny pro vSechna pfipustna x:
P(x) _ Mx+N N (x* + px + q) Py(x)
(x2+ px + @) Qy(x) (x* + px +q)°  (x* + px + q)* Qy(x)

Pro viechna pfipustna x je vsak x? + px + g * 0, takze maZeme posledni zlomek
timto vyrazem kratit; tim dostavame vztah (21), platny pro viechna pfipustna x,
tj. pro viechna x, pro néZ je (x? + px + q)° Q,(x) * 0.

Véta 59. BudiZ Q(x) redlny mnohoclen, pro néjZ plati identicky rovnice
(29) Q(x)=ap(x —af (x =) ...(x* + px + @ (x* + p'x + ¢')" ...,

pfitom ag, o, o', .... P, q, P> q’. ... jsou redlnd cisla, a, + 0; ddle je %p’ -4 <0,

i—p’z —q' <0,...; éslarr,..s5s,... jsou celd kladnd. Koneéné necht iddné
dva z mnohoélenii x —a, x — o', ... x>+ px + q, x> + p'x + q',... nemaji

spoleénych korenit.?') Budi# ddle P(x) redlny mnohoclen, jeho# stuperi je niisi ne?
stuperi mnohoélenu Q(x). Potom existuji redlnd éisla A,, A,_, ..., A5, Ay, A,
A s Ay Al sy My Ny My—yy Noeyy oo My, Nyy My, Nyy Miss Nboy My,
N; _4y..., M3, N3y, MY, NY, ... tak, Ze pro vSechna x, jeZ nejsou kofeny mnohoélenu
Q(x), plati rovnice

(25) POy _ A, Ay o A Ay
ox) (x—af (x=—a)y! (x —a)) x-«a
A" A' ’ ’
A £l A Ay
(x —a)y  (x-a)y"! (x —a')? x-ad
Msx + Ns Ms—lx + Ns—l
+ .

T (x*+px +q)f (x> + px + q)°"!

20) vsimnéte si, ¢ mnohotlen Q,(x) ma stupeil aspon o 2 ni§i nez mnoho&len (x2 + px + q)°.
Ql(x)-

2') Rovnice (24) je tedy prosté rozklad mnohoclenu Q(x) podle vzorce (12); jenom jsme pro
pohodli trochu zménili oznaceni: realné kofeny mnohoélenu Q(x) jsou « (r-nasobny), o’
(r’-ndsobny), ..., neredlné kofeny mnohoélenu Q(x) jsou dva koieny mnohoélenu X +
+ px + ¢ (s-nasobné), dva kofeny mnohoclenu x% + p'x + ¢’ (s"-nasobné) atd. Cinitelé
x -, X —a’,... ovdem mohou schazet (nema-li Q(x) redlnych kofent); rovnéZ &initelé
X+ px + q, x2 + p’x + ¢’, ... mohou schazet (jsou-li viechny kofeny redlné).
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sz+Nz M1x+N,

+ ...
(x*+px+4q)* x*+px+g

Myx + N, M,_,x+ N,_,
(x*+px+q)  (x*+px+q)y!

M3x + N Mix + Nj

+ ..
(x*+px+4q)Y x*+px+4q

Poznamka 5. Také o rovnici (25) fikdme, Ze dava rozklad zlomku P(x) : Q(x)
v soucet cdstecnych (nebo parcidlnich) zlomkii. Rovnice (25) je sloZit&jsi nez rovnice
(19); ma v3ak tu vyhodu, Ze (na rozdil od rovnice (19)) dava vidy rozklad relné
racionalni funkce na redlné Casteéné zlomky.

Diikaz. Schazeji-li vsichni &initelé x2 + px + g, x2 + p'x + q’, tj. jsou-li
viechny kofeny mnohoclenu Q(x) realné, je véta 59 jiz dokazana, nebot je obsazena
ve v&t& 57. Nechf tedy Q(x) ma nerealné kofeny (aspofi jeden par). Pisme

0(x) = (x* + px + q) Q4(x),
takZe
O(x)=ao(x* +px+q) ...(x —ay (x — ) ...;
prosté Q,(x) vznikd z Q(x) vynechanim &initele (x? + px + q)°. Op&tovnym po-
uZitim véty 58 dostdvame rovnice
P _ P
0(x)  (x* + px + q) Q\(x)

_ }W,x + N, P,(x) 17)
(x2+px+q) (x*+ px +q)! Q,(x)’
P1(x) _
(x* + px + q) ™" Q4(x)
M,_,x + N,_, P,(x)

T Apx+ Tt (P Hpx+qiox)]

..............................................

P:—l(x) - M;x + N, P,(x) .
(x*+px+9)Qy(x) xT+px+q Qyx) ’

pfitom M, N, M,_,, N,_,,..., M, N, jsou redlna ¢isla; v poslednim zlomku
v kaZdé rovnici je v &itateli bud nula nebo redlny mnohoclen, jehoZ stupeii je nizsi
neZ stupeii jmenovatele. Podobné& pokrafujeme dale, aZz vyéerpame vSechny &initele
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x2 + px + q. x> + p'x + q',...; tim dostaneme vzorec (s realnymi &isly M, N,, ....
M,, Ny, Ms, Niy ooy My, NG, .20

P(x) _ _Mx+N, + M,_,x + N,_, 4
0x) (x*+px+4q) (xX*+px+q)"
M,x + N|
TXiprra
(26)
M;:x + N;' M;._lx + N;r_, +
(x2 + p'x + ql)s’ (x2 + p/x + q')s’—l :
LMt Ny UK
x4+ p'x +4q V(x)

Zdc je V(x) mnohotlen, jenZ vznikne z Q(x) vynechanim vsech kvadratickych
Ciniteld x? + px + g, x> + p'x + q',...; U(x) pak je budto nula nebo reilny
mnohoélen, jehoZ stupeii je niZsi nez stupefi mnono&lenu V(x). Nema-li Q(x) realnych
kofent, je prosté V(x) = a,, tedy U(x) = 0 a vzorec (26) dava jiz zadany rozklad;
ma-li viak Q(x) realné kofeny, jest podle (24) V(x) = ao(x — a) (x — &) ...;
rozlozime-li nyni U(x) : ¥(x) podle véty 57 (pfi¢emz &isla A,, A4,_, ... vyjdou reilna),
obdrzime z (26) hledany vzorec (25).

Priklad 3.

%10 4 2x% 4 3x7 4+ 4x5 4+ x* 4+ 2x3 4+ Tx — 1

R(X)= 9 6 3
x” + 2x° + x

Zde stupei &itatele neni niZsi neZ stupen jmenovatele; musime tedy nejdfive provést
déleni a dostaneme
xT+ Ix — 1

Rx)=x+2+ —m8——;
(x) x? + 2x% + x3

zde jiZ &itatel ma niZsi stuped neZ jmenovatel. Jest x? + 2x® + x* = x3(x® + 2x® +
+1)=x*x*+1)% ale x* +1=(x+1).(x> — x + 1), kde posledni ¢initel
vyhovuje podmince 3p? — g < 0. Rozklad (24) vypada tedy takto: x° + 2x® + x3 =

= x3(x + 1)*(x* = x + 1)%; podle véty 59 existuji tedy reilna &isla a, b, c, d, e, f,
g, h, k tak, Ze pro viechna x (vyjma pro kofeny rovnice x® + 2x¢ + x* = 0) je

xT +7x =1 a b c d e

e =+ 24 +

X+ 2+ x> X x2 x (x4+1)?2 (x+1)
fx+g hx + k

(2=x+1)2 x*—x+1"

pri¢teme-li jest¢ mnohodlen x + 2, dostavame hledany rozklad funkce R(x) — a%
na to, Ze jsme dosud neur¢ili ¢isla a, b, ..., k.
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VyloZim nyni, jak je moZno stanovit Cisla
(27) A Ay AL AL AL, A
v rovnici (19), popt. redlna &isla
(28) Ap Aoy W AL AL AL AL L
M, No M\ Ny_yy.o.n My, Ny, M, Ny Mi_ gy Nl _ye ooy M, N

v rovnici (25). Provedu to na rovnici (25); rovnice (19) je o to jednodussi, Ze v ni
nevystupuji &isla M,, N,, ...; &sla (27), kterda nam v rovnici (19) vyjdou, nemusi
oviem byt redlnd. Vynasobime rovnici (25) vyrazem Q(x):a,; dostaneme tuto
rovnici:
o _
ao

Ax =)y (2 +px +qf (X +px+q) ... +

+A,_y(x —a)(x —a) ... (x4 px + qf (x* + pP'x + @) ... +
+o t

+Ax -yt (x =) (P px (X P+ )+
+ ... +

+Mx + N)(x —a)f (x—a) ...(x? + p'x +q) ... +

+(Mo_yx + No_)(x—a) (x =) ...(x* + px +q) (x> + p'x +q') ... +
+ ... +

+Mx + N)(x —af (x —a) ... (x> + px +qf ' (x* + p'x +q) ... +
+.

(29)

(a, jsme nechali ve jmenovateli, abychom jim nemusili nasobit viechny &leny vpravo;
v kazdém €lenu vpravo oviem stoji (kromé a,) vSichni &initelé z rozkladu (24), kromé
toho, ktery stal v pfislusném &lenu ve vzorci (25) ve jmenovateli). Ob& strany rovnice
(29) jsou mnohogleny; rovnice (29) vznika z rovnice (25) tim, Ze nasobime mnoho-
¢lenem Q(x) : ao; rovnice (25) vznika z rovnice (29) naopak tim, ¢ mnoho¢lenem
0(x) : a, délime. Jsou-li &isla (28) volena tak, Ze rovnice (25) plati pro viechna x,
pro n&Zz je Q(x) + 0 (podle véty 59 vime, Ze takova &isla (28) existuji), potom rovnice
(29) plati rovnéZ pro viechna x, pro n&z je Q(x) # 0, tedy pro nekone&n& mnoho x;
jeZto (29) je rovnice mezi dvéma mnohocleny, je potom podle véty C v § 1 kazdy
koeficient vlevo v rovnici (29) roven stejnolehlému koeficientu vpravo a tedy rovnice
(29) plati pro vSechna x vibec (i pro ta x, pro néz je Q(x) = 0). Naopak, jsou-li
&isla (28) volena tak, Ze rovnice (29) plati pro viechna x vibec (ili — coZ je totéz
podle véty C — je-li kaZdy koeficient v rovnici (29) vlevo roven stejnolehlému koefi-
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cientu vpravo), plati rovnice (25) pro vSechna x, pro n&Z je Q(x) # 0. MiZeme tedy
svoji ulohu vyslovit dvojim ekvivalentnim zpisobem:

I. Nalézt realna gisla (28) tak, aby v rovnici (29) byl kaZdy koeficient vlevo
roven pfisluinému koeficientu vpravo (vime, Ze takova &isla (28) existuji).

1I. Nalézt realna cisla (28), tak aby rovnice (29) platila identicky, tj. pro kazdé
komplexni x (vime, Z¢ takova Cisla (28) existuji).

Formulace I vede k tomuto feseni nasi tulohy (tzv. metoda neurcitych souciniteld
nebo neuréitych koeficientit): Vynasobime-li vpravo v rovnici (29), vidime, Ze koefi-
cient kazdé mocniny x vpravo je linearni formou??) v &islech (28); poloZime-li kazdy
takovy koeficient roven stejnolehlému koeficientu vlevo, dostaneme pro &isla (28)
soustavu linedrnich rovnic, jeZ jisté ma realné feseni (nebot vime, Ze &isla (28), majici
Zadané vlastnosti, existuji).??)

Piiklad 4. Stanoveni koeficienti a, b, ..., g v posledni rovnici z pfikl. 2. Naso-
bime tuto rovnici mnoholenem x7 + 2x® + x3 = x3(x* + 2x? + 1) = x}(x? +
+ 1)% = x}(x + i)*(x — i)?; dostaneme

—2x* = x* + 1 =a(x* +2x* + 1) + b(x* + 2x> + x) +
+ o(x® + 2x* + x?) + dx?(x? - 2ix — 1) +
+ ex*(x® —ix? + x — i) +
+ fx3(x? + 2ix — 1) + gx3(x* + ix? + x + ).
V této rovnici se vyskytuji mocniny od x® az do x°; poloZime-li koeficient kaZzdé
mocniny x vpravo roven koeficientu téZze mocniny vlevo, dostaneme téchto sedm
rovnic:
c+e+g=0, b+d—-ie+f+ig= -2,
a+2c—-2id+e+2if+g=0, 2b—-d—-ie—f+ig=-1,
2a+¢c=0, b=0, a=1.

Z échto rovnic dostaneme feSenim (doporuduji, abyste si je provedli)a = 1, b = 0,

c=—-2d=-1+lie=1-3i,f=-1—-3%i,g=1+13i

22y Linedrni forma je — zhruba fedeno — vyraz ,,prvniho stupn&* v nékolika proménnych

(nebo i v jedné proménné) bez prostého ¢lenu. Napt. 3x + ny — iz je linedrni forma v x, y, z.
Viz Kofinek, Zaklady algebry, str. 197 (v 2. vydani str. 202 —203).

23y Jak se fesi soustavy lincarnich rovnic, najdete v citované knize Kofinkové, str. 234—239
astr. 294 —301. (V 2. vyd. str. 243—248 a 303 —310.) Vyrok o realité fedeni se tyka oviem jen
rovnice (29); v rovnici (19) nemusi byt fedeni redlné, nejsou-li ay, x,0’, ..., P(x) redlné.
Tak v prikl. 2 (jejz nyni v pfikl. 4 dopo¢itame) vyjde neredlné feSeni.

7 — Jamnik: Integrdlni podet I.
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Priklad 5. Stanoveni kocficientd a, b, ...,k v posledni rovnici v pfikl. 3.
Nasobime tuto rovnici mnoho¢lenem x® + 2x® + x3 = x*(x + 1)? (x* — x + 1)
dostaneme

x"+Ix—1=a(x+1)2 (x> —x+1)> +
+ bx(x + 1) (x* — x + 1)2 +
+oox®(x + 1)2 (x* —x + 1)2 +dx*(x* — x + 1) +
+exd(x +1)(x* —x +1)* +
+(fx + g)x*(x + 1) +
+ (hx + k) x*(x + 1) (x* — x + 1),
neboli
x"+ Tx =1 =a(x®+2x* + 1) + b(x” + 2x* + x) +
+ o(x® + 2x* + x?) +
+d(x7 — 2x% 4 3x® — 2x* + x%) +
+e(x® — x7 4+ x5 + x5 — x* + x) +
+(fx +g) (x* + 2x* + x?) +
+ (hx + K)(x7 + x® + x* + x%).

V této rovnici se vyskytuji mocniny od x® a? do x°; poloZime-li koeficient kaZdé
mocniny x vpravo roven koeficientu téZe mocniny vlevo, dostaneme t&chto devét
rovnic:

c+e+h=0, §2c+3d+e+2f+g+h=0, te=0,
b+d—e+h+k=1, [ 2b—-2d—e+f+29+h+k=0,{ b=17,
a-2d+e+f+k=0, | 2a+d+e+g+k=0, :

Z téchto rovnic dostanete feSenim (doporuduji, abyste si je provedli) a = —1,
b=7c=0d=1e=3f=— 3,g=—§,h=—%‘,k=_§,
Resenf metodou neuritych soudiniteld sice dovedeme vZdy provést, ale ve

sloZit&jSich pfipadech byva &asto zdlouhavé. Proto vyloZime v kap. XI, § 1 jest&
jiné metody. Vyklad bude tak elementérni, Ze si jej miZe pFedist i za&itenik.

§ 3. Integrace racionilnich funkci. Mame-li vypogist f% dx, kde S(x), Q(x) jsou
x

realné mnohoéleny,?*) postupujeme podle §2; neni-li stupeii mnohollenu S(x)
niZi neZ stupefi mnohoclenu Q(x), provedeme dé&leni a dostaneme

S(x) M)
= P,(x
0() = P+ o)
;‘) Zdurazituji je$té jednou, ¥e od tohoto okamzZiku a¥ do konce kapitoly VIII politdme opét

jen s redlnymi funkcemi redinych proménnych. Proto nebude vadit, budu-li n€kde uivat
pismena i v jiném vyznamu neZ jako imaginérni jednotky.
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kde P,(x), P(x) jsou redlné mnohocleny a P(x) je budto nula nebo mnoho&len niz-

P(x)
Q(x)
Zime pak (neni-li P(x) nula) podlc véty 59 na &astené zlomky. Staci tedy vypogist
jest& integraly jednotlivych séitancd v rovnici (25) (véta 59), tj. integraly tvaru

4 ax (n celé kladné) ,
(x —a)

Siho stupné& ncz Q(x). Mnoho¢len P,(x) dovedeme integrovat; zlomek —— rozlo-

Mx + N

(2_—)— dx (n celé kladné),
x* + px + q)°

ca , A 1 .
kde %pz ~ q < 0. Prvni integral se rovna — — pron > 1 a rovna se

n—-1(x—a)
Alg|x — o pro n = 1 (vysledek plati v kazdém intervalu neobsahujicim bod «);
druhy integral dovedeme téz vypocist (viz priklad 9 v kap. 111, § 4), a to v intervalu
(—, +®). Dovedeme tedy 1éZ vypocist integral libovolné realné racionalni

funkce I S(x) dx, oviem jen tehdy, dovedcme lirozloZit mnohoglen Q(x) podle vzorce
(24) (véta 59) tj. dovedeme-li fesit rovnici Q(x) = 0. Vysledek plati potom v ka2dém
otevieném intervalu neobsahujicim Zadny kofen rovnice Q(x) = 0.
Priklad 1.
J‘x‘°+2x"+3x’+4x°+x‘+2x’+ 7x — 1

dx.
x° + 2x% + x3

V § 2, ptikl. 3 a 5 jsme jiZ provedli rozklad integrované funkce; hledany integral se
tedy rovna

f(x+2—l+l+ L, 3 .
X (x+1)P 9Yx+1)
x+7  3x+1 )d
(x* —x+ 1) 9x*-x+1)

x2 1 7 1 31
=— 42X+ ——-- - Ig|x + 1] —
2 2x? 9gl I

1 x+17 4 lj‘ 31x + 1 dx.

— X — B ——————————
3J(x2-x+1)? 9)x*-x+1

Poslednf dva integraly po&itame podle vzoru pf. 9 v kap. III, § 4:
x+7 1 2x -1
ILL=|——m—dx=-| ————dx +
: J-(xz—x+l)2 ZJ.(xz—x+l)2

B__dx
2 J(x*=x+1)?

7
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I, =

3ix +1 dx=21 2x — 1 dx +
x2—x+1 2 Jxt—-x+1

_ZE dx
2 ) x—x+1"

Substituci x> — x + 1 =1, (2x — 1) dx = dt dostaneme

2x — 1 de 1 1
_—dx= —-=——=——’
(x*=x+1)? 1? t x*—x +1

2x -1 dt '
—— dx=|—=lglf| =lg(x* = x +1
fxz—x+l _[t- gl ( )

(nebot je stale x2 — x +1>0). Jest x2 —x + 1 = (x — 3)* + 3; poloZime-li
x—4=1./31dx=1/3dt, mime dile x* — x + 1 = }(1* + 1),

dx 1 16 dt
= - /32—,
J-(xz—x+ 1)2 2‘/_ 9 f(z2+ 1)?

J‘ dx =1\/§f dt

x2—x+1 2 32 +1°

podle kap. III, § 3, pfikl. 5 je (do (16) jest tfeba dosadit n = 1 a psat ¢t misto x)
de t + 1 dr
(F+1? 21+ 2)J2+1’

t=2x—l, 12+l=5(x2—x+l),
V3 3

ale

takZe

j dx 2 2 2x — 1
— = arctgt= —arctg R
X2

—x+l 3 V3 V3

f(x’ s 0~ 3\8/5(2(1 ; N ;JT%) B

12—t 4 2t
3x2-x+1 3./3 J3 '

Tim jsou vypo&teny integrély I,, I, a tedy téZ hledany integral (doporu&uji &tenafi,
aby si provedl jest& dosazeni); vysledek plati v kaZdém otevieném intervalu neobsa-
hujicim ani bod 0 ani bod —1.
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1
Pfiklad 2. J‘ 9% Predevsim musime rozlozit x* + 1 podle vzorce (24);

4
0o X +1
rovnice x* + 1 = 0 nema redlnych kofend, proto rozklad vypada takto: x* + 1 =
= (x2 + px + q) (x* + p'x + q')(pFi¢emZ dosud neni vylougeno, e by oba mnoho-
&leny 2. stupné byly identické?*)). Z této (identicky platné) rovnice plyne podle véty
C, str. 83:

p+p =0, q+q¢ +pp'=0, pg+pq=0, gqq'=1.

Podle prvni rovnice miiZeme tyto rovnice psat téZ takto: p’ = — p, ¢ + q' = p%
Pa' — q) =0, qq' = 1. Podle posledni rovnice maji g, q' toté% znameni a jsou
rizna od nuly; podle druhé rovnice je ¢ + ¢' = p?, takZe q, q’ jsou kladna a p + 0;
z rovnice p(¢' — g) = 0 potom plyne g = ¢’, tedy qq’ = g?=1atedyq=¢q =
= +1 (jeto ¢ >0); tedy p>=q+q¢' =2, p= iﬁ,p’= — p. Vezméme
p= \/5, tedy p' = — ﬁ (kdybychom vzali p = — \/5, bylo by p’' = ﬁ a oba
Zinitelé ,by se pouze vymeénili); tedy mime rozklad x* + 1 = (x* +./2x +1).
J(x? - \/ix + 1); vidime, Ze kofeny rovnice x* + 1 jsou jednoduché, jezto kofeny
v £ 8i (6 + 0) rovnice x> + \/2x + 1 = 0 nejsou kofeny rovnice x* — /2x + 1 =
= 0 (nebof podle str. 85 existuje jen jeden realny polynom tvaru x? + Ax + B,
jenz ma kofen y + i nebo y — di); tedy

1 ax + b + cx +d
41 24 fax 41 x2- x4+ 1

Snadnym vypo&tem (nechf si jej &tenaf provede) obdrZime
11 ( x + /2 . x= J2 )
X+l 2 /2\ 4+ J2x+1 x*— f2x+ 1

Jest pak (znameni + si odpovidaji)

1 5 1
I_—Xi\/z dx=1J. —__in\/i dx +
o x4+ /2x + 1 2Jo x2+ J2x + 1
+\/_5f' s
T2 )oxr+ f2x+ 1

Zde je

fl ﬁ_’ﬁ_*/i_d.»w[lslxz V2 + 1]l =182 2 V2)

o x? +./2x + 1

25) Ctenst, znaly po&atka algebry, zjisti.oviem ihned, ¥e rovnice x* + 1 = 0 m4 &tyfi razné
koteny jednoduché a nikoliv dva dvojnasobné — ale radéji tento vysledek odvodime.
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viz kap. 111, § 4, ptikl. 8). Déle je x> + /2x + 1 = (x + 1/2) + § = ¢* + 1),
2 2 2

poloZime-li x + % 2 = —1: t, a tedy dx = -l—dt, t = Jix + 1; mame tedy
2 J2
(pozor na meze!)

'r dx VZt1 dl
o x? +ﬁx+l

= /2 (arctg (ﬁ 1) —arctg (£ 1)).

Je arctg(+ 1) = + i, arctg (/2 + 1) = 2, arctg (/2 — 1) = 3n.2%) Tedy cel-
kem?7)

' odx
A LNC R R

+arctg (/2 + 1) — arctg 1 + arctg (\/2 — 1) — arctg (— 1)) =

[
I_.

(g2 +V2) -2 +n-tn+in+in)=

5

- L 10

1
- 2 -1
2/2 4./2

1/s
§ 4. Integrily tvaru J‘R (x, (ax + ;) )dx Mnoho¢lenem ve dvou proménnych x,
cx +

y nazgvame soudet kone&ného po&tu &lend tvaru cx™y", kde ¢ je konstanta, m a n
jsou celd neziporn4 &isla. Podil dvou mnoho&lend P(x, y) : Q(x, y) se nazyva racio-
nalnf funkci proménnych x, y; takova funkce je definovana ve vSech bodech, v nichZ
je Q(x, y) # 0. V tomto paragrafu se budeme zabyvat integrily tvaru

ax + b\'”
(30) R(x, + dx (af — bc +0),
ex+ f
2tg} ) 2tg 3
26) Vypoétéme to: je tgx = ——ﬂ:—-atedy specidln proa = §mjel = _g—,znl' tg? In+
1— tg?ia 1 —tg*3n
+2tg3n —1=0,tgdn=—1+ JZ ale tg 17 >0, tedy tg in = ﬁ— l;jcst(ﬁ—l).

W2+ =2 -1 =latdytgdn=tg@n—tm=1l:tgdn=1:(J2 -1 =
= ﬁ + 1; tedy: = = arctg (\/5— 1), 3n = arctg (\/2_+ 1).

27) Utivime dle vztahu 2 + /2) (2 — \/2) = 2, takte — 182 — /D) = g2 + /2) — Ig 2.
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kde s je celé &islo v&tsi neZ 1 a kde R(x, y) je racionalni funkce proménnych x, y.28)
Integral tvaru (30) (a ovSem také uréity integral tohoto tvaru) se da pfevést na integral

racionilni funkce substituci
ax + b\'* -t
cx +f

Vskutku, z této substituce plyne (v pfipadé af — bc # 0)

ax+b=r,, xzb——ft" dx=af_bcsr'"dt;
cx + f ct —a (c* — a)?
+ b\'*

) jsou nahrazeny
ex+f

raciondlnimi funkcemi proménné t a rovnéz dx je nahrazeno vyrazem r(r) . dt, kde
(1) je raciondlIni funkci proménné t. Tedy vskutku integral (30) pfejde touto sub-
stituci v integral racionélni funkce proménné 1.

provedeme-li tuto substituci, vidime, Ze vyrazy x,(

Poznamka 1. Integral [R(x,(ax + b)'/*)dx patfi oviem téZ mezi integraly
tvaru (30); je to prosté speciélni pfipad ¢ = 0, f = 1.

Pozndmka 2. V tomto paragrafu i ve zbytku této kapitoly prfenechavam Cte-
nafi, aby si rozvaZil — bud v obecném piipadé nebo v jednotlivych pfikladech — zda
a v kterych intervalech uvedené uvahy plati.

r1 /
Ptiklad 1. —Zx+—3—+—xdx; substituce \/2x + 3 =1>0, 2x + 3 =12,
J-1/2x +3 —x
x = 3(* - 3).dx = tdr.

r1 V3 2 _
,/2x+3+xdx___J' 2:+r2 3¢d1=
J-1J2x +3 —x g 2t—1"+3

3
- PRI S )a::
. t—3 t+1

=[-12 4 —91g| -3 +1g|+ 1]{° =
= -§-45-9183 - /) +1e(/S+1) +3+4+

+91g2 —1g2=2-4/5-91g(3 - /5 +1g(/S+ 1)+
+ 8lg2.

1/s

b

“) Funkci R (x. (ax i f) ) dostaneme tedy tak, Ze do raciondlni funkce R(x, y) za y dosadime
cx

ax + b\'* ax + b L .
. Kdyby bylo s = 1, byla by funkce R{ x, oviem racionalni funkci pro-
ex+ f ex+ f

ménné x a integrovali bychom podle metody § 3. Také v pfipadé af — bc = 0 — jak &tendf
snadno nahlédne — je pfedloZeny integril — pokud vibec mi vyznam — integrilem racio-
nélni funkce.
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priklad 2. [ 321 & substituce
x+1 x?
3 _ 2
S el P
x +1 x+ 1

T2 T@-r)p’
J‘i/zx“d_{_ 3dt
x+1 x2 (e -1)?
1 1 t+1 t+3

_f(3(z— 1)2 * 3t — 1) +(r’+ r+ 1?2 32 e+ l))d‘ -

” +3lgle =1 -21g(e* + ¢+ l)—i_—arctg a+l,

do tohoto vysledku jest nutno jesté misto t zavést x podle rovnice

'=i/2x+l'
x+1

Doporuduji &tenafi, aby si vSechny jednotlivosti tohoto pfikladu propoéetl.

Poznamka 3. Vyskytuje-li se v integrované funkci nékolik riznych odmocnin

ax + b\"*¥ ax + b\'*¥ oL ax + b
, , ... 1€hoZ vyrazu .
ex+f cx + f ex+f

poloZme ¢&islo s rovno nejmensimu spoleénému ndsobku é&isel s, s”, ...; je zfejmo, Ze

1/s
. , .. . ., ax + b
viechny uvedené odmocniny jsou mocninami vyrazu

, takZe mame opét
cx + f

tvar vySetfovany v tomto paragrafu. Napf. budiZ
x2 + x (x + l)2l3
x + 2
I= x + 1\7/% x+1“/6dx,
+
(x + 2) (x + 2)
nejmensi spolecny nasobek ¢Cisel 3, 4, 6 je 12, takZe lze psat
x2 +x (x + 1).’“z
x+2 .
I= x + 1\2112 * + 1\22/12 dx;
+
(x + 2) <x + 2)
substituce (x + 1

1/12
2) = ¢ prevadi integral I na integral funkce racionalni
x +
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§ 5. Integrily tvaru [R(x, \/ax® + bx + c) dx, kde R(x, y) je raciondlni funkce.
Piedeviim miZeme vyloudit pfipad a = 0, ktery byl fesen jiZ v pfedeslém paragrafu
(pfipad @ = b = 0 vede dokonce pfimo k integralu racionalni funkce). Necht tedy
je a # 0. Za druhé je moZno vylougit pfipad, Z¢ mnoho&len ax? + bx + ¢ ma dvoj-
ndsobny kofen, nebof potom je ax? + bx + ¢ = a(x — a)?; je-li a <0, je ax* +
+ bx + ¢ < 0 pro viechna realna x + a a tedy \/ax? + bx + ¢ nema pro. nis
smyslu pro x % a (je#to pfipoustime jen realné hodnoty); je-li viak a >0, je
\/ ax? + bx + ¢ = \/ alx - a| a dostdvame pfimo integral raciondlnf funkce
Necht tedy a # 0 a necht ax? + bx + ¢ ma dva riizné kofeny a,, «,.

I. a > 0; v tomto piipadé zavedme substituci /ax? + bx + ¢ = \/E. x +
+1 (4. t= /ax* + bx + ¢ — Ja.x). Umocnénim dostaneme ax® + bx +
+e=ax*+2/a.xt + 1} bx +c=2/a. xt+r2

t2

- C
X=—-—, Jax*+bx+c= +1
b—2at \/—b 2\/at

_ —Jar* + bt — Jac dx=2—ﬁt‘+br—ﬁcd

b—2./at ’ (b—2+/at)?
Tedy x i \/axz + bx + ¢ jsou racionélni funkce proménné t a také dx ma tvar
r(t) dt, kde r(t) je racionalni funkce proménné 1.2°) Tim je tedy pfedloZeny integral
pieveden na integral racionalni funkce.

]

Piikladl.J' dx ;substituce\/x2+ x—1=x+1,
x4+ Jx* +x -1
2 4 _ 2 _ _
x—l=2xl+12, x='-{1’ dx = 2(' ! l)dl,
1 —2t (1 - 22
2 _ 2 _ _
,/x‘+x—l=—4—-—-l+: _('_'—])
1 -2 1 -2t

dx J 2 —1—-1)dt
x + /xz+x_| (t+1—-tz+t+l)(l—2!)
(r’—r—l)dr_J‘|_ 1 '
(1+2)(r—1) t+2 2(1—1)
2 2
t-21glt+2|-3lglt-3 =
JErx—1-x=-2g|/x* +x—1-x+2| -
g/ +x—1-x-13.
29) vsimn&me si podobnosti vyraza pro . ./ax! 4- bx + ¢ a pro dx; byva leckdy uZiteZna.

I

]
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II. a < 0. Zde m4 pro nés vyznam jen ten pfipad, Ze kofeny a,, @, jsou realné*°)
(a oviem rizné, viz politek tohoto paragrafu); nechf je oznadeni tak voleno, Ze
ay < ay. Jest ax? + bx + ¢ =a(x — a;).(x — ay); jeli x > ay, je té% x > a,
a tedy a(x — a,)(x — ;) < 0(jeZto a < 0); rovn&Z pro x < a, je téX x < a, a tedy
a(x — a;) (x — a;) < 0. Hodnoty x <a, a x > a, nepfichazeji tedy pro nas
v dvahu. Zbyvaji tedy hodnoty x intervalu {a,, a,)>. Omezme se tedy na interval
(a4, &;) (hodnoty x = a,, x = a,, pokud by se vyskytly jako meze uritého integralu,
by vyZadovaly zvlaitni Gvahy). Je-lia, < x < a,, je

ax? + bx + c = a(x — a,)(x — a;) = (— a)(x — «,) (a2 — %),

kde vsichni tfi &initelé jsou kladna &isla. Tedy
Jaxt +bx +c= /- a(x —a,)(a; — x) = /— a(x ——a‘)zu=

x — ay

. e . . o — X
coZ je tvar vySetfovany v § 4 (subsmucc 2 = t) .

X —a
! dx . .

P¥iklad 2. . Vintervalu {0, 1) je
05x +2+ 3/ —x* + x +2

J-+x+2=/-(x+ D)x-2)=Jx+1)(2-x) =

2—x
=(x+1 .
( ) x + 1
2—x_t 2—)c_t2 2-7 x4+ 1= 3
x+ 1 Tox+ 1 ’ 2 +1 41
e _6tdt
(2 +1)?’

39) Kdyby totiZ mnohoclen ax? + bx + ¢ nemél redlnych kofenti, mél by pro viechna (redln4)

b
x toté% znameni; jeZto pak pro dostate&né velké (re4lnd) x je ax® + bx + ¢ = ax? ( 1+ —+
ax

c
+ _z) < 0, bylo by ax?> + bx + ¢ < 0 pro viechna redlna x a tedy by neexistovala redln
ax

odmocnina ,/axz +bx+c.
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1 dx 1
j.05x+2+3 - x4+ x+2 j

_ 112 6t dt (w2 2t dt _
(12-32+9(+1%) Jaz (F=3t-4)01+1)

vt 8 st+3 N\,
a \S(e+1) 85t—4) 17(* +1)

4\/5_1 —in+—167’arctg\/§.")

T 4_\/ 34

S5x + 24 3(x +1)

§ 6. Integraly tvaru [R (cos x, sin x) dx, kde R(u, v) je racionini funkce. Zde vede
1 1 21

k cili substituce tg 1y = t; odtud cos? ix = = 1 COS X = COS* 7x —
2 Tl gk 1+ ?
2 1 —¢2 . .1 1.
— sin? x-2cos x—l= -1= i sin x = 2 sin 3x €OS X =
141 1+2
2 1 21 2d'
=21g —x . 3x =2t Koneéné =dt, dx = 2cos® 3xdt = 3
141t cos® 3x 1+
, | I L 2t 2dt
Tedy mame dohromady vzorce cos x = 5 sinx = , dx = —
1+1 1+ ¢ 1+t

predloZeny integral piejde touto substituci zfejmé v integral racionalni funkce.
Piiklad 1.

Pl—sinx ' 14— 2dr
o | + cosx ol +12+1 121412

"1+ -2
=j —+—2dx=[1—|g(11+1)]5=1—|g2.
o 141

§ 7. Integraly tvaru |R(e*) dx, kde R(u) je racionélni funkce proménné u. O konstant&
a predpokladejme, Ze je rizna od nuly (jinak by bylo ihned [R(e®) dx = [ R(1)dx =

= R(1) . x). Zavedme & = t, x = ! Igt, dx = Ldt ; vidime, Ze dany integral je
: o ot

1 de - . T
preveden na — jR(t) —, coZ je integral racionalni funkce.
a t )

3 Doporuéuji, aby si &tenat podrobné vie vypotital; uZivam toho, Ze arctg — =

— arctg ﬁ
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Ptiklad 1.

euxlz - eul3
l = J- nx/3 dx ;
e +1

integrovana funkce je raciondlni funkci vyrazu e**/¢ = t, nebot e™/* = 12, "2 =

= t’;g ™% dx = dt, takZe

3 _ g2 2 _
n]2+1t =n)]r+1 n 2 +1

¢
n

(t—31g(* +1) — arctgr) =

= E(e"‘"’ — 31g(e™ + 1) — arctg e*'°).
n

Poznamka 1. Napf. J‘-HL (a # 0) nelze takto poéitat, jeZto, polozite-li
eV 4 ™

&* =1, bude e** = ¥?, ¢~/** = 1*Y2/% 3 neni mozno volit B tak, aby oba mocnitelé

2;2 ;,/_ byla cel4 &isla (je2to jejich podil je iracionalni &islo \/2).

§ 8. Integrély tvaru ‘[R (Ig x) d_x, kde R(u) je racionilni funkce proménné w. Sub-
) x

stitucelg x = ¢, dx _ dt prevédi pfedloZeny integral ihned na [R(t) dt, coZ je integral
x .

funkce racionalni.

1 d—’—‘ Substituce Ig x = t dava
lg2x -1 x

2 -1 2J\u-1 1t +1 2
Igx — 1
ng+1'

Priklad 1.1 =f

t—1]_
t+ 1

Ig

!
2

Poznamka 1. Jednotlivé paragrafy této kapitoly by se daly jesté riznym zpy.
sobem doplnit; odkazuji &tenafe ke kap. X, § 1 a kap. XI. Pfitom § 1 v kap. X 3
§ 1 v kap. XI jsou tak elementarni, Ze je 1ze doporugit i zakatecnikovi.
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Cviceni>?)
AK §3.
. 0 dx 1!
. ——— =—-n 4+ - .
JauP+2x+27 87 T4
rO
dx 1 1 -
2| o -+ ——1gQ2 + Y3
J. & r=—22T 12 12J§‘( V3
3 [ _xax 2x = 1 vjhodn&jsi nez metoda § 3 je zde substit 1=1)
. = - vyho 1 N¢zZ metoda € c ituce -— =1{).
] (x_ |)3 2(x_ 1)2 y ne) Jez su u P 4 .

1
dx
4. V § 3, piikl. 2 jsme vypocetli J TS Vypoltéte
X

(1)

x dx 1 retg x?
x> . ,
11 2 MCEx

J'xzdx 1 | xz—\/ix+l_+
=—1g =
A1 a2y I+
1

+2ﬁ

(arctg (\/fx — 1) + arctg (\/ix + 1)),

x3 dx —ll ot 4 1)
*+r1 4™ :

Prvni a tfeti integril nebudete oviem poéitat metodou § 3, nybr3 jednoduseji vhodnou substituci.

5. Potitate-li prvni integral pfede$lého cviteni metodouy § 3, dostanete

x dx 1 . . :
.J‘x‘ 1 = E(arctg (\/—2.\' -1) - arctg(\ﬁx +1);

tedy je v intervalu (— o0, + )

31 : arctg x? = arctg (\/2x — 1) — .arctg (J2x+ 1)+ C;

dosazenim x = 0 dostanete C = 1z. DokaZte vzorec (31) (s hodnotou C = 1x) pfimo z definice
funkce arctg x.33)

32) Pii neurgitych integralech necht &tenaF sim uvazi, ve kterych intervalech uvedené vysledky

plati. .

33) PHi této uloze a podobnych tlohich postupujeme asi takto: budte a, b dvé redlna &isla; po-
a+b

lozme o = arctg a, f = arctg b; tedy a = tga, b = tgf; tedytg(x + f) = N ha . (neni-li
- a

b
ab = 1); odtud pak plyne, Ze o + f = arctga + arctg b = arctg la +ab + kn, kde k je

celé ¢islo.
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6. Pro vyraz, ktery se vyskytuje v druhém integralu cvienf 4, odvodte obdobné& rovnici

2x
arctg (ﬁx — 1) + arctg (ﬁx + 1) = arctg IJ_ 3 + C,
- x
platnou v ka?dém z intervali (— o, —1), (—1, 1), (1, + o). Pfitom C je v kazdém z t&chto
intervali konstanta, ale v kaZdém z nich jind (jeji hodnoty dostanete tim, Ze poloZite pfedn& -
x = 0 a Ze za druhé nechéte x vzristat do + o a klesat do — o).

7 X tx— 1 d L1 l||+1| 11|+2|+
. x= ——lg|x—1] - = x - =
I TR D) 24 ° 8 8
1 1
+4—0(10—3\/§)lg|x—ﬁl+;6(10+3ﬁ)lg|x+ﬁ|.
o [ x*dx Lrctex + & 1g |22 x
. —_— = — —arcigx - - .
J e e g BT T 16 Blxx 1| ax*— 1
9 [ dx l132+l arclg3 ct !
X =- — — —arctg — | ;
JoGr+x+ DG+ 4 2./7 J7 NG

7
dokazte, Ze posledni zdvorka m4 hodnotu arctg %

+1 _ 2
lo.J. M:—l—lgaﬁ-ﬁ).
-1

x6 +1 ﬁ
Navod: je x% + 1= (x? 4+ 1)(x* — x? + 1); metodou neurditych soudiniteld nebo
piimo feSenim rovnice x* — x? + 1 =0 najdete rozklad x* — x2 + 1= (x? + \ﬁx +1).
=3+ ).

B)K §4.

1 1+ +,/l x
.. 1+x— J1l —x

me l—

]

dx=1g(1 — /1 — x*) + /1 — x? (itatel a jmenovatel déli-

k

12 d 3 B
. xdx=—=+—1Ig3.
273 ¢

[}

?

ol [N
LR,
+|1
N

r3 2
o [ Fxr dx=2+7—3*/§135+‘/§*7+3‘/§135_‘/§.
Jo x+ (x+1 10 V5 2 NE 2
—1
+1

14. Polozime-li »

=[,je

x—1 2nt" dt
x+l a— 32

(pro n = 4 jsme posledni integrél vypoéetli v cvitenl 8).
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C)KS§S.

18. Je-ia> 0, je

dx 1
I———-:— Ig|2ax + b + Zﬁ‘/ax +bx+ ¢ .
R B
\/ax + bx + ¢ J::
16. Budiz a < 0; rovnice ax?® + bx + ¢ = 0 necht m4 realné kofeny &y, &,5(x, < a,); tedy

alz—z-}--_—za-——’ a2=————2—a—f(neb0fﬂ<o).

Potom je v intervalu (x4, ®;)

dx ay — X
> arctg .
\/ax + bx +c \/-—a x —oy

17. Nechf plati ptedpoklady cvieni 16; potom lze pfedloZeny integral pogitat téZ jinak.
Je totiz

2 e ne +iz_b2—4ac__a b? — 4ac x+£2_
ax‘ + bx+c=alx Py yys = y o :

zavedeme-li substituci

dostaneme v intervalu (x4, ;)

J‘ dx 2ax + b
arcsin ——

JaZ+bx+c \/_ N

18. Podle cviteni 16 a 17 je v intervalu (&g, a,)

. - r+b
2 arctg %2 Jr=ar +C,
x — 0y \/b

2ax + b

Jb% — 4ac

/l A
2 arctg T+—1=amsin).+C.

DokaZte tento vzorec (pro — 1 < A < 1) pfimo z definice funkci arcsin x, arctg x, pfiem2
zjistite, 3¢ C = %n.

AFTA=R, 3 1 5 (] _
o [ TR e L e (3 e

2. ’Eam,(,-_ﬁ)_l.

kde C je konstanta. PoloZime-li = A a pouzijeme-li vyrazi pro «,,«,, pfejde tato

rovnice v rovnici
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2
5 2
21..’. —_—— =6 J2—1+ 246
1x+,/x’+x 2 3+2J2
22. V ptipadé¢ a > 0 jsme uili substituce ,/;’+bx+c=\/_ax+t (tj. ¢+ =

\/axz + bx+ ¢ — \/c_zx); se stejnym usp&chem je moZno téZ uit substituce ,/ax’ + bx + ¢
— Jax + 4, tj. t = Jax* + bx + ¢ +./ax. Vyjde

2 _ 2
__rP-c dx=2ﬁ' +bt+ﬁcd’

b+2.[at ® + 2 far)?

2
at bt
,/ax!-}-bx-{-c:.-\/__—_u_& .
b+2.fat
Vzorce jsou tedy zcela obdobné jako pfi dfivéjsi substituci; snad jsou o né&co pfijemné;jsi tim, 2e
se v nich méné &asto vyskytuje znameni minus. Vypoitéte timto zpisobem znova cvideni 15 a 19.

]

Il

23. Metody, které jsme uZili v pfipadé a < 0, lze uZit i pro a > 0, jsou-li kofeny mnoho-
&lenu ax? + bx + c redlné a razné. BudiZ tedy ax + bx + ¢ = a(x — &;) (x — «,), kdea > 0,
a, < &,. Zajimaji nds pouze ty intervaly, kde ax® + bx + ¢ > 0. Omezmc se tedy na intervaly
(—o,a,), (x;, + ®). Potom bude

X —«
\/ax!+bx+c—\/— |x = & 2
*y

tim dostdvdme z integrilu [R(x, ./ax! + bx + ¢) dx integral typu, vySetfovaného v §4 —

-_
2 _tAle je nutno dat pozor na to, Ze v intervalu (x,, + )

provedeme tedy substituci
. X — “l .

je|x — ay| = x — &, v intervalu (— o0, x,) viak [x — x| =y — x.
24. Zpusobem uvedenym v cvieni 23 vypoltéte jesté jednou integrdl z cviceni 21.
25. Zpusobem uvedenym v cviCeni 23 vypoltéte

d
———ix——=,/x1+3x+2¥ 3!3(\/|x+l|+\/lx+2]);

x“+3x+2

ptitom horni znameni plati v intervalu (—1, + ), dolni v intervalu (— o, —2). (Pfi vypottu
je stile nutno pellivé dbit znamének; pro x> — 1 je |[x + l|=x+1, |[x+ 2] =x+ 2,

kdetoprox < —2je|x + 1= —x—L|x +2|=—x—2)
D)K § 6.
x/2 .
1+ 2sinx
26. 186 + - .
.‘-o sinx+3¢osx+3 53 10

x[2 .

1

.| LY 1452,
° 1+ cosx

28. Integrél z cviCeni 27 vypodtete rychleji; uZijete-li vzorci 1 + cos x = 2 cos? -}x, sin x =
= 2sin }x cos 1x.
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29. Budiz aspoii jedno ze tfi &isel a, b, ¢ rizné od nuly. Potom dostidvame pro integral

dx
acos x + bsinx + ¢
tyto vysledky, je-li ¢ + a:
1

c—atgix+b —-\/a!+b!—c2
g
JaE+ i =t

(c—a)tg%x+b+\/a—2+b2—c! )

je-li @ + b2 > ¢
2 c—atgdx+b
arctg ,
.
\/c!—ai—bz \/cz—a!—b!

je-lia® + b% < ¢%
2
—(c-—a)tg%x-l-b ’
jelia® + b2 = %

Je-li vak ¢ = a, dostdvime
1 1 1 1
Elg|a+btg;x| pro b+0; -—tg3x pro b=0.
a

30. V nékterych pripadech lze integraly tvaru R (cos x, sin x) dx potitat jednoduseji nez
substituci tg 3x = #; nékteré dulezité pripady toho druhu jsme probrali v kap. III, cviéeni 8—13.
Viimnéme si je$té jednoho ptipadu. Budte P(u, v), Q(u, v) dva mnohoéleny, jejichz ¢leny jsou
bud viechny lichého nebo viechny sudého stupng;3*) polozme R(u, v) = P(u, v): Q(u, v).
Piiklady:

1 +2u2+uv-—v‘

R(u, v) = R

nebo
3 2

u+ v+ uw

R, v) = —e——— 3%

@, 4) 03 + u?o

V tomto pfipadé vede pii vypo&tu integrilu R (cos x, sin x) dx k cili substituce tg x = 7. Nebot
1 1

2

t dr
. . 36
jepotomcos® x = —— ,c08 x = —— ,sinx = ——— x = —3 , takZe
1+ 22 + JT+1 + JT+12 1+ 12

1 t dr
R (cos x,sin x)dx= | R , =
J .’.(:tJl+t’ + 1+,)l+12

P ’
+ 1+ + J1 +1¢ de

( 1 t )l+lz,
Q ,
£+ J1+12 + 1+

34) Stupném é&lenu au™" nazyvime &islo m + n.

33%) Pamatujte, Ze -konstanta rtznd od nuly je &len sudého (nultého) stupné, takze napf. funkce
1:(u« 4- v) nebo u: (1l + u + v) nemaji 24dany tvar.

36) Budto plati v obou vzorcich znameni +, nebo v obou znameni —; nebof sin x:cos x = r.

8 — Jarnik: Integrilni podet I.
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z pfedpokladi o mnohoglenech P, Q pak plyne, ¥¢ s¢ odmocnina + ‘/ 1+ 2 (po eventuilnim

kracenf) vyskytne pouze se sudym mocnitelem; tj. znameni f vypadne a pfedloZeny integral je
tim pfeveden na integrédl raciondlni funkce. Nasledujici cviteni 31 —35 se fesi touto substituci
tgx=1.

31. PoloZime-li tg x = ¢, je

dx _ de
asin?x + bsinxcosx + ccos2x | at? + bt + ¢

rx/4
32 dx = arctg2 — in
..o sin? x + 2sin x cos x + 2 cos? x o
4
(™ dx .
33. — - >— =1lg3.
Jo sin x + 3 sinxcos x + 2 cos* x

”sinx+2cosx .
4. | ——————————dx=%x+ 21g|l + 2t — A led te? x).
J cosx + 2sinx x=%x+ 3lg| gx| — t5l8(1 + tg° x)

" dx

3s. —_— =
.ol+3cos x

T .

N

Zde je nutno dit dobry pozor! Dosadite-li bezmyslenkovité tg x = ¢, mate pro x = 0 i pro
0
dr .
x = n hodnotu ¢ = 0, takZe byste dostali J‘ ZTI_Z = 0. Postup byl oviem nespravny, jeito
“Jo

substituce tg x = ¢ nesmime pouZit v #4dném intervalu obsahujicim bod x = 1n. Vypolteme
b

tedy napf.napfed | ———— pro 0 <b < 1n; je#to urdity integrél je spojitou funkci své
ol +3cos®x

horni meze, dostanete potom [/ 2 = lim % ; podobn& byste mohli vypodist [%2 s ale radéji
bon|2—

=2 dx _ * dx
o 1+3cos?x .,21+3coszx'

ktery dostaneme, pouZijeme-li na levé strané substituce # - x = .

uZijeme vztahu

E)K§7.
36. Proax + 0 je
dx 1 1 2e** + 1
_— — x— —1 2ax ax 1) — ct .
J-e2¢x+eu+l 7 BE™ + e+ 1) a\/}arg 7

37. BudiZ R(w, v) raciondlni funkce; budiZ « + 0, n > 1 (n celé). Potom lze integrily

- ae®™ + b 1/n
o (=) e

JR(e™, JaeTa= | peox + ¢)dx
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pievést na integraly funkci racionalnich. Substituci e?* = ¢ se pfevadéji tyto integraly na integrdly
1 ar + b\'"\ de 1 dr
-|R{,| —— -, - R(t,./at’+br+c)—.
« ct+f t o t

je2 patti k typum vy3etiovanym v § 4 a 5.

! e*dx — 1 2e+l+2‘/el+e+l
JoyeTFre 1 3+2/3

39. [/ +1dx=2fe"+1+21g(fe*+1—1)—x.

F)K § 8.

Igx — 1
lgx + 2|’

© 1 dx_ll
: lgz.x+lg.vc—2.\'—_-j8

41. Obdobné jako ve cviteni 37 daji se pokitat integrily (n > 1, celé)

i/n
algx + 5)'") ax z ax
J-R(l‘x’(clgx +f) )x > JROgx Jalgix+blgx +0) x '

kde R(u, v) je raciondlni funkce.

42.J-———l————lg|lgx+,/lgx+ |+ |2Ulgx+ +l+\/-

lgx+lgx +1 * Iz Bx+1+1—/5
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