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8.2 PRAVDEPODOBNOST V DILE
OTOMARA PANKRAZE

8.2.1 Uvod

Jiz v ¢asti 8.1 jsme vidéli, ze hlavnim pfedmétem Pankrazova odborného
zajmu byla pravdépodobnost a statistika. Za studii pisobil jako pojistny ma-
tematik ve VSeobecném penzijnim tstavu, v roce 1935 se habilitoval pro obor
pojistnd matematika a matematickd statistika. S pravdépodobnosti a statisti-
kou také souvisi vétsina jeho publikaci. V habilitacni praci Zur Grundgleichung
fiir den zeitlichen Zerfall der statistischen Kollektivs [P8], vydané v roce 1933,
studoval ¢asovy vyvoj statistickych kolektivi; v ndvaznosti na préce [305], [341]
a [370], které ve dvacétych a na pocatku t¥icatych let publikovali René Risser,
Emil Schoenbaum a Renato Taucer, se zde zabyval nasledujicim problémem:
Necht je dana kone¢nd mnozina (kolektiv) jedinct, z nichz kazdému je pfifazeno
n znakd. V urCitém okamziku muze kazdy jedinec ztratit ¢i znovu ziskat jen
jeden znak. Ztrata znaku ma za nasledek vystoupeni jedince z kolektivu, jeho
opétovné ziskani navrat zpét. Pankraz zkouma zavislost poctu ¢lenti kolektivu [
na Case t, kde 0 <t <1, a to jednak pro tzv. uzavreny kolektiv, do néhoz v case
t > 0 nemuze vstoupit zadny novy jedinec, a pro kolektiv otevreny, do néhoz
mohou novi jedinci vstupovat kdykoli. V obou pfipadech predpoklada, ze je
znam pocet ¢lent v ¢ase t = 0 a Zze o tom, zda dany jedinec v daném okamziku
z kolektivu vystoupi ¢i do néj vstoupi, lze rozhodnout jen s urcitou zndmou
pravdépodobnosti. Pro kazdého jedince pak jesté uvazuje celkovy cas 7, ktery
tento jedinec v ¢asovém intervalu [0,¢] strdvi mimo kolektiv. Zékladni tloha
potom spo¢iva v urdend poctu l(t,T) jedinci, kteri se v okamZiku t nachdzeji
v daném kolektivu a predtim mimo néj strdvili ¢as T ([P8], str. 3-4). Jestlize po-
Cet [ nezévisi na 7, tj. [ = I(t), pak se jednd o tzv. jednodimenziondlni problém,
jinak se problém nazyva dvoudimenziondini.

V prvnim piipadé Pankraz odvozuje zakladni integrodiferencidlni rovnici
pro popis rozpadu kolektivu; diky vyuziti Stieltjesovy integrace pritom vychazi
z obecnéjsich predpokladi, nez tomu bylo u dfivéjsich feseni. V pripadé dvoudi-
menzionalniho problému pak jako prvni podava tplné feseni parcialni integrodi-
ferencidlni rovnice, k niZ tento problém vede. Dodejme, Ze v posudku habilita¢ni
komise, ktery podepsali Emil Schoenbaum, Vojtéch Jarnik a Milos Kossler, je
Pankrazova prace oznacena za obohaceni dosavadni teorie rozpadu kolektivu ve
dvou smeérech: Jednak zavedenim Stieltjesova integralu, ktery odpovidd lépe po-
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vaze funkci v prazi se vyskytujicich, a v druhé casti prace podrobnym fesenim
prislusné parcielni integrodiferencidlni rovnice, které doposud bylo pouze nazna-
ceno a nebylo provedeno. Habilitacni prace svédci o uplném autorové ovldddni
analytickijch prostredki pro feseni komplikovanych integrodiferencidlnich rovnic.?*

Casovym vyvojem kolektivii se Pankraz zabyval i v fadé dalsich praci.
Rizné c¢asti habilita¢niho spisu byly ve stejném roce vydéany také v italstiné
(Sui gruppi statistici [P9]) a ¢estiné (O rozpadu statistickych soubori [P10] a Zd-
kladni rovnice pro casovy rozpad statistickych kolektivi [P11]). Dalsi vysledky
potom pfinadsi pojednéni Belastete Integralgleichung fiir die Aktiven-Ordnung
in der Invalidenversicherung [P15], v némz Pankraz vylucuje moZnost opétov-
ného navratu do kolektivu a podrobné zkoumé pripady, kdy ke zménam ve
slozeni kolektivu dochézi bud spojité, anebo v koneéném pocétu predem danych
okamzikti. Témuz druhu rozpadu je vénovan také ¢lanek Integrdlni rovnice pro
7dd aktivnich osob v invalidnim pojisténi [P14] a jeho italska verze Sulla tavola
degli attivi nell” assicurazione contro linvalidita [P16]. S uvedenym tématem
souvisi i fada praci z oblasti matematické analyzy, v nichz se Pankraz zabyva
integralnimi a integrodiferencidlnimi rovnicemi (viz [P3], [P6], [P12], [P13],
[P23] a [P25]) ¢&i Stieltjesovou integraci a jejim vyuZitim v pojistné matema-
tice ([P17], [P18]), stejné jako préce vénované aplikacim matematické analyzy
v ekonomii (napiiklad [P21], [P24], [P26] a [P29]). Kone¢né zde upozornéme
na dalsi prace tykajici se ekonomie a pojistovnictvi: [P19], [P20], [P22] a [P34].

Definice a interpretace pravdépodobnosti

Z hlediska tématu této knihy jsou nejzajimavéjsi ¢clanky O azxiomech pravde-
podobnosti [P28] a O pojmu pravdépodobnosti [P31] (s dodatkem [P32]), v nichz
Pankraz zformuloval axiomatickou definici pravdépodobnosti jako funkce dvou
argumentti. V ¢asti 1.3.2 jsme vidéli, ze byl motivovan logickou interpretaci
pravdépodobnosti (viz str. 58). V pojednédni [P28] citoval mj. Waismanniiv ¢la-
nek Logische Analyse des Wahrscheinlichkeitsbegriffs [383] z roku 1930 (viz
str. 63), otistény v prvnim ¢isle ¢asopisu Erkenntnis, jez bylo zaroveii sborni-
kem z konference Erste Tagung fiir Erkenntnislehre der exakten Wissenschaf-
ten, konané ve dnech 15. az 17. zaii 1929 v Praze (viz téz ¢ast 2.2.5, str. 118).25
Pankraztv blizky vztah k logické interpretaci pravdépodobnosti doklada také
rozséhlé pojednani Soudoby stav logického empirismu [P33], vydané v roce 1941
v CPMF.

Jako pojistny matematik se zajmem o praktické aplikace vsak Pankraz
uznaval rovnéz interpretaci ¢etnostni. Na rozdil od Misese, jehoz knize Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und thre Anwendung in der Statistik und theoretischen
Physik [243] vénoval recenzi v CPMF2% (viz ¢ast 1.3.4, str. 75), ji vSak povazoval
skutecné jen za jednu z interpretaci, nikoli za vlastni zaklad teorie pravdépodobnosti.

24 Archiv UK, fond P¥irodovédecks fakulta, kart. 15, inv. & 107, Osobni slozka O. Pankraze.
25Podle zpravy o této akci bylo mezi poslucha¢i mnoho &eskych matematikt (viz CPMF
59 (1930), str. 60); je tedy mozné, ze se Pankraz s konferenénimi piispévky seznamil nejen
prostiednictvim zminéného Casopisu, ale i osobné. Dodejme, ze druhy sjezd se konal v roce
1930 v Kénigsbergu a v CPMF o ném referoval pravé Pankraz (viz CPMF 62 (1930), str. 66-67).
26CPMF 61 (1932), 362-363.
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V élanku [P28] pak poznamenal: Jakkoli viak frekvencéni pr. ndm zjedndvd bez-
prostrednt vztah k empirickému svétu, zdaleka nevycerpdva cely obor statistiky
a nevystacime s ni pravée v rozhodugicich pripadech exakini prirodovédy. Kromé
toho nelze ji pouzit casto ani na pripady pozorovan€ v bézném zZivoté, kde md
ndm zachytiti a objektisovati aspon ¢dst onoho subjektivniho pocitu jistoty resp.
nejistoty, se kterym vyslovujeme vyroky o zkoumangch jevech. ([P28], str. 44)

Jedinou moznost, jak se vyvarovat rdznych potizi, Pankraz vidél v axio-
matickém pristupu, ktery v obecné roviné ocenil v ¢lanku Formalistické pojeti
matematiky [P7]. Konkrétné o axiomatické definici pravdépodobnosti pozdéji
napsal: Nebudeme p7i nt pouZivati Zadné predem dané obsahové interpretace
pr.-sti, tedy nebudeme se tazati, ,co jest pr.“, nybrz vyjdeme z otdzky, ,joké
sime, Ze kazZdy pojem, ktery md tyto vybrané znaky, jest pr.-sti. Pri vybéru
vlastnosti budeme prihlizeti jen k vlastnostem formdlnim, ¢imz si zarucime co
nejsirst rozsah pojmu pr. [...] V disledku toho, Ze axiomy vyjadiuji jen a jen
formdlni vlastnosti pojmi, vznikd otdzka interpretace toho, co md vlastnosti
v azxiomech vyslovené. Tu snadno zjistime, Ze danému axiomatickému systému
vyhovugi vSechny interpretace, které jsou navzdjem isomorfni. ([P28], str. 44-45)

Pfipomenme, ze Pankraz pusobil jako asistent Karla Rychlika, ktery jiz
na podzim roku 1933 konal na univerzité vybérovou pfednasku o Kolmogo-
rovové teorii, piedstavené v knize Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung [196], a v roce 1938 vydal prvni ¢eskou uéebnici Podéet pravdépodobnosti
[313], zalozenou na Kolmogorovové axiomatické definici (viz str. 53). Téhoz
roku Pankraz napsal velmi podrobnou pochvalnou recenzi?’ Rychlikovy knihy
(viz str. 54), pozdéji v8ak Kolmogorovovy axiomy kritizoval:

V Kolmogorovové systému jest axiomaticky vyjddiena jen véta o scitant pr.-
sti. Vétu o ndsobeni pr.-sti zavddi pomoci dodatecné definice podminéné pr.,
stojici mimo axiomy. Toto rozlisSovani dvou pr.-osti, nepodminéné a podminene,
nemd vsak Zddného logického oprdvnéni a jeho vyznam pro p. pr. jest pouze
konvencéni a muze miti oduvodnéni jen s hlediska poctarské techniky, Ze se tim
psani nekterych vzorci snad zjednodusi.

V zdsadé jde tu vsak o otdzku, zda pr. jest definitoricky mnoZinovd funkce
jednoho ¢i dvou argumenti. Kolmogorov se snazi vystaciti s mnoZinovou funkci
P(A) o jednom argumentu, kterou ve svych axiomech definuje. Soucasné ale pri-
chdzi k tomu, Ze pii formulaci Bayesovych vzorci s touto jedno-argumentovou
funkci nevystaci, a proto zavddi mnoZinovou funkci

P(AB)
PA(B) = —+= 8.1
A(B) = "5 (s.1)
o dvou argumentech A a B, o které dokazuje, Ze rovnéz axiomim vyhovuje. Pri
tom ovsem musi predpokladat, Ze mnoZina A jest konstantni, a timto obratem
z funkce dvouargumentove ucini funkci o jednom argumentu, pro kterou pak
samoziejmé zvolené aziomy plati. ([P28], str. 56)

27CPMF 67 (1938), D301-D303.
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8.2.2 Axiomy teorie pravdépodobnosti

Pankraz ve shodé s Kolmogorovem obhajoval axiomatickou definici pravdé-
podobnosti jako mnoZinové funkce. Na rozdil od néj vSak tvrdil, Ze pravdépo-
dobnost by méla byt jiz od zac¢atku definovana jako dvouargumentova funkce,
coz také odpovida vSem interpretacim, s nimiz jsme se zatim setkali, stejné jako
geometrické pravdépodobnosti, jiz byla vénovana 6. kapitola. Nazor, ze vycho-
zim pojmem teorie pravdépodobnosti by méla byt pravdépodobnost podmi-
nénd, vyslovil jiz diive napiiklad John Maynard Keynes v knize A Treatise on
Probability [193] z roku 1921 (viz ¢4st 1.3.2, str. 66) ¢ Hans Reichenbach v mo-
nografii Wahrscheinlichkeitslehre [299] z roku 1935; originalita Pankrazovych
¢lanki spociva predevsim ve skutecnosti, Ze tuto myslenku spojuji s Kolmogo-
rovovym piistupem zalozenym na teorii miry.

O axiomech poctu pravdépodobnosti

Podivejme se nyni podrobnéji na obsah Pankrazovych praci, pojednavajicich
o axiomatické definici pravdépodobnosti. Clanek O aziomech poctu pravdépo-
dobnosti [P28] za¢ina obecnym vykladem o védeckych teoriich a logické syntaxi,
o ruznych pristupech k teorii pravdépodobnosti a vyznamu jeji axiomatické de-
finice (viz citat na str. 223). Pankraz zde rovnéz vymezuje pojem statistickd
teorie, a to pomoci nasledujicich podminek:

1. Statisticky vyrok se must tykati zkuSenostnich udaji (tedy udaji empi-
ricky kontrolovatelngch). 2. Statisticky vyrok se netykd jediného objektu, nybrz
souboru resp. soubori objektd (zpravidla ve velikém poctu). 8. Statisticky vyrok
must byti vyrokem pravdépodobnostnim, to zn. musi obsahovati pravdépodob-
nost ve smyslu urcité teorie p. pr. (podle éehoZ mizZeme pak rozezndvati rizné
teorie statistiky). ([P28], str. 56)

V dalsich odstavcich Pankraz vyklada zakladni pojmy teorie mnozin. Definu-
je rovnéz mnoZinové téleso, Borelovo téleso (viz Cast 1.2.4, str. 51-52), homo-
morfismus a jeho specialni pripady. Potom se vénuje vztahtim mezi vyroko-
vymi formami, mnozinami a ndhodnymi jevy, o nichz jsme hovorili v ¢asti 1.3.2
(viz str. 58), a déle tzv. pravdépodobnostni implikaci, s niz jsme se setkali na
str. 59. Pravdépodobnost povazuje za ciselné ohodnoceni urcitého vztahu mezi
dvéma nahodnymi jevy X a Y, popf. odpovidajicimi vyrokovymi formami nebo
mnozinami. V kazdém pfipadé ji chape jako funkci dvou argumenti a hleda
axiomatickou definici, kterd by tomuto pojeti odpovidala. Po citované kritice
Kolmogorovovych axiomt podava nasledujici definici:

DEFINICE (PANKRAZ 1). Necht & jest soustava édsteéngjch mnozin mnoZiny E.
Budeme pro soustavu K poZadovati:

L R jest mnozinové téleso s E jako nejvétsi mnoZinou.?8

1I. Ke kaZdgm dvéma mnoZindm A a B z R jest pFitazeno jedno redlné cislo
P(A,B) > 0.
III. P(AA) =1.

28 Dnesnimi slovy, £ je algebra.
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IV. Aziom souctovy:*°
Jsou-li mnoZiny B a C disjunktni, plati P(A, B+C) = P(A, B)+P(A4,C).
V. Aziom ndsobeni pravdépodobnosti:3* P(A, BC) = P(A, B) - P(AB,C)
za predpokladu P(A, B) > 0. ([P28], str. 56-57)

Pankraz pak poznamenavé, Ze uvedeny systém axioml je bezesporny.3!
Pro P(A, B) pouziva také Kolmogorovovo oznaceni P4 (B) (dnes bychom psali
P(B|A)); misto podminéné pravdépodobnosti vsak dava pfednost pojmenovani
pravdépodobnost jevu B se zietelem k jevu A, které nebudi zdani kauzéalni sou-
vislosti. Dale podotyka: Toto pojmenovani uplné souhlasi s ostatnimi teoriemi
p. pr., jako na pr. s Misesovou teorii a s logickymi teoriemi p. pr., podle nichz
pr. jest vyjadrenim vztahu mezi dvéma vyroky, to zn. turdi se tim, Ze jeden vy-
rok jest v urcitém stupni pravdépodobny ve srovndni s udaji obsaZenymi v jiném
vyroku. Z toho plyne, Ze mluviti o pr. jevu B bez uddni jevu A postrddd smyslu.
Jestlize tak presto nékdy cinime, jde o pouhou brachylogii, pri které dodatek
Luzhledem k jevu A“ micky predpokladdme jako samoziejmy.  ([P28], str. 57)

V dalsim kromé jiného ukazuje, ze souc¢tovy axiom IV plati pro libovolny ko-
necny pocet séitanci; kdyby vsak séitanci bylo nekoneéné mnoho, pak platit
nemusi. Pfipomenme, Ze kdyz jsme v ¢asti 1.1.1 hovorili o souvislosti kohe-
rentnich sdzek a axiomu teorie pravdépodobnosti, dospéli jsme rovnéz jen ke
kone¢né aditivité, kterou preferoval Bruno de Finetti (viz str. 16). Pankraz po-
tom svou definici upravuje tak, aby platila i aditivita spo¢etna. Od mnoziny &
pozaduje, aby byla uzaviena i vzhledem ke spocetnym sjednocenim, tj. aby byla
o-algebrou, a souctovy axiom nahrazuje tzv. aziomem absolutni aditivnosti:>>

1V.” Jsou-li A, By, B>, Bs,... v konecném nebo nekonecném spocetném podctu
mnoziny z telesa R, pri cemZ By, By, Bs, ... jsou navzdjem vesmés disjunkint,
platz’P(A,Bl +BQ +B3 +) :P(A,B1) +P(A,BQ) +P(A,B3) + -

Jako definitivni pak Pankraz oznac¢uje nasledujici definici.

DEFINICE (PANKRAZ 2). BudiZ R Borelovo mnoZinové téleso s E jakoZto nej-
vét§i mnoZinou. Pak necht v R jest definovdna jednoznacnd funkce P(A, B)
dvou argumenti A, B vyhovujici podminkdm:

1. P(A,B) >0 pro kaZdé A a B z R.

2. P(AJA) =1.

3. Plati axiom absolutni scitatelnosti pravdépodobnosti.

4. Plati aziom ndsobeni pravdépodobnosti. ([P28], str. 58)

29Pankraz znaéil podobné jako napiiklad Kolmogorov prinik a sjednoceni mnozin jako
soudin a soulet (viz str. 51). PouZijeme-li k tomu pozdéjsi oznaceni podminéné pravdépo-
dobnosti, miZeme axiom IV prepsat ve tvaru: P(B + C|A) = P(B|A) + P(C|A).

30Tj. P(BC|A) = P(B|A) - P(C|AB) za predpokladu, ze P(B|A) > 0.

31Teprve v ¢lanku [P32] Pankraz z axiomu IIT vyluduje ptipad A = 0, ktery vede ke sporu.

32Pankraz rovnéZ poznamenévé, ze axiom IV’ lze v duchu Kolmogorovovy definice na-
hradit axiomem IV spolu s tzv. aziomem spojitosti (viz éast 1.2.4, str. 52, axiom VI): Pro
kazdou klesajici posloupnost Ry D R2 D --- D R, D --- mnozin z K, kde II,R,, = 0, je
lim P(A, Ry,) = 0. Z axiomu IV totiz plyne: P(A,> ) _; By) = 22;11 P(A,B,) + P(A,Ry,),
kde R, = >, _,, By. Posloupnost mnozin R,, zfejmé splituje vyse uvedené podminky. Plati-li
tedy axiom spojitosti, pak je také lim P(A, R,) = 0 a plati i axiom IV’.
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Po této definici se Pankraz jesté vraci k definiénimu oboru pravdépodobnosti
P(A, B). Pozadavek, Ze systém mnozZin, do néhoz argumenty A, B naleZeji, je
mnoZinovym télesem, tj. obsahuje prazdnou mnozinu a je uzavieny vzhledem
k pruniku, sjednoceni a rozdilu libovolnych dvou mnozin, plyne z isomorfismu
mezi timto systémem a mnozinou vyrokovych forem, tykajicich se daného mys-
lenkového oboru, protoze klasicky predikatovy kalkul vychazi z predpokladu, ze
vysledkem negace, konjunkce a disjunkce libovolnych vyrokovych forem je opét
vyrokova forma tykajici se daného oboru. Bude-li vSak uvazovanym myslenko-
vym oborem kvantova fyzika, pak je pozadavek bezvyhradné spojovatelnosti
vyrokovych forem omezen Heisenbergovou relaci neurcitosti. Pro kvantovou te-
orii proto Pankraz podéava obecnéjsi definici pravdépodobnosti, v niz se i nadale
pozaduje, aby systém mnozin, vySe znaceny symbolem R, obsahoval nejvétsi
mnozinu, upousti se vSak od pozadavku uzavienosti vii¢i priniku:

DEFINICE (PANKRAZ 2K).

1. Definiénim oborem jest kaZdd mnoZina isomorfni k mnoziné projektivnich

operdtori.33

2. Aziomy 1.,..., 4. [z definice 2] zistdvaji v platnosti.

3. Treba pribrat dal$i aziom t. zv. existencni: Je-li podle axiomi vypoctena
hodnota P(X,Y), pak md vgznam, t. j. existuje, jen tehdy, kdyZ X a Y maji
vyznam. ([P28], str. 67)

Interpretace pravdépodobnosti
V zé&véru ¢lanku [P28] se Pankraz vraci k interpretacim pravdépodobnosti:
Aziomaticky systém poctu pravdépodobnosti jest formdlni povahy, a proto
poskytuje rizné€ interpretace, z nichZ vyznam maji tyto:
1. interpretace povahy empirické, kterd muze byti dvoji:
la. pomoci relativnich cetnosti: hodi se nejlépe pro ucely socidni, hospoddrskeé,
populacni a pod. statistiky (viz na pr. pojedndni Misesova a Kamkeho),
1b. pravdépodobnost vypoctend na podkladé rovnic ruznych teorii: pouzivd
se ve vlnové mechanice (na pt. Schridingerova rovnice);
2. interpretace pomoct idedlnich predméti:
2c.. matematickych, md vyznam pro ryze matematicky vyzkum a podle defi-
nicntho oboru lze v ni pouZiti

2cca. teorie mmozZinové miry a aditivnich mnoZinovych funkci
(na pfr. studie P. Lévy-ho a H. Cramérovy),

2ah. teorie projektiv. operdtort (na pi. studie J. v. Neumanna a M. Strausse),

28. logickych: za definiéni elementy se povazuji vyroky (na pt. price Witt-
gensteinovy a Waismannovy). ([P28], str. 68)

33K tomu dodava: Byl-li definiéni obor télesem, pak axiom existencni byl zbyteény, nebof
s X aY také XY patrilo do télesa. Nyni vsak tomu tak meni a bez existencniho aziomu
mohly by aziomy ddvati rovnice, ve kterych by existovala jen nékterd jejich cdst.
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O pojmu pravdépodobnosti

Axiomatickou definici pravdépodobnosti se Pankraz zabyval také v ¢lanku
O pojmu pravdépodobnosti [P30], otisténém v roce 1940 v CPMF. Podle tivod-
nich slov jej Pankraz vydal na zadost posluchac¢t pfednasek o poctu pravdépo-
dobnosti, které konal na prazské univerzité v akademickém roce 1938/39.

I zde zavadi pravdépodobnost jako funkci dvou argumenti, za které pova-
Zuje mnoziny z urcitého mmnozinového téelesa K, popf. obecnéji abstrakini ele-
menty z libovolné isomorfni abstrakini mnoZiny, kterd je télesem vici operacim
v ni definovanym (v tehdejsi terminologii). Pro tzv. obycejné rozdéleni prav-
dépodobnosti P v R uvadi axiomy I az IV z definice 1, kterou jsme citovali na
str. 224; posledni axiom vynechava. Pro tzv. kvantové rozdéleni pravdépodob-
nosti pak opét upousti od pozadavku uzavienosti dané mnoziny vaci danym
operacim a k axiomim II az IV pridava existencni axiom uvedeny v definici 2K.

Pankraz podotyka, ze podany systém axiomt neni tiplny, a proto mu vyho-
vuje vice riznych pojmu, specidlné absolutni (nepodminénd) pravdépodobnost
jevu A jako ¢&islo P(A) = P(E, A), kde A je prvek mnozinového télesa & s nej-
vétsim prvkem F, a déle pravdépodobnost podminénd, definovana vztahem

P(AB) P(E,AB)

PA(B) = P(A,B) = ot = p (8.2)

Ve stejném roéniku CPMF vysel jesté dodatek Pozndmka k mému cldnku
, O pojmu pravdépodobnosti“ [P32], v ném7 Pankraz odstrafiuje nedopatieni,
ktera do jeho axiomu wnikla vlivem Reichenbachovych problematickyjch vykladi
v jeho knize Wahrscheinlichkeitslehre [299]. Hlavnim problémem je skutecnost,
7e axiom III nevylucuje A = 0, coz spolu s axiomem IV vede ke sporu.3*
Pankraz proto omezuje defini¢ni obor pravdépodobnosti P(A, B) na mnoZzinu
G\ M, kde & = & x R, M = {(0, B), B € K}. Druhou nepiijemnosti je sku-
te¢nost, ze z vlastnosti nezdpornych aditivnich funkei pro @ # A C B plyne:
P(A,B) > P(A, A) = 1. Nerovnost je neostrd, Pankraz vSak axiom III upra-
vuje tak, aby v uvedeném piipadé platilo definitoricky P(A, B) = 1. Systém
axiomtl tak ziskdva nasledujici tvar.?®
DEFINICE (PANKRAZ 3). (R, P) se nazyva obycejné rozloZeni pravdépodob-
nosti P v R, jsou-li splnény tyto podminky:

I R jest téleso mnozin A, B, C,... s nejvéts{ mnoZinou E.36

II. Ke kazdé dvojici (A, B) elementi A € R, B € R s vgjimkou dvogic (0, B)
jest jednoznaéné pfirazeno redlné c¢islo P(A, B) > 0.

III. Pro kaZdou dvojici (A, B) nenulovyjch elementi A € R, B € & s podmin-
kou B O A plati P(A,B) = 1.

34Podle axiomu IV plati: P(A,0) = P(A,0) + P(A,0); pro P(0,0) = 1 by vychazelo 1 = 1+ 1.

35 Ponechavame stejné oznaceni jako v clanku [P28]; Pankraz psal Q, X,Y, Z misto & A, B, C.

38V poctu pravdép. jevi se vijhodné&jsi podati relativni definici pojmu ,télesa vzhledem k ur-
¢ité mnoziné operaci: Necht F jest mnozina operact definovangch na mnoziné K abstraktnich
elementi. K sluje F-téleso, je-li uzaviend vici kaZdé operaci z F. [Poznadmka O. Pankraze.]
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1V. Pro libovolnyg nenulovy element A € R a pro dva libovolné elementy B € R,
C € R plati P(A,B+ C) = P(A,B) + P(A,C). ([P31], str. D162)

Potom se Pankraz vénuje logické interpretaci, v niz je libovolnd mnozina
X € R nahrazena vyrokovou formou X (£): & md vlastnost X, to jest & patid
do mnoziny X (viz str. 58-59). V souvislosti s interpretaci ¢etnostni pozna-
menava, ze pokud bychom chtéli funkci P(A, B) na & \ M specialisovati tak,
aby byla vidy schopna statistické (t. j. frekvenéni) interpretace, museli bychom
jako V. axiom pfidat podminku, Ze pro kazdou dvojici (4, B) € & \ M plati
(8.2). Pankraz poznamenava, Ze otazka platnosti tohoto axiomu pro kvantovou
fyziku zatim ztistava nerozhodnuta, a proto svij axiomaticky systém ponechal
v tomto sméru otevieny. Potom dodava, Ze bez pridaného axiomu jest mozno
vybudovat pocet pravdépodobnosti analogicky obvyklému poctu tim, Ze bychom
podminéné pravdépodobnosti (a tim t. zv. vétu o ndsobeni pravdépodobnosti)
zrelativisovali vzhledem k elementu A definici
P(A,BC)
P(A,B) ’
Vyjznam tohoto poctu pravdépodobnosti dal by se charakterisovati takto: Dosavadni
pocet pravdépodobnosti urcuje ¢isla P(A, B) vzhledem k nejvétsi mnoziné E ja-
kozto k universdlnimu oboru diskuse. Zrelativisovany pocet pravdépodobnosti urcoval
by P(A, B) vzhledem k diskusnim oborim A, které jsou podobory universdlniho
oboru E, ¢im# by se pravdépodobnostni vijroky objevily v novém a hlubsim svétle.3”

Pp(A,C) = P(A,B) > 0. (8.3)

Podobné myslenky v druhé poloviné 20. a na pocatku 21. stoleti

Vidéli jsme, ze Pankraz své dtilezité prace publikoval i némecky, anglicky ¢i
francouzsky. Lze se proto domnivat, ze kdyby nebylo druhé svétové valky a povéa-
le¢nych udalosti, které znamenaly v jeho zivoté zasadni zvrat, predstavil by v ci-
zim jazyce i popsanou axiomatickou definici pravdépodobnosti. Bohuzel k tomu
viak jiz nedoslo. Cesky psané prace [P28], [P31] a [P32] ziistaly dlouho téméf za-
pomenuty a v zahranici zcela nepovSimnuty. Nezavisle na Pankrazovi pak v pa-
deséatych letech 20. stoleti podobnou axiomatiku, vychéazejici z dvouargumen-
tové funkce, predstavil Alfréd Rényi (1929-1970).38 V jeho ¢lanku On a New
Axiomatic Theory of Probability [300] z roku 1955 nalezneme néasledujici definici.

DEFINICE (RENYI). Necht je dana mnoZina S, jejiz pruoky budeme znacit ma-
lymi pismeny a, b, ... a budeme je nazyvat elemendrnimi jevy. &/ necht znact

37Vig [P32], str. D164. Ve vatahu Pg(C) = P(BC)/P(B), plynoucim z (8.2), Pankraz tedy
vSechny pravdépodobnosti podmirtiuje jevem A. Pov§imnéme si, Ze prepiSeme-li vzorec (8.3)
ve tvaru P(BC|A) = P(B|A)P(C|AB), obdrzime axiom V z definice 1 (viz pozn. 30).

38 Alfréd Rényi studoval v letech 1940 az 1944 matematiku a fyziku na univerzité v Buda-
pesti. Potom by nasazen na nucené prace, odkud uprchl a diky faleSnym dokladim unikl
dopadeni. Kratce pied koncem druhé svétové valky ziskal doktorat na univerzité v Szegedu.
Od fijna 1946 stravil pul roku v Rusku, kde se blize seznamil s vysledky J. V. Linnika
a I. M. Vinogradova z oblasti teorie ¢isel a pravdépodobnosti. Jesté v roce 1947 se habilitoval
na univerzité v Budapesti, o dva roky pozdéji byl jmenovan mimofadnym profesorem na uni-
verzité v Debrecinu. V roce 1950 byl jmenovan feditelem nové zalozeného Ustavu aplikované
matematiky, ktery se pozdéji stal souc¢asti madarské akademie véd. Od roku 1952 az do své
smrti navic pusobil jako profesor pravdépodobnosti a statistiky na univerzité v Budapesti.
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o-algebru podmnoZin mnoZiny S [srov. str. 52]; jeji proky budeme znaéit A, B,
C,... a budeme je nazgvat néhodnymi jevy nebo jednoduse jevy. [Predpoklad,
Ze of je o-algebra, znamend, Ze 1. je-li A, € of (n=1,2,...), potom je také
Yoo 1Ay € ;2 je-li A € o, potom je také S — A € &5 3. mnoZina o je
neprdzdnd. Odtud plyne, 2e 0 € of a S € o/ .] Ddle predpoklidejme, Ze je ddna
neprazdnd podmnozina % mnozZiny <f; ohledné mnoziny B nepredpokliddame
Zddné omezeni.>® Konecné predpoklddejme, 3e pro A € &/ a B € B je defi-
novdna mnoZinovd funkce P(A|B) dvou proménnych; P(A|B) se bude nazyvat
podminénd pravdépodobnost jevu A vzhledem k jevu B. [...] mnoZinu B mi-
Zeme nazvat mnoZinou moznych podminek. Piedpokladdme, Ze funkce P(A|B)
splriuje ndsledugjici axiomy:

Aziom I. P(A|B) >0, je-li A€ &/, B € %; ddile P(B|B) =1, je-li B € A.

Aziom II. Pro libovolné pevné B € A je P(A|B) mira na &, tj. spocetné
aditivni mnoZinovd funkce proménné A € <f | neboli pro A, € o,
AjAr=0 (j#k, jyk=1,2,...) plati:

P <§: An|B> = iP(An|B).

Axiom III. Je-li Aec o, Be o/, C € B a BC € B, pak plati:
P(A|BC) - P(B|C) = P(ABI|C).

Jsou-li axiomy I-III, splnény, pak mnoZinu S spolu se o-algebrou </ podmno-
Zin mnoZiny S, podmnoZinou B mnoZiny & a mnoZinovou funkci P(A|B),
definovanou pro A € o/, B € A, nazveme podminéngm pravdépodobnostnim
prostorem; tento prostor budeme pro jednoduchost znadcit [S, o/ , B, P(A|B)].
([300], str. 288-289)

Povsimnéme si, Ze poloZime-li v Rényiové definici A = &, B = &\ 0, ob-
drzime Pankrazovu definici 2, citovanou na str. 225, v niz je defini¢ni obor
pravdépodobnosti omezen podle pozndmky [P32] na mnozinu & \ 9.

Podobnou definici nalezneme také v ¢lancich Aziomatischer Aufbau der Wahir-
scheinlichketisrechnung [301] a On conditional probability spaces generated by
a dimensionally ordered set of measures [302] a v knize Wahrscheinlichkeits-
rechnung mit einem Angang tber Informationstheorie [303], ktera byla v roce
1972 pielozena do ¢estiny (viz [304]) a je dobfe zndma i dne$nim studentim.

Nezavisle na Rényiovi i Pankrazovi predstavil axiomatickou definici prav-
dépodobnosti jako dvouargumentové funkce také Karl Popper (1902-1994).4°

39K tomu vsak Rényi poznamenava, Ze jeho axiomy implikuji @ ¢ & (srov. nasi pozn. 34); do-
dava, ze mnozina % muze obsahovat naptiklad vSechny prvky mnoziny </ s vyjimkou 0, anebo
také jen jedinou mnozinu. Rovnéz podotyka, Ze teorie pon€kud ztrati na obecnosti, zato se vsak
vyrazné zjednodusi, prida-li se pfedpoklad, ze pro libovolna By, By € 4 je také By + Ba € 4.

40Karl Popper studoval na univerzité ve Vidni, kde v roce 1928 ziskal doktorat filosofie.
V nésledujicim roce se kvalifikoval pro vyucovani matematiky, fyziky a chemie na stfednich
skolach (kvalifikaci pro zakladni skolu ziskal jiz v roce 1925). Az do roku 1937 vyucoval na
stfedni Skole, potom emigroval na Novy Zéland, kde zacal prednaset filosofii na univerzité
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O této myslence se zminil jiz v ¢lanku A set of Independent Azioms for Probabili-
ty [290] z roku 1938, explicitné vSak axiomy uvedl a7 v pojednani Two Autono-
mous Aziom Systems for the Calculus of Probabilities [291] z roku 1955. V Do-
datku IV, zarazeném v roce 1959 do knihy The Logic of Scientific Discovery
[292], nalezneme vedle jinych variant definici, kterou lze struéné popsat takto:

DEFINICE (POPPER). Necht je ddna mnoZina S = {A, B, C, ...}, kterd ob-
sahuje nejvyse spofetné mnoho prvkid. Na mnoziné S nechf je ddna bindrni
operace AB, tzv. soucin prvkd A, B, a unarni operace A, tzv. dopinék prvku A.
Predpokladejme, ze mnozina S je uzaviena vzhledem k obéma operacim. Real-
nou funkci P(A, B) definovanou na S x S nazveme pravdépodobnosti A vzhledem
k B, jsou-li pro vSechna A, B € S splnény nasledujici podminky:*!

Al. 3B,C € S : P(A|B) # P(C|D)
A2. (YC € S: P(A|C) = P(B|C)) = (VD€ S: P(D|A) = P(D|B))
A3. P(AJA) = P(B|B)
Bl. ¥C € S: P(AB|C) < P(A|C)
B2. VC € S : P(AB|C) = P(B|C)P(A|BC)
C. P(A|B) + P(A|B) = P(B|B), neni-li YC € S: P(B|B) = P(C|B).

K zastancim axiomatiky zaloZené na podminéné pravdépodobnosti jako pri-
mitivnim pojmu patii také napiiklad Alan Hajek, Hugues Leblanc, Peter Roe-
per a Wolfgang Spohn, jejichz préace [132], [306] a [350] vysly na konci 20. a na
pocatku 21. stoleti. Trvaly zajem o tuto myslenku je pfirozeny. Predstavitelé
logické i subjektivni interpretace pravdépodobnosti a nakonec i ,nematema-
tikové® se selskym rozumem se shoduji v tom, ze kazdé pravdépodobnost je
ve skute¢nosti podminéna (viz napi. str. 66 a 225) — zavisi na okolnostech, za
nichz dany jev probihd, a jeji vypocet ¢i odhad je ovlivnén mirou informovanosti
o téchto okolnostech, popt. také psychickymi vlastnostmi toho, kdo jej provadi.
Vratime-li se k prikladtim z ivodni kapitoly, tak naptiklad pravdépodobnost vi-
tézstvi v zédvodé zavisi na pripravenosti sportovce, kvalitach soupeiti, ale také
na fadé dalgich okolnosti, které ¢asto nelze pfedem odhadnout (zdravotni ¢i
psychickéd indispozice apod.). V 6. kapitole jsme navic vidéli, Ze podminéna
pravdépodobnost je zcela nezbytna v teorii geometrické pravdépodobnosti, je-
jiz aplikace jsou pro nas zivot neobycejné dulezité.

v Canterbury. Po druhé svétové valce se prestéhoval do Velké Britanie a pusobil nejprve
jako docent (od roku 1946), pozdéji jako profesor (1949-1969) logiky a védeckych metod na
londynské univerzité. V roce 1965 jej kralovna Alzbéta II. pasovala na rytife.

417Znaceni je pro piehlednost upraveno. Popper pouzival pro pravdépodobnost i prvky mno-
Ziny S malé pismena a pravdépodobnost a vzhledem k b znacil symbolem p(a,b). Podle svych
slov usiloval o co nejobecnéjsi definici, ktera by pfedem nevylucovala zddnou interpretaci.
Za omezujici pritom povazoval i predpoklad, ze mnozina, na niz je pravdépodobnost de-
finovéna, je systémem mnozin, protoze pak se automaticky pracuje s obvyklym prinikem
a sjednocenim, které maji fadu specifickych vlastnosti (asociativita, komutativita apod.). Na
druhé strané vsak predpoklddal, Ze mnozina S je nejvySe spocetna. Dodejme, Ze Popper ke
své definici poznamenal, Ze lze uvazovat také ekvivalentni systém axiomi, v némz jsou po-
nechany axiomy A;, Az a B, axiomy Az a Bj jsou nahrazeny axiomy Af : P(A,A) = 1,
Al : P(A|B) > 0 a B} : je-li P(AB|C) > P(A|C), pak P(AB|C) > P(B|C), a axiom C je
nahrazen axiomem C’ : je-li P(A|B) # 1, pak P(C|B) + P(C|B) = 1.
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