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Cariroro VIII.

SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO
UN GRUPPO CONTINUO DI DEFORMAZIONI
PROIETTIVE IN SE.

§ 71. — Superficie con o2 deformazioni proiettive

(o collineazioni) in sé.

A) Preliminari.

Volendo ricercare tutte le superficie che ammettono un gruppo
continuo di deformazioni proiettive o collineazioni in s8, possiamo
escludere le superficie rigate; infaiti, per le rigate il problema &
gia stato risoluto al Cap. IV § 40. Ricordiamo anche dal Cap. II
§ 20 A) che una trasformazione

u=uu,v) , v=uv(u )

di una superficie non rigata S in s& & deformazione proiettiva o
semplice proiettivita (*) allora ed allora soltanto che essa muta in

s& elemento lineare proiettivo —%’— di 8§ (o cio che & lo stesso,
2

(*) Siamo nel casodi ‘\ina-‘proiettiviti‘se anche la terza forma di S é
mutata in sé, v

Fubint e CicH, Lexiont di Geomstria proisttivo-differenxials. 26
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le forme intere ¢, e ¢g). Ora al Cap. VI §§ 61 e 62 abbiamo

visto che una forma ~*2- pud essere cambiata in s& tutt’al pin

Pa
per o 2 trasformazioni distinte, sicché possiamo subito enunciare il

teorema : Se una superficie non rigata S ammette un gruppo G di
deformazioni o collineazioni in sé, allora G ha uno o due paremetri.
Inoltre segue dal Cap. VI § 62 che condizioni necessarie e suffi-
cienti affinché S possegga un gruppo a due parametri G, di defor-
maziont proiettive o collineazioni in sé sono

(1) ® =cost. , W=cost.

Ora noi sappiamo [Cap, VI § 60 (5)] che le (1) possono scri-
versi anche

)y H=0, K

I
|
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o
®
I
|
l
&
‘32
I

|
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In particolare, per le nostre superficie valgono le

H=0 , K = cost.

sicch® esse son tutte contenute fra quelle gia determinate al Cap. VII
§ 69 (*). Basta esaminare gli invarianti ® o ¥ (0 ¥") delle su-
perficie ivi trovate. Distingniamo tre casi: ) K=0, b)) K +2=0,
c) K(K+2)%0.

B) Il primo caso K =0.

I valori di ® e W sono stati calcolati a pag. 365. Essi sono
evidentemente costanti allora ed allora soltanto che U'= V'=10.
Senza ledere la generalitA possiamo supporre U =V ==1, ossia

(2) B=1v==1.

(*) Si vede che le superficie cercate si distribuiscono in famiglie composte
da ! superficie proiettivamente applicabili fra loro.
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Le (7) del Cap. VII § 69 C) danno
(2)111: ’TI":—A'U—i—B y ‘l:2=Au+O.

Le nostre superficie sono identiche alle superficie di coinci-
denza studiate al Cap. III § 27. Le deformazioni del gruppo G,
sono evidentemente

@) tor u=u-ta , v=v+b.

Esse sono proiettivita se 4 =0 (allora possiamo determinare le
equazioni in termini finiti di 8; cfr. Cap. III § 27). Se invece
A %0, nessuna delle (2) , si riduce ad una proiettivita.

C) 1l caso K 0,

Sia adesso K £ 0, dove per ora pud essere K 4-2==0 o 0.
T valori di ® e U sono scritti al § 69 D. E evidente che essi
son costanti se U’'= V'=0. Per mostrare che non vi & nessun
caso essenzialmente pilt generale, osserviamo che la seconda delle

(1) o da
ALY A
Se p. es. U'=0, & quindi anche ¥'= 0. Se invece U'V'EO
si deduce
YL AT
_g:= u—():-a ? _II;:= vf-a » (a=cost)
U=c(u—a)® , V=cy(v—a)
Scegliendo a nuove variabili indipendenti,

—a v—a
U o V si riducono a costanti.
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D) Secondo caso K + 2 =0.

Sia K4-2—0. U e V son costanti arbitrarie, ma basta sup-
porre
U=a* , V=1(.

Le (9) del Cap. VIL § 69 D) danno

1 1 1
(3) ﬁ:—-a—-u_v T——a

Le (12) o (14) del cit. § danno poi

T, = (4v* + Bv 4 C) (u-—-v)—-% u—l—v ,
(3) b
t,:(Auz—{—Bu—J,-C)(v——u)-——gzi v-l—u'
1l gruppo G, & dato dalle
(3) tor w=au+b , v=av+b.

Se A= B =C =0, tutte le (3) . sono delle semplici proiet-
tivita. Se 4 = B =10, C % 0, quelle soltanto per cui a®=1 sono
proiettivitd. Se non & 4= B=0, tutte le trasformazioni (3) ¢
sono deformazioni proprie. '

E) Terzo caso K(K + 2)%0.

Sia K << 0. Le (11) del Cap. VIL § 69 D) mostrano che U=V
si pud supporre U=V =1, sicché le (9) del citato § dinno

- 1 T 1
O - = 2

(*) Basta supporre e* = 1.
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Le (12), (15) e (17) del cit. § danno poi

r = VT_;—‘_ [_2_ _u_l__v+(u_.v) (4? + Bo+ o)] ,
(4) bis

2 [3 1
‘ta=‘/ K] [—2— prysis —|—(u—v)(Au2+Bu+O)].

Le deformazioni in s& sono anche qui date dalle (3)., e la
riduzione alle proiettivitda avviene negli stessi casi di prima. Il

caso K>>0 si trova facilmente impossibile per superficie reali,
anche se le asintotiche fossero immaginarie.

F) Quadro delle forme fondamentali delle superficie

con o ? deformazioni proiettive in sé.

1. P =2dudv , @z=dud 4 dv®,
2t du; = (Av + B)du + (Au + C)dv.
Deformazioni in s&:
':L:u—l—a. R 5=v-|—b.

2.° 2

Py = — Tu—:v—)?dudv,

1 1
Py = W (F dud — o3 dv") ,

200

ZT‘ du; = l(A’UZ + Bv +G) (u—?)) _i uifv]du_*—

+[(Au2+3u+0>(v-u)—ﬁ : ]dv.

2 v—u
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Deformazioni in s&:

w=au-t+b , E:av-{;c.

202 a3

3. Pg = — (u _v)z du dv y P3= —(1-;—_7)3 (dua —d’l)a) 9

Jr,du, = —a [(Av?_{_ By +0C) (u—v)+ —g- uiv]du +

—v

+ a [(Au2+ Bu +C)(u—v) +—g— - 1 ]dv.
Deformazioni in s&:

u=oau-+b ) v=av +c.

§ 72. — Nuova deduzione dei precedenti risultati.

A) Metodo di Fubini.

Indicheremo rapidamente anche il metodo inizialmente adope-
rato dal Fubini per trattare questi problemi: metodi che egli estese
anche agli iperspazi (¥).

~ Ogni deformazione proiettiva infinitesima della superficie in 8
stessa dovendo trasformare in sé& stesse le asintotiche & del tipo

5—667—{— -q—a%, ove £ & funzione della sola w, ed = della sola wv.

Essa dovra trasformare in sé stesse le forme ¢, e ¢;. D’altra
parte una deformazione proiettiva di una superficie non rigata in
s stessa & completamente determinata se si da il punto (w,, ;)
ove essa porta un punto generico prefissato (u,, v,). Infatti essa

(*) Cfr. G. Fusint: Fondamentt di Geometria prosettivo - differenxiale
(Rend. del Circolo Matem. di Palermo; Tomo 43, Marzo 1919).
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deve portare le fre direzioni di Darboux ¢3 =0 (o quelle di Segre)
uscenti da (u,, v,) nelle omologhe uscenti da (w,,wv;). Resta cosi
determinata per ogni direzione uscente da (u,, v,) I’ omologa uscente
da (u,,v;) per il fatto che il bLirapportc che essa forma con le
tre direzioni di Darboux & un invariante. Pertanto il gruppo di-
pende al piu da due parametri e due sue trasformazioni infinite-
sime distinte hanno traiettorie distinte.
Se ne conclude che sono possibili i soli casi seguenti:

1°) I1 gruppo dipende da un solo parametro ; la sua trasfor-

mazione infinitesima sard, con un cambiamento di parametri u, v

delle asintotiche, riducibile o al tipo 9 (se m=0) oppure

ou
0 0
BT
primo sottocaso, scambiare le u, v.
2°) Il gruppo dipende da due parametri, e le sue trasfor-
mazioni infinitesime sono permutabili. Una di esse X si potra,

Se fosse invece & = 0, basterebbe, per ritornare al

come sopra, ridurre al tipo ——6 _6 ove o =20 1
sopra, p = 4o el . =0, oppure
0 0

o= 1. Se un’altra trasformazione ¥ indipendente & § oy 155

dovra essere per la supposta permutabilita

d 0
& ou 5y 0.

Quindi &= cost., an,=0, e percido se a =1, sard 1 = cost.

Se a=0, si potra pure rendere m=1, cambiando il para-
metro ». In ogni caso, sostituendo alle X, ¥ loro combinazioni
lineari a coefficienti costanti, cid che non muta il gruppo da esse
generato, le potremo supporre ridotte al tipo

3%) Il gruppo ha due parametri, e le sue trasformazioni

infinitesime X, ¥ non sono permutabili: potremo allora, come &
noto, supporre (XY)=X.
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Se X & riducibile alla forma o , allora ¥ sard del tipo

ou
] ] .
L + N7 OVe mutando il parametro », potremo rendere
n=v. ,
& s el 0 ] . 5
Se X & riducibile alla forma —— -+ ——, di nuovo Y sard
ou ov

riducibile al precedente tipo.
In conclusione dunque vi sono i seguenti tipi possibili:

0 0 0 0 0
4) ou ' B) _8TL_+ ov ' C) ou ’ ov ’
o’ 0 0 Gl 8 ] 0
D) ou " o T ov ' E) FPr Pl ou +”T917'

Nel caso A) B8 e v sono fanzioni della sola v.
B) B e 7 sono funzioni della sola u—w.
» C) B e 7 sono costanti.

» D) 8 e ¥ sono del tipo —’;— , —ﬁ— (b, k= cost.).

» E) B e 7 sono del tipo h ) k (B, k= cost.)

u—v U—7v

Affinché non si tratti di un caso virtuale, ma ad esso corri-
sponda effettivamente una superficie, bisogna che le equazioni (14)
e (15) del § 16 D in L, M siano integrabili. Lasciando ad un
altro § lo studio dei tipi A, B di gruppi a un solo parametro,
osserviamo che i tipi C, E si riducono a quelli studiati al prece-
dente § Quanto al caso D, le citate equazioni diventano :

3hk
L,,—O MuZT

h h h

k
— M, =25 M—6 =L,

che si riconoscono immediatamente non integrabili. Questo caso D)
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& percid puramente virtuale, e nell’ attuale teoria & quindi da tra-
scurarsi.

Né& & difficile riconoscere quando il gruppo trovato di deforma-
zioni proieltive & un gruppo di pure collineazioni della superficie in
8¢ stessa. Basta vedere quando tale gruppo oltre a trasformare in
sé stesse le forme ¢, , ¢z trasforma in s& anche la terza forma
1y du? + gpp d0?, ossia, posto 6 =logfy, la forma:

(60w — 5t — £ -t (0, — - 62 — 2t o,

cid che si riduce a un semplicissimo calcolo.
Metodi simili si applicano anche alle superficie rigate.

B) Metodo di Lie per i gruppi di collineazioni.

Per le superficie che ammettono un gruppo continuo di colli-
neazioni in s& stesse sard bene ricordare anche il classico metodo,
col quale Sophus Lie risolvette il problema di trovare le superficie
che ammettono un gruppo di collineazioni in s& ad almeno 3 pa-
rametri, indicando anche come, con calcoli perd molto lunghi, si
sarebbero potute determinare le superficie trasformate in s&¢ da un
gruppo di collineazioni a soli due parametri. Partendo da teoremi
generali sui gruppi proiettivi, egli studia anzitutto le curve che
ammettono un gruppo di trasformazioni in s& stesse. Si volge poi
allo studio del pizno, che ammette oo 12 collineazioni dello spazio
in s, dei cons, e delle superficie sviluppabili, lo studio delle quali
equivale allo studio analogo per le curve, che ne sono lo spigolo
di regresso. Prescindendo da questi casi elementari, una superficie,
che sia trasformata in s& da un gruppo ad r >>3 parametri, avra
per asintotiche delle linee ciascuna delle quali & trasformata in s
da un gruppo ad » — 1 =3 parametri, e che quindi sono o cu-
biche sghembe, o curve piane (e percid rette). Poich® un punto
della superficie & trasformato in s¢ da un gruppo ad r—2=2
parametri, il quale dovrebbe trasformare in s& stessa la coppia
delle due asintotiche uscenti da tale punto, S. Lie, studiando il
gruppo proiettivo che trasforma una cubica sghemba in s& stessa,
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deduce che cid & impossibile anche se una sola delle citate asin-
totiche & una cubica, Nel caso considerato percio tutte le asintotiche
sono rette, e la superficie & una gquadrica.

Se la superficie ammette un gruppo ad » = 3 parametri, S. Lie
deduce di nuovo che le asintotiche sono o cubiche sghembe o rette.
La figura formata dalle due asintotiche uscenti da un punto della
superficie sara trasformata in s& da un gruppo ad almeno un pa-
rametro (1 =7 — 2). Da cid S. Lie deduce come sopra che, se le
asintotiche non sono entrambe rette (caso gia studiato delle qua-
driche), allora le asintotiche di un sistema sono rette, le asintotiche
dell’altro sistema cubiche sghembe. Col calcolo effettivo deduce cosi
che Uunica superficie non sviluppabile che ammetta un gruppo a
tre parametri di collineazioni in sé stessa & la rigata di Cayley.

Per le superficie che ammettono un gruppo a soli due para-
metri di collineazioni in s, S. Lie si limita a ridurne la ricerca
a quella dei grappi proiettivi a due parametri, le cui trasformazioni
infinitesime non sono proporzionali, ossia hanno traiettorie distinte.

§ 73. — Superficie con o' deformazioni

proiettive in sé¢. Specie 4.

A) Loro determinazione.

La determinazione di tutte le superficie S non rigate con un
gruppo continuo @; ad un parametro di deformazioni proiettive (*)
in s& richiede, come vedremo nei futuri §§, lunghi calcoli. Vi &
perd un caso particolare in cui i calcoli si semplificano assai, quello
dove le traiettorie del gruppo G, (le curve di S trasformate in s&
dalle deformazioni del gruppo) sono asinfotiche di S. Diremo in tal
caso che S & di specie 4. Nel presente § determineremo tutte le
superficie di questa specie. Riferiamo S alle asintotiche e suppo-
niamo, per fissare le idee, che le traiettorie di @, siano le v=cost.

(*) 11 caso di collineazioni & cosi triviale che non ne parleremo neanche.
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Osservando che le trasformazioni di ¢, mutano in s8 1’ equazione
differenziale du = 0, possiamo evidentemente scegliere il parametro
in modo che le equazioni di &, siano

u=u-tt , v=o.

Se ne deduce immediatamente che B e ¥ son funzioni della
sola », Scegliendo anche » opportunamente, possiamo pertanto
supporre

(1) B=1 , v=1@).

Per trovare effettivamente le nostre superficie, basta esaminare
le condizioni d’integrabilita, che scriviamo nella forma (Cap. II,
§ 16 D)

L,=—2B—B. , M,=—2v6,—B7,
2)
BMv ‘+' 23011‘[ + pvvuz TLu + 27uL + 7141414'

Notiamo che la terza forma fondamentale si determina dalle
L e M secondo le equazioni

771=—M'+' 6111!_%012)1
1 2
(3) p“z:“—L + euu—_é—eu')

6 = log|By|.
Sostituendo nelle (2) i valori (1), si deduce
L,=0 , M,=—« , M,=xL,.
Le prime due danno
L=U , M=—7u+7,

con U funzione della sola e V funzione della sola ». Sostituendo
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nella terza si ricava

—"u 4 V'=qU.
Dando qui a v un valor costante, si deduce (essendo ¥z 0)

U=au®+ bu 4 c
sicche
— 1 "u 4 V'=1(2au + b)
ossia
'=—2ay , V'==by.

Sia in primo luogo a=0. Sard 7"'=0, y=ev -+ f. Ora si
noti che i parametri «, v non sono stati fissati che a meno di una
sostituzione della forma

(4) u=ou+B , v=o02v+ 7.

Si pud quindi supporre 7 ==1 oppure 7= v. Cosi otteniamo i due
casi

(5) B=y=1 , L=au+b , M=av+c;
6) B=1, y=v , L=2au4+b , M=—u-+av®+c¢

2
In secondo luogo sia a = -‘:—> 0. Sard ¥'=— A%y, 1=

= esin (4v } f). Facendo uso delle (4) possiamo supporre e=1,
f=0, ed otteniamo

2
B=1 , y=sindv , L=%—u2+Aau—|—b,

(1)
M =—(Au + a)cos Av + ¢
A2
Sia infine a = — 5 Sard y''= A2y, y=de*® + dye™4,
Facendo uso delle (4) vediamo che basta far assumere a 7 uno dei
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valori senh Av, coshdv, e*; ¢=*. Otteniamo pertanto

=1, t=senhdv,

A2
(8) L=—2u'+Aau+b,
M=— (Au —a)coshdv 4 ¢c;

B=1 , 1=coshdv,
A2
(9) L=—-—2—u2+Aau—i—b,
M = — (Au—a)senh Av 4 ¢ ;
=1, 1=¢",
1 .2
(10) L=——-‘—2-u +autb,
M=(a—mu)e+c;
ﬁ=1 y T=¢7",
L,
(11) L=——Tu +au-t+b,

M= (u—a)e™ + c.

Un quadro riassuntivo delle quantitd B, vy, L, M si trova alla
fine del Capitolo (*). Vi & omesso il caso (5); le superficie corri-
spondenti ammettono infatti «o? (e non soltanto oo 1) deformazioni
proiettive (o collineazioni in s8). Tale circostanza non accade per

(*) Si noti che le equazioni precedenti contengono una costante inessen-
ziale [ in (6), @ in (7), (8), (9), (10), (11)] potendosi scrivere % 4 cost. al
posto di «. Nel quadro citato tale costante & fissata (b =0, risp. & = ().
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'3
1i altri tipi trovati giacche ¥ = L non & per essi costante [cfr.
g p g T p

§ 71, ()] Si noti anche che le deformazioni proiettive di &, non
si riducono mai a proiettivita (eccettuato (5) con a=20); infatti
si vede facilmente che nel caso opposto L ed M dovrebbero essere
indipendenti da wu.

B) Altri metodi di calcolo.

Invece di supporre scelti i parametri » e v secondo le (1), si
puo sceglierli p. es. in modo che sia

Sara un esercizio utile per il lettore il fare di calcoli in tale
ipotesi ; per comoditd indico i risultati

1° =1, vy=1, L=au-+b, M=av +c;
20 B=+wv, =1, L=—2u?+2bu+tc,
M=TF 2+ —+b;
C e
3° B=Jv, =1, L=4bu-+c,
2 2
M=(a—-3—u)v 3-|—3bv3-|———v—~-
4 B=+9@), 1=1, dove ¢ si determina dalla
o(®)
v =
fVA—!—x‘ ’
L= 2u’+ 2au + ¢,

, 5 g , b
M= —2¢ut 5 Ly top't
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E chiaro che queste formole sono trasformabili nelle precedent; ;
& raccomandabile al lettore di effettuare la trasformazione nel modo
esposto al Cap. VI § 62.

Avremmo pure potuto scegliere i parametri », v in modo
che sia

B=BfM , Pr=1;

anzi, procedendo in questo modo, avremmo trovato le soluzicui pitt
rapidamente. Infatti, B e v essendo funzioni della sola v, &

logBy _ 6%log(B:1) _
oudv oudv

ossian. H= K =0. Ora tutte le superficie con H=K=0 sono enu-
merate al Cap. VII § 69 e precisamente abbiamo ivi scelto i pa-
rametri », v in modo che sia 8y = 1. Basta prendere quelle in
cui 8 & funzione della sola v». Lascio al lettore la verifica che le
superficie cui s’ arriva nel modo ora indicato sono identiche a quelle
precedentemente trovate.

§ 74. — Risoluzione di un’equazione ausiliaria.

4) Preliminari.

Prima di proseguire la nostra ricerca, studieremo in questo §
un’ equazione funziouale che si trovera al § seguente importantis-
sima per il nostro problema. L’equazione che andiamo a studiare &

E) Ui+ Vi=1¢

®1, 92, Uy, Vi, ¢ essendo funzioni di due variabili indipendenti
u © v e precisamente: U, & funzione della sola u, V, della sola v,
®; © ©, son funzioni della sola »—wv, ¢ della sola u -+ v. Non
cercheremo che le soluzioni per cui ;g + 0. Troveremo nel campo
reale dieci gruppi di soluzioni della (E) soddisfacenti a ¢, 9+ 0;
il risultato riassuntivo si trova alla fine del §.
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I R R I
ou > v ' ou? ' 0vF ' Qudv

si ricava dalla (E) (¥

Mediante le operazioni

03 03
outdv  oudv?

UL+ U+ V=19,
eVi—oU— e V=4,

o U + 201 Us + ot Uy + @8 V, = ¢,

P Vi — 203 Vi + oV Ui+ 93 Vi=14"

LUl — @ Vit ol Ui+ 93 Vi=—1¢",
. PL UL + 93V + 391 Ui — 3¢’ Vi + 20U, + 293"V, = 0.

1)

Dalle sette equazioni (E) e (1) possiamo eliminare U,, V,,
Uy, Vi, UY, Vi. Si ottiene

® Py 0 0 0

~

1 P2 2 0 0

~

—o —® 0 P2 0

(=R = N — )

(2) o oy 2 O 1
(P;’ (P;’ 0 _2‘?; 0 Pa
o % e —p 0 0 —

244 ne

20" 29" 3¢l —30y ¢ ®s

© & e e e e -
I
o

Quest’ equazione ha la forma

(2) wie g +nd=

dUl 4 dCP‘ d?q’

* . ,__ aU, ___ Gp .
(*) Poniamo p. es. U,"= Tu ) = du—1) ¢ = dw oy
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dove t,, T1, T, non dipendono che ‘da w — v. Escludiamo per ora
la possibilita che le funzioni ¢, , @, siano lali che sia identicamente
T, =1, = Tp== 0. Allora, dando a % — v un valor costante, si deduce
che esiste almeno un sistema di due costanti @ , b tali che sia iden-
ticamente

3) 4" 4 2ad’ + by = 0.

Ora, operando sulla (E) ripetutamente con -5{% + —(%— ,siricava:

P UL+ ¢ Vi =2¢
(4) 44 "’ ”n
(P1U1+%V1=4¢ )

e da (E) e dalle (4) si deduce, per la (3),

) ¢ (U + aUp + bUY) + 9o (VY' + aVi + bV,) =0.

B) Primo modo di soddisfare alla (5).

Cominciamo coll’ esaminare I’ipotesi che sia identicamente

U/ 4 aU, 4+ bU, = 0

(6) 7 !
1 +aVi+ bV, =0;

I’ equazione (5) & allora soddisfatta. Se le radici x, = 24, z, = 2B
di 224 ax + b=0 son distinte (reali o complesse coniugate),
dalle (3) e (6) si ricava:

U, = a,¢24% } g, ¢3B%
. Vy=0b e  b,eB | A+ B

q) =¢ eA(“+”) + Cy eB('“‘i'”).

Occorre ancora cercare la forma possibile per le funzioni ¢, , ¢,.
In generale possiamo trovare ¢; € ¢, considerandole come incognite

Fusint e §xcu, Lexfond di Geometria proisttivo-differenials. 27
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nella (E) e la prima delle (4). Ma vi & il caso eccezionale U, Vi—
— UiV, = 0. Ora dalle (7) si calcola

UV, — U, V,=2(A — B) [ayb, XBut4) _ g b, e2ldu+B0)] .

Supponiamo dapprima che sia U, V;— U;V;=0 ossia, per la
nostra ipotesi, che 4 + B, a,by=a,b, = 0. Ma basta supporre che
ag = b, = 0. Infatti I’ipotesi @, =5b,=0 non ne differisce che
inessenzialmente (giacché & lecito scambiare 4 con B) e, se fosse
p. es. by=0,=0, (*) la (E) diventerebbe :

®, (a, 24w | a, ezBu) = ¢, edvtr) | Cs eBlutv)
i d 0 .
Dividendo per U, ed operando con v 4 55 troverebbe:
(A — B) [a, ¢, ®4+B)utBr __ g, ¢ o(d+2B)utdv] — ()

sicch® a,¢, = ay¢, =0 (essendo A + B). Se non vogliamo supporre
nd a; =>b, =0, né ay, = b, =0, non ci resta pertanto che 1’ ipotesi
¢, =¢; = 0; ma anche questa & impossibile giacche essa richie-
derebbe ¢, = 0, mentre noi non cerchiamo che quelle soluzioni
per cui ¢, + 0. Sia dunque @,=0b,=0. La (E) diventa, divi-
dendola per edtwt?)

,PlaleA(u-—v) + (P2b16"‘4(““”) =c, + Cy elB—4)(utv)

Il primo membro essendo funzione della sola © — v, & necessaria-
mente ¢, =0,

P10, €407 4 gy byem AU =¢,.

Supponendo successivamente a;, =b,=0; a;, =0, b,;+0;
b,=0, a,%0; a,b, £ 0 arriviamo, ricordando le (7) e ay=by =0,
alle seguenti soluzioni di (E):

¢, arbitraria , ¢, arbitraria , U;=V,=¢=0;

(*) Analogamente si procede nell’ipotesi @, = a,=0.
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I c
¢, arbitraria, ¢, = —b—‘e“‘(""”, U;=0, V,=beddv {=c, edvt;
1

c oo
¢y = ——e— 4= o, arbitraria, U;=a, 4%, V,=0, ¢=c,ed");

@,
o . ¢ a a
¢, arbitraria , ¢, = b_l edlu—v) __ 1 g24(u—v) __ "L p24(u—2) P15
1 1 1
. 24 — b 24 — ¢, o24v
U,=a" | V=04 |, ¢=c e,

Tali sono quindi quelle soluzioni di (E) per cui valgono le (6) ed
inoltre & U, V] — U; V;= 0. Esse si trovano, con qualche cambia-
mento di notazioni, nel quadro alla fine del §, come le soluzioni
(EO)a (El)a (E;)a (E2)~

Per trovare le ulteriori soluzioni di (E) per cui valgono le (6),
dobbiamo supporre che U, Vi— U; V,+ 0. Dalla (E) e dalla prima
delle (4)7si deduce

V=2V, _ U —2¢'T,
®) LER /A /¢ N R VA G

Sostituendovi i valori (7), troviamo

0y = bl 62 e—A(u—v) — b2 ¢ e—Blu—)
= — A — — )
a2 bl e(B ) (u—v) __ al b2 e(A B) (u—v)

(7) bis
A(u— B(u—
0o = — @, cy et L g, 0y B0
2 azb, SB—A) (=) __ a,b; g A=B)(u=v) )

valori che non dipendono che da v — v, comunque si scelgano le
costanti nelle (7). La soluzione rappresentata dalle (7) e (7) y, si
trova come (Eg) nel quadro alla fine del §. Con (Ej) & indicata
in forma reale quella soluzione che si ottiene dalla (E;) se 4 e B

hanno valori complessi coniugati.

Ma in ci6 che precede abbiamo supposto che.le radici di
22 + ax + b= 0 siano distinte. Se invece quest’equazione ha una
soluzione x =24 doppia, dalla (3) e (6) si otliene
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Up=(a,u +ap) 4% | Vy=(bv + by)e24?

®
$ = [0, (u + v) + ¢ ] 40+,

Come sopra, calcoliamo anche qui U, V; — U} V,. Otteniamo
U, Vi — Ui Vi=[a,by (v —v) — a, b, + a,b, ] 24@+0),

Mostriamo che 'ipotesi U, V] — U; ¥, = (0 non conduce a niente
di nuovo. Infatti allora sarebbe

a, b, =ay,b, —ayb; =0

e quindi o 1°: b= b, =0, oppure 2°: @, =~a@,= 0, od infine 3°; a; =
=b,=0. Se b,=0b, =0, la (E) diventa dividendola per e+

¢, 640 (a9 + ay) = ¢, (u + v) + ¢4

donde segue a, = 0, cosicche si ricade nelle soluzioni (E,) e (E;) gia
trovate. Similmente se a;,=a,=0. Se a, = b, =0, la (E) diventa

Ay Py P4% |- by pg 247 = ¢; (u - v) 4 % F)

donde si vede subito che ¢, =0 e si ricade nella (E,;). Possiamo
quindi supporre U, V{— U; ¥, + 0 sicchs si applica la (8). Sosti-
tuendovi i valori (9), troviamo

biey(uw—v) + byc, — 2by0,

Py = — A (u—v"
@by (¥ —v) — a, b, + a5,

(9) bis

g = eAli-) a, ¢, (u — v) — a3 ¢, + 2a, ¢, .
: ayby % — ) — ayby 4 azby

I valori (9) ., non dipendendo che da #—wv», comunque si scel-
gano le costanti nelle (9), le (9) e (9) u, ci forniscono un’ulteriore
soluzione della nostra equazione, che & la soluzione (E,) del quadro
alla fine del §.
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C) Secondo modo di soddisfare alla (B).

Osserviamo che, se una delle (6) & soddisfatta, lo & anche
I’ altra ; altrimenti la (5) darebbe ¢,¢,= 0, contro !’ipotesi. Per-
tanto, se non valgono le (6), dalla (5) si deduce

P i 4 aVi4- bV,

10 —_— 77 7
(10) o8 7 aU, + b7,

. i 3 . . .
Operandovi con I + 75 8 trova subito che il valore comune

dei due membri della (10) ha la forma (¥)

10) v £ B ce*(#—?)
Pa

siccheé la (E) diventa, dividendola per e~ %Y,

11) U, + eV, = -:— e
2

donde si deduce tosto che

az (P oAy |
dudv (Wc )— 0,

ossia
¢ )= () =) Je=o

Se fosse ¢ =0, la (11) mostra subito che non si otterrebbe che
quel caso particolare di (E;) in cui ¢, =0, sicché possiamo sup-

porre ¢+ 0,

(* B importante osservare che nel seguito del nostro ragionamento fac-
ciamo uso soltanto di (10) bis.
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L[ e -
dove 3 evidentemente ¢ costante, ossia
. ¢+ ad’ + Bp=0
1\ 1Y 1
() —ol5) =0

Supponiamo dapprima che 1’equazione 22 + ax 4 =0 abbia
due radici distinte (reali o complesse coniugate) z, = A, %3 = B.
Dalle (12) si deduce:

b = o, edlut) | gy eBltn) |

(13)
_1_ — bl e—A(u—r) + bze—-B(u_‘p) ;
P2
inoltre & o = — (4 + B) sicché la (10) ,, da
1 _ & B(u—1v) by A(u—)
(13)bx. 1 = e +Te U—v) |

Sostituendo nella (E) o, cid che & lo stesso, nella (11), si trova
ce—UtBU T, e~ 4B | =
=b5 =B ¢y b, e—(—Bp | byc, e4—B1 - b, c, e (4-Bp )

cosicche (h costante arbitraria)

bycy

b2 % e24u + e2Bu + he(4+B)w ,
(v

c

U=

(13) ter
V,=byc, v + byc,e2B — heeld+Pr,

La soluzione di (E) rappresentata dalle (13), (13) 4, € (13) (e
* & identica, a meno di un piccolo cambiamento di notazioni, alla (Ey)
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del quadro alla fine del Capitolo. Se 4 ; B sono complesse coniu-
gate, otteniamo, scrivendo la soluzione in forma reale, la (E;) del
quadro.

Resta ancora 1 ipotesi che I’ equazione 2+ ax 4 B==0 dove

le o, B sono le costanti che compaiono nelle (12) abbia ura radice
doppia # = A. Dalle (12) si deduce :

¢ = [0;(u + ) + by et

(14)
L= [y — ) + gyl =40,
P
inoltre & a = — 24, cosicche la (10) ,;, da
1 1
(14) v —_——= — [al(u _— v) + “z] eAlu—v) |
$1 c

Sostituendo nella (11) si ricava :
ce=2 44Uy + eV, = [a,b, (u? — v%) + (a0, + a,b5)u +
-+ (agby —a,by)v +-a3b,]

donde si deduce:

@by, a by Hayby ay by \ 24
U,_(—c u : ut 2 +h)e .
(14)¢er

ag by

V,=— [a1b102 + (@169 —azby)v ——5 + ch] v,

La soluzione di (E) rappresentata dalle (14), (14) y, e (14) , &
identica alla (E;) del quadro alla fine del §.
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D) Non esistenza‘di ulteriori soluzioni di (E).

Completiamo lo studio dell’equazione (E) dimostrando che
essa non possiede altre soluzioni, diverse da quelle finora trovate.
Basta evidentemente far vedere che non si pud arrivare a nessuna
nuova soluzione supponendo che sia in (2),, T =1, =1, =0.

Ora dalla (2) si calcola senza difficolta (non ci occorre conoscere
il valore di =)

T = 201 P (p1 P2 — P2 1) (PPt — P192”) +
+ 31 (P12 — P2 p1') — 601 Pa (1 P2 — p291) (P1P2 — P2pr) —
— (PTpe" — @3 1%) (192’ — Pe®l) + 4Pi2(Prpr — Patpr)?s
To = 2913 (Prps” — P2 pl”) — 301 9a (Prps — P2 1) (192 + atpt) +
+ 20192 (P12 + P2 1) (o) — 198) +
+ (31 91" + 201 P2 P192 + 393 0r") (P2 — e pl)-

Posto per un momento

o
* fl )

sls.

si ha pertanto

nipigi=(—Hh 20 —F£)+ ¢+ ) H—Ff) +3(H— 1]
wigigi=—2(—R)—(h+ /) (L —hH),
[0+ (o —H)%] : pigt=3(A—f? (fa—11) -

Le equazioni t, =, = 0 equivalgeno dunque alla sola

(15) h—f=0
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sicché basta provare che non esistono delle nuove soluzioni della
(E) per cui fosse soddisfatta la (15). Ma dalla (15) si deduce:

P e,
P11 P ’
(16)
—2’- f— cea(u—v) .
Ps

Ora la (16) & identica alla (10) ,;,,. Se si osserva che, nel ragio-

4

namento che ci condusse alle soluzioni (E;), (Ei) e (E;), abbiamo
fatto uso soltanto della (10) ., (*) vediamo che non vi sono infatti
altre soluzioni delle (E) con ¢,¢,+ 0 oltre quelle che abbiamo
trovate.

E) Quadro di soluzioni dell’ equazione.

(E) P1(u—0) Uy (u) + 2w —0) V1 (0) = $(u 4 v)
dove ¢ .4 0.

¢, arbitraria | ¢, arbitraria ,

(Eo)
Uy=Vi=¢=0;
¢, arbitraria , ¢, == aed®—" |
(Ey) Uy=0 , Vy=betr = { =abedlvto)
a0,
¢y =ae—40~" o arbitraria ,
(EY) Uy=be?Mv | V=0 , ¢=abedttv) |

(*) Cifr. I'ultima nota a pié di pag,
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at0;
¢y arbitraria , @, = ae?4v—r , @, | bedlu—v) |
(Bs) Uy= —ac®s | P, =ce2d | §=boedltn
at0;

by ¢, 6= 44— — b, ¢, e—Blu—0)
P1= aybe~U-Blu~v) _ g byeld-B)(u-2)

‘ . _ — ay ¢y ed=" | gy, eBlu—?)
(Es) P2 = b B9 g b, (=B (=)

U1=a1e““+u,e23“ , V1=b182“1”+b2628”,

¢ =cy e4(utv) + ¢, Bt . A4 B ;

0 =._c_e-—A(u-—v) sin [o (v —v) 4+ 1 — %]
1 a sin[2a(u —v) + h—k] ’

) _ ¢ sy Sin[a(u—2v)+h—1]
(Es) Pa = o )sin[2a(u—v)+h—-k] ’

U;=ae?4%sin (2au + h) , Vy=be?4*sin (2av+k),

¢ = ce@tIgsin[a (u + v) + 1] , abcaF 0 ;

byoy (u —v) + b6, — 2by¢4

— p—4(u—v)
Pr=e a6y (w—v) —ab, 4 a0, ’

y6, (4 —v) — 8,6 + 2050,
a1b1 (u'—"v) -_ a]bz + a2b1

(B) Py = €40

U= (2 u 4 ap) 2% |V, = (byv+by) e,

¢ = [o1(w + v) 4 ca] et
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(Es)

(Es)

N —

(o)

1
b= ca, ed=v + cq, ¢Blu—)

A+ B
1

Py = ay oe—Alu—v) + a, e—Blu—v)

U, = a,b,ce?4% | a,b,ce?Bv | heeld+Br |
V), = a,b; €24 4 a, b, €BY — pe4+Bp |
b = by eAwtn) L b, eBluto)

ae—A(u~v)

1= S a(w—o) 1 5]

_ bed(u—)
7= S [a(w—v)+h] ’

U, =— % €344 cos (20w + h + k) 4 bee?4»
V= ?0;? €*4v cos (2av —h + k) — ace®4v |

¢ _—-_-Z—eA(“‘*‘”)sin[a(u +9) + k], at0;

ce —4w—1) ed(u-v)

A R AL AN RS

U,= [“11’1‘“2-1‘ (@ by +ag by) u-

a, b,

a, b
222 +h] eZAu,

415

v, =—c[a1b1v2+(a1b2—a2bl)v— 5 +h]62Av’

$=c[b,(u+ v) + by ed+v) .
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§ 75. — Superficie con ! deformazioni proiettive in se.
Riduzione del problema

all’ equazione studiata al § precedente.

Dopo la digressione sull’ equazione (E), ritorniamo alla ricerca
di superficie S non rigate con un @ di deformazioni proiettive
in 88. Riferita S alle asintotiche, sia

il simbolo della trasformazione infinitesima di G,. Le equazioni

differenziali du = 0 e dv == 0 essendo invarianti per @, ® ——gi =
= ——32 =0. Inoltre I'ipotesi &y =0 ci ricondurrebbe alle super-

ficie della specie A gia determinate. Scegliendo opportunamente i
parametri u, v delle asintotiche possiamo pertanto supporre {§=v=1
sicché le traiettorie di G, somo le curve u — v = cost., e le equa-
zioni di @, sono

(1) u=ut+t , v=v+t.

E importante notare che i nostri parametri », v non sono
fissati che a meno di una trasformazione della forma

(@) u=au+b , v=av}c,
oppure
(z)bh &=av+c , 7J=au+b_

Affinché le forme ¢, e ¢, siano invarianti per G occerre e
basta che B e 7 siano funzioni della sola u — v. Le condizioni
d’ integrabilita (2) del § 73 diventano pertanto
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L,=— zﬁ'f,‘— 73' y M,= 218"+ 37, )
(3) 14 e ’ rr
BM,—28°M — B"'=4L,+ 2¢L + 1"
Dobbiamo quindi studiare il sistema (3). Noi lo ridurremo

all’ equazione (E) studiata al § precedente. A tale scopo indichiamo
con F; e F, funzioni della sola u — v soddisfacenti alle

<) Fi=287++F , Fp=2vp"+pv.
Dalle prime due delle (3) e dalle (4) si deduce

(5) L=F,+U , M=F,+ V.
Sostituendo i valori (5) nell’ ultima delle (3), si ottiene
(6) BV'— 28'V — BF, — 28'F, — " =

=1U'+ 2/'U 4 1F] + 2¢F, + 4"
Operando sulla (6) con —a— + 9 si ricava:
ou v
BV'— 28"V =xU"42y'U;
e cid puo seriversi

0 0 , ,
(7= a5) G0 +87) =0,

oppure
(7) U+ V=19,

¢ essendo funzione della sola u + ». Ora la (7) non & che la (E)
del § precedente, se vi si pone

(8) =1, =8 , Uy=U0, V,=7V.
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Risulta che, per trovare le superficie cercate, ossia per risol-
vere il sistema (3), occorre: 1° sostituire a B, v, U, V i valori
determinati secondo la (8) da una soluzione (E;) della (E); 2° dare
alle costanti (o funzioni) arbitrarie che compaiono in (E;) valori
tali chela (6) sia identicamente soddisfatta. Dal modo come abbiamo
dedotto la (7) risulta che, in ogni caso, nell’ equazione che si ottiene
da (6) nel modo ora descritto non comparira che la sola variabile
u—,

Occorre pertanto esaminare 1’una dopo 1’ altra le soluzioni
di (E). Possiamo omettere la soluzione (E,); essa infatti da U'=
= V'=0, sicchd le (§) mostrano che L ed M sono funzioni della
sola % — v, donde si vede che anch® la terza forma Xr,du; ammet-
terebbe il-gruppo G4 che sarebbe un gruppo di collineazion: di S
in s8; caso triviale gid escluso al § 73.

Diremo che 8 ¢é di specie B,, By, B, B,, B, B, rispetti-
vamente nel caso delle soluzioni (E,) o (&), (B,), (Es) o (Ej),
(B)), (E) o (E5), (Bs) dell’equazione (E). Un quadro completo delle
quantitd B, y, L, M per tutte le superficie delle varie specie si
trova alla fine del Capitolo, come abbiamo gid avvertito al § 73.

§ 76. Verifiche per le specie B, e B,.
4) Superficie della specie B, .

1. Vi sono due tipt distinti di superficie della specie By dipen-
denti rispettivamente da cingue e quatiro costanti arbitrarie.

Basta esaminare (E,). Infatti (B{) si riduce ad (E,) scam-
biando % con . Supponiamo dapprima 440. La (8) del § 75 da

B=aed®™ | U=dq, , V=>0be*+d,.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo supporre a=A =1,
b=1 (*), ossia

——————

(*) Se fosse b=0, le trasformazioni di G, sarebbero collineazioni.
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(1) B=e*" , U=d, , V=e®4d,.
Dalle (4) del § 75 si deduce:

Fi=e*" (21 +7) , Fa=e*" 0 +210),
sicché possiamo prendere :

Fy4+ Fy =3e*"y.
Eliminando 7 si trova:
F-—2F;+F,+F,=0.

Se ne deduce tosto che possiamo esprimere F,, F, e y mediante
una sola funzione F della w—v secondo le formole

(Ve 7y=e"™F , F,=2F —F , F,=F 4F.

Infine sostituendo i valori (1) e (1), nella (6) del § 75 troviamo
che F deve soddisfare all’ equazione differenziale del quarto ordine (*)

(e €2 (F" 4 3F 4 2F + 1) 4+ 2 (7" —F') @F —F +dy)+
+F (2F"'—F') 4+ F'"" —3F" + 3F"—F' =0.
Se invece in (B,) A =0, la (8) del § 75 da
B=a , U=d, , V=bv+d, , abi0.
Dalle (4) del § 75 si deduce :
Fl=2a¢ , Fi=ay,

sicché possiamo prendere :

Fy=2ay , Fy=uay.

(*) Abbiamo posto dy=0. Si vede subito che cid non restringe la
generalita,
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Sostituendo i valori trovati per 8, U, V, F;, F, nella (6) del § 5
si ottiene:

"+ 6ayy’ + (2d, +a?) Y —ab =0,
onde
1" 4 3ay? + (2dy + a®)y —ab(u—v) =c.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo limitarci a supporre
a=1, dy=0, c=0, cosicché:

B=1 , U=d, , V=>by , ab40
@) Fy=2y , Fy=1,
43124 (2dy + 1)y —b(u—v) =0 .

B) Superficie della specie B, .

Vi sono tre tipi di superficie della specie B,, dipendenti rispet-
tivamente da sei, cinque e due costanti arbitrarie.

Supponiamo dapprima che in (B,) 44 0. La (8) del § 75 da (¥

p =aye 2A (u—v) + 2beA(u—v)
act0
U=—ace®™ +d, , V=ce® 4d,.

Dalle (2) del § 75 si vede che si puo supporre a =4 =1, ¢c=1
ossia :

@) B= ey e,

(2)bls U=_e'u+d] ) V=32”+d’ y C:!:O

(*) Abbiamo scritto 2A4e¢ al posto di ¢ o 2b al posto di b. Se fosse
a=0, si tornerebbe a (E,). Se fosse ¢e=0, U e V sarebbero costanti e il
gruppo G, si comporrebbe di collineazioni.
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Dalla (2) si vede che esiste una funzione F della sola %-—u»
tale che sia

@er Bme(F+8) . e (F —b)

Sostituendo nelle (4) del § 75 vediamo che si pud prendere

F1=%F'—|—b}’f’——ﬁ'+b2(u—v),

(z)quater

Fy= S F — b7 +F—t2(u—).

Infine sostituendo nella (6) del § 75 otteniamo che F deve sod-
disfare all’equazione differenziale del quarto ordine

— 1 a 3 =1 vy 3 e 3 1—2 11
u—v | —_— —_ . F F''3

3 =1 712 IZ 1 1 b2 3 " ’
F~ F"*43FF +(F—|—d2——2-—b2(u—v)+? F'"4-4F2 L

4

3 1
+ 268" +(2F+ 2d, — 3b2 — 2b2 (u —v) + 1)F’ +2bFF'T —

1
— <2b3(u—v)—2bd2+b3—b)F’7} 1 [—%-F__

3

%FI-IF'IFIII . _2_F'II + %F/-?Fl/a + —%F,_lF”z-}- 3FF" — (F—

b 3 3
—di+ 5 =8 u—2)+ —2—) F"' + 4F"24-2bF' ™ + (2F — 24, +
1
+ 862 — 2b% (u —v) — 1) F' — 2bFF' ® - (253 (w—v) +- 2bdy — b3 +

1
7| —
+ b) F 0 ) (2)qulnquie

Fusint e CecH, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxials. 28
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Notiamo che si pu¢ supporre d, =d, senza ledere la generalita.
Cosi facciamo nel quadro alla fine del Capitolo.
- Sia invece in (E,) 4=0. La (8) del § 756 da

(3) B=ay+b,U=—acu+d, , V=cv+d, , act0.
Dalle (4) del § 75 si ottiene pertanto :
Fi=38avy' +2by" , Fy=3apy +0b7,

sicchd si pud prendere :
3a 3a
(3 Fy=5¢+2b1 , Fy=-1+b1.

Sostituendo tali valori nella (6) del § 75 si deduce che y deve
soddisfare all’equazione differenziale in generale del terzo ordine

(3)ter (14 a)7"” + 6a (1 +a)v?y' 4 6b(1 + a)v7' —
—2ac(u—v)7" + (2ady + 2d, + b2)y' —2acy —bc =0 .

Le (2) del § 75 mostrano che non si restringe la generalita sup-

2
ponendo d, =0, d1=—%-, c=1.

Ma la forma dell’ equazione (3).,. prova che il caso a+ 1 =20
deve essere trattato a parte. (*) Le equazioni precedenti diventano

2
allora, posto d, =0, d1=—%, c=1,

b? 3,
(4) p=—1v+0b, U=u—_2"$V='va1=—?“{'+2b‘{,

3 '
F2=.—?12+b~[ y 2(w—ov)y +2y—b=0.

. . . - 1 .
(*) Per mettere in evidenza tale circostanza, scriviamo - al posto di

1+4a nel quadro alla fine del Capitolo.
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Se ne deduce:

(5)

(5)bis

(u— v) (2y —b) = 2h = cost.,

3 b h b
p=—r—mts » 1=+ %
3 R 1 bk 1,
L—u_§(u—v)2+§_ v T2
3 h? 1 b 1
=y—— —_ —b%,
M= G T u—v T8

423

Dobbiamo supporre b+ 0 perché altrimenti la superficie ammette-
rebbe o2 deformazioni proiettive in se.

§ 77. Verifiche per la specie B,.

1. Questo caso & il piu difficile. Vi sono quindici tipi di

superficie della specie Bj; distinti anche nel campo complesso,
sei tipi dipendendo da due costanti arbitrarie, gli altri da tre
costanti ciascuno. Nel campo reale il numero di tipi distinti &
ancor pilt grande.

@)

(2)

Le equazioni (Ej3) e (8) § 75 danno:

—a,cy et ™) 4 g, ¢ e BV

p - 02 bl e—-(A—B) (w—v) ___ “1 b2 e(A—B) (u—v) 7
. bycye= AW __p,c e B
1= a, b1 e —(4—B) (u—v) _ ay b2 e (A—B) (u—v) I

a. a
U= —2—382‘“‘-{- 2_%ezau+dl ,

by one b2 ape
V= ge 4 shet 4 d,

convenendo di sostituire u e v rispettivamente a
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1
2—Be23“ ed a 2_1§ e?®” se B=0, e similmente se 4 =0.

Le equazioni (4) del § 75 possono scriversi:
Fi+Fy =38y , Fi—F=py—f.

Posto per brevita
(3) 2= W=D

si deduce dalle (1):

BY —1f = — (44 B) ¢y¢y (a3052 +-aybyz™") +24a,b 5+ 2 Baghyc}
(ayby2—ay b, 271)2 ’

F,—F; =

f —(A 4 B)cycy(a,by2% +ayb)+2(4a,b i+ Ba bzcl)

(a,by22 — agbyz)?

Osserviamo che s¢ pud supporre a,b,+ 0. Infatti non pud essere
simultaneamente a,b; =a,b, =0; d’altra parte, il caso a,b, =0,
a,b,40 si riduce ad ;6,40 scambiando le lettere 4 e B. Sia
pertanto a,b, + 0. Allora si deduce dalla precedente

b,
1 (A—i—B)clc,z—( by ,-}—B—cl)
A—B a,by22—ay b, ’

F,—F,=

Ricordéndo che

€105 (@10y2% 0y b,) — 2 (a,b,65 +-a ,c’)
F F, =3 =3 1¥2\"172 2 1 2
1+5% B (albzz —ayb,

si trova :

1
Pi= s @b — )~ 2G4 —Babag e +

4)  +|(—44 +3B)a,b,E+ (—34+2B)a,b,dl 2+

+ 2(A—2B)ayb,c,c,2 +2 bl (da,by¢; + Bayb,cd)| ,
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1

_ 2
F, —Z(A——B)(a’bzz

—ayb) 72| 2(4—2B)aybycycy2® -

e 4 [(—244 3B)a b+ (— 34 + 4B) ayb, )] 2 +

+ 2(24—B)aybyc ¢ 2 — 2221 (Aalblcﬁ—l—Bazszf)] .
192

Basta sostituire i valori ora trovati nell’equazione (6) del § 75;
dopo un calcolo piuttosto lungo si trova

A<3
. +zr:;3_B(A_B)(Bz + 2d,) at b eyd +

+albic,(4 —2B) [cg(A — 3B)—azby(4 — B) {(A —2B) +

+2d, }] Pt albc, [(a1 byt 3a,b,¢2) (24 — 3B) (— A+-2B)+
+ayayb, by (A — B) (843 — 36 42 B4 54 AB? — 23 B3 +
+ 2d, (24 4 B))] P4+ a,a,b,0 [alblcﬁ (1742 — 44 4B +

+ 24B%) +a,b,¢} (24 — 3B) (34 — 4B) + a,ay b, by (A—
®)
—B) (—23434-8442B—96A4 B2 32B3+2d, (A—4B))| 24+

+ a,a,b; ¢, [——- 2(ayb, ¢ + 3ayb,63) (24 — B)(24—3B) +
+a,0,b,b,(A— B)(324%—96A42B 4 84 4AB*— 23 B3
+2dy(—44 + B))] 234-adb, ¢, [“1171"%(17‘42_23‘43 +

6B2) 4 26, b, 34 (34 — 4B) + a, agh, b, (A — B) (—23 4° +
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(6)
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+ 5442 B—36 AB? + 8 B%) + 2d,(4 + 213))] 24

a; bic,

+ T(— 24 + B) [(alblcg—l- 3a,b,8) A —a,a,b, by (4A—
— B)(@A— By +24)| s+

+

B3
10y [alblc§A ;5,6 B—a,agb,by (4—B) (Az+2dz)] =
172

=-—A (A— B)(4%*42d,)albic,2" +

+ dithey (24 — B) | — (84— B)-tap, (4—B) (24— B +

+2d1)] 2 + aybic, [(3a1blc§+ a,b,6})(84 —2B) (24— B)—
— aya;byby(A— B) (23 4°— 54 A2 B 4 36 AB* — 8 B —
—2d,(4 + 2B))] 2+ azbybyc, [_ a,b,c3(44 —3B) (34 —
— 2B)—ayby ¢} (2442 — 44AB - 17B% 1 a, 4, b, by (4 —

— B)(3243—964%B-844B% —23B3 —2d,(44 — B))]z‘+

+ayb, b0y [2 (3a, by ¢5+ ab,c}) (A —2B) (34 —2B)—
—a,8,b,b,(4— B)(2343 —844%B | 964B*—32B% —
—2d,(4— 4B))] 2 +aybic, [Zalblch(zlA —3B)—
—yby 6} (642 — 284 B + 17B?) + aya,b, by (A — B) (843 —

—364%B 4 54AB2 —23B3 | 2d, (24 + B))] 22+
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212
+ “=—2w1 (—A4+2B) [(3a161°§ + by ¢}) B + @355, by (A—
1
—B)((—A +2Bp + 2d:)] z+
233
4 a3 bic, B [_ a,b,GA —ayb, 6l B—aya3b.b, (A —
a,b,

— B) (B* + 2dl)] .

«

In quest’equazione 7 =0 se AB+0; se invece B=60, &:
N = A (a; by 22 — a, by)? Xaﬁbiczz“ — 2a,a,b}c, 2% + 2a3b by, 2 —

—azbic, + 2a,b, A4 (w—v) 2 (a, by c,22 — 20, b c2 -+ a2blcl)]

e, se A=0, é:

M= Bz71(a,b,22—ayb,)? [a‘ibgclz‘—— 2a3b, by cq2® + 20, a,b7cg 2 —
—a3bic,— 2a,b,B (u—v) 2(a; by02% — 2050y ¢,2 +ay blcz)] .

Osserviamo che, appena conosciuta una scelta di costanti A
B, ay, by,... tale che I’equazione (5) sia identicamente soddisfatta,
se ne deduce un’altra (che puo coincidere con la prima) mediante
la sostituzione

( L) @3 bl) bza C1y Cay A1 B1d11d2>
_bza '—blv —Qy, —a;y —0Cp,y, —Cp, '_'B1 —Ar d27 dl

Ora tale sostituzione equivale allo scambio di % con v e non da
pertanto niente di essenzialmente nuovo. Quindi non scriveremo
che una di due tali soluzioni equivalenti.

2. E facile vedere che, se AB =0, & impossibile trovare dei
valori di ay, ay.... tali che la (5) sia soddisfatta identicamente
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e che sia B7$0. Invece se AB#0, I’equazione (5) possiede quat-
tordici soluzioni distinte. Il lettore pud vedere il calcolo relativo
nella Memoria di Cech.: Sur les surfaces qui admettent ool défor-
mations projectives en elles mémes (*). Rinviando a tale Memoria
seriviamo qui senza dimostrazione le diverse soluzioni di (5) per
cui f740. Esse sono:

(a); cg=0, ci=4a,b,(4 — B)?, 2d,=— A2, 2d,=— (4 —2B);
() G=aib(A—B), d—oyby(A—BY, 2d,——42, 2d,=—B",
8), B=—A4, ¢ =4a,b,4%, c}=4a,b, A2

2d,=— A%+ haycy, 2dy=—A%—hbye,;
(B)y B=—4, by=pa,, ay=pb,, ¢;=va,, ¢;=—by, dy=d,;

_ _ (@434 ¢1b,)? _ (ag63+4-c,b,)®
®)s  B=—d, &=y grats, * 1T Todva,n

byc 1€
1 2 2
A%,

A B e T

by c 1€
271 2 42
4%

A G e

b k
(), A=3B, by="ha,, %:7»2— 0y =hkay, 6y =——1b,
24 =—B2—27k-, 0y = — B?;

Na e, ayc
(v A=3B, by =»a;, by =N%ay, Bz—h%aij_k )

(*) Publications de la Faculté des Sciences de I’ Université Masaryk,
1924, no 40. Brno, Cecoslovacchia.
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3Maick -+ aie}

- B2
%,=—B 208 a2a?

, 2dy=—B?;

ON A=2B, ¢,=0, b,=h%a, b,=ha,,
¢ =2h%at(d, —d,);

. a,b?
(®)2 A=2B,c=0, c=42,bB,d,= a;bz (2B? 4-dy);
201

()3 A=2B, by="ha,, by=ha,,
2c2 e
2, =—B— ot —mr 2y=—B;
(2); A=3a, B=2a, aib}=aib],

=0, 2¢=—ab, (a>+2d,), 2dy=—0?;
(e)q A =30, B=2a, adb?=ald3,
¢,=0, 3c=—ayb,(4a® +2d,), 2dy= —4a?;
(s)s A=3a, B=2a, aib}=ajb],
GE=uayby02, 2¢}=—a,b (7024 2d,), 2d,=—40?;
() A=40, B=3a, ¢,=0, 3¢=—ab, (40> 2d)),
alby—ajb} =0, 2d, =—4a2.

Calcoliamo ora nei diversi casi i valori di B, y, L, M, sem-
plificando mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del
§ 75.

Nel caso (a), possiamo supporre A=oa-+1, B=a—1
(«2%1), @, =¢,a,, by=¢,3,b,, et =t =1, Si ottiene (*)

[N VAN

*) 11 radicale / e puod essere positivo o negativo, ma
b

1 1 ,
=-1.
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_ a, eetiu-y _ B, e~ (@HDw-v
=4 B, I e e =4 2 T—g =)

@ aeqnyu &% e@-nu_ (641)?
L=5a¥1n° * 50=1)° CR

4[—32(a+5)e‘("‘")+a—1}

(1 - 32 e A(u—v))z )

+

by 2@y | €160y e 3=y __ (0 —3)?

= 2@+ 2 (a—1) g T

4[ep(@a—Tet " —a+ 1]
(T —eye* )2 :

Nel caso (a), possiamo supporre 4 =a -+ 1, B=oa—
—1(@?%1) ay, =¢;a,, by =¢,b, ef=1. Posto e =+ 1 si
ottiene (*)

Gy e GV (449) (4
p=2V’[Z JPPY IR )
B o — (08 (u—v) __ _ , —(a—1) (u=1)
b, e ge
1T=—2 —‘Z 1 —eim )
a 2(at1)u &8 2(@-nu__ (24 1)
L =1 _ 17 S S il
ICES Taa—1° g T
2 [e(a 4 8) e = — (0 6) e* ¥ —¢(a—3) e2® 1]
+ (1 —_— 84 (u—v))z ]
b, 2 (a1) v €10 20—y (a—1)?
=0 e —_——
M=5a+D° T36—D 7 T
(*) I due casi e==1 e e==—1 sono distinti anche nel campo com-
plesso; sui radicali V_Z_‘_ e -ZL v. a nota precedente. Queste due os-
1 1

servazioni valgono anche per (B); .
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2 [—e(@—8)es = 4 (a—6)e* “= f-¢ (o + 3)e2‘“-‘”) —1]
+ T—ero=p

Nel caso (B); possiamo supporre 4 =1, ay=¢;a,, by=
=¢,b,, es=1. Posto e=-+1, si ottiene:

By ev
p= 2Vb 1+ee2(“"")’ 7“2EV71W’

'_El 2“——-331_ —2u __‘ 77— 65@2(“—"’)
L= g ¢ +elska1V + A F ey
by a8, 1 N 6 ¢ o2

M=o ——g e " — g~ )5 + Tcamy

Nel caso (B), possiamo sopporre A=1, p=¢e;, a;=-¢;8,b,,
B2=¢=1. (*) Si ottiene:

B v v
"Elev—u_eu—v y 1= eleu—u_eu—-v )

2

a 3y? 1
__82“.__525_1 e‘_z“ + dl J—

2 (ge?"M—e* V)2

L=

Ea 0y

32 1
2 (gge""—e" )2

M:el(%l-ez”— e"2”)+dl—

Nel caso (B); possiamo supporre 4 =1, a;¢; + ¢, b, =
=4e.a,by, ¢;=¢e¢,, §=e3=1. Si ottiene:

_ 4¢, by —eya e _ 4e, ey@,e""—bye "
a0+ by, e g2 S20, + b, €20 g2li=0)
I =_’@_ezu___{’g_e—zw___1__ €34(e50; — by)
2 2 (205 +0,)

(*) Se fosse n=0, la superficie ammetterebbe oo* deformazioni proiet-
tive in sé.
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4 [6¢,,b5e5—"—(Ta +-5b2) 4" Be,a,bye* ) -+ ai—b}]

(e81+b5)° (et —1)2 ’
_ 9 o by, 1 by (¢339 —b,)
M=get—ge 5t e o T

4+ 4 [Beya,bpe® —(Ba2- ThE)eM ") 4 6e,a,b 02— —aj b3
(222, +bp)? (e —1)

Nel caso (7), possiamo supporre B=1, h=¢;, ¢, = —
— 3,3, s=e=1. Si ottiene:

91 e3(u—v) 1 eu—v

B by 1—g e2w=" 1 by 1—g ev™ 0
)y
al o &by b2 . 1 & 1 Be2 —2¢,
L= v 102 ppe B ,

2 b2 203 (et —¢,)?

11 g
2 2b% (e —g))?

_Elal 6v 1)120__
M--———6 e 4 2e

Nel caso (1), possiamo supporre B=1, A=¢;, b, =¢50a,,
& =e=1. Posto ¢;—se,0, =4c si ottiene:

U—, 1
B = 2¢¥ )(W-l' a; ‘1‘_—_—(;2‘(17:.,)") )

_ =1 / %1 — f__ 1
1 =2¢ \ "1 F & a; 14 e )

er,al o2 1 elalc—{—c

J— eu —
L=SLgmy 220 5 4= . +

2
+ i X
5(a2—c?)e8 —"—2(4a}—+,a,c+4c2)e! ™) 4 (ah—c?)e2“4-2(a} —e,a,04-¢)
(1 —_— e‘('“_v))z )

X
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€ “1 1

J— Gu ‘Zv —_—
M= + 5 +
2
+ = X
(at—c?)es™ " —2(2a+-¢,a,c 1262t 5 (ai—c?)e? ) —2(a} — ¢, a0+ 7 )
X (1 — el u—v))

Nel caso (8); possiamo supporre B=1, h=¢,, by =c¢,0a,,
;=46 =0. Si ottiene:

_ V2{dy—d,)) = 2@, —d)

p - w(v— ] (U ’
eslv =" ¢, e —¢g,
a €60 4e e2v— 1
L — —L ¢t 17271 pou d d, — 1
4 + = ) +d,+ @, (ez(u—v) e !

2¢, 6% 1 1

g, a a
M =¢, <_1;.1— e* 4 ?1) e+ dy 4 (d;—dy) m '

Nel caso (9), possiamo supporre B=1, ¢; =2¢;, a,b, =
=¢g0a,b,, §=e=1. Si ottiene:

2e, @, 2e4 1

P=g g, 1= g, @ s,
1b 45 e — 11
=21 1 et e2‘11 3 g2 4 d, — 2
+ + (ez(u—v) —_— 52)2 ]
1 ba g, dit2 26, 4 1
M == He + ‘—2—9 + (l% - (ez(u_v)___s )2

Nel caso (8); possiamo supporre B=1, h=¢;, 6, =¢g,0a,,
e; =e} =1. Si ottiene:

_ i 62(10—1:) (01 —e Cy eu—v) = _L eZ(v—w) (01 —&8 cﬁ e2(v-u))
= s =

a, 1 —¢g, e a, 1—¢g, e !
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—_a et 920'1 02% — _.1__ i__._l__ci
L_'T + 5 2 Ay 2 a

+ 1 6eyey0,0q €% —(4ey 6]+ 563) ™) 61+ 2¢, 63
2a? (1 —¢, 22

bl

a €160 1
M = L v 1°27°1 ov
¢t =3 3

1 (26,6 + ) e —6gyc 00" + & + 2¢, ¢

2 a? (1 —e,e2)2
Nel caso (¢); possiamo supporre a=1, ay=¢,a;, b=
=¢€ya,, ef=¢j=1. Si ottiens:
g o & g=f
a; l—gye2 1 1—g e 7
2 2 2(u—v

L=ﬂesu—|— slale‘iu_ _1_._ g0 _ G be2 L)—262

6 4 2 a 2a} (1 —ege2™)2 !

2 2(u=)
M=% & 1 Elal 4«____1___ ! e 4-2¢, .
2 2a}  (1—¢,e2t)2

Nel caso (e), la superficio ammette oo? deformazioni proiettive

in s8, come si verifica facilmente.
Nel caso (g); possiamo supporre a =1, a,=¢,a,, b;=¢,a,,
e =ef=1. Posto e=-+1, si ottiene:

ea(u—u) ot S ce¥~? . e3(v-—u) ﬁl_._ —e6, ev—%
= a %

B= 2 7=
gy — 2% ’ 1 —¢,e?t—v !
a €0 7 €y 6
L=_lesu 1 le4u_______'i_1_
6 + 4 2 a} +
i 1 Beayc, 3= — (Be,a7 +5cf) €2 — 2egpa,0, 6“7 - a1+ 2e567
o 2

2af (e, — X )2
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&0 g, Q
M= 261 eSv+ 141 et —92
1 2ea,c,e3 ™ —2cF 2" —8eg,e* ™" + 3af 4 2¢,6;

T 2a (eg — €22

Nel caso ({) si vede facilmente che la superficie ammette oo?
deformazioni proiettive in sé.

4. E inutile esaminare direttamente la soluzione (&j) dell’e-
quazione (E) che nasce da (E;) ponendo per 4 e B una coppia
di quantith complesse coniugate. K evidente che soltanto i casi
(@)2y (B)1s (B)2y (B)s possono dare superficie reali. Ora le quan-
tita d,, d, devono essere reali, come si vede subito, sicché nel
caso (a)g A deve essere puramente immaginario; ma allora 4 4-
4+B=0 e (), & un caso particolare di (8),. Non restano per-
tanto che i casi (B);, (B); e (B)s. Nel caso (B); si pud supporre
A=1i, ag=ay, by=>b, =—»\a, (a, reale) e si ottiene:

11 1
B= X cos(u—v) ' 1 "Gos(u—uv)
. 1 o 3 1
L =a,sin2u 5 +hkal——é—m .

) 1 3 1
— )2 1 . 392
M =—M\a;sin2v 4} 3 + A A3ad 7 ot a—v)
Nel caso (B), possiamo supporre A =i, p=1, b,=a,,
vy = — M. Si oftiene:

L S A
T sn—vy) T sin (v —v) ’
v . 32 1
L =a,sin2u+d, — 5 Sra—o
322 1

M =a,sin2v +d, —

2 sin®*(u—v)

11 caso (B)s non conduce pilt a nessuna superficie reale come
si vede facilmente.
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§ 78. — Verifiche per le specie B,, B;, B;.
4) Specie B,

1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B, dipen-
denti ciascuno da due costanti arbitrarie,

Supponiamo dapprima a@,b,40 in (E,) e poniamo per brevita
1) z2=a,b,(u—v)—a, by -} ay,b;, m =a, byc,+ ayb,c,—
—abyc, .
Le equazioni (E;) e le (8) del § 75 danno

1C1% m —y C12—m
eAlu—r) 1 + - — e—Alv v) “1 ,

) b= b,z a,2
¢ 1 24% a,
((3) U=ﬂe alu-l—az-——ﬂ +d1,

V=—1—-e2“’<b v4by— —) + d,
Se 4 =0, le equazioni (3) devono sostituirsi con
a3 bl 2
(3)bll UzT +a2u+d], V=—2—v +b2’v+d2 .

Le equazioni (4) del § 75 danno

¢} 22 —m? , y . )
Fi+F,=3By=3 lalblzz y Fi—Fy =8y - -1
Ora dalle (2) si deduce
f e 244 2c,m 2 Am?
Br —Br=— a, by + T a,by2?
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sicch®d possiamo prendere

2 2
Fy—F,— — 24z 2¢c,m 2Am

a3 bl a,by2 aibiz

Se ne deduce:

A ([,  m 1 (.. 2cm  3md)
F“_%?<°lz+7>+m(3°l“ : )

1 2
(4)
A ( . m? 1 , . 2e,m 3m?
by = ab? \r;,z + —z—> + 2a,b, (301-]- z 22 )

Ora dobbiamo sostituire i valori trovati nell’equazione (6) del
§ 75. Se 440, si ottiene dopo un calcolo un po’ lungo

A3 m 242 c,m? . md
Au=v) | _ —_—) 3, . 2 b Sl il
e [ B, (cl-{— z) P (c,z—l—c,m—l— > + z2>+

3A2a.m 24 22 m cym? 3m3 6A4a%,m
+ - (26?_‘_ zl - 122_ 28 >— z;‘1

2m (2¢2  3m? 6a3bim Ac, Am  am
o (=) e (g2 )]
®)

A3 m 2A2 C m2 m3
— —A(u—v)| ' 3 2 1
=e —_——l cy — — 4 = ciZ2—Cim _l_ —_—
ay 1 2 a‘}bf ! ! 2 22

n 3A2b1m+ 24 (___ vc¥+2c§m+ ¢, m? 3m3>+6Aa1b§m

+

- —
2% aib, 23

2 22 23
2m (2¢; 3m? 6aibdm Acey, Am  bym
+ 7:(%:—?>+ 7\ T )|
Se invece A = 0 si ottiene:

Fusint e Cecn, Lexiont di Geometria prouttivo-differenxiale. 29
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6m3 ! 6alb? b 1
m '—"_"5: ?"‘ a1bi (@, — l)m'zT'_

. 1 1\ 1 1
(G —decim (;— — _b_l-)-z_z— + 2m(“1dz—b1d1)?‘ +

@bi—atbpm 1 ¢z 3
+ a, b, 2? a,b, =0.

2. Consideriamo dapprima il caso A4+ 0. L’equazione (5)
ha la forma

eA(u——v) P — e—A(u—v)Q,
P o @ essendo funzioni razionali di w—wv. Deve essere quindi
P=0 e @ =0. Annullando i coefficienti delle diverse potenze
di z nelle espressioni P e @ si ottiene senza difficoltd 1’unica
soluzione di (5) per cui By40:
(o) ¢,=0, g=a,b;, 2d,=2d, =—A42.

Consideriamo ora 1’equazione (5),,. Si vede subito che vi
sono due modi di soddisfarla senza fare By =0

(B)s 4=0, ¢, =0, b =a,, 2a(d—dy)=a;—b};

(®) A=0, ¢,=0, ¢g=a.b,, 2a,b,(aydy—b,d;)+

+-a3b}—albl=0.

Nel caso (a) si pud supporre 4 =1, a,=1b,=0. Si ottiene:

U2 — bl P 1
= ——e y 1= —
%—v ay vV—Uu

a, 1 13 1
2 - u—v 2 (u—ov)2 ?
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_ b, 1 1 3
M———2—ve ———2—+ ——T

U—v

1
w—op

I casi (B); © (B). conducono a superficie che ammettono o2 de-
formazioni proiettive in se.

3. In cio che precede abbiamo supposto @,b,+0. Non pud
essere simultaneamente a, = b, = 0; d’altra parte, il caso
@, =0, ;%0 si riduce al caso b; = 0 scambiando u con w.
Resta pertanto il caso b; =0, a;+0. Un calcolo che ometto
prova che, se 4% 0, non si ottiene niente di nuovo. Supponiamo
dunque 4 =b; = 0. Supposto, com’& lecito, a, ¢, — 2a5¢;, = 0,
le equazioni (E,) danno

U= 71 wtayut-dy, V=>bgv+d,.

Dalle (4) del § 75 si deduce subito :

2¢ ) 4c
F,=— @, b, (u—v), Fy=—

(w—v).

Sostituendo questi valori nella (6) del § 75 si deduce :

2¢c,dy 126}
by a, b

3
20yay a2 4c
aiby

(v —v) =2¢qu + ——=

— ¢y (¥ —v)—2cv—

Confrontando i diversi coefficienti si trova :

(2a5 + b,) by

4= —ab;, dy=— %4,

Si pud supporre 2¢;, =a,, ay3=0. Si ottiene:
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b
B='?2(u—v)) T=11

L=—‘£2-u2+b2(u_”)+du M =byu + '_;:‘ :

B) Specie B,

Vi sono quattro tipi distinti di superficie della specie By di-
pendenti rispettivamente da 4, 3, 3, 3 costantt arbitrarie.
' 1
Le equazioni (E;) e le (8) del § 75 danno, posto c, ==

1 k

1= a, eAl(u—'v) + aaea(u—v) )

(6) B—_— azc-A(u—ws) + ale—-lj(u—r)7

b N
U__L[‘h 2Au+a2 b, e 0 A+ e(A+B)“]+dl,

T k| 24 2B
(")
a2 bl 024v bz e2Bv __ h (A4-B)v

convenendo di sostituire % e v rispettivamente a EVy

LA e se 4=0, e similmente se B=0 o0 se 44 B=0. Osserviamo
che non si restringe la generalita supponendo che a,+0; infatti,

a, %0, basta scambiare 4 con B e non pud essere

se a; =0,
0. Supposto quindi a;40 si deduce

simultaneamente @, =a,=
senza difficolta dalle (5) del § 75:

k [ 3z 1 A+B]

2Fl=alz-|—a2 a,z+ a2+ ay, A—B
®)
oF. — k 3z 1 A+B]
27 ayzfa, a,z2+a, a A—B]’

e24% ed a
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dove ho posto, come al § 77,

9) 2 = eA—Blu—v)

Sostituendo i valori trovati nella (6) del § 75 si trova con
calcolo piuttosto lungo

A+3
N+24-2 ] —alB (B4 2dy)23 +

+ a [—2(A+2B)a,a2d2—|—(A——ZB)k+<jig— 3) Blk—

—a,a,(A3— 642 B+ 12 AB* — 433)] 2+

+ a [—2(2,4 + B)uyagdy— (24— B)k + <w--—3A>k+

A—B
(10) + a,a,(44% —124%2B + 6AB* — Ba)] z -+
A A+B
21 o~ s o 3 —
+a2[ 2a,d, A 4 s, A—B k azA:”

=k , —alA(A4%+ 2d,)z* +

i A+ B °
+a,l—2(2A+B)ala,dl_(zA—B)k~<A—_"—E+3>Alo+

t aya, (443 —124°B + GABZ_Ba)J A

+ ag [—2(A + 2B)a,ayd, + (4 — 2B)k— (%%)_2 + 33) k—

(10) — 6,0, (43— 642 B + 12 AB* — 4B3)] z+
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B 4
-pag[_ng,d1 —Z“Aiﬁ k——a2B3]§.

In quest’equazione :

se AB(A+ B)£0, 7=0;

se A+B=0, 'q=2h(a2—|—a1z)2[A(u—-v)(ulz—“z)—(“2+“1z)J;
se B=0, n=b,(a,+a,2)?[24a,a,(u —v)z +a,2—a,);

se A=0, n=>b,e"“" (a4 a,2)%[2Ba,a,(u—2v)z—a,z +a,).

Si vede facilmente che i casi A+ B=0, B=0, 4=0 non danno
niente di nuovo. A tale scopo osserviamo che, se h =0, oppure
B=b,=0, od infine 4 =b,=0, le equazioni (&) sono sol-
tanto un caso particolare di (E;). Ora se AB(A4 -+ B)=0 il coef-
ficiente di #—wv nell’espressione 7 deve evidentemente svanire.
Ora cid da, oltre le ipotesi A 4 B=h=0, B=b,=0, 4=b,=0
che possiamo omettere in virth dell’osservazione ora fatta, sol-
tanto B=a, =0 oppure 4=a,=0; e si vede facilmente dalla
(10) che allora sarebbe necessariamente 7 = 0.

Possiamo quindi supporre 4B (4 + B)+ 0 sicché 7 =0.
L’equazione (10) possiede allora quattro soluzioni distinte. Rin-
viando alla Memoria di Cech citata al § precedente, accontentia-
moci qui d’indicare senza dimostrazione le quattro soluzioni che
s0no

(@) k=a,ay(A—B)?, 2d,=—A?, 2y ——B?;
a3 3a3 B 0
(p) AZBB, k=_"a?—, 2d1=-——&'1"— y 2d2=—B;
3 2
(), A=2B, k=22 24 —_ % _p o5 _p,
al al
) A=2B, a,=0, 2d,——4B?, 2dy——B°.

(5) Restano da calcolare i valori di 8, v, L, M, semplificandoli
mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del § 75. Nel
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caso (a) possiamo supporre 4 =a+1, B=a—1 [a(a®—1)$0],
ag=¢eya;, h=4e,, ¢ =¢ = 1. Si ottiene:

1 e(%41) (u—v) o(o+1) (v=u)
pm = e, ST
ay & + e2(u—0) & + e2 (v—u.)

e by €8 (a4 1)?
171 e(eti)uy 72 p2(a—1uy 12 p2au A7
RIACE: l)e ot 8a1(a—-1)e +2a‘;’ae

6e, €= 2¢, 0
+ (e, + €2 2 + e+ e2u—=v)  °
— €; a‘l o2 (a1 a, by z(oc_x)p___gig 200 __ (a—-l)2
ICESIN T ea—1° a g+
6, €2-0) 2¢, 0

(31 +e2(“-"))2 - e, + 62(u—0)

Nel caso (B) possiamo supporre B =1, a,=¢,a,, h=ds,),
ef =e=1. Si ottiene:

p . 1 e¥ . 1 eV
= a, 1Fr & g2lu-v) ) 1= a 1+ & g2u—=v)

L= el%lblee“ alzb’ e —¢ g9t —2 —

. 351 e2(u—0) 1 1

2a} (1 +e e2(u-—u))2 at 14 slez(“"’) )
_amb PLE a'l D%, w__ 1 3¢ L
M= 6 'l- —6&ge ) 2&? (1 + g e2(u-—u))2 +
1 1

T T T a

Nel caso (y), possiamo supporre B =1, a, =¢4a;, h=3e,,
et =¢; =1. Si ottiene:
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go L e 2 e
a, 14ge 1= a, 14ge
g, b a,b €6 3 1
L= 14191 e4u l %1% ou 1 °1°2 3u Tl
B + —=e* + 5= P > +
3e e 3 1
3 ayb ety @ b2 e2° — 30 ___ 3¢ ——eu—v
M=—— 4 + == — g6 2 +—= P (1—|—E eu_v)g
3 1

ai 14ge °

Nel caso (1), possiamo supporre B =1, a, =¢, h =3¢,
ef=¢et=1. Si ottiene:

B=¢e*", {=ke e

L=-1 elb‘ 4w+ w9 3kev,
_abre a1
M= 5 € g€ 5

Dovremmo cercare ancora le superficie corrispondenti alla solu-
zione (E;) ossia le superficie reali che si potessero ottenere suppo-
nendo che A e B siano complesse coniugate. E evidents
che ci6 non pud accadere che nel caso («). Ma neanche qui non
si ottiene niente di nuovo. Infatti, d;, e d, dovendo essere reali,
A e B dovrebbero essere puramente immaginarie, sicché 4+ B=0.
Noi invece abbiamo visto che il caso 4 4+ B=0 non pud dare
nessuna superficie.

C) Specie Bg .

Le superficie della specie By formano un sol tipo dipendente
da tre costanti arbitrarie.

Cominciamo coll’ osservare che possiamo supporre a;b,% 0
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nelle equazioni (Es); infatti se @, =0 oppure b, =0 si ritrova un
caso particolare di (E,). Le equazioni () e le (8) del § 75 danno:

A (u—v) ce—4 (u—v)

a(u—v)+a, ' = a(u—2v)+a ’

11 B=

1 a.b a bl
U=2—AG““ [albluz_‘_ <a1b2+%bl— i4_1>u+ ——ZlAé— —

_ a:b; +a,b, agb,
(12)
V=—-——c—e“”abv2+ ab—ab—a—lb—1 v—l——al—bl-——
24 “ R 4 242
hby—ayb,  ayb, 1 ..
— 54 5 +h- +d, .

Se 4=0, le (12) devono sostituirsi con

a, b,

U— 5 ud 4 albz‘*z‘azbl u2+<“22b2 +h>u+d1,
(12)bl|

V=—c¢ [“‘3”‘ v3+“‘bz'2"’”b‘v2+ (— ““’%Jrh)v] +d,.

Dalle (11) e dalle (4) del § 75 si deduce facilmente:

(13) Fl=c[£_1_ + i_l_] , F2=0l—i—_-1— +371.—] ,

a 2 2 22
essendo
(14) z=oa,(u—v)+a,.

Sostituendo nella (6) del § 5 si ricava

6a, (a3 + ¢) 64(ai+c) 2c4%+di(34242d,)
A (u—v) 1\"1 . 1 1 ?)
e [ 2 23 + a,z?
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+

2 23

(15 — A(Azjzdz)] 4 gmA [6al(a%‘+c) ZICED)

+

2042 4 a}(34%+2d) A (42 + 2dy)

) + =0,
a, z 2

dove

1=0 se A4%0,

7i=f-lﬂ<—— 1 z_{_ié__iﬂ_f&%%ﬁ) se A=0,
a, z

|
k3
w
N
©
S
S

E facile vedere che DI’ipotesi 4 =0 non di nessuna soluzione
nuova.; infatti il coefficiente di 2z nel primo membro di (15) &
allora b,¢, che non pud esser nullo. Se invece A+0 si ottiene
subito da (15)

c=—a}, 2, = —A2, 2, =—A4%.

Si pud supporre 4 =1, a, =0, b, =b, e si ottiene:

_ 1 eu—v — ev—u
B_a_l' w—uv T=m o—u
R T 1 1 3 1
L=getmbth) =5 — =5 g
@ 1 1 3 1
M——z—e (@, 6,0 +h) —2-+ = T S —op

D) Quadro delle quantita B, vy, L, M, relative alle superficie
che ammetlono wun gruppo continuo od un paramelro di deforma-
zioni protettive in sé,

Le trasformazioni del gruppo sono
u=u +t, v=uv
per le superficie della specie 4, e

U=u+tt, v=v-it
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per le altre specie. Le lettere &, ¢, & indicano =+ 1; i casi
e=-+1 ed e=-—1 sono distinti anche nel campo complesso;
icasi =41, = +1 sono distinti soltanto nel campo reale.

Le altre lettere indicano costanti arbitrarie.

Specie A.
1° =1, v=v, L=20u, M=—u+av®+b.

2
2° B=1, 7=sindo, L_A u?4a, M= —Aucosdv+b.

2"

o 1 Av — Av
3 =1, Tz'g'(e‘ +ee?),

L:————-—u2+a, M=——Fuler*—¢ee*)+b
& B=1, 1=eu?,

uZ
L:——2—+a, M = —3zue®? b
Specie B,
dF
b° B=e", 7=e‘x_dTv
d
L=2——df —F +a, M————-dF +F e,

dove z=u—v o F & soluzione dell’equazione differenziale del
quarto ordine

d“F d3F sz d:F
3 T 3 o =t 2”(d 13 +2F+1)

d2F  dF\( dF
+2(dx2_%)(d

6° =1, y=F, L=2F+a, M=F+4bv,

dF d2r dr
—F+a )+ dx(zm—%)=°~
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dove F o funzione di z=wu—9v ed & soluzione dell’ equazione
differenziale del secondo ordine

dF

+@a+1)F =bz.

Specie B, .

re (V) e ()

Lot 4 by 3dF+ l/dF_F+a2

dF
M= bt T —af At

anche qui z=u—v ed F & soluzione dell’equazione differen-
ziale del quarto ordine

e 1 &F 3 (dF\? &F d&°F
2 dxt 4 \dz) “dx* dx3

3 (dF\™% (d*F\3 dF d*F dF\?
+ 'e‘(zz;) (dz) +3’JEW+4(IE> +

| e

w©

aF a* @°F ., dF

1 1
dF\® d2F dF\~=
+a(1—a2)(;1;) +b o +2db (dx) ]+
. .| 8a&F 3 ar\'(aF)
+ "o >Trxa—z—(z; @E

&2F dF
+< —atr o >d2+( — 3a® 4 2b) —— +
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1 1
daF\T . (aF\F| _
g B=(1—aF+b, 1=aF,

L:—au—-%— + —;-a (1—a)F? 4 2abF

M=v+ —g—a(l—a)FZ—]—abF;

449

F & funzione di x=wu—v ed & soluzione dell’equazione diffe-

renziale del terzo ordine

d3F 2 ar
W—{—G(l—a)Iﬂ—l—f)abF%——2(1—a)x-(—1—5——~
—2(1—a)F—b6=0.
9° =2 =
B T T 1= b,
_ 3 a? ab 1.,
L_u—_Z_-(u—'v)2 ta—v Tz
3 a? ab 1
M=v—— —_— —— b2
T (u —v)? %—v + 2 B
Specie By,
(241) (u-o) (1) (0—s)
100 p=da— - e

4
lmeae‘(“-”) » TE l—eze“(""“) ’

o g % a(am)u_ (21
CTCE S IR T ek 5 T
n 4[—ey(a + 5)e!@=) + o —1]
(1 —e ot (u—u))z ’
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— b et 61630 (a—1)o __ (a —3p
M= er® tae—nc T
n 4 [ega—T7)et -0 —q 4 1]
(1 —eyet —0) 2
110 p — 2a e (“+1) (“") P e(“+3) (u-v)
1— et (u-9) ’
_ 2 e-(“'-3) (’u-V)_Ee—(“—l) (u—v)
7—__6&_ 1 — ¢ (u=0) ’
ab o1)u & ab o2 (ot __ (¢ +1)2
2 -1-1)"’2 Tip—1° g T

2[e(@+3)eH ) (a4 6)et (v—0) —g (0 — 3)e2 (") 4 1]
(1 — e4 (u- v))z

— b ey _ub e (a—1F
“wmEFrD)’ | TfaE—1° T T
n 2[—e(@—3) e ) 4 (a—6)et ) 4 g(a—3)e2 (“™) —1]
(1 — et (umv))2 )
12°
e 2e ev
B=2ay @ > 1= Tiea
ab . —ou 1 6 ¢ e2v—
L=-—2—(e2 —E e 2)——2—-}-321!10"{-(1_'_8—92(“_”))2,
. e 1 c 6e e (v—)
M= g @ —ae™— 5 —a o + g
13°
a a

p'_- elen—«__eu—u l 7 =eu—v_elear—u )
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3a? 1

= L — —2% J—
L b (p e2 € ) + 4 2 (eu—v — ev—u)z ’

3a? 1
2 (" —e e )

M =c b(e®”—ee )+ c—

14°
4e,  be*v —ae*™ 4e ae’~%—be* "
‘3 = 1 “{ = 1
a _,,_ b e2 (0—u) __ p2(u—2) I a + b e2(r—u) __ p2lu—v) I
1 4a (a—b)
— 2% ___ ho—2% ___ ___ ___
L = gyae be 5 @+0)? +
n 4 [6abe® “—— (Ta%4-5b%) e “—) 4 Gabe?“—") a2 — b?]
(a + b)z (1 _— 64 (u-v))2 )
. 1 4b(a—>b
M= egaez”-—be‘b”-——z- + —w—(_*—_?)g—) +
1 4 [6abe® “~*) — (5a2 + Tb?)e* =) Babe2 ) — a2 4 b%]
(@ + b)? (I —et o2 )
15°
. esl’“—”) . e
?—elamw—_vr, T=—a e o
S | a? Be2v—) — Q¢
Lottt gp g Tar g @y
1 1 a2 eZ(u-—v)+ %
—_ 6v e - T TeE
M= e be™ + 55 ¢ 2 T T (@I et
16°

Y & 1
p=2e¥ )(1 R +a 1 — 2= ) )

v—u &1 1
T == 2e ( 1 J e 471 gt ) )

L =b(e°“+3ege2“)——%——4(l—-ela-{—cﬁ) +
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5 (1—a%) =92 (4—eya-t da?)e =) - (1—a2) 2= -2 (1—e,a-a?)
+ 2 (1 — e( (u—v))z )

M =b(e 4 Bey¥) — o +

1o (1—a?)e®*"—2(2 -}-5 0 4 2a2) e~ 4 5(1 —a?)e** ) —2(1—¢,a +a?)

(1 — e‘("—”))z
17°
a a
B - 62(1'—74) —g y T= eztu—u) —¢, )
’ a? a? 4e, e — 1
L=10(e" + 2,6€%) ¢ — — — ——1

12 @

a? a? 2g 2 1
M=cb(e,e"” + 2246+ — —— "1 "~ |
2 ( 1 + ) + + 4 2 (62(u—u) _ 31)2

18°
_ 20 2 1
@——62(7_7)—__—6’—, 1= e,
50, w degev — 1
L-—-—4—4+820b€2 *l—c—zm,
.___SA_ 4v _lz__ 2v c+2 ¢ 25262(“_1})—‘-1
M=gz+5° a? 2 (™ —¢,)3
19°
e2(u—v) (a + beu-v) _ ez(v—u) (a _1__ 81 be2(v—u))
T 1l—g e 0 1 — ¢ e !

a? 1
L=c(e™+ 28262“)——2——81b2—-§~ —

1 6c,abe3™ | (de,0% 4 Bb?) 2~ — a2 — 26, b2
—-2— (1 —g 32(“—”))2 )
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4 v 1
M =c(e +2$152€')-—-—§-—

1 (2e,02 4 b2) €2  Babe ™ 4 a? 4 2¢, b°

2 (1 — g 202
20°
¢3li=v) (3w
P=c0a7 oy T=0 T e o
. " 1 a® Herlv™ —g,
L = b (2e* + 3¢, ¢* )—-é-—e2a2——§-m )
_ 1 a? e 4 ¢
—_ () 4r 2
M = b(ZEZe —1— 3516 )——2— —'—2—(1_‘92———-62(?))—2 .
21°
%= (g — ge ) 3 (@ — e, €77Y)
= — o(u—r) y 1= 2(v—u) )
8y —€ 1 —e¢e
L b 2 6% 414 7 2
= b (2 4 3¢, € )——E-—e,a +
. 1 8cae¥ ™) — (e, + 5a?) ¥ — ey ae" " + 3 - 2¢50?
2 (62 — eZ(u—v))z )
M = b(2e5e" + 3ey¢") — 2 —
1 2eae% ™) — 202620 — Bee, e - 34-2¢5a®
2 (52 —_— eZ(u—v))2 *
220
fma ! ! 1
~ 7 cos(u—v) (== % cosu—v) °
3 1

. 1
L =absm2u+-2—+ac-——§-m ,

b . 1 c ‘3 1
M=——sin2ot 5 + o — 5 cos? (u—wv)
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CAPITOLO OTTAVO (§ 78, C}
23°
_ a _ @
B= sin (u—v) ’ = sn@—v)’
. 3a? 1
L=>0sin2u +c¢c— 5 Sni(a—o) ’
. 3a? 1
M-—bstv-{—c— T Sni(a—0)
Specie B,
240 .
a Ymmv - 1 Tt
P 1= a(v—u) !
o 1 3 1
L=abuet* — o — u—v 2 (u—ov)’
b . 1 1 3 1
M_TN R T2 (w—op
25¢
p=a(w—v), 1=1,
L=—2au*+a(u—v)+b, M =2au +——;— .
Specie By
26°
1 e(a41) (u-v) e (a+1) (v=—u)
pet T e ST
a ¢ + e2(u=) e+ o2(v—u)
— 2(041)u ¢ a (o -1)u €18  oau_
a(e+1) ¢ +a(a—l)e 2a2a, ¢
(a4 1)% Be, e? (u-0) 2e,

2 (51 +e? (u—v))z & + o2 (u—v) ?
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__4ab s (apa 4ac  oamn)_ 282 Low

M= Ta—1 ¢ T a

(a—1)2 B¢, e2 (u-v) e,

2 (e, €2 (u—v))z e, +e? (u—v)
27°
_ c“'—v _ et-—u
B=a o 1=~ o
3e a,Z eﬁ(u—v)
— } oy 2u ___ w__o___ 1 .
L=be"+ce g165€ 2 3 (Lpe,
1
—_a? —_—
3 + g e
1 3e. a? eZ(u—v)
—_— 8V ___ ap2v ___ v ___ 1
M be ce €g€ 3 9 (1 + e, ez(u—v))z
1
2
T + ¢ g2
28°
e'u—v eu-—u
p—a 1+Elev—u y T =2a

L = be* + ce®* + 8—125—2- 3% —Ba% — —é— + 3e,a?

3a?

24—V
[

M =2 (be*” 4 ce?”) —e, % — —;— + 3¢, a?

_ 3a?
14 ee

eu—v
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29°
B=re"™, 7 =aed",
L = be** - —fi " —2 4+ 3¢ ae
1
M =ce** — g, — — .
¢ gy € 5
Specie By
30°
e‘u——' e‘l?—"w
ﬁ"" w—0 1= v—u

1 3 1 1
= (bu? o _~ _© —
L= (bu*+c)e 2 2 (w—v)2 u—v '’

3 1 1
2 (u—0)? + *u—v

M =a2(b’02+0)62"~——%— —_



		webmaster@dml.cz
	2016-11-14T14:49:49+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




