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CHAPITRE V.

LES LIGNES DE CLEBSCIl, DARBOUX LT SEGRE,
I’ELEMENT LINEAIRE PROJECTIF ET LA FORME F..

18. Quadriques, tangentes, lignes de Darboux. — Considérons
de nouvcau le développement '

(1) 3= ,;(a.v'-’mszy—;— cy?)+(3)

de I’équation d’une surface S, qui a été pour nous le point de départ

dans le Chapitre IV ; maisici supposons que les x, y, z soientles coor-

données rectangulaires de la géométrie métrigue. L'origine O est un

point de S; le développement (1) est valable dans le voisinage de O.
Les sphéres tangentes en O a S auront une équation

by, - .
;/\(x-’—q—y?-.— 3?)—3=0 (X =const.),

et leur intersection avec S aura en O un point double, dont les tan-
gentes ont les équations

s=o, (h—a)xri (h—c)yr=2bzy.
Elles coincident seulement si
(A—a)(h—c)—b2=o.

Cette équation détermine deux valeurs de A (en excluant le cas
exceptionnel @ — ¢ =b=o0; dans ces cas, les deux valeurs dc¢ 2
coincident). Les deux sphéres correspondantes sont les sphéres de
courbure, leurs rayons sont les rayons de courbure; les tangentes a

leurs intersections avec Ssont les tangentes de courbure; ces lan-
gentes sont les deux droites définies par les équations

z=o0, byr+-(a—c)ry — bx2=o.
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On en déduit que les directions de courbure sont orthogonales.
Et en remavquant que by*+ (a —c)zy — bx* est apolaire a
wx~2b.ry 4+ c3?, on en déduit qu'elles sontaussi conjuguées. Si
I'on choisit comme axes des x, 3 les tangentes de courbure, dans le
développement on aura b=o0. Une ligne de la surface, qui a pour
tangente en chacun de ses poiuts une tangente de courbure, est une
ligne de courbure.

Nous voulons généraliser ces considérations a la géométrie projec-
tive. De la remarque que les homographies ne conservent pas les
sphéres, nous déduirons que nous ne pourrons pas parler de sphéres
dans la géométrie projective et que nous devrons considérer lIes qua-
driques les plus générales. Nous pourrions considérer les quadriques
() tangentes en O a S, cest-i-dire les quadriques, dont I'intersection
avec S a un point double en O. Mais cette considération laissc trop
d’arbitraire aux guadriques Q. Et nous nous hornerons par consé-
quent & la considération des quadriques Q dont Pintersection avee
S a un point triple en O. Si les droites 3=z =0 ¢l =) =0 sont
les tangentes asymptotiques, les coefficients «, ¢ de (1) seront nuls;
el, en éerivant aussi les termes de troisiéme ordre, nous aurons au
voisinage de O

1 . .
() 5. by - T (ped - 3qgaty  3rrya-s3t) o4,
)

ou (4) est une expression au moins du quatriéme ordre en z, y. Les
quadriques, dont nous avons parlé, auront une équation

(3 3—brv s(hax-iopy tvz)=o (h, &, ¥ = const.)

el les Lrois tangentes en O a leur intersection avec S seront définics
parles équations

i) 3=, prd Sgary - 3rayt o osyd 6000 py ey =z o,

Nous généraliserons la théorie des sphéres de courbure en nous
demandant si ces trois droites peuvent coincider. Cela arrive évidem-
ment seulement si

b= (VRYVE b= Up (PR
et alors les trois tangentes coincident avec la droite

(5) =0, vpr Var=o.
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4 B Y e . .

in remarquant que Vpiq a trois valeurs possibles, nous aurons
défini parcetie méthode trois droites (5): les tangentesde Darbouw.r.
Elles sont définies par les équations

(51 z =0, padi-syd=o,

Remarquons que la forme px® + xy¥, qui, égalée a zéro, définit
les tangentes de Darboux, est apolaire a la formex)y:, qui, égalée a
zéro, définit les asymptotiques.

Nous avons exclu ici que ps = o; nous nous occuperons plus loin
de ce cas. Une ligne de la surface, dont toutes les tangentes sont pour
la surface des tangentes de Darboux relatives au point de contact,
seront appelées lignes de Darboux (voir Darboux [1]).

Pour les surfaces algébriques S, ces tangentes auraient été décou-
vertes par Clebsch | 1] (voir Colombo [1]) qui les avait définies par
laméthode suivante. Considérons la surface cubique polaive de O par
-apport a S; son intersection avec le plan s=otangent en O a5 est
une cubique plane avec trois points d’inflexion. Les trois droites joi-
gnant O avecun de ces points sont les tangentes de Darboux.

Nous ne poursuivons pas muntenant 'analogie avec la géométrie
métrique; nous n'appellerons pas « quadriques de Darboux » celles
dont P'intersection avec S a en O un point triple a tangentes coinci-
dantes. Nous réservons le nom de quadriques de Darbonx en O cux:
quadriques dont Uintersection avee S a un point triple en O dont
les trois tangentes sont les trois droites (5) de Darbouzx. Kn com-
pavant les équations (4) et (5,) nous voyvons que pour une quadrique
de Darboux

(6) q —~2bk=o, ro-2bp =o.

Le parametre v reste arbitraire; les quadriques de Darbous forment
par 011.seque/1t un fm\ceau, 12 qlu appar tient le phm tan "enl
3= o (pour v =) pensé comme double.

Considérons maintenant la polarité définie par une quadrique de
Darboux. En faisant usage de coordonnées homogénes x, y. 3, ¢,
au point z', y', 7', t' correspond le plan polaire

ro ’ ’ '

o=3zt'- 3t M2y - xy) Msx' ) owesy' Sy 2vss

ou les A, p ount les valeurs (6). Pour un point A du plan tangent
(3" = o) le plan polaire « est indé¢pendant delavaleur du paramétre v;
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il est par conséquent complétement déterminé. Dans cette polarité a
chaque droite du plau tangent 3 =o correspond une droite polaire
sortant de O.

La droite polaire de la droite z= 1= o est la droite intersection

des plans
by -i-)3=o. br-+-ps=o.

Par conséquent, si nous choisissons comme plan t =o0 un plan
pussant par la polaire de la droite z =y = o, nous aurons
h=p=o; et d’apres, (6), aussi ¢ = r = o, de maniére que le déve-
loppement (2) se réduise a

LI :
(21) s=bxy i F(p.v‘ sy ().
)

Nous avons ici exclu le cas ps=o0. Si p et ssont toutes les deux
nulles, alors les tangentes de Darboux sont indéterminées. Si «u
contraire seulement un des coef ficients p, s est nul, si par exemple
p =0, s34 0, les tangentes de Darboux coincident toutes les trots
avec une tangente asymptotique (3 =y = o). Mémedans ces cas on
peut obtenir le développement (2,) avec ps =o.

Les tangentes définies par px® — gqy?® = 0, 5 = 0, qui sont conju-
guées aux tangentes de Darboux, ont été étudiées par C. Segre (6);
nous les appellerons les « tangentes de Segre »; et nous appellerons
lignes de Segreleslignes de lasurface, dont toutes les tangentes sont
des tangentes de Segre pour la surface.

19. Nouvelles formes des équations des lignes de Darboux. —
Commengons par des considérations corrélatives aux précédentes.

Soit A un point (z, ¥, z, t = 1) dela surface S. Le plan tangent en A
4 S aura les coordonnées

E=— [by i f;(pz:‘-’+ -.).qu-f» ry?)-. ('S)],

n=—[be Hgarearay sy - 3],

L=,

T =bay-- —,lj-(pzﬁ--.- 3qaty - 3rzy?-iosy?) -+ (4).
On en déduit

(7) 1= %Er, -i- éibi(p'r,ﬁ-:- 3gm2E-i-3rnf2--sE) -i-...,
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qui est le développement corrélatif du développement (2). Par des
considérations corrélatives aux précédentes, nous serons conduits aux
droites définies par les

T=0, PN+ sg=

qui, en coordonnées de points, ont les équations
z=o0, prdi—syl=o;

les droites précédentes sont par conséquent les tangentes de Segre.
Le développement corrélatif du développement (2) est
(1) T= g e (e sE) ()

/ 1) S 6’}3 o M

.

Revenons maintenant aux développements du paragraphe 18.
Soient x = 7z =o la tangente a ’asymptotique v = const., ety = 3=0
la tangente a la « = const.

On aura par conséquent en O

r=y=3=0, Ty= Yu=0.
D’aprés (2) on aura aussi (en O)
Ty = 32Ty~ %y Yu=0, Zy= 0.
Les équations fondamentales (1) nous donneront (cn O)

Loy = Y Tu, Yuu= B}'v; Suu = Zpp =0,

Zuun = }3:'1(', Zype =T Byv.
Mais, d’aprés (2), on a(en O)

Suv = ’)Iu}/u-
Bunu = 3bxu}’uu""[’x?¢ = 3bI31'u}'("5“Pxi’4,
Zppo=3bTpe Yo+ sy3=3byxy)y.=-syd.

En comparant avec les valeurs déja obtenues, on déduit
(8) pri=—2b32,)0, syd=—12byz,y, (enO).

On peut faire un calcul tout a fait analogue pour Suur et Syu; o0
trouve que

(84) 20Yuo+- qTuyo=2bxuv - re.y, = o.
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de la (8;) on déduit : dans lecas dudéveloppement (2,) (¢ = r=o)
onaenQ:

(89) Ly == Yup= 0 (sig=r:=o,

Voila une nouvelle interprétation des coordonnées, pourlesquelles
le développement (2,) est valable. Des équations (8) on déduit en
O (0w 2r. =y, =0)

pdet sdyd=pxldut  syddvd=—2br,y(3dud .y ded.

Les directions de Darboux sont par conséquent définies en coor-
données curvilignes asymptotiques par U'équation

() 3dud - oy ded= .

Et ce résullat, qui est évidemment valable pour tout point de la sur-
face. nous donne la signification géométrique du rapport f : v.

20. Le théoréme de Klobouéek et Bompiani et une nouvelle géné-
ration des quadriques de Darboux. Quelques quadriques remar-
quables. — Soient encore u«, ¢ des coordonnées asymptotiques. Soit
O un point de la surface S; nous pouvons, sans restreindre la généra-
lité, supposer que u==v=o(en O). Nousindiquerons par y la valeur
de y en O. Une courbe C de la surface S, sortant de O et tangenie
en O a 'asymplotique 1 == 0, aura unc équation

(101 w=— —ve? (3) (h = const.),

ou (3) représente des termes au moins de troisiéme ordre en O. Des
formules du paragraphe 17 on peut déduire que si 'on change les
paramétres asymptotiques, la valeur de h ne change pas; cc qui
résulte aussi des considérations suivantes. Le plan osculateur en O
(# = ¢ =0) & C est le plan passant par les points

de du
r, To T & o Fu g =T,
dra dru du\? du
I T B T P hy e,

=00 s (T — M)y, pasa.

(lci onsuppose queles z soient les coordonnées homogénes les plus
générales.)
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Ce plan est par conséquent le plan (z, x,, ,) tangent a S, etoscu-
lateur par exemple a Pasymptotique u= o. 1l est indéterminé seule-
ment si (1 —Ah)y=o0.Siy=o0, d¢ la £,. =0,2,+ p.az on déduit
que 'asymptotique v =0 a e¢n O un point d’'inflexion ct que son
plan osculatcur en O est lui-méme indéterminé. Nous négligeons ici
ce cas. Si h =1, la courbe C a en O un point d’inflexion, et natu-
rellement son plan osculateur ¢st indéterminé. On peutaussi calculer
en O (pourw=v=0), la dérivée troisiéme des z. On trouve

di.x

T = Wty ware-=vae yuu—3h)ay,,

ou les valeurs de 2, p, v ne nous intéressent pas. On c¢n déduit :

da dx bz sont su néme pla
—— =y — Sont sur un mé: an;
de ) do? ' dot I !

cest-a-dire le plan osculateur & G en O est stationnaire.

Si 3h=1, les points x,

‘tudions maintenant le cas général. En remarquant que la courbe G
Ltud t tl g ILE q

et l’usymptotique tangente u =0 ont en O le méme plam osculateur,
el que le point

2z .Jie ‘ . .
T —J S = bptv— g - (1 —N-—J)yr, pasit—jir,

appartient a leur tangente (z, 2,) en O seulementsi1 —— A=/, on
trouve (§ 7 et 10) que 1 — A est Uinvariant de contact de la
courbe C et de l'asymptotique tangente u=o. Voila la significa-
tion géométrique de /; on peut en déduire, comme nous avons déja
dit, que s« valeur ne change pas, en changeant les paramétres
des asymptotiques.

Une digression. — Soit I' une courbe de la surface S. Considérons
les tangentes aux asymptotiques 1 == consl. qui sortent des poinls
de T. Elles forment une surface réglée R,, qui contient la courbe I'.
Par Ia méme méthode, en considérant les tangentes aux asymptotiques
¢ = consl., qui sortent des points de I', nous obtiendrons une auire
surface réglée R,. Ces deux surfaces seront les surfaces réglées
asymptotiques définies par I'. Soient O un point de T', el r la généra-
trice par exemple de R, sortant de O. Nous pourrons cousidérer la
quadrique Q2 osculatrice & R, le long de ¢. Elle estla quadrique, qui
passe par 7 el par les génératrices #' v de R, infiniment voisines a r,
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c’est-d-dire parles tangentes aux asymptotiques ¢ = const., qui sortent
de O et des points O’, O” infiniment voisins a4 O sur la courbe T. Sur

2 nous avons deux systémes de génératrices : le systéme, auquel
appartiennent r, ', 7", ctle systéme des droites s, qui rencontrent r,
r’, r'. Lasurface R, a dcux systémes d’asymptotiques : le premier est
formé par ses génératrices r; le second est défini par la propriété
qu’unc droite tangente a une asymptotique du second systéme a avec
R, une intersection triple (§ 12), c’est-a-dire rencontre trois généra-
trices infiniment voisines de R,. Les tangentes aux asymptotiques
du second systéme, qui sortent d'un point de r sont par conséquent
les droites qui rencontrent r, 7, 1", ¢’est-a-dire clles sontles généra-
trices s de la quadrigue Q2.

On peut en conséquence définir Q2 comme la surface engendrée
par les tangentes aux asymptotiques de R, (du second systéme)
qui sortent d'un point de r. De laméme maniére on peut définir une
quadrique QP (en partant de la surface R,). Chaque point O d’une
ligne I' tracée sur une surface S définit deux quadriques Q9, Q9,
que nous appellerons les quadriques asymptotiques osculatrices
a I' en O. Soient u = u(w), ¢ = ¢(w) les équations paramétriques
de T'. La surface R, est le lieu des points Z = 2, Az, ou A est un
nouveau paramétre, ct les u, v sont les fonctions précédentes du para-
métre w. Les v, A peuvent étre considérées comme les coordonnées
curvilignes sur R,. L'équalion des asymptotiques de R, sera :

(Z, Ty, 22, d2Z) = 0;
en la développant on trouve
(b WL LW Xy Al W == dap o', o, d2F)y =0

o= du W = d2u
T dw’ " T de?’ !
c’est-a-dire
s , ) 2x d2x
0= [r Ly Lo (BU -1 29") - 2y v, 200" dh - ()\ It -+ 7‘—’;{‘) (Iw] dw.
En annulant le facteur diw, on trouve les génératrices & = const. de
R,, c’est-a-dire les droites (w, Z, ) En annulant I'autre facteur, on
trouve une équation (de Riccati) du type

dr = Ar4 Bl -+ C,
dw
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qui définit I'autre systéme d’'asymptotiques de la surface R,.. Sup-
yosons qu’en O le paramétre w soit nul. La quadrique Q. sera le licu
1 q P | q
des points .

Jr
dl\

(A% B c)],
o 1= u(w), ¢=y¢(w), w=o0, et p est un nouveau paramétre.
Remarquons que
I =2y hx -+ p[(Zun+ A2y ) W+ (Zyo-t- Are) o' - 2(AX2-= B = Q).
Les quadriques de Darboux. — Supposons maintenant que la

courbe T soit la courbe C définie par la(10). Posons v =1, de
maniére que ¢' =1, ¢ ==o. Dans le point O on aura aussi

w=9¢=w=o, w=o, w'=—rr.

On wouve par la méthode précédente (en se rappcelant les équations
fondamentales I et 1, du paragraphe 17) que la quadrique Q. estlelieu
des points

h—1, i
(11) ROIED N [u,“, -Az,) == ( ‘= " gy — ;0,,.,>J

—1, 1 R
oy — 5 0,0 Syt ALy YTy

éveloppement (2,) ona en O

Dans le cas du

EEY SIS Y= Sy = Fe =Ty =Yy =ty ==ty =Ly =0,

=1, Sue=bx, y..

La quadrique Q, sera le lieu des points de coordonnées

z'=r,. V=Y, S=ubry ye.

= 'h"rl<,l_[ lG‘{—— ?ﬂ),

2 2
et aura par conséquent I'équation

00t (1— /');3".' ’
A L
bxyy.

(114) 2(3''—bx'y) 2=
(6ue, By ¥y ®u, v sont les valeurs de ces quantités en O). On peut
poser t'= 1, si l'on fait usage de coordonnées non homogeéues. Nous

avons obtenu le résultat :
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La quadrique Q, osculatrice d’'une courbe au=-—hyv? -+ (3)
tangente en O(u=v:=0) @ l'asymptotique u = o sortant de O «
Véquation (11) et est par conséquent une quadrique de Darbouz.

En remarquant que I’équation (11) ne change pas, si I'on échange
B, 1, x avec y, ¢, ¥, on Lrouve :

La quadrique Q, osculatrice @a une courbe O tangente cclav ==o
el définie par la 20 =-—hBu? 4+ (3) [ou (3) représente des Ltermes
au moins du troisiéme ordre en «] coincide avec la quadrique pré-
cédente. Chaque quadrique de Darboux peut par conséquent étre
engendrée par deux méthodes différentes, et est caractérisée par
la valeur du parameétre I, dont nous avons déja donné la significa-
tion géométrique. Nous appellerons quelquefois & I'indice de la qua-
drique de Darboux. Quelques quadriques de Darboux sont particu-
lierement remarquables :

1" Lo quadrique de Lie, qui correspond au cas ouh =o. Les
courbes C et C' peuvent alors coincider avec les asymptotiques
w=—=—oel ¢v=o.

2" Lo quadrique de Wilczynshi et Bompiani (V) (h=1) qui
correspond auz courbes ayanten O un point d'inflexion.

3 La quadrique de IFubini (3h = 1) quicorrespond aux courbes
ayant en O un plan osculateur stationnaire.

4" Le plan tangent double (h == ).

On pourrait, si 'on veat, déflinir chacune des autres quadriques de
Darboux en donnant le birapport avec trois des quatre quadriques
précédentes.

Si nous écrivons les coordonnées d'un point de I'espace dans la

forme
P gL Ty XLy - Ly Ly,

le point (171) sera défini par les

. Uh—1) 37— 0,
To=n P — 7,
2
RN WANEERDRT Ty =u.

(') Bompiani {41} et {15]; M. Lane a remarqué que cette quadrique coincide avec
la canonical quadrique de Wilczynski [15], p. 104-112.
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ct 'équation de la quadrique (11,) engendrée par lui devient

(I12) 2 Lgxy— &y 29) + [ (1—h)By e |7 = 0.

Pour développer les considérations corrélatives, il suftira de consi-
dérer les coordonnées non homogénes £(§19) du plan tangent, pour
lesquelles le développement (7,) est valable, au lieu de considérer
les coordonnées non homogeénes x des points de la surface | satisfaisant
a I'équation (2,)]. Ces coordonnées 7 du plan tangent ne sont pas les
coordonnées correspondant (selon nos délinitions) aux coordonnées
non homogeénes x des points de la surface. Par la méthode du para-
graphe 17, on trouve alors que, en partant des ¢quations fondamen-
tales pour les z, on obtient les équations fondamentales pour le , en
changeant B et y en — B3, —y, en substituant a la fonction 9 uue

autre fonction 5‘, el en substituant aux p;; d'autres fonctions i (qui
ne sont pas données par les équations du paragraphe 17, lesquelles
sonl valables seulement dansle cas de coordonnées correspondantes).
Pour obtenir la méme guadrique de Darboux, on ne doit pas changer
'équation (10); et, ¢en remarquant que f el y ont changé leur signe,
comme nous I'avons dit, on déduit que I'on doit changer le signe de /.

On peut énoncer cetle remarque de lamaniére suivante (Cech) tw Ll
quadrigque de Darboux correspondant & une certaine valeur de h
est corrélative a la quadrique de Darboux correspondant c — .
La quadrique de Lic est corrélative a elle-méme; les quadriques de
Wilczynski-Bompiani et de Fubini sont corrélatives 'a deux autres
quadriques de Darboux, qui ont par conséquent elles aussi une simple
définition géométrique.

Itemarque. — L'équation tangentielle de la quadrique (11,) est
(r1g) 2(t _En _G'LL—_—IL)?_YT%:”.
l) ,)‘TIIJ’V

[.’équation que l'on obtient parles considérations corrélatives a celles
quinous ont conduit a Péquation (11,) s¢ déduit de cette derniére, en
écrivant 6, — B, —v, — h au lieu de 9, B, y, h et en substituant a
1
b
en considérant les premiéres équations du paragraphe 19).

by xyy 3o les 75 6, =— bry, o= — by, (onle démontre tout de suite
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L’équation corrélative de la (11) est par conséquent

. (-'r/ E.ITII) 0,0 -(1— h)g‘{ o
2076 — AL A N

: 3 ) bz,

En comparant les deux derniéres équations, on trouve que

0,, -~ 61104* 2 ;’3‘Y = 0.
Remarquons encore que laderniére équation, pour i = oo, se réduit
a1'=o; la quadrique se réduit a 'étoile P, pensée comme double.

21. Quelques remarques sur les surfaces réglées et sur la polarité
fondamentale. — Des équations (8) du paragraphe 19 on déduit que
dans le point O les équations 3 = o et p = o sont équivalentes, et que
la méme chose arrive pour les y = o0 et ¢ = o. Dansle paragraphe 18
nous avons remarqué que, si p =g = o, les lignes de Darboux sont
indéterminées et que, siune seule des p, ¢ est nulle, les trois direc-
tions de Darboux coincident avec une tangence asymptotique. Dans
le premier cas on a B =y==0 et les équations fondamentales nous
démontrent que chacune des asymptotiques sortant de O a en O un
point d’'inflexion; dans le second cas, cela arrive pour une seule des
asymptotiques.

Si B est identiquement nul, alors l’équation fondamentale
&y = 0,2, + pryx démontre que les asymptotiques ¢ = const. sont
des droites; si y = o identiquement, cela arrive pourles 1 = const.;
dans ces deux cas, la surface est réglée. Si 3 et y sont tous les
deux identiquement nuls, alors la surface sera doublement réglée,
c’cst-a-dire elle sera une quadrique.

Nous étudierons a part les surfaces réglées dans un prochain cha-
pitre; et en général nous considérerons comme singuliers les points
ou By = o en les excluant de nos considérations.

Soient x et £ des coordonnées homogeénes correspondantes d’un
point et d’'un plan tangent & notre surface S. Soit O un point de S;
par B, y, #, %, £, ..., nous indiquerons les valeurs en O de ces
mémes quantités. Soient u, ¢ des coordonnées asymptotiques. Si z'
est un point quelconque de I'espace, nous pourrons déterminer les z;
de maniére que

(12) X'= 20T -+ T\ Ty~ ZoZp—- Ty Ly

(cn sous-entendant, comme d’ordinaire, les équations analogues pour
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=l

3’y 'y t'); de méme pour un plan quelconque Z' nous pourrons
déterminer les £;, de maniére que

'

. .z r . r
(124) F=88-i Grbu+ Earv+ Elu

Les x; et les %; seront appelées les coordonnées locales du point x'
ou du plan £’ (par rapport au point O de S). Elles ne sont pas intrin-
séques (c’est-a-dire indépendantes du choix des paramétres asympto-
tiques) Si By 74 o, nous pourrions leur substitucr les

YYo= 2o, }’1=Vﬁa-121|, Y= :/‘.’al-_v-l?:; V3= da Xy

(122)

M, o YT -
o = Eo, n = \/:$a12 S1. fl2 = \/(alzxm f3 == dy2.03,

qui sont intrinséques. Le plan £’ passe par z' sculement si St'z' = o,
c’est-a-dire, d’aprés les équations (11), (11,), (11;), (15,) du Cha-
pitre IV, si '
(Goxy~+E3xo) — (E1xa+ 21 k) + Qaawsfz=o0
(0@ = B, BY).

L’équation du plan ', en coordonnées locales de point, est par
conséquent

Z0Zo - 61T+ EaTa+ E3T3 =0,
ol

| ==— Eu, 2 =—1F, g3 =Eo i~ Qaya&a.

Fadl
Y

)

__r
0= g3

La corrélation §, =z, fera correspondre au point de cordonnées
locales #; le plan

ol

radl

0= a3, E=— s fo=— a4, 3= Zo-r- Qay0.ry.

Elle est donc la polarité par rapport & la quadrique qui, en coor-
données locales de point, a 'équation

. . 040+ 3y
(13) 2 xegXs— w1y - Qapari=o (Q = _ma_;ﬁ_._>

De la définition de cette corrélation on déduit trés facilement que:

1° Cette corrélation est intrinséque (ne change pas si 'on change
les paramétres des asymptotiques);

2° Elle ne change pasnon plus si 'on multiplie les z ¢t le £ par un
méme facteur. :
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l.a quadrique (13) aura par conséquent les mémes propriéiés; elle
est donc définic. complétement par la surface S et le point O. Sup-
posons maintenant que ¢ =1, el que la surface S soit définie, au
voisinage de O, parl’équation (2,); les coordonnées locales.d’un point
'y 3, 3, t' de 'espace seront données par les

. U . P RS . o, — ' e . -
==l =0, ra=y 1 r, ra=3":bx,)..

On le démonlre, en se rappelant qu’en O on a
L VT 3= S0 = Ly =l = e == Ve = et 05
Sue == ,""n.;"w
La (13) devientalors

.,
0 ny Yy

b, v,

23— by st=o.
(ui est précisément I'équation (11), ou l'on a posé it = o.

La polarité que nous avons définie est la polarité par rapport
a la quadrique de Lic (13) (Cech [3]). Elle est la polarité fonda-
mentale, qui, dans la théorie des surfaces, est la transformation cor-
respondant 4 la corrélation fondamentale dans la théorie des courbes

(Chap. IT et 1I).

22. L’élément linéaire projectif. — Dans la géomdirie métrique on
définit I'élément linéaire (de Gauss) d’une surface; il est égal a la dis-
tance ds de deux points O, O’ infiniment voisins sur la surface (on
appelle parfois élément linéaire le carré ds* de cette distance). Mais
la distance n’est pas un élément projectif. Pour donner une définition
analoguc dans la géométrie projective, nous lui substituerons un
hirapport.

Considérons les deux tangentes asymptotiques sortant de O, et
celles qui sortent de O'. Ces droites déterminent quatre points sur
I'intersection des plans tangents en O, O’. Nous allons calculer leur
birapport, en supposant O, O’ infiniment voisins. Comme précédem-
ment, nous indiquerons par 3, v, z, ..., les valcurs en O de ces
quantités. Nous laissons ici aux coordonnées curvilignes u, ¢ la
plus grande généralité. ‘

Soient u, v les coordonnécs de O, et v +du, ¢ 4 dv celles de O'.
Les tangenles asymptotiques sortant de O sont (§ 16) p=*= ¢, celles
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sortant de O’ sont les droites p/ = ¢, on
p=(e, dr), q = (k. dE),
p'=p-rdp-+ i(lil) -+ (—zdi’p 4o

= (&, dx) -+ (z, d*x) + %[(1', ) -~ (de, d2x))

i %[(x, ) +2(dx, ddx)]

(en n’écrivant pas I'équation analogue pourgq’).
On en déduit (§ 2) :

Spp'=04-...,
Sqp'= %S(ﬁ dE) [(x, d¥2) -~ (dx, d*x)]

-+ ‘—') S(E, dE) [(z, dix) -+ 2(de, d2x)] ...

1 0 Std:p
T 2| SdrdE S dtd2x

1 0 SEdVr
3]s didr SdEde

Il

%(SE(['—’;Z‘)"—F %SE(Z*JSE([“L»; ceel

On calcule par la méme méthode S¢'p, Sp'p.
Une tangente p' +0;q' (=1, 2,0;=== 1) sortant de O’ rencontre
la tangente A, p -2, ¢ sortant d¢ O, si
0=8(p -+ 0;q")up--haq) = aSplq+ siky Spq’

= ) [’IASE([!;L‘—"—%SE(Z“J‘]
o] ESEdre g s p g | 4
. 1% Py 1 3

qui définit (pour o;===1) deux valeurs de 2, : %,. Le birapport
cherché est le birapport que les deux droites p = ¢ forment avec les
deux droites A;p +Ayq déterminés ici. Il est donc égal a

<3 Stddx — S di\?
3 2S dr dt )

Par conséquent nous appellerons élément linéaire projectif de la
surface la fraction

(14 Stdix —Szdt§ _ Sdrdif—Sdidr,
) 28Edr - 28t de

FUBINI ET CECIT

o
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Dans le calcul précédent 'on a exclu que

Stdix =—S didr = Srrd?f =0,

c’est-a-dire 'on a supposé que O, 0" ne soient pas sur laméme asymp-
totique. La derniére égalité (14) est équivalente a celle que l'on
obtient en différentiant la

Stdl’x —Sxd?i=o0

(qui, a son tour, est unc conséquence différentielle de l'identité
Stdx — Sxdt = o).
Nous avons déja introduit dans la théorie la forme

Fo=8Std*r =—S dtdr =S d?:.

On remarque maintenant qu’il sera utile d’introduire une nouvelle
Jorme

(15) F,= %(sg A —Sxrdit) = %(s de d2E—S df d2 o,

[élément linéaire sera égal a F, : I,. De l'interprétation géo-
métrique précédente on déduit que l'élément lincaire est intrinséque
(indépendant du choix des coordonnées curvilignes w, ¢), et ne
change pas, en changeant les coordonnées homogénes z, ;. En se
rappelant les propriétés de F,, on pourra par conséquent énoncer le
théoréme. La forme Fy(de méme quela Fy) est presque intrinséque
(peut changerseulement designe, si 'on changelesu, ¢). La formeF,
(de méme que F,) reste multipliée par o, si L'on multiplic les x, =
par un facteur o.

Nous allons calculer 1Yy dans le cas ot w, ¢ soient les coordonnécs
asymptotiques. On a

Sdedx =S di[(0,2,-- By + prux) du—+ 224, du dp
+ (8,22 Y2y~ Poax) do? + 2y d2u -z, d2 ]
=—an(dud?v - dv d?u) — Bayg, du?
—Ouadv du—ya s dvd3— as08, dud?o,

On trouve une identité analogue pour S dz d?: de maniére que

(15¢) Fo= 2 (S dir 25 — S df d*x) = ars(Bdus+ v dvd),
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Nous savons déja que

Fo=2ay, dudy.

En coordonnées asymploliques, I’élément linéaire est par conséquent
égal a

o (dut -y ded) B dd -y de?

20y, duw de - 2 du dy

Lélément linéaire projectif ssannule sur les lignes de Darbouxr,
de maniére que Iy = o est l'équation de ces lignes en coordonnées
curvilignes quelconques (on se rappelle que I';= o est I'équation
générale des asymptotiques). Une transformation homographique
laisse U'élément Fy : F, inaltéré (de méme que les mouvements ne
changent pas I'élément linéaire de (iauss). Puisque, en échangeant
les x avecles £, les B8, y restent changés de signe, on en déduit queles
corrélations changent le signe de lélément linéaire projectif.
Nous déduirons encore de I'équation (15) que Iy est apolaire a F..

23. Les formes normales. — Nous pouvons généraliser par une
autre méthode I’élément linéaire de la géométrie métrique. Nous
ferons ici usage de coordonnées w, ¢ asymptotiques. Commengons par
une remarque élémentaire.

Soient données quatre droites r; (i =1, 2, 3, 4). Projctons d’une
droite p leurs intersections avec un plan «. Nous obtenons quatre
plans : leur birapport dépend en général du choix que 'on a fait pour
la droite p et le plan a. Si les quatre droites, & moins de (uantités
infiniment petites d’un certain ordre, appartiennent 4 un méme fais-
ceau, la partie principale de ce birapport sera indépendante de p et
de «; ct on Pappelleva le birapport des quatre droites. Nous
allons calculer le birapport des tangentes aux asymptlotiques
1 = const. et ¢ = const. sortant d’un point O (u,¢)deS, de la tan-
gente a Uasymptotique v = const. sortant du pointQ' (u—4-du, +)
etde la tangente ¢ Uasymptotique u=const. sortant du point
0" (u, v+ds). 1l ’agit des droites

(zy r0), (2, 20),

(&, x0) - (£, Tuy) die = (140, dw)(x, 2,) 3(z, z,) du,

(x, xp ) -+ (2, Xop)dv = (1~ 0 v ) (2, ) + y(x, 2,) do.
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La partie principale de leur birapport

Bde [ 1+0,dv
1-4-0,du’  ydv

est Bydudy. La forme

(16) 0, =283y dudv

est par conséquent le double du birapport des quatre tangentes
asymptotiques considérées.

Nous en déduirons que 2Bydudv est une forme intrinséque
(indépendante du choix des paramétres asymplotiques) et invariante
(quine change pas si'on change les coordonnées homogénes z, %).
D’apres (14,) on trouve de plus qu’aussi les expressions

du? dv?

(17) 8 Y Ju

(le produit desquelles est %@2) sont intrinséques (et invariantes).

Nous avions déja énoncé dans la (15) du paragraphe 17 un résul-
tat tout a fait équivalent acelui-ci. Considérons encore les équations
fondamentales. Nous nous sommes occupés de la valeur de 6 dans le
paragraphe 17; dans les paragraphes 22 et 23, nous avons trouvé la
signification des (3, y qui servent a calculer I’élément linéaire projec-
uf et la forme ¢,. Les coefficients p,,, p,» sont moins importants
pourle développement de la théorie (on peutles rendre nuls en faisant
usage de coordonnées non homogénes). Nous nous borneronsicia la
remarque qu’on déduit des équations fondamentales

dor— dru+ 0, dur-- y do? (a du) +
du :
“+ 2240 dit dv +- (pyy du? -+ pay de?).

d2v <- 0, do2-+ 3 du?
dv

(zy dy)

On peut en déduire non seulement la remarque que nous avons faite
pour les expressions (17), mais encore l¢ théoréme que :

La formeP = py, du*+ p,, dv® (apolairea I'y) est intrinséque. Par
la méme méthode on démontre qu’anssila forme I = nty, du®+7,, dv?
est intrinséque :

Daprés (14.) el (16) on trouve que Uélément linéaire Fy : F, est
égal a ¢y gqy ol ¢, est définie par U'équation (16) et la forme ¢,
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est donnée parla

(161) 9o= By(B i1y dov),

Naturellement cc théoréme perd toute signification dans le cas ow
By = o, en particulier pour les surfaces réglées, dont nous parlerons
dans un autre chapitre.

En remarquant que U'élément linéaire et la forme ¢, sont intrin-
séques et invariants, on déduit que la forme ¢, est elle-méme
intrinséque et invariante.

Nous trouvons donc dans la théorie projective des surfaces (non
réglées) deux formes intrinséques et invariantes : les formes ¢, et
@3 (')- A ces formes on peut arriver par une méthode algébrique, et
I'on peut méme les écrire en coordonndes curvilignes u, v tout
Sait générales. Supposons d’abord les u, ¢ asymptotiques.

Nous savons que les formes 173, F; sont sculement presque intrin-
séques (elles peuvent changer de signe en méme temps); et nous
savons aussi que, si 'on multiplie les z, ¢ par un méme facteur p, elles
restent multipliées par p2. On peut donc dire que, si 'on connait des

valeurs particuliéres
Fo=2ay, dude,

o= an(3dud-+ yded)

de ces formes, leurs valeurs les plus générales seront ¢ F,, oI5, on
a(u, v) 20 est arbitraire. On en déduit que le rapport

(sa3dud)(oa.ydvd) By

(sapdude)? sa;,

est presque intrinséque. Il est alors bien naturel de choisir o de
maniére que ce rapport soit égal & t (si I'on exclut le cas ou By=0o).
Alors ca,,» = By; et les nonvelles valeurs ¢ Fy, ¢F; des formes Iy, Fy
sont précisément oy, o,.

On pouvait faire ce calcul en coordonnées u, ¢ tout a fait générales. Si

Fo= Xa,s au,du,,
Fy= Xays du, dusdu,

(Py S, E=1,2; W=U; Uy= 0} Aya=Ay1; Apst= Agpy = Qgip=1...),

(') Les formes P, II, que nous venons d’avoir définies, sont intrinséques, mais ne
sont pas invariantes.
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les conditions d’apolarité nous donnent

Uys A1 4+ Ay Qagi— 2@1al12j =10 (e=1, 2),

On en déduit que le discriminant R de ¥y est égal 4 12 A2, od
A=a) an—ano

est le discriminant de F,, et

. g gy Uasy

Klg A11a Az Qs

@y Q2 Ay

est un invariant des formes [, et 3. Le discriminant R cst nul sculement si
| = o; dans ce cas I; est un cube parfait et la surface est réglée. Silz£ 0 on
peut multiplier F, et Fy (c'est-a-dire les a,;, @,) par un méme facteur
de maniére que I = — 1. Les formes obtenues par cette méthode sont préci-
sément nos formes g,, p3. Pour le vérifier, supposons que I =—1, et que
les u, ¢ soient coordonnées asymptotiques. Alors a;; = «.. == o et les condi -
tions d'apolarité nous donnent a,|» = @y = 0. De la I = —1 on déduit que
ayy; @y = a )y, de maniére que I'on peut poser

an = 3. Ayyy = 32 wy, = 9.

On trouve les formes ¢,, ¢3. Pour des développements plus complets nous ren-
voyons a la G. . D,

On peut se proposer le probléme @ Peut-on choisir les coordon-
nées x, £ de point et de plan de maniére que les formes V., I,
soient identiques aux formes ¢,, 0, (en échangeantde plus « avee ¢,
si cela est nécessaire) ?

Choisissons les # d’une maniére arbitraire; nous trouverons deux
formes F,, Fy; nous savons que

Sia(u, ¢)est la valeurde ces rapports, substituons aux coordonnées
les x (\/]_c_l), en échangeant de plus « avec ¢, si o <o. Les formes
correspondant aux nouvelles coordonnées seront les formes o,, ¢;.
Les formes ¢, 93 et les coordonnées x, £ correspondantes seront
appelées formes.et coordonnées normales. La surface détermine
complitement les formes normales v,, 93, pendant que les coor-
données normales x et sont déterminées seulement & moins d’'une
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transformation linéaire homogéne a coefficients constants el ¢
déterminant égala 1.
En coordonnces normales, on a (si «, v sont asymptotiques)

ag., = :"./

Cette méthode de normaliser les coordonnées x,: n'est pas
valable pour les surfaces réglées.

Nous voulons douner quelque développement pour le calcul des formes et
des coordonnées normales,
Si nous posons (aprés avoir choisi & volonté les )

(8, Ty Tp, d2r) = by dut-i- 2 by du dv - by, dio?
M b ? J ’

alors
I g
Fy= = = Yb,sdu, du, (1 =y, v==1uy),
VD1 baa— 07y
1
P = e, ry, re).

Vb1l — b1, |
Nous trouvons facilement, d’aprés (15), que

Iy = :
A e

Ybhyeg du, dug duy,

oit les b, sont des fonctions rationnelles des x et de leurs dérivées (jusqu'au

troisicme ordre) symétriques en », s, t. On en déduit que
T={1b1bu—bi,| L,

ot L est une fonction rationnelle des z et de leurs dérivées jusqu'a celles du
troisieme ordre. Pour rendre I = — 1, il faudra multiplier les .r par le fac-
teur

)
R e e
VIbiba— 0%, | VILL
Voila l'irrationalité dont dépendent les coordonnées normales. Au contraire
les formes normales
oy =—1II, et o3 =—1IF,
ne contiennent aucune irrationalité (elles sont rationnellement détermi-

nées par la surface, ce qui n’arrive pas par exemple pour l'arc d'une courbe,
ni dans la géométrie métrique, ni dans la projective).

24. Quelques remarques sur le voisinage d’un point d’une surface. —
Dans la géométrie métrique, si I'on connait le voisinage du premier ordre d'un
point O d’une surface S, on peut définir une droite, la rormale ( métrique),
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qui n’appartient pas au plan tangent et est complétement déterminée par ce
voisinage. Si un mouvement porte le voisinage (du premier ordre) de O sur S
dans le voisinage (du méme ordre) d’un autre point O’ d'une autre surface §’,
il porte aussi la normale 3 S en O dans la normale a 8’ en O'. Nous démon-
trerons que dans la géométrie projective, il n’y a rien de si simple. Si O est
un point non singulier d'une surface non réglée S, nous savons que I'on peut
choisir les coordonnées non homogénes x, ), z (en supposant ¢ = 1)de maniere
que dans le voisinage de O

z=bay-i- %(px“%— sy)=-(4).

Et, en coordonnées asymptotiques «, v, on a en O, d’aprés le paragraphe 19,

=Y =2 =Tv= Y= 2Lyp= Yue= 0, Zuv = I/‘Tu,'Vv-
pxi=-—2b8y,, syg=—ubyx,.
Si nous pesons
s=172, r=px', y=oy,
ol

P=3=

et écrivons de nouveau z, y, 5 au lieu de ', y', <, on trouve
r .
(18) z=.ry-'r»6(z-’—a—_7'3)-r~(5).

Le dernicr changement des coordonnées n'a pas -changé le tétraédre de réfé-
rence (mais seulement le point unité). On en déduit :

Dans le voisinage d'un point O non singulier l'équation d'une surface S
peut étre toujours écrite dans la forme (18). Il suffit de prendre comme
droites s=x = o0 et 3=y = o lestangentes asymptotiques, comme droite
z =y =ounedroitequelconque passant par O et n'appartenant pasauplan
z= o tangent en O, comme droite 5 =t =0 sa polaire par rapport aux
quadriques de Darboux, et enfin de choisir d'une maniére convenable le point
unité. La droite x = y = o (et plus précisément le point # =y =t = o) reste
arbitraire (avec la seule condition de ne pas appartenir au plan tangent). On
en déduit :

Méme, si l'on connait le voisinage du troisiéme ordre d’un point O de S,
on ne peut pas déterminer (dans la géométrie projective) la position d'une
droite sortant de O (qui n'appartient pas au plan tangent en O). Et alors
on peut trouver tout a fait naturel de faire usage du voisinage du quatriéme
ordre. Nous allons démontrer que, méme par cette voie, on n'atteint pas le
but. Si nous indiquons par A, &' les valeurs de #,, y, en O (de maniére que
Zuy = bhR en O), des équations fondamentales on déduit (en se rappelant
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e Ty =Yu=Zuo=Yuv =3y =3Fe=r=y=35=o0en0):
I R
xl o= ;(0,,1&2 iy e?)

I, oo o
. ﬁ(_(\ﬁ,,,, 02w - 3( 0y -+ BY) ute
< 3(yu -+ Y0 ) u? - (Yo y0,) 03] o L,
2 bhk = uv - é(ﬁ1t1’—4»30,, wre = 30,002 ye3)
| G . 0 q .
- ;[(,sou-z- B )ued - 2( 04 -i- 07+ 3o-i- B8,) 130
4= 3 (2040 37 -4 0,0,) 0t v?

S 2(0pp 1= 02 5 vy - Y0 ) ue = (Y0 v )0k L
d'ot 'on déduit

coonk =Z L (7Y L (L)
"'bh,\_l—tk 3["(/\') ‘{<k)]
I 2\ . zh
+ = [(’;'3 «—3u) (E) — 4 (3ot BOV)h_JZ_,
. zy? ¢ .
— 60,022y — 4(Yu+ 70,4)—,1% -;—(-4709—Yv)‘%] -+ (5).
En posant ' = I3, &"=.r: h, y’ = y : k en choisissant d’'une maniére conve-
nable les constantes k, &k, [, et en écrivant z, y, 3 au lieu de z', ', 3’ on
obtient (By# o) une équation
z=ay -+ S-(.L'“ --y%)
v 3

IL_)(P;):‘  4Qudy = 6Ruxtyro- 4Szys-i- Tys) + (5),

Une transformation de coordonnées . qui ne change pas les termes de second
et de troisicme ordreest le produit de transformation du type suivant :

(A) £ =y, y=u, s =23,
(B) xr=cr, y=zy s=3  (e={1);
, Z 4-ms
x' = )
1-+~le--my--nz
" . y-+lz
() Y E T levmyna

z
T+ lo -+ my --ns3

(2, m, n const.).

Ces transformations changent les valeursde P, Q, ... Et précisément nous
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trouvons dans les trois cas :

() P T, T =P, Q' S, 8'=Q, R'=R;
(B =P, )'= =20, R = R, S= ES_. T'=¢eT:

[ L L A Q'=Q—om, R=R--2cn—1=m,
]

S =8l T ="T-i-fm.

Les invariants du voisinage (de quatriéme ordre) de O sont par conséquent les
fonctions de ju, ji1  Ja, J1 J2, OU _

Ji=0 a8 J2=(T - 2Q)y
Jo= (P 28)(T + Q).

On peut rendre (par une transformation C) par exemple Q =R =S = o; et
les j se réduisent alors a P4, T PT. Les transformations de coordonnées, qui
conservent nulles les valeurs de Q, R, S sont alors seulement Jes transforma-
tions A et B.

Pour une droite .r = rz, ¥ = s3 sortant de O, qui n"appartient pas au plan
tangent z = o, on aura les transformations

-\ r'=s, s'=r,

’ ; 3 .
(B) JAEERL N §'=s¢ (en general).
La droite ¢st par conséquent déterminée complétement par les invariants
] |
y T2 52,

que nous pourrions appeler les coordonnées de la droite par rupport au voisi-
nage considéré. Toute droite sortant de O qui n'appartient pas au plan
tangent pourrait en conséquence étre considérée comme I'analogue projectif
de la normale métrique. Par cette méthode on ne peut pas généraliser la
définition de normale.

Si P =T, il y a une exception; on ne peut pas distinguer la droite z= rz,
y = sz de la droite » = 53, y = rz. Sculement Ja position d'une droite, pour
laquelle » = s, peut ére déterminer par le voisinage du quatriéme ordre par
une méthode projective.

Ces droites, pour lesquelles » = s, jouent un réle trés important dans la
géométrie projective. Elles forment le faisceau canonigue, donl nous nous
occuperons plus loin.

23. Les équations fondamentales de la géométrie affine. — Ilcs
coordonnées non homogenes sont particulicrement utiles pour les problémes, ot
“il'y aun plan (que 'on choisit comme plan ¢ = 0). qui joue un role important.
Cela arvive dans la géométrie affine, dans Jaquelle ce plan est le plan a Vinfini.
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Iit dans cette géométrie on peut supposer ¢ =1 pour les points qui ne sont
pas a linfini.

En remarquant que ¢ =1 doit satisfaire aux équations fondamentales, on

déduit que py = p,» == 0. de manidtre que les équations fondamentales

deviennent :
Ly =0,2, B, Fpp= YLy - 01,

Toutes les surfaces qui sont lieu d'un point, dont les coordonnées (non homo-
geénes) satisfont & ces équations, sont identiques dans la géométrie affine (on
passe de I'une a I'autre par une affinité, c’est-a-dire une transformation linéaire
a coefficients constants sur les . y, z). On en déduit que dans la géométrie
affine une surface est déterminée par les formes qui, en coordonnées ., ¢
asymploptiques, sont dé finies par les

F,=2a., dudy, Fy= a(3 dus—+ ¢ dv3.)

(On se rappelle que 8 =log|ay; ).

La forme P = p,; du?-:- p;; dv? est identiquement nulle.

Nous voulons maintenant déterminer les coordonnées du plan tangent
correspondant aux coordonnées x, y, 3, ¢ =1 de point. Les équations

Ste=Stx,=Stzx,=0
nous donnent

T=—(r :ny [3);

Exy - NV - {zu=o0,

Sy 4- TYe-- LS =0,
Les deux derniéres, comparées aux équations
SEuetu=S5upre=0,
qui se réduisent aux équations
Suo i ' MNuv)u - Luvdu= Suvde b Nuo)o Cuv 30 =0,
nous démontrent que I'on peut trouver unc fonction A de maniére que
Zuo= AL, Nuy = AW, Cuv = AL,
On en déduit
day, = ASExye= Sxuvtuv;
c'est-d-dire, d'apres la (15,) du paragraphe 17,
L= ﬁy - 0,,‘,.
Les coordonnées &, y, { satisfont a une équation de Moutard :

Puo= Ap.
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Des équations Stz, = Stuzn= Stx, = SE,up = 0 on déduit
-tu':P(Es Eu)y ‘Tv':_‘o(Ey Ev) (it':‘-"', Y z),

ol p, ¢ sont des facteurs de proportionnalité, (£, £,) et (£, £,) sont les mineurs
des matrices
3 U] <

Eu N Cu

E o g
Eo e o

Les conditions d'intégrabilité démontrent que p = ¢ = const. Et 'on reconnait
par conséquent que les §, ' { sont les coordonnées de Lelieuvre, qui sont
connues méme dans la géométrie métrique, ct auxquelles on arrive en consé-
quence par la méthode la plus naturelle, en cherchant les coordonnées de
plan tangent, correspondant selon nos définitions aux coordonnées non homo-
geénes de point. Le théoréme de Keenigs, dont nous nous occuperons plus loin,

nous donnera une simple interprétation géométrique de la précédente équation
de Moutard.

26. Les équations fondamentales en coordonnées curvilignes géné-
rales. — Soient u = u,, v = u, des coordonnées curvilignes tout a fait quel-
conques; posons

Iy = Xa,, du, du,, V3= T a,s du, dug du,.

Nous ferons usage des notations du calcul absolu (tensoriel par rapport a la
forme F,). Les conditions d’apolarité sont, avec ces notations,

E arsa,g =0 (t=1, 2).
r,s

Les équations différentielles fondamentales deviennent :

Lpg = E apskarkxy - apeX + prex (r.s=1.2),
hk .

1 . s
ot X = ;A,.r, et Ep,sdu, dug est la forme P(§ 23) apolaires 3 Fy. Pour le

démontrer, il suffit de remarquer que ces ¢quations se réduisent aux équa-
uons (I) du paragraphe 17, si les u, v sont asymptotiques (si ayy= @3 = 0),
et qu’elles sont par conséquent valables en tout cas, puisqu’il «’agit d’équations
covariantes, Par la méme méthode on démontre que

Ere= — E Aypsh athk +4 apeE - sk
hyk
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La forme
P =1=Z3(ps— 7)) dut, dug

est déterminée complétement par les formes F, et I3, Mais pour la déduc -
tion directe et Pétude approfondie de toutes ces équations, nous renvoyons a
laG.P.D.

Pour les quadriques de Darboux, voir Lie (4], Darboux [1], Demoulin [3), [4],
Wilczynski [15], Green [11], Franck [1], [“)], Scheffers [1], Kloboucek [1].
Lane [6], Bompiani [41], [ 3], Fubini [38] Cech [23). Pour la polarité fonda-

mentale, voir Green [20], Cech [3), [14], Kanitani [ 4] et Fubini [30]. Il existe
" des couples de surfaces ayant mémes quadriques de Lie; voir Demoulin [9],
Tzitzéica [23], Godeaux [2], [3], [4], [8], Thomsen [8]. Une généralisation des
quadriques de Lie a été donnée par M. Godeaux [1], [7]. M. Thomsen [!], [2],
3] a basé sa nouvelle méthode de la théorie projective des surfaces sur ]d
considération des quadriques de Lie; voir Bompiani [31], [32].

Les formes F,, F;, I'élément linéaire projectif, les formes normales et les
coordonnées normales ont été introduites par M. Fubini 2], [3], [5], [8], [11];

voir aussi Sannia [3] et éech [10], [ 14]. Les invariants différentiels de I'élé-

ment linéaire projectif ont été étudiés par MM. Cartan [4] et Cech [18]); voir
G. P. D., Chap. VI; ¢f. aussi Bortolotti [3]. L'interprétation géométrique de
I'élément linéaire projectif exposée dans le texte est due & M. Terracini [15];
celle de la forme ¢, & M. Fubini [36] D’autres inlelprétations géométriques

- du?
de ces formes, ainsi que des formes ¢y, ﬁ ,y 7 ont été données par

M. Bompiani [22], [24], |32]), |34]. [’mO]; voir aussi Cech [12], [28].
Wilczynski [37], B. Segre [2]. M. Bompiani [22], | 24], [26], [31], [34] a
donné aussi des interprétations géométriques des nombreux invariants diflé-
rentiels (voir aussi 'Appendice LI, écrite par M. Bompiani, de la G. P. D.).

Pour le sujet traité au paragraphe 24, voir Darboux [1], Wilczynski [15].
|16]. Green [11], Eula et Franceschi [1], Fubini [32), [44], [43], Lane [10], [16],
Stoufler [5].

Nous ne pouvons pas citer ici Ies Mémoires consacrés a la géométrie affine ;
nous renvoyons simplement au deuxi¢me volume du Traité de M. Blaschke.

Le lecteur trouvera la théorie compléte de ces formes (en coordon-
nées curvilignes quelconques) et leurs applications les plus impor-
tantes dans la G. P. D. (loc. cit.). Dans le Chapitre X1I du méme
livre, il trouvera les généralisations aux hypersurfaces. Icinouvs avons
exposé seulement la partie la plus élémentaire de la théorie.
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