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CHAPITRE VIII. 
QUELQUES CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

37. Les pangèodèsiques et le cône de Segre. — Nous appellerons 
pangèodèsiques les courbes de la surface, qui annulent la variation 
de l'intégrale de l'élément linéaire projectif F 3 : F a = 93 ! <pa» Elles 
satisfont à l'équation 

( o ' / S - » / £ - . 

qui, développée, se réduit à la suivante : 

(ii) 2 ( ¡3 du* -f- y dv* ) ( dv du — du d1v ) 
= (y„ dv4— ¡3W du*) du i/p + 2(ytt dv2— ¡3„ ^¿2) ¿w2 î/p>2.. 

E11 faisant usage des équat ions fondamentales, on démontre que cette 
V 

équat ion est équivalente à l 'équat ion de Cech 

.(12) (> dx d*x d*x) = (% dt d*Ç d , J Ç ) , 

laquelle est seulement en apparence du troisième ordre. (Si les asymp-
totiques ne sont pas réelles, il faut mult ipl ier par £ un des deux déter-
minants précédents . ) O n en déduit une simple propriété géométrique 
des pangèodèsiques, dont on pourra i t même part ir pour les définir. 
S i A est un point iïune pangèodèsique dyune suface S, et si a est 
son plan osculateur en A, si A, A' , A", A'" sont quat re points infini-
ment voisins ( n o n sur la pangèodèsique, mais) sur l'intersection 
de a et de la surface S les plans tangents à S en A, A' , A", h!" 
passent par un même point. 

Les plans osculateurs en A aux pangèodèsiques de S sortant de A 
enveloppent un cône, q u e C . Segre avait trouvé par une autre méthode . 
Pour l ' é tude de ce cône nous renvoyons à la G. P.D. (§ 10, 22, 24) 
et à une Note de M. Sannia [7] , qui en a fait usage pour é tudier les 
proprié tés projectives du voisinage d 'un point A de S. 
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38. Sur certaines cubiques rationnelles et sur les cônes correspon-
dants. — Soient X q, X \ , 00 2 des coordonnées homogènes d'un point du 
plan. Une équation 

( xQXiX»-h ax\-+- bx^x«-^ cx^xï-h gx\ = o (2) < 
( (a, b, c, g = const.) 

définit une cubique C, qui a en O (x{ = x2 = o) un point double et 
est par conséquent rationnelle. Les droites xK = o,x2 = o sont les 
deux tangentes e n O . La cubique a trois points d'inflexion, qui sont 
ses intersections avec la droite r (droi te d'inflexion), 

(3) ¿r0-f-¿>#i-h = o. 

Si a —'g — o la cubique se réduit à cette droite et aux deux tangentes 
citées. Si seulement un des coefficients a , g est nul, si par exemple 
a = o, g yz^o, alors la cubique se réduit à la droite x2 = 0 et à la 
conique C' définie par 

(21) xi(x0-b- bxi -1- cx2) -4- gx\ = o. 

Les tangentes à C' dans ses intersections avec la droite = o sont la 
droite xs = o et la droite (35) d'inflexion. En indiquant par t un 
paramètre variable, les équations 

( [ P ( i ) = — ag*t*-+- b g t * — c t - h i ] 

peuvent être considérées (si o) comme les équations paramé-
triques de la cubique C, ou, si a = 0 , de la conique G'. Chaque point 
de la cubique définit la valeur correspondante de t\ le point double 
correspond aux valeurs t = o, t = 00. Considérons la branche de C, 
correspondant aux valeurs petites de t. Pour t = o on a 

f dx0 dx 1 dxo d-'XQ 
\~dt = 1T ~ 0) 77T~~I; "77F""0' 
i a-'X 1 a-x 0 . N 

( ïï<r = 2 c (< = 0)-

Soit maintenant O un point x d 'une surface S ; soient xtn xV) ... 
les valeurs de ces mêmes quantités en O. Si pour un point x' du plan 
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tangent en O, nous posons 
( 4 ) x' = XqX -h X^X», 

nous pouvons considérer les xi comme les coordonnées (locales) du 
point xf. Nous supposerons que les a, v soient des coordonnées asymp-
totiques. D'après les équations (s 3 ) et (4), on aura en O 

, dx' d'2 x' 

Pour un point x" de l'asymptotique u = const., sortant de O, on a 
enO : 

„_ dx" _ à2 x" . 
x — Xy ^ — Xyy ^ ( — 'y x u —{— p^y. x. 

L'invariant j\ (§7 et 11) de contact de ces deux courbes en O est 
par conséquent — 2g : y (si y ^ o e n O ) . Par la même méthode on 
démontre que Vinvariant de contact en O de Vautre branche de 
la cubique C et de Vautre asymptotique sortant deO est — 2a \ (3 
(si (3 ^ o en O). Les équations 
( 5 ) — Ï / I , A A = — 

nous donnent la signification géométrique des coefficients a, g 
de téquation (2). Les coefficients 6, c définissent la droite r d'in-
flexion (3); cette droite, d'après l'équation (4), joint les points xu —bx 
et xp ex 

; elte est donc la droite qui correspond à la différentielle 
(intrinsèque) b du -f- cdv, selon la méthode- que nous avons dévelop-
pée au paragraphe 31, c'est-à-dire est la droite lieu des points 
dx — (bdu 4- c dv)x. 

Si la droite (3) est donnée, et si l'on change les coordonnées homo-
gènes x, en leur substituant les coordonnées proportionnelles^ = ex, 
on devra substituer à la différentielle bdu+ c dv l'autre différentielle 

b du -h c dv = b du -f- c dv -h ( / l o g a . 

Voilà trouvée aussi l'interprétation des coefficients br c. On pour-
rait aussi dire que la cubique G est définie par la différentielle 
b du+ c dv et par le rapport 

1 a du3 -h g î/p3 , . • « , v 

ou par les bdu-\-c dv, a du3 -f- g dvz. 
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Nous indiquerons la cubique (z ) par C ( j \ , j2\ r); les invariants 
ji définissent les coefficients a, g\ la droite r définit les autres coef-
ficients 6, c. Les points d'inflexion de C sont sur les tangentes de 
Darboux si j \ = j 2 , sur celles de Segre si j \ -j-y3 = o. Si = o 
ou j2 = o» la cubique se réduit à une conique ('). 

Corrélativement nous considérerons comme coordonnées (locales) 
d'un plan passant par O 

(4i) Ç'̂ SoÊ + Si^+fcÇ, 

l e s Eo? \>i• Une équation 

(23) SoÇifc+aÇÏ+ÔÇÏfc+cÊA'Si l = o 

définit un cône T (correspondant à la cubique C dans la polarité fon-
damentale), de troisième classe qui a le plan tangent en O à S comme 
plan double, et a pour génératrices les tangentes asymptotiques; aux 
points d'inflexion de C correspondent trois génératrices de rebrous-
sement sur T. Les plans tangents à T le long de ces génératrices 
passent par une même droite p (la droite de rebroussement), polaire 
de la droite d'inflexion dans la polarité fondamentale. Nous appelle-
rons ce cône le cône T (j\ , j 2 ; p), en ayant posé 

(50 -¿g = 7/1 > 

On a changé le signe des seconds membres, en remarquant qu'une 
corrélation change x} (3, y en — ¡3, — y. Dans la polarité fonda-
mentale le côneT (j\ ,y2; p) correspond à la cubique C ( — — j2; r), 
où r est la droite polaire de p. 

39. Quelques correspondances remarquables. — Donnons aux inva-
riants juf2des valeurs quelconques, mais déterminées, pendant que 
nous considérerons les 6, c comme des paramètres variables. Nous trou-
verons alors une correspondance entre les différentielles b du + c rfr, 
les droites r = (xu— bx, xv— ex) du plan tangent,les droites polaires p 
sortant de 0 , l e s cubiques C (j\ ,y2 ; r) et les cônes r(y A ,y2; p), qui dans 
la polarité fondamentale correspondent aux cubiques^C (—j\ , —j2 ; /'). 

(l) Sur chaque tangente sortant de O, le point O et les intersections de cette droile 
avec les coniques C(2 o; r), G (o, 2 r ) et la cubique G j\\ r) forment un 
groupe harmonique. Les points d'intersection de ces deux coniques appartiennent k 
la cubique. 



QUELQUES CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES. 109 

Etudions par exemple la correspondance entre les droites r et les 
cônes T. Aux droites r passant par un même pointée x Xu 
(c'est-à-dire aux droites r , pourlesquel lesy 0 -+- bys + cyt = o) corres-
pondent des cônes F, qui sont tous tangents au plan rj0 f— rj, Eu - h r j ^ 7 

où 

(6) -no= 2JKO7I72— (P/'-yï-hyjiyï) , -ni=*yïy2, r i 2=*y iyh 

d'où l'on déduit 

(60 y0 = 2 710%-ns-H (Pys^ît/iyl), yt = y 

(On doit se rappeler que l e s ^ t et les r\i sont des coordonnées homo-
gènes et par conséquent déterminées seulement à moins d'un facteur.) 

Nous avons de cette manière défini une correspondance entre 
les points y0x -\-y\ xu - h d u plan tangent en O et les plans 
*îo£ + -f-ïîoE" sortant de O. A la d r o i t e y 0 -f- byK -hcy2 =0 du 
plan tangent correspond le cône T ( j \ , j2 ) p) défini par l 'équation 

2 r10 tu r12 -h ( Py, r* 2 b yj ? r\ 2 -h 2Ct\i rfi 4- ~(j\ r¡» ) = o, 

et aux plans yî0£ -+- Y) 1 En -f- passant par la droite 

correspond la cubique C ( j i } / 2 ; r ) 

*yoyiy*-+- (— P A R ? + ^ / Î J V S - ^y^yl — i j i y l ) = 

qui, dans la polarité fondamentale, correspond au cône T (— j\, —y 3; p). 

39A. La correspondance de Segre. — Pour une surface S les 
coordonnées x d 'un point et les coordonnées £ d'un plan tangent sont 
fonctions de deux coordonnées curvilignes u, v. Si l 'on pose une 
équation p = <p(j/), les points x correspondants engendrent une 
ligne L, et les plans £ enveloppent une développable A. Chaque valeur 
de w, par exemple u = ¿z0, définira un point A de L et le plan oscil-
lateur à L en A, et définira aussi un plan oc de A et son point de 
rebroussement. Nous les appellerons le plan osculdteur et le point 
de rebroussement à la v = y(u) en u = u0. Ils sont déterminés, si 
l'on connaît, pour u = u0, les valeurs de 9, <p', <p". Le plan oscillateur 
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esl le plan des points 
xy dx, 

d-x = xlt(d2u - h 6 a du--^ t.dv-) 
-h xil(div -b 0P dv2 4- P ) -4- Ja dv. 

En remarquant que ( § 1 6 ) 

«12? = a^), 

C I = ^Wf) 
(co r), 

on démontre que ce plan est le plan 

(dw dlv — dv d-u~h p d u y 0<, rfp* r/fi — 0W c/r i/r/2)£ 

- -+- ^ Çw du2 c/f — '2 ^ du dv-. 

Par la même méthode, on trouve que le point de rehaussement est 
le point 

{du d*v — dv d-u — ¡5 du*-h Y dv*-h dv2 du — 6„ dv du2)x 
-H Î/M2 dv — '±X(, du dv-. 

La correspondance entre ce point et ce plan est la correspondance de 
Segre. Si Ton a donné le plan sortant de O, et si O, O', O" sont des 
points infiniment voisins sur l'intersection du plan et de la surface S, le 
point correspondant est l 'intersection des trois plans, tangents à S en 
O, O', O". Si yj0£ + + r\2h et y0x -f y{ xu-\-y2xv sont un plan 
et un point, qui se correspondent, alors 

(7) ĵ o = ï^î, . y i ^ ^ ï ^ .rs32 f a -

cet te correspondance est un cas particulier de la précédente : le cas 

Seulement si (3 du* — y dv* = o, c'est-à-dire si Von a considéré une 
ligne qui a pour tangente une des tangentes de Segre, plan oscu-
lateur et point de rebroussement se correspondent même dans la 
polarité fondamentale. On pourrait partir de cette propriété pour 
définir les lignes de Segre. Pour d'autres propriétés, nous renvoyons 
à la G. P. D. (p. i33) . 

39 B. La correspondance de Moutard. — Moutard a donné le 
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ihéorème suivant, qui est analogue (dans la géométrie projective) 
*u théorème de Meusnier (pour la courbure métrique des courbes 
d une surface). 

Si A est un point d'une surface et r est une tangente à S sor-
tant de A, les intersections T de S avec les plans passant par r ont 
en A des coniques osculatrices C qui appartiennent à une même 
quadrique Q. 

Ici nous nous bornerons à démontrer seulement une partie de ce 
théorème (en renvoyant à la G. P. O. pour la démonstration com-
plète). 

Si B est un point de r, les droites polaires de B par rapport aux 
coniques G appartiennent à un même plan (qui, d'après le théo-
rème de Moutard, est le plan polaire de B par rapport à Q). Remar-
quons d'abord que : 

Si le point (x , y, z, t) est un point d'une courbe plane T, et si 
(£', T') est un plan choisi à volonté entre les plans tangents à T 
en ¿r, alors le plan 1% 4- m nd2% contient la polaire du point 
Ix -+- ?ndx-\-n d2x par rapport à la conique C osculatrice à Ten^r, si 

(7) S (dxd*Ç—d?d*x) = o. 

Ce théorème se réduit au théorème du paragraphe 6 si le plan de Y 
est un plan du tétraèdre de référence; mais il est évidemment indé-
pendant de la position de ce tétraèdre; et par conséquent il est tout à 
fait général. 

Si T est la section de S avec un plan passant par /*, le plan £ tan-
gent à S en A est aussi tangent à T. Nous chercherons un facteur p de 
manière que, si l'on note£' = p£, l'équation (7) soit satisfaite. On 
trouve : 

o = S (dx d^'— d? d*x) = p(Sdx — d\ d*x) 3 dp S dx d\ 
= 2pF3— 3F2 dp. 

Nous devrons poser, par conséquent, 
2 r F® 

Ç' = pÇ, oùp = e v Fî. 

La polaire du point x-\-mdx de la droite r par rapport à C appar-
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tiendra par conséquent au plan p£ + wic/(p£), c'est-à-dire au plan 

qui est le même pour toutes les sections de S avec un plan passant 
par r. En posant m du = y\ : y0, m dv =y2 : J0» on peut aussi dire 
qu'a^ point y0x + yK xu-\-y^xv nous avons fait correspondre le 
plan 

2 

3 (jKo Ç + / l g» H- J 2
 a ™ y r y * -+- 2 

1 

ou, en coordonnées u, asymptotiques, le plan 

•no S -+- -ni?»-*- ^sU 
où 

(8) 0̂ = ^ 0 ^ 1 7 2 + ^ 1 = JK272) ^ - y ^ a . 

correspondance coïncide avec celle de nos correspondances, 
joour laquelle j\ — j2 = — Seulement pour un point d'une tan-
gente de Darboux ((3y* -+- yy\ = o), le plan correspondant coïncide 
avec le plan polaire dans la polarité fondamentale. 

40. Sur les géodésiques projectives et sur certaines équations diffé-
rentielles du second ordre. — Posons F2 = ds2, et considérons ds 
comme égal à la distance (dans une géométrie métrique déterminée 
par cette définition) de deux points (u,v) et (u~\-du, v + dv). Les 
géodésiques seront définies par la 

qui, développée, devient 

(9) du(d2v-f- dv^ — dv^u-l- 6W dv*-) = o. 

Nous les appellerons géodésiques normales, s iF 2=: cp2 est normale. 
L'étude de toutes ces géodésiques est un cas particulier de l'étude des 
lignes définies par une équation 

(10) du(d'-v -t- 6„ du2) 
= B du*— G dv3— 2 ( l i du — dv) du dv. 

Ces lignes sont intrinsèques (indépendantes du choix des paramètres 
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u, v) seulement si les formes 

«12(B du* — G dv*) et lxdu — Udv 

sont intrinsèques. Elles sont invariantes (pour une transformation 
homographique) si, en posant x=pxf et par conséquent 

0 = 0' + 2 l o g | p | , 

l'équation précédente reste transformée en elle-même. Pour cela.il 
faut et il suffit que les quantités B, G, 2 lK —9U} 2/2 — Bv restent 
transformées en elles-mêmes, c'est-à-dire que 

B'=B, G' = C, = P", /:,= i2— 
P " P 

Les gèodésiques normales (d'une surface non réglée) sont intrin-
sèques et invariantes. Le plan osculateur et le point de rehausse-
ment d'une ligne satisfaisant à l'équation ( 10) sont 

Ç[(B 4- p)i/M3-(G + y ) i / P 3 - 2 ( / i du —h dv) du dv] 
-+- 2du- dv — du dv2, 

et 
x[{B — P) du*— (G — y) ¿p3— 2( l\ du — L dv) du dv] 

-h ixa du- dv — 'ixv du dv2. 

En faisant varierai/ : dv, 011 déduit que : 

Les lignes satisfaisant à une équation (10) et sortant d1 un point 
de la surface ont des plans osculateurs qui enveloppent un de nos 
cônes rationnels de troisième classe, pendant que leurs points de 
rebroussement engendrent une des précédentes cubiques ration-
nelles. 

Ce cône et cette cubique ont les équations : 

2̂ 0̂ -17)0-+- [(B H- P)T|3-+-(C -f- Y)TI2+- 2 *ni ¿2^2)] = O, 
2 7 o y \ y 2 [ ( B — p)y'i -+- ( G — Y ) y i l -+- 2 j k 2 ( ¿ 1 7 1 hy*)] = o . 

La droite de rebroussement du cône et la droite d'inflexion de la 
cubique sont les droites r\{j-\-l{r\^-\-l2r]2 = ^ ety^ + lx Va + hyi = o1 

polaires dans la polarité fondamentale, qui sont définies par la 
différentielle lK du -f- h dv. 

Le cône se réduit à un faisceau de plans seulement si 
F U B I N I ET CECU S 
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B + P = C + y = o : le faisceau est engendré par les plans pas-
sant par la droite de rebroussement (on néglige les faisceaux engen-
drés par les plans passant par une tangente asymptotique). Ou 
remarque aussi que les plans osculateurs des trois lignes satisfai-
sant à Véquation (10) et tangentes à une des trois directions défi-
nies par la 

passent par la même droite. En particulier (si B = G = lx = = o ) 
les plans osculateurs aux trois gèodèsiques (dans la géométrie dé-
finie par ds2 = F2) tangentes aux trois lignes de Segre passent par 
une même droite. Pour une surface non réglée de l'équation 
(3 du3 = y de* des lignes de Segre on déduit : 

(d2 v -h e„ dv*) du — (d2 u -+- 0„ du2) dv 

= ~ (d logp — rflogY -h 8Vdv — 0W du) du dv, 

qui est un cas particulier de l'équation (io). On en déduit que même 
les plans osculateurs aux trois lignes de Segre sortant d'un point O 
de la surface passent par une même droite. C'est* Y axe dont nous 
avons parlé dans le paragraphe 35. On peut aussi énoncer des théo-
rèmes corrélatifs aux précédents. 

Les gèodèsiques normales (définies par la àj*s/yt= o défi-
nissent un de nos cônes de troisième classe; ce cône a pour droite 
de rebroussement précisément la normale projective. Ce théorème 
est l'analogue du théorème bien connu de la géométrie métrique : 

Les gèodèsiques (métriques) d'une surface S, qui sortent d'un 
point O de S ont des plans osculateurs qui passent par la normale 
(métrique) à S en O. 

Une remarque. — Le voisinage du premier ordre d'un pointd'une 
surface définit le plan tangent, le voisinage du second ordre définit les 
directions asymptotiques, le voisinage de troisième ordre les direc-
tions de Darboux et de Segre. Les droites les plus remarquables 
définies par le voisinage du quatrième ordre sont les droites cano-
niques. De plus nous avons défini d'autres éléments géométriques : 
la quadrique de Lie et plus généralement les quadriques de Darboux, 
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le cône de Segre, les géodésiques et les pangéodésiques, les cor-
respondances de Segre, Moutard, etc., une géométrie métrique 
(cfo2 = cp3 -f- dw*1 ) déterminée par notre surface, etc. Il y a là une 
configuration géométrique que l'on peut étudier; nous ne nous en 
occupons pas; nous nous sommes bornés au développement de la 
partie fondamentale de cette théorie. 

41. Les congruences de droites tangentes à une surfoce donnée. — 
Un système de oo2 droites (congruence) est engendré en général par 
les droites tangentes à deux surfaces S, S', qui sont les nappes focales 
de la congruence. Chaque droite de la congruence a deux points 
focaux, l'un qui engendre S, l'autre qui engendre S'. Supposons que 
soit donnée une nappe focale S de la congruence; de chaque point 
x(u, v) de S sortira une droite delà congruence tangente à S; la direc-
tion de cette droite soit définie par l'équation 

du __ dv 
(11 ) MÏÏ77) ~ b m î 

où A, B sont des fonctions de w, e. Les lignes de S satisfaisant à 
l'équation (i i) seront les lignes enveloppées sur S par les droites de 
la congruence. Si x' est le second point focal delà droite considérée, 
nous pourrons déterminer une fonction JJL des w, v de manière que 

(12) x' = \xx 4- 2(Axu-h Bxv). 

On déterminera JUL par la condition que la droite (x , x1) soit tangente 
à la surface S' engendrée par le point x'. c'est-à-dire par l'équation 

( I 3 ) (x'U) x'v, x x ) = o. 

Nous supposerons que u} v soient sur S des coordonnées asympto-
tiques. D'après les équations fondamentales on trouve,, en différen-
tiant l'équation (12), 

(12 ) j X u = ^ + ( 2 B . + 2 A P ) * , 4- 2 Bxuv-{- px, 
\ xv = (2 A,,4- 2 B y ) x u 4- ({i. 4- 2B^4- 2B6<,)#„4- 2 Axui,-h ax, 

où les valeurs de p, <7 ne nous intéressent pas. 
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L'équation (i3) devient, d'après les équations (12), (12,); 

fJL -h 2A„-4- 2A0w 2 ( B W + A P ) B 

2 ( A „ 4 - B Y ) } J L - F - 2 B ^ - H 2 6 6 ^ , A 

A B O 

d'où l'on déduit 

( 1 4 ) N = - ( A T T + A 0 W - H B „ + B 6 , ) + A + 

On a exclu le cas où AB = o; c'est le cas des congruences engendrées 
par les tangentes à un système d'asymptotiques de S. Ce cas n'est pas 
intéressant; en effet, dans ce cas, la seconde nappe focale S' coïncide 
avec la première S. Et nous le négligeons complètement. De même le 
plan 

(qui, pour toute valeur de X, passe par les points x et x) sera le plan 
tangent en x' à S' si 

B „ - T - A P B A , + B T (15) X = — Au— À 0 t t + B ^ + B(V-b A 

Et l'on trouve que 

(16) (g, ?) = (*, x'). 

On peut arriver aux mêmes équations par une autre méthode. Soient 
S, S' deux surfaces, l'une engendrée par un point x{uy v), l'autre 
enveloppée par un plan v). Supposons que ce point et ce plan 
s'appartiennent, c'est-à-dire que 

( 1 7 ) S % x = o. 

On pourra alors trouver des fonctions X, A, Bdes u, v de manière que 

S (•' ¿¿A? = 2 ( B RFW — A dv)cii2) 

A 

On en déduit 

S dx •=• 2 (B du, — A dv)cii2 ^ 

— 2 A 1 2 - H A W - T - A 0 W — B 

) 
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Seulement, si 1 est donné par Véquation (i 5), la dx est divi-
sible par S % dx; et Von a , dans ce cas, 

( 1 8 ) S d? dx : S Ê' dx = ^ +AP 

La droite joignant deux points homologues des surfaces S, S' 
engendre une congruence, dont les nappes focales sont S, S ' ; et 

dx = o esi Véquation d'un système de dèveloppables de la con-
gruence. 

Une partie de ce théorème est indépendante du choix des coordon-
nées curvilignes uy v. En effet, on peut énoncer le résultat : si 

= la condition nécessaire et suffisante pour que S ^ S' 
soient les nappes focales de la congruence engendrée par les droites 
joignant deux points homologues de S, S', est que S dx soit 
divisible par S%dx; et, dans ce cas, S£' dx = o est Véquation 
d'un système de dèveloppables de la congruence. On pouvait pré-
voir ce résultat par des considérations géométriques ( ') . Nous ren-
voyons à la G. P. D. pour les applications de ce théorème au problème 
de la déformation infiniment petite des surfaces dans la géométrie 
métrique. Si nous multiplions les,r pour un facteur p et les par un 
facteur o-, on a, d'après l'équation (17), 

S dW)d(px) _ S d% dx Œ 
S a Ç d ( p x ) ~ S ? dx ! " r n ° S p ' 

0) Si II est une congruence de droites, elle a deux systèmes de dèveloppables. 
Soint L et L'j les arêtes de rebrousseraient de ces dèveloppables. Les lignes L engen-
drent une nappe focale S, les lignes L', l'autre nappe focale S'. Les droites de la 
congruenee définissent une correspondance entre les points de S, S'. Aux lignes L de S 
correspondent sur S' des lignes L' conjuguées aux lignes L̂  ; de même aux lignes 
L' de S' correspondent sur S des lignes L, conjuguées aux lignes L. Soient A, Af 

deux points correspondants de S, S'. Le plan osculateur à la ligne L sortant de A est 
tangent à la développable correspondante et par conséquent est tangent à S' en A'. 
On aura donc 

S£'x = S %'dx = S %'d2x = o, 

où les différentielles ont été calculées le long des lignes L. Ces lignes seront par 
conséquent définies par l'équation S£'d.r = o; et, puisqu'elles satisfont aussi à la 

d2x = 0, elles satisferont aussi à l'équation 
0 dx — S S' d2x = S d\' dx. 

On déduit que l'équation Sdt;' dx ~ 0 doit être une conséquence de l'équation 
SV dx = 0; par conséquent S d\' dx est divisible par S Ç' dx. 
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Par un changement des coordonnées homogènes x le rapport 
S d ^ d x : SV dx peut changer; la différence entre deux valeurs quel-
conques de ce rapport est une différentielle exacte rflog (a : p ) ,que 
l'on peut choisir à volonté. Si par exemple le rapport considéré est 
une différentielle exacte, alors il sera une différentielle exacte pour 
tout choix des coordonnées x et et l'on pourra choisir les facteurs 
p, <j de manière que le rapport devienne égal à zéro. Pour que (r8) 
soit une différentielle exacte, il faut et il suffit que 

U 9 ) du A ~ àv H 
ou 

( I 9 i ) du âv 

Si cette équation est satisfaite, on pourra (en multipliant A, B, X 
par un même facteur) rendre nulle la différentielle (18); de manière 
que l'on ait 

(20) Av = — By, Bu = — A p. 

L'équation ( ig ) a une remarquable signification géométrique. En 
effet, cette équation est équivalente à l 'une ou, à l 'autre des équations 

(X , xuJ Xv, X u l l ) = o , ( x , xUi xv, x v v ) = o . 

Dans ce cas les u= const., v = const. sont des coordonnées asvmp-
totiques même pour la surface S ' ; c'est-à-dire sur les deux nappes 
focales de la congruence se correspondent les lignes asympto-
tiques; on dit alors que la congruence est W . 

Etudions le cas le plus général. Nous pourrons choisir comme 
coordonnées d'une droite de la congruence les 

r = i (x, x') = A (a?, xà) 4- B(x, œv). 

Par de simples dérivations on calcule rU} rn ruv et l 'on 'trouve que 

Aw-t- A8m ^ BOç, rltv r / v n ru 

IogA~l 
du âv J; -
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On déduit facilement que les r satisfont toutes à une même équa-
tion linéaire du second ordre (de Laplace) seulement si l'équation 
(19) est satisfaite, c'est-à-dire si la congruence est W . 

Nous pouvons nous demander si cette équation de Laplace peut 
avoir les invariants égaux. Cela arrive si l 'équation (19) et l 'équation 

. * l o g ( À : B ) 
(21) P - 3 = O 
v 7 du dv 

sont satisfaites toutes les deux. On pourra alors changer les para-
mètres des asymptotiques de manière que A = 13; et nous pouvons 
aussi supposer que les équations (20) soientaussi satisfaites. On aura 
par conséquent 

¿logA _ /Jlog A _ 
dv 

d'où l'on déduit 

(22) 

Et, si cette équation est satisfaite, on pourra déterminer la con-
gruence W , qui a S pour nappe focale, et qui est engendrée par des 
droites, dont les coordonnées satisfont à une équation de Laplace 
à invariants égaux. Ces droites sont les tangentes aux lignes 
u — v =2 const. de la surface S. Cette équation détermine un système 
de développables de la congruence. L'autre système est déterminé 
par l 'équation u -f- v = const. Les courbes de S définies par cette 
équation sont les courbes conjuguées à celles qui sont définies par la 
u — v = const. Les considérations suivantes nous démontrent que 
même les tangentes aux lignes u -f- v = const. engendrent une 
congruence du même type. Pour cela, proposons-nous la question 
suivante : 

Est-ce possible que sur une surface S existent deux systèmes 
de oo1 courbes, conjugués entre eux, de manière que les droites 
tangentes à chacun de ces deux systèmes forment une con-
gruence W ? 

Dans ces hypothèses, si les deux systèmes de courbes sont définis 
par les équations 

du ___ dv du _ dv 
Â~ ~ ir e t at~ w> 

dv : du = p e t dv : du = p' 

f p = B : A, p ' = B' : A'], 
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on aura p' = — p. Écrivons l'équation (191), et celle que l'on obtient 
erx substituant A', B' aux A, B. On trouvera 

(Io8p)«'= ¿ " p Iogp L (Pï) + ( f ) • 

On en déduit que (log p)Ui, = o, c'est-à-dire nous trouvons la même 
équation (20) que nous avons trouvée précédemment. 

Nous avons démontré (§29) que les surfaces non réglées projecti-
vement déformables, ou sont des surfaces R0, que nous avons déjà 
étudiées dans le paragraphe 35, ou sont des surfaces R. Remarquons 
que ces dernières sont précisément les surfaces pour lesquelles on 
peut choisir les paramètres des asymptotiques de manière que l'équa-
tion (22) soit satisfaite. 

Les précédents résultats nous donnent de très simules propriétés 
géométriques, qui caractérisent les plus importantes surfaces pro-
jectivement déformables : les surfaces R. Le système conjugué 
formé par les u+v = const., u — v = const. est appelé un réseau R. 

42. Sur une transformation des surfaces R. — Si S est une surface 
R, les coefficients (3, y des équations fondamentales 

( X u u = ftflXu-}-
(•¿3) < . 

( xvv = y xuvvxvH- p<iix 

satisfont à l'équation 
Si l'on change les pu en pu-\-c (où 

c = const. ), on obtient un nouveau système d'équations différentielles 
(21 ) { 

( yw — y (/>22+ c)y, 

qui est aussi complètement intégrable, et qui définit une nouvelle sur-
face S' projectivement applicable sur S. (Nous indiquons ici par x 
une coordonnée quelconque d'un point de S et par )'- une coordonnée 
quelconque d'un point de S'.) Si x, y sont deux points corres-
pondants de S, S', nous pourrons faire correspondre à un point 
Ix H- \lxu -\-vxv (de coordonnées locales X, p., v par rapport à un 
point x de S) le point \y -hpyu + (de coordonnées localesX, v 
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par rappor t au point h o m o l o g u e ^ de S ') . Aux points 

" ""(*)» 6 t ^ _ Î®)»"1 

qui appar t iennent à la tangente à une courbe u-{- v = const . , ou 
u — v = const. sur la première surface cor respondront les points 

1
 ~ ( œ X e t 1

 ~ ' 

Ici a est une fonction quelconque des M, v. Si l 'on pose a égal à une 
combinaison linéaire homogène à coefficients constants des coordon-
nées du point y , alors les points l et tf appar t iendront à un plan fixe 
(le plan a = o) . Cela n 'arr ivera pas pour les points s e l z \ nous allons 
démont re r que ces deux points engendrent deux réseaux et seront les 
points focaux de la droite (zzf) pour la congruence engendrée par celte 
même droite. Nous démontrerons aussi que cette congruence est 
complètement harmonique à la surface S, c'est-à-dire que les asyrnp-
totiques de cette surface correspondent aux asymptot iques des sur-
faces (z) et (z1) engendrées par le point z, et par le point zr. Pource t t e 
démonstrat ion, nous mult ipl ierons les x, y par un même facteur, de 

manière que v = 1 (c 'est-à-dire nous substi tuerons les aux x, y). 

Alors on trouve [en remarquan t que y = <j est une solution des équa-
tions (24)] que 

Pu = P22 — C, Z—Xu — Xv, z'=Xu-r-Xv. 

En dérivant on trouve, par exemple : 

zu= ôw^/tH- — (cx -hx n i , ) y 

Z y == — 0 y X y Y X n ( C X H- X [(y ) j 

ZtlH= kxu-\- fJLAVH-(P— 0u){cx-bxuv), 
où 

X = 0mm+Ô2 —c — P y , 
H = |3(e«—0„)-f- ¡3„-hc. 

Pour démontrer par exemple que les u = const. sont des asympto-
tiques même pour la surface ( z ) , il suffit de remarquer que z, zUl zv, 
zuu sont des combinaisons linéaires des xU} xUy-\- et que par 
conséquent (z , zu, zv, znil) = o. De même on démontre qu'aussi le 
v — const. sont des asymptot iques pour cette surface, et que les 
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u= const., v == const. sont aussi des asymptotiques pour la surface 
lieu du point z'. 

En remarquant que 

z'u — z'» = zu-\- zv — (0^.— (p — %v}xv 

= l K— P — T) a + i z'(Çu— — Y -+-

est une combinaison linéaire de z, z , on déduit que z et z! sont les 
points focaux de la droite (zy z') pour la congruence engendrée par 
ces mêmes droites. Mais de la (3t, = yu et des équations précédentes 
on peut déduire encore un autre résultat, c'est-à-dire que 

zuu = Azu~h B*v-f- Pz, 

où les. valeurs de A, P n'ont aucune importance pour nous, et où 

Pour pouvoir écrire cette équation, il faut démontrer que 

Y ^O'r 

en effet, si cette quantité était nulle, alors 

zu-hzv = (6W— Y)S, 

et le point %z n'engendrerait point une surface, comme nous l'avons 
supposé dans ce paragraphe. 

Par la même méthode on démontre que 

zvv — Gzu-\- Dzv -h Qz, 

où les valeurs de D, Q ne nous intéressent pas, et où 

On a par conséquent qui est une équation analogue à 
l 'autre : = On en déduit que la surface lieu du point z est 
elle-même une surface R, et que les u±v const. définissent même 
sur cette surface un réseau R. 

Par des considérations corrélatives, on pourra définir les corc-
gruenees complètement conjuguées à une surface et donner une 
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nouvelle méthode pour déduire d'un réseau R connu d'autres 
réseaux R. 

Nous avons défini une transformation des réseaux R ; en partant 
d'un réseau R connu, on déduit oo* nouveaux réseaux : un des réseaux 
transformés est défini par le choix d'un plan <r = o et de la constante c. 
Donnons à cette constante une valeur fixe et faisons varier le plana; 
soient o*i, (7a deux combinaisons linéaires homogènes des y à coeffi-
cients constants, que nous substituerons à la <7 dans les considérations 
précédentes. Nous trouverons alors deux congruences engendrées 
par les droites (zt1 z\) et (Z ( , Z', ) complètement harmoniques au 
réseau x donné. Soit X le point d'intersection de deux droites homo-
logues de ces congruences. O n peut démontrer (4) que le réseau 
engendré par X est lui-même complètement conjugué à ces deux 
congruences et que les droites ( x , X ) engendrent une con-
gruence W , pour laquelle les points x et X sont les points focaux 
de la droite ( x , X ) . Non seulement la surface lieu du point x, 
mais aussi la surface lieu du point X est une surface R. Cette 
transformation (de Jonas) des surfaces R peut être obtenue comme le 
produit de deux des transformations précédentes (dues à M. Fubini). 
Ce dernier a donné aussi une simple définition géométrique des trans-
formations de Jonas. 

Soit S une surface R, et soit S' une surface projectivement 
applicable sur S ; considérons la congruence des droites, tangentes 
à S, qui rencontrent une droite fixe r . (La droite r sera une des 
nappes focales de la congruence : la surface S est l 'autre nappe focale.) 
A cette congruence correspond une autre congruence, pour 
laquelle S' est une nappe focale (deux droites correspondantes des 
deux congruences sont tangentes à deux lignes correspondantes de S 
et S' en des points homologues). 

L'autre nappe focale de la dernière congruence est une nou-
velle surface R, transformée de Jonas de la surface S. 

On peut définir des transformations semblables pour d'autres 
classes de surface (par exemple pour les surfaces F ou isothermo-
asymptotiques). Mais, pour les démonstrations et pour les dévelop-
pements de la théorie, nous renvoyons à la G. P . D.-

( L ) B . S E G R E , C. R. Acad. Se., séance du 7 juin 1 9 2 7 » 
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Le cône de Segre a été introduit par G. Segre[6]; voir aussi Cech [6], [13]. 
V 

Les pangéodésiques ont été étudiées par MM. Fubini [23], Cech [17], Bom-
piani[30]. La correspondance de Segre a été étudiée par G. Segre [GJ, "VVilc-

V V 

zynski[37], Cech [ 1 ], [13], Kloboucek [1]; celle de Moutard et d'autres cor-
V 

respondances analogues par Cech [1J, [13] et Lane [6]. Pour le théorème de 
V 

Moutard, voir Darboux [1], Cech [5], [G], [13], Bompiani [23]. Les géo-
désiques projectives et les autres courbes analogues ont été étudiées par 
MM. Fubini [8], Wilczynski [37], Bompiani [24], [32]; l'usage de l'invariant 

T 
de contact est dû à Cech. 

La théorie des congruences W suivant la méthode indiquée au texte est due 
à M. Fubini [11], [16], [19], [20], [21], [22]; voir aussi Jonas [4]. Une autre 
théorie projective remarquable des congruences W est due à M. Tzitzéica 
(voir son traité); pour la comparaison des deux théories, voir Terracini [8]. 

Pour les surfaces R et leurs transformations, voir Tzitzéica [14], [15], [16], 
Demoulin [6], [7], Cartan [5], Jonas [4], Eisenhardt [14], Kanitani [2], 
Fubini [24], [25], [27], [33], Mentré [8], [9], B. Segre [3], [6], Calapso[2], 
[3], Finikoff [1], [3]. Cf. G.P.D., § 17 G, 52, 54, 68. Un cas particulier remar-
quable des réseaux R est formé par un réseau tel que les courbes de chacune 
de ses deux familles appartiennent respectivement à un complexe linéaire fixe, 
ce cas a été étudié par M. Wilczynski [20], [27], cf. G. P. Z>.,§46; voir aussi 
Guichard [6], Jacques [1 ], [2], [3], FinikoiF [5]. Ces derniers réseaux sont un 
cas particulier des réseaux dont toutes les courbes appartiennent à un com-
plexe quadratique fixe; voir Guichard [4], [5], Rouyer[l], Terracini [23]. 
M. Jonas [6] a considéré une classe remarquable de réseaux analogues aux 

réseaux R; cf. G.P.D., §17 B et 53; voir aussi Terracini [8], Cech [28]. 

On trouve un assez ample développement de cette théorie dans la 
G. P. D. (Chap. V). 
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