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CHAPITRE VIIL

QUELQUES CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES.

37. Les pangéodésiques et le cone de Segre. — Nous appellerons
pangéodésiques les courbes de la surface, qui annulent la variation
de l'intégrale de 1'élément linéaire projectif Fy : F3 = ¢; & ¢,. Elles
satisfont a I'équation

F, 1
(1) afl__’ =3 ? = o,
qui, développée, se réduit  la suivante :

(11) 2(3did+y dvd) (dv d?u— du d?v)
= (Yo dvt— B, dutr) du do -+ 2(1y do?— B, du?) du? do?.

En faisant usage des équations fondamentales, on démontre quc cette
¢quation est équivalente & I'équation de Cech
(1) (z de d2x d2x) = (EdE d2E d3E),

laquelle est seulement en apparence du troisiéme ordre. (Siles asymp-
totiques ne sont pas réelles, il faut multiplier par ¢ un des deux déter-
minants précédents.) On en déduit une simple propriété géométrique
des pangéodésiques, dont on pourrait méme partir pour les définir.
Si A est un point d'une pangéodésique d’une suface S, et si o est
son plan osculateur en A, si A, A’, A", A” sont quatre points infini-
ment voisins (non sur la pangéodésique, mais) sur Uintersection
de « et de la surface S les plans tangents @ Sen A, A'; A"/ A"
passent par un méme point.

~ Les plans osculateurs en A aux pangéodésiques de S sortant de A
enveloppent un cdne, que C. Segre avait trouvé par une autre méthode.
Pour 'étude de ce cone nous renvoyons & la G. P.D. (§ 16, 22, 24)
et 4 une Note de M. Sannia [7], qui en a fait usage pour étudier les
propriétés projectives du voisinage d'un point A de S.
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38. Sur certaines cubiques rationnelles et sur les cénes correspon-
dants. — Soient 24,2, z4 des coordonnées homogéncs d'un pointdu
plan. Une équation

(2)

ZoT1 X+ Az} + bz X+ cr1 23+ gy =0
(a, b, ¢, g = const.)

définit une cubique C, qui a en O (z;, =z, =0) un point double et
est par conséquent rationnelle. Les droites z, = 0,2, = o sont les
deux tangentes en O. La cubique a trois points d’inflexion, qui sont
ses intersections avec la droite r (droite d’inflexion),

(3) Zog+ l)x1+ Cxs= 0.

Si @ ="g = o la cubique se réduit a cette droite et aux deux tangentes
citées. Si sculement un des coefficients a, g est nul, si par exemple
a=o, g340, alors la cubique se réduit a la droite z, =-0 et a la
conique C' définie par

(21) zy(2o+ bxy+ €x2) + gxi=o0.

Les tangentes 4 G’ dans sesintersections avec la droite 2, = o sont la
droite xry = o et la droite (35) d’inflexion. En indiquant par ¢ un
paramétre variable, les équations

e ¢
(29) 5’”"‘—'" NETERD O TR
( [P(t)=—ag2t3+ bgt2— ct + 1]

peuvent étre considérées (si g 4 0) comme les équations paramé-
triques de la cubique C, ou, si @ =0, delaconique C'. Chaque point
de la cubique définit la valeur correspondante de ¢; le point duuble
correspond aux valeurs ¢ = o, ¢ = 0. Considérons la branche de C,
correspondant aux valeurs pelites de ¢, Pourt=o0 on a

dey _ dxy _ o dzy _ . 1'1-’1‘0 —o

dr T dte ! ac ) dee T 7
(23) R d2x1 _ d2:z:g _ (t —o

qE =728 Gmo=2e (=0

Soit maintenant O un point z d’une surface S; soient zu, zy, . ..
les valeurs de ces mémes quantitésen O. Si pour un point z'du plan
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tarngent en O, nous posons
(4) Z'= XX + X1 Ty + T2 Ty,
nous pouvons considérer les z; comme les coordonnées (locales) du

point z'. Nous supposerons que les u, v soient des coordonnées asymp-
tatiques. D)’aprés les équations (23) et (4), on aura en O
, dz’ dxz’ .
r=ux, -d—t- = Xy, o =28 %+ 2CTy.

Pour un point " de 'asymptotique u = const., sortant de O, on a

en O :

O

Z‘Z”
dv?

U
" ar —
xr =& —_— = Zy,

, 9 =02z, + Y.Tu'-i‘.-PQ)_.T.

L’invariant 7, (§7 et 11) de contact de ces deux courbesen O est
par conséquent — 28 .y (si y 2o en O). Par laméme méthode on
démontre que Uinvariant de contact en O de Uautre branche de
la cubique G et de Uautre asymptotique sortant deO est —a2a :
(si B# o en Q). Les équations

() 28 =—Yj1, 2a=—0J

nous donnent la signification géométrique des coefficients a, g
de léquation (2). Les coefficients b, c définissent la droite r d’in-
Slexzion (3); cette droite, d’aprés I'équation (4), jointles points z, — bz
et £, —cx; elle cst donc Ia droite qui correspond a la différentielle
(intrinséque) b du + cdv, selon la méthode que nous avons dévelop-
pée au paragraphe 31, c’est-a-dire est la droite liew des points
dz —(bdu+cdv)z.

Si la droite (3) est donnée, et si 'on change les coordonnées homo-
génes z, en leur substituantles coordonnées proportionnellesz = sz,
on devra substituer a ladifférentielle b du ~+ c.dv I'autre différentielle

bdu+-Sdv = bdu—+cdv + dlogo.

Voila trouvée aussil’interprétation des coefficients b, c. On pour-
ratt aussi dire que la cubique G est définie par la différentielle
bdu-cdy et par le rapport

1 adud+ g ded

'B'} m (au moins si @Y 7‘- 0)7

ou par les bdu—+-cdy, a dud + g dv3.
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Nous indiquerons la cubique (z) par C (ji, j2; 7); les invariants
Ji définissent les coefficients a, g; la droite r définit les autres coef-
ficients b, c. Les points d’inflexion de C sont sur les tangentes de
Darboux si j, =j,, sur celles de Segre si j, + j, = 0. Si J, =o0
ou j, = o, la cubique se réduit d une conique (').

Corrélativement nous considérerons comme coordonnées (locales)
d’un plan passant par O

(41) I=E'UE+E1E1L_'— E-zEv
les &g, £, £2. Une équation
(23) Eobrbat+ @b} + bEZEs+- B E3-1- il =0

déﬁnii_un coéne I' (correspondant a la cubique C dans la polarité fon-
damentale), de troisiéme classe quia le plantangenten O 4 S comme
plan double, et a pour génératrices les tangentes asymptotiques; aux
points d’inflexion de C correspondent trois génératrices de rebrous-
sement sur T. Les plans tangents a T le long de ces génératrices
passent par une méme droite p (la droite de rebroussement), polaire
de la droite d'inflexion dans la polarité fondamentale. Nous appelle-
rons ce cone le cone ' (j,, j,; p), en ayant posé

(51) 28 =Y J1, 20 = 3],

On a changé le signe des seconds membres, en remarquant qu’une
corrélation change x, 3, y ent, — 3, — y. Dans la polarité fonda-
mentale le cénel (ji, Ja; p) correspondala cubique C(— jy, — ja; 1),
ou r est la droite polaire de p.

39. Quelques correspondances remarquables. — Donnons aux inva-
riants jy, j» des valeurs quelconques, mais déterminées, pendant que
nous considérerons les b, c comme des paramétres variables. Nous trou-
verons alors une correspondance entre les différentielles b du + c dv,
les droites r = (x,— bz, ,— cz) duplan tangent,les droites polaires p
sortant de O, les cubiques C(j,, j2; r') etles conesT(j4, J2;p), qui dans
la polarité fondamentale correspondent aux c-ubiques_C (—Jiy—Ja; 7).

(') Sur chaque tangente sortant de O, le point O et lcs intersections de cette droite
avec les coniques C(2/,, o; 1), C (o0, 2/,; r) et la cubique C(j,, j,; ) forment un
groupe harmonique. Les points d’intersection de ces deux coniqucs appartiennent a
la cubique.
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Etudions par exemple la correspondance entre les droites r et les
cones I'. Aux droites / passant par un méme poinl o Z + Y1 Ty +ya 2,
(c'est-a~dire aux droites r, pourlesquelles y, + by + cy2 == o) corres-
pondent descdnes I', qui sont tous tangents au plan no§—-n,E, + na%,,
ou

(6) no=2y0y1y2— (BJay}+1/103),  m=2yiy:n  Te=2y1y},
d’ou 'on déduit
(61) yo=2nmn+ (Bloyi+1/1y3), yi=2nin,  ya=2mni.

(On doit se rappeler que les y; et les n; sont des coordonnées homo-
génes et par conséquent déterminées seulement 2 moins d'un facteur.)
Nous avons de cette maniére défini une correspondance entre
les points yo2 -+ ¥4 Zu+ y2z, du plan tangent en O et les plans
NoE~M1Ey + n2E, sortant de O. A la droite y, + by, +cy; =o du
plan tangent correspond le co6neTI (J, ja; p) défini par I’équation

270t M2+ (a0} + 2003+ 2emni+ 1 jind) =o,
et aux plans v § + 0, &, + 2, passant par la droite
= (ku— 0§, k0 — k)
correspond la cubique C (j4, j2; r)
2001y (= Bayt+ 20y iy 201y —1)108) = o,

qui, dans lapolarité fondamentale, correspond au coneI' (— 7, —/2; p).

39A. La correspondance de Segre. — Pour une surface S les
coordonnées z d’un point et les coordonnées £ d’un plan tangent sont
fonctions de deux coordonnées curvilignes u, ¢. Si I'on pose une
équation v =¢ (u), les points & correspondants engendrent une
ligne L, et les plans £ enveloppent une développable A. Chaquevaleur
de u, par exemple u = u,, définira un point A de L et le plan oscu-
lateur a L en A, et définira aussi un plan « de A et son point de
rebroussement. Nous les appellerons le plan osculdteur et le point
de rebroussement a la ¢y = ¢(u) en u = u,. lls sont déterminés, si
U'on connait, pour u = u,, les valeurs de ¢, o/, ¢". Le plan osculateur
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est le plan des points
x, dx,
diz= ax,(d?u—+ 0, du+ vy dv?)
+ zy (d2o + 8, dv? 4+ Bdu?) + 224, du dv.

En remarquant que (§16)

ap = w(z, Tu, T,),

apbu=w(z, Ty, Ty),

12k = (Z, Tuy, To)
(0==£1),

on démontre que ce plan est le plan

(dudo—dv d*u + 3 dud— y do?+ 0, dv? du — 8, de du)k
.+ 28, dut dv — 2E, du dez.

Par la méme méthode, on trouve que le point de rebroussement est
le point

(dudo —dvd*u— 3 dud+ y dv3+ 0, do? du — 8, dv du?)x
+ 2z, dudv — 22, du dv?.

La correspondance entre ce point et ce plan est la correspondance de
Segre. Sil'on a donné le plan sortant de O, etsi O, O', O” sont des
points infiniment voisins sur l'intersection du plan et de lasurface S, le
point correspondant estl'intersection des trois plans, tangents a S en
0, 0, O". Singk + 01w+ naki et ¥ + ¥ Zu—+ ¥ 22, sont un plan
et un point, qui se correspondent, alors

(7) Yo=momNa-+fat+1n3, yi=aln, ye=mni

Cette correspondance est un cas particulier de la précédente : le cas
ol jy =j,=a.

Seulement si B du® — y dv® = o, c’est-a-dire si l'on a considéré une
ligne qui a pour tangente une des tangentes de Segre, plan oscu-
lateur et point de rebroussement se correspondent méme dans la
polarité fondamentale. On pourrait partir de cette propriété pour
définir les lignes de Segre. Pour d’autres propriétés, nous renvoyons

ala G.P.D.(p. 133).

39 B. La correspondance de Moutard. — Moutard a donné le
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théoréme suivant, qui est analogue (dans la géométrie projective)
au théoréme de Meusnier (pour la courbure métrique des courbes
d'une surface).

Si A est un point d’une surfaceS, et r est une tangente a S sor-
tant de A, les intersections T de S avec les plans passant par ront
en A des coniques osculatrices C qui appartiennent & une méme

quadrique Q.

Ici nous nous bornerons a démontrer seulement une partie de ce
théoréme (en renvoyant a la ;. P. D. pour la démonstration com-
pléte).

Si B est un point de r, lesdroites polaires de B par rapport auz
coniques C appartiennent & yn méme plan (qui, d’aprés le théo-
réme de Moutard, estle plan polaire de B par rapport 4 Q). Remar-
quons d’abord que :

Si le point (2, y, z, t) est un point d’'une courbe plane T, et si
(¢, 7',¢’,7") est un plan choisi a volonté entre les plans tangents a T’
en z, alors le plan lf' + m d¥ + nd?t’ contient la polaire du point
{z + mdx— n d*z par rapport a la conique Gosculatrice 4 Ten x, si

(7) S(dx d*t'— dt' d*z) = o.

Ce théoréme se réduit au théoréme du paragraphe 6 si le plan de T’
est un plan du létraédre de référence; mais il est évidemment indé-
pendant de la position de ce tétraédre; et par conséquent il est tout &
fait général.

SiT est la section de S avec un plan passant par r, le plan { tan-
gent a S en A est aussi tangent & I'. Nous chercherons un facteur p de
maniére que, si l'on note £’ =gk, I'équation (7) soit satisfaite. On
trouve :

0= S(dr d?t'—dt' d*z) = p(S de d* — df d*x) + 3 dp S dx d
=2pl;—3F, dp.

Nous devrons poser, par conséquent,
2
£ = pt, ou p = e’/ Fu.

La polaire du point z -+ mdz de la droite r par rapport a G appar-
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tiendra par conséquent au plan p + md (pf), c’est-a-dire au plan_
3F,(E+ mdE) + 2mEF;,

qui est le méme pour toutes les sections de S avec un plan passant

par r. En posant mdu =y, : yo, mdv =y, :¥,, on peut aussi dire

qu'au point y,x +y, 2,~+y2x, nous avons fait correspondre le
plan

2

3()ok +.}’15u+}’zﬁv)2 Ars ¥rys+ 2 EZ ayse du, dus duy
1

ou, en coordonnées i, v asymptotiques, le plan

. To§ + N1+ Maby,
ou

(8) No=Yoy1ye+2ByI+vy3), Mu=riyn mu=yiyi

Cette correspondance coincide avec celle de nos correspondances,
. . 2 .
pour laquelle j, = j, = — 3. Seulement pour un point d’une tan-

gente de Darboux (By? + yy3=0), le plan correspondant coincide
avec le plan polaire dans la polarité fondamentale.

40. Sur les géodésiques projectives et sur certaines équations diffé-
rentielles du second ordre. — Posons I, = ds2?, et considérons ds
comme égal & la distance (dans une géométrie métrique déterminée
par cette définition) de deux points (u,¢) et (u+- du, v+ dv). Les
géodésiques seront définies par la

3 [VFa=o,

qui, développée, devient
(9) du(d?v + 8, dv?) — do(d2u + 0, dv?) = o.

Nous les appellerons géodésiques normales, si F,= ¢, est normale.
L’étude de toutes ces géodésiques est un cas particulier de I’étude des
lignes définies par une équation
(10) du(d?e + 0, dv?) — dv(d>u + 0, du?)

=B dud-—Cded—2(ly du — l, dv) du dv.

Ces lignes sont intrinséques (indépendantes du choix des paramétres
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u, v) seulement si les formes

ap(Bdus—Cded) et lidu—Iydo

sont intrinséques. Elles sont {nyariantes (pour une transformation
homographique) si, en posant z =pz’ et par conséquent

0:0'—i—2]0g|p|,

Péquation précédente reste transformée en elle-méme. Pour cela.il
faut et il suffit que les quantités B, C, 21, —0,, 21, —0, restent
transformées en elles-mémes, c’est-a-dire que

ION

B' = B, C'=g, l',:ll——;; l.'_,:lg—

e,

4

Les géodésiques normales (d’une surface non réglée) sont intrin-
séques et invariantes. Le plan osculateur et le point de rebrousse-
ment d’une ligne satisfaisant a I'équation (10) sont

E[(B+B)dud— (C+y)dvd3—2(l; du— 1, dv) du dv)

+ 2, du® dv — 28, du dv?,
et ’
2[(B—B) dud— (G — 1) dvd3—2( L du— 1, dv) du dv)

22, du dv — 22, du dv?.

En faisant varier du : dv, on déduit que :

Les lignes satisfaisant & une équation (10) et sortant d'unpoint
de la surface ont des plans osculateurs qui enveloppent un de nos
cdnes rationnels de troisiéme classe, pendant que leurs points de
rebroussement engendrent une des précédentes cubiques ration-
nelles.

Ce cone et cette cubique ont les équations :
2 M1 Ne+ [(B4- BI04+ (C+v)nd +2mme(limai+ lame)] = o,
2¥0y1ya+ [(B—PB)yi+ (C— Y)}’%j“ 2y1y2:(liyi—+bys)] = o.

La droite de rebroussement du céne et la droite d’inflexionde la
cubique sont les droites ng+1liny+lny=o0 et yy+ Uiy  + L ys=o,
polaires dans la polarité fondamentale, qui sont définies par la
différentielle |, du + 1, dv.

Le céne se réduit a un faisceau de plans seulement si

FUBINI ET CECH N
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B4+ B=C+y=o: le faisceau est engendré par les plans pus-
sant par la droite de rebroussement (on néglige les faisceaux engen-
drés par les plans passant par une tangente asymptotique). On
remarque aussi que les plans osculateurs des trois ligres satisfai-
sant a l'équation (10) et tangentes & une des trois directions défi-

nies par la
P (B+ B)dud=(C+ y) dvd

passent par la méme droite. En particulier (si B=C = {, = {; =0)
les plans osculateurs aux trois géodésiques (dans la géométrie dé-
finie par ds* =I3) tangentes aux trois lignes de Segre passent par
une méme droite. Pour une surface non réglée de I'équation
B du® = y dv? des lignes de Segre on déduit : "

. (d?e + 8, dv?) du — (d?u + 0, du?) dv

= é (dlogB —dlogy + 8, dv — 0, du) du dv,

qui est un cas particulier de I'équation (10). On en déduit que méme
les plansosculateurs auz trois lignes de Segre sortant d’un point O
de la surface passent par une méme droite. C'est’’axze dont nous
avons parlé dans le paragraphe 33. On peut aussi énoncer des théo-
rémes corrélatifs aux précédents.

Les géodésiques normales (définies par la 6/\/%= o défi-
nissent un de nos cénes de troisiéme classe; ce cone a pour droite

de rebroussement précisément la normale projective. Ce théoréme
est 'analogue du théoréme bien connu de la géométrie métrique :

Les géodésiques (métriques) d’une surface S, qui sortent d’un
point O de S ont des plans osculateurs qui passent par la normale
(métrique) & S en O.

Une remarque. — Le voisinage du premier ordre d’un pointd'une
surface définit le plan tangent, le voisinage du second ordre définit les
directions asymptotiques, le voisinage de troisiéme ordre les direc-
tions de Darboux et de Segre. Les droites les plus remarquables
définies par le voisinage du quatriéme ordre sont les droites cano-
niques. De plus nous avons défini d’autres éléments géométriques :
la quadrique de Lie et plus généralement les quadriques de Darboux,
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le cone de Segre, les géodésiques et les pangéodésiques, les cor-
respondances de Segre, Moutard, etc., une géométrie métrique
(ds? = ¢a + dw?) déterminée par notre surface, etc. Il y a la une
configuration géométrique que l'on pcut étudier; nous ne nous en
occupons pas; nous nous sommes bornés au développement de la
partie fondamentale de cette théorie.

41. Les congruences de droites tangentes 2 une surface donnée. —
Un systéme de oo? droites (congruence) est engendré en général par
les droites tangentes & deux surfaces S, S', qui sont les nappes focales
de la congruence. Chaque droite de la congruence a deux points
focaux, I'un qui engendre S, l'autre qui engendre §'. Supposons que
soit donnée une nappe focale S de la congruence; de chaque point
z(u, ¢) de'S sortira une droite dela congruence tangente & S; la direc-
tion de cette droite soit définie par I'équation

( du _ dv
1) A(u, v) B, )
ou A, B sont des fonctions de u, ¢. Les lignes de S satisfaisant a

I'équation (11) seront les lignes enveloppées sur S par les droites de
la congruence. Si 2’ est le second point focal dela droite considérée,
nous pourrons déterminer une fonction p.des u, v de maniére que

(12) z'=pzx+2(Az,+ Bz,).

On déterminera p. par la condition que la droite (z, z') soit tangente
a la surface S’ engendrée par le point z’, c'est-a-dire par I'équation

(13) (:I';“ zy, xly z)=o.

Nous supposerons que &, ¢ soient sur S des coordonnées asympto-
tiques. D’aprés les équations fondamentales on trouve, en différen-
tiant 'équation (12),

Zy=(p+24,+2A0,)z,+ (2B,+2AB)z, ~+2Ba,,+pz,

(121) { ,

zy= (2A,+2By)z, +(p+2B,+2Bb))z,+2A2,,+ 0z,

ou les valeurs de p, ¢ ne nous intéressent pas.
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L’équation (13) devient, d’aprés les équations (12), (12,):

w+2A,+2A0, 2(B,+ AB) B
2(A,+ By) p~+2B,+~2B0, A |=o,
A B o

d’ott 'on déduit
B,+ A

(14) p=—(A,+A0,+B,+Bb,)+ A T

+ B

Ao+ By
"

On a exclu le cas ou AB=0; c’estle cas des congruences engendrées
par les tangentes & un systéme d’asymptotiques de S. Ce cas n’est pas
intéressant; en effet, dans ce cas, la seconde nappe focale S’ coincide
avec la premiére S. Et nous le négligeons complétement. De méme le

plan |
t'= A+ 2(AE.,— BE)

“(qui, pour toute valeur de 4, passe par les points x et z') sera le plan
tangent en z' 4 &' si

B Ao+ By,

(15) )\:—-A,,—Ae,,—f—B,—;—Be,,j—f—AB"_EAp— ¢

Etl'on trouve que
(16) (& §) =(z, &),

On peut arriver aux mémes équations par une autre méthode. Soient
S, S' deux surfaces, 'une engendrée par un point z(u, v), l'autre
enveloppée par un plan £'(u, ¢). Supposons que ce point et ce plan
s'appartiennent, c’est-a-dire que A

(17) Stz = o.
On pourra alors trouver desfonctions A, A, Bdes u, v de maniére que

E'= M +2(AE,— BE)).
On en déduit
St' dz = 2(Bdu— A dv)ay,,

Sde'de = 2(Bdu—A dv)al-;('}%}}{-dv + f’iiﬁﬁﬁdu>

—2ay, dudv[)\ +A,+A0,—B,

—B09+BA":—E—-A M] .

B
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Seulement, si hest donné par Uéquation (15), la Sdt' dz est divi-
stble par St' dx; et Uon a, dans ce cas,
(18) Sdtfdr: St dzr =

dv - du.

Ao+ By B, AB
A B

La droite joignant deux points homologues des surfaces S, S'
engendre une congruence, dont les nappes focales sont S, S'; et
St dx = o est l’équation d’un systéme de développables de la con-
gruence.

Unec partie de ce théoréme est indépendante du choix des coordon-
nées curvilignes u, ¢. En effet, on peut énoncer le résultat : si
St'z=o, la condition nécessaire et suffisante pour que S et S’
soient les nappes focalesde lacongruence engendrée par les droites
Joignant deux points homologues de S, S', est que S ¢t dz soit
divisible par St'dxz; et, dans ce cas, SE' dx = o est léquation
d’un systéme de développables de la congruence. On pouvait pré-
voir ce résultat par des considérations géométriques('). Nous ren-
voyonsa la G. P. D. pourles applications de ce théoréme au probléme
de la déformation infiniment petite des surfaces dans la géométrie
métrique. Si nous multiplions les  pour un facteur p et les §' par un
facteur o, on a, d’aprés I'équation (17),

Sd(et')d(pz) Sdt dx
Sef d(pr) ~ St dc

)
“+ dlog—-
P

(*) Si H est unc congruence de droites, elle a deux systémes de développables.
Soint L et L’ les arétes derebroussement de ces développables. Les lignes L engen-
drent unc nappe focale S, les lignes L, l’autre nappe focale S’. Les droites de la
congruenee définissent une correspondance entre les points de S, S'. Aux lignes L de S
correspondent sur S’ des lignes L conjuguées aux lignes L ; de méme aux lignes
I, de 8’ correspondent sur S des lignes L, conjuguées aux lignes L. Soient A, A’
deux points correspondants de S, S’. Le plan osculateur & laligne L sortant de A cst
tangent 2 la développable correspondante et par conséquent est tangent a S’ en A'.
On aura donc

St'x =St'de =S¥td*x =o,
ou les différentielles ont été calculées le long des lignes L. Ces lignes seront par
conséquent définies par I'équation S¢' dzr =o; et, puisqu’elles satisfont aussi a la
St d?xz = o, elles satisferont aussi a I’équation
0 =dSt dr— St d*x =Sd¥ dx.

On déduit que l'équation Sd¢ dr = o doit &tre une conséquence de Péquation
St dx = o; par conséquent Sd¢’ dz est divisible par S’ dz.
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Par un changement des coordonnées hemogénes £', x le rapport
Sdi'dx . St dx peut changer; la différence cntre deux valeurs quel-
conques de ce rapport est une différentielleexacte dlog (o : p),que
Uon peut choisir & volonté. Si par exemple le rapport considéré est
une différentielle exacte, alors il sera une différentielle exacte pour
tout choix des coordonnées z et £'; et 'on pourra choisir les facteurs
p, ¢ de maniére que le rapport devienne égal a zéro. Pour que (18)
soit une différentietle exacte, il faul et il suffic que

2 Av+By _ 9 B+ Ap

(19) du A T oe B
ou

a2 A J /B Jd /A
(191) mlobﬁ—ﬂ(x‘\')—%(-ﬁp>

Si cette équation est satisfaite, on pourra (en multipliant A, B, A
par un méme facteur) rendre nulle la différentielle (18); de maniére
que 'on ait
(20) A,=—DBy, B.,=—AB.

L’équation (19) a une remarquable signification géométrique. En
effet, cette équation est équivalente 2 'une ou a l'autre des équations
(&', Ty, T4y Tyu) = o, (2'y Ziyy &0, Too) = 0.

Dans ce cas les u = const., v = const. sont des coordonnées asymp-
totiques méme pour la surface S'; c’est-a-dire sur les deux nappes
Jocales de la congruence se-correspondent les lignes asympto-
tiques; on dit alors que la congruence est W.

Etudions le cas le plus général. Nous pourrons choisir comme
coordonnées d’une droitede la congruence les

r=_1(z, 7)=A(a, )+ B(z, 2.).

Par de simples dérivations on calcule ry, ry, ru et 'ontrouve que

Au+ AO,, Bu—I—Bev
Fuy— A ry— —B—‘"u
— [o.w+ gy — (ot Ae’géB’J” Be")] r

B dtlogA
= ,\(xxu)[<TY)u+ e ]
) A )2 logB
+~B(zx")[<739>a+———’du039 ]
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On déduit facilement que les r satisfont toutes a une méme équa-
tion linéaire du second ordre (de Laplace) seulementsi I’équation
(19) est satisfaite, c’est-a-dire si la congruence est W.

Nous pouvons nous demander si cette équation de Laplace peut
avoir lesinvariants égaux. Cela arrive si 'équation (19) etl'équation
Jd?log(A : B) —o

(21) du dv

sont satisfaites toutes les deux. On pourra alors changer les para-
métres des asymptotiques de maniére que A =DB; et nous pouvens
aussi suppaser que les équations (20) soientaussi satisfaites. On aura
par conséquent

dlogA Jlog A

G =" g =8

d’ou 'on déduit
(22) ¢= Yu.

Et, si cette équation est satisfaite, on pourra déterminer la con-
gruence W, qui a S pour nappe focale, et qui est engendrée par des
droites, dont les coordonnées satisfont & une équation de Laplace
a invarianls égaux. Ces droites sont les tangentes aux lignes
u — v = const. de lasurface S. Cette équation détermine un systéme
de dévcloppables de la congruence. L’autre systéme est déterminé
par I'équation u + v = const. Les courbes de S définies par cette
équation sont les courbes conjuguées a celles qui sont définies par la
u— o= const. Les considérations suivantes nous démontrent que
méme les langentes aux lignes u—-v = const. engendrent une
congruence du méme type. Pour cela, proposons-nous la question
suivante :

Est-ce possible que sur une surface S existent deuz systémes
de o' courbes, conjugués entre eux, de maniére que les droites
tangentes & chacun de ces deux systémes forment une con-
gruence W ?

Dans ces hypothéses, si les deux systémes de courbes sont définis
par les équations
du _ dv du _ dv
N R U
dv:du=p et  dv.:du=yp
[p=DB:A,p'=B:A"],
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on aura p' = —p. Ecrivons I'équation (19,), et celle que !'on obtient
en substituant A’, B’ aux A, B. On trouvera

logp = d—i‘(mr)— 2 <E>,

92
(logp)uv= Juov o0 \o

4

__ -_ 9 B
(logo)ue = mlouf’ ~—(E(PT)+()—‘,(;>'

On en déduit que (logp)us = 0, c’est-a-dire nous trouvons la méme
équation (20) que nous avons trouvée précédemment.

Nous avons démontré (§29) que les surfaces non réglées projecti-
vement déformables, ou sont des surfaces R,, que nous avons déja
éludiées dans le paragraphe 33, ou sont des surfaces R. Remarquons
que ces derniéres sont précisément les surfaces pour lesquelles on
peut choisir les paramétres des asymptotiques de maniére que I'équa-
tion (22) soit satisfaite.

Les précédents résultats nous donnent de trés simvles propriétés
géométriques, qui caractérisent les plus importantes surfaces pro-
Jectivement déformables : les surfaces R. Le systéme conjugué
formé par les u + v =const., « — v = const. est appelé un réseau R.

42, Sur une transformation des surfaces R. — Si S est une surface
R, les cocfficients 3, y des équations fondamentales

o { Ty =02y + va-*-Pu-T,
(23)

Zpp =Y Zu—+ 8p2p+ Parx

satisfont & ’équation $,==y,. Si I'on change les p; en p;i+c (ou
¢ = const. ), on obtient un nouveau systéme d’équations différentielles

, Y= eu,}’u+ p.}’0+(1’11+c).7:
(24)

Yoo =Y Yut 0yo+ (Pra+c)y,

qui est aussi complétement intégrable, et qui définit une nouvelle sur-
face S’ projectivement applicable sur S. (Nous indiquons ici par z
une coordonnée quelconque d’un pointde S et pary une coordonnée
quelconque d’un point de S'.) Si z, y sont deux points corres-
pondants de S, S', nous pourrons faire correspondre a un point
Az + px, +vz, (de coordonnées locales A, p, v par rapport a un
point z de S)le point Ay + .y, + vy, (de coordonnées locales?, 1, v
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par rapport au point homologue y de S'). Aux points

~(©-6), m (),

qui appartiennent a la tangente a une courbe u—+ v =const., ou
u — v = const. sur la premiére surface correspondront les points

(), 0 @)

‘Ici o est une fonction quelconque des u, ¢. Sil'on pose &égal a une
combinaison linéaire homogene a coefficients constants des coordon-
nées du point y, alors les points ¢ et ¢’ appartiendront & un plan fixe
(le plan g =o0). Cela n’arrivera pas pour les points 5 et z°; nous allons
démontrer que ces deux points engendrent deux réseaux et seront les
points focaux de la droite (z3') pour la congruence engendrée par cette
méme droite. Nous démontrerons aussi que cectte congruence est
complétement harmonique ala surface S, c’est-a-dire que les asymp-
totiques de cette surface correspondent aux asymptotiques des sur-
faces (z) et (s') engendrées par le point z, et par le point z'. Pourcctte
démonstration, nous multiplierons les z, y par un méme facteur, de
maniére que ¢ = 1 (c’est-a-dire nous substituerons les ;f, %/- aux z, y).
Alors on trouve [en remarquant que y == ¢ estune solution des équa-

tions (24)] que
P11 = Pa=—oc, Z=Zy—Zy, 5=z, 2.
En dérivant on trouve, par cxemple :
Zu= Ouz,+ Bz, — (cx + 2uy),
By =— 0,2y — YZu-+ (CX + Zyy),

Zun = ATu+ p2p+ (B —0,) (cx + zup),

A=0uu+ 03 —c—0,— SY;
» = ﬁ(ou_ Ov) -t [3",—‘ }’30“— C.

Pour démontrer par exemple que les © = const. sont des asympto-
tiques méme pour la surface (z), il suffit de remarquer que z, z,, 3,
2y, sont des combinaisons linéaires des z., Zv, Zuy + cz, €1 que par
conséquent (3, 34, Zv, Zuu) =0. De méme on démontre qu’aussi le
v == const. sont des asymptotiques pour cette surface, et que les
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u = const., v = eonst. sont aussi des asymptotiques pour la surface
lieu du point 5'.
En remarquant que

Zy— 3y=Gu-+ 2= (Qu—Y)zu+ (B —8y),
1, . Iy ,
= ;(0,,—0— 6,—B—1y)z+ -?z'(O,,-— 6,—y+B)z
est une combinaison linéaire de z, ', on déduit que z et 5’ sont les
points focaux de la droite (3, z') pour la congruence engendrée par

ces mémes droites. Mais de la 3, =y, et des équations précédentes
on peut déduire encore un autre résultat, c’est-a-dire que

Zun=Az,+Bz,+ Pz,

ol les valeurs de A, P n’ont aucune importance pour nous, et o

)
dLu log(8,—0,+ B —1).

B = ﬁ —+
Pour pouvoir écrire cette équation, il faut démontrer que
0, —0,+ B'—T # 05
en effet, si cetbe quantité était nulle, alors

Zu+ 2p= (eu_Y)z;

et le point 'z n’engendrerait point une surface, comme nous 'avons
supposé dans ce paragraphe.
Par la méme méthode on démontre que

3y =03z, D3z,+ Q3
ou les valeurs de D, Q ne nous intéressent pas, et ol

0
C=ry+ S log(0u—0,+B—7)

On a par conséquent B, =GC,, qui est une équation analogue 2
Fautre : 3, = 1,. On en déduit que la surface lieu du point z est
elle-méme une surfaceR, et que les u == const. définissent méme
sur cette surface un réseau R.

Par des considérations corrélatives, on pourra définir les eon-
gruences complétement conjuguées & une surface et donner une
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nouvelle méthode pour déduire d’un réseau R connu d’autres
réseauz R.

Nous avons défini une transformation des réseaux R; en partant
d’un réseau R connu, on déduit ©* nouveaux réseaux : un des réseaux
transformés est défini parle choix d’un plan ¢ = o et de la constante c.
Donnons a cette constante une valeur fixe et faisons varier le plang;
solent ¢, ¢y deux combinaisons linéuires homogénes des y a coeffi-
cients constants, que nous substitucrons a la ¢ dans les considérations
précédentes. Nous trouverons alors deux congruences engendrées
par les droites (54, 2,) et (Z,,"Z|) complétement harmoniques au
résean x donné. Soit X le¢ point d’intersection de deux droites homo-
logues de ces congruences. On peut démontrer (') que le réseau
engendré par X est lui-méme complétement conjugué & ces deux
congruences et que les droites (z, X) engendrent une con-
gruence W, pour laquelle les points x et X sont les points focauz
de la droite (z, X). Non seulement la surface lieuw du point x,
mais aussi la surface liew du point X est une surface R. Cette
transformation (de Jonas) des surfaces R peut étre obtenue comme le
produit de deux des transformations précédentes (dues & M. Fubini).
Ce dernier a donné aussiune simple définition géométrique des trans-
formations de Jonas.

Soit S une surface R, et soit S' une surface projectivement
applicablesur'S; considérons la congruence des droites, tangentes
a S, qui rencontrent une droite fixe r. (La droite r sera une des
nappes focales de la congruence : la surface S est'autre nappe focale.)
A cette congruence correspond une autre congruence, pour
laquelle S’ est une nappe focale (deux droites correspondantes des
deux congruences sont tangentes 4 deux lignes correspondantes de S
et S' en des points homologues). -

L’autre nappe focale de la derniére congruence est une nou-
velle surface R, transformée de Jonas de la surface S.

On peut définir des transformations semblables pour d’autres
classes de surface (par exemple pour les surfaces F ou isothermo-
asymptotiques). Mais, pour les démonstrations et pour les dévelop-
pements de la théorie, nous renvoyons ala G. P. D.-

(*) B. SeaRe, C. R. Acad. Sc., séance du 7 juin 1927,
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Le cone de Segre a été introduit par C. Segre[6]; voiraussi éech[ﬁ],[iB].

Les pangéodésiques ont été étudiées par MM. Fubini[23], (:'ech [17], Bom-
piani|30]. La correspondance de Segre a été étudiée par C. Segre[6], Wilc-

zynski[37], éech [1],[13], Klobouéek [1]; celle de Moutard et d'autres cor-
respondances analogues par (v]ech[H, [13] et Lane [6]. Pour le théoréme de

Moutard, voir Darboux [1], Cech [8], [6], [13], Bompiani [23]. Les géo-
désiques projectives et les autres courbes analogues ont été étudiées par
MM. Fubini [8], Wilczynski [37], Bompiani [24], [32]; 'usage de 'invariant

de contact est da a (']ech.

La théorie des congruences Wsuivant la méthode indiquée au texte est due
A M. Fubini [11], [16], [19], [20], [21], [22]; voir aussi Jonas [4]. Une autre
théorie projective remarquable des congruences W est due & M. Tzitzéica
(voir son traité); pour la comparaison des deux théories, voir Terracini [8].

Pour les surfaces R et leurs transformations, voir Tzitzéica [14],[18],[16],
Demoulin [6], [7], Cartan [8], Jonas [4], Eisenhardt [14], Kanitani [2],
Fubini [24], [28], [27], [33], Mentré [8], [9], B. Segre [3], [6], Calapso[2],
[3], Finikoff [1], [3]. Cf. G. P.D., §17 C, 82, 84, 68. Un cas particulier remar-
quable des réseaux R est formé par un réseau tel que les courbes de chacune
de ses deux familles appartiennent respectivement a un complexelinéaire fixe,
ce cas a été étudié par M. Wilczynski [20], [27], cf. G. P. D.,§46; voir aussi
Guichard [6], Jacques [1], [2], [3], Finikoff [8]. Ces derniers réseaux sont un
cas particulier des réseaux dont toutes les courbes appartiennent a un com-
plexe quadratique fixe; voir Guichard [4], [8], Rouyer[1], Terracini [23].
M. Jonas[6] a considéré une classe remarquable de réseaux analogues aux

réseaux R; cf. G. P. D., §17 B et 53; voir aussi Terracini[8], éech [28].

On trouve un assez ample développement de cetle théorie dans la

G.P.D.(Chap. V).
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