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CHAPITRE XII. 
RÉSUMÉ DK LA THÉORIE ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DE PFAFF. 

70. Le produit extérieur. — Dans ce chapitre nous donnerons un 
bref résumé de divers théorèmes concernant les équations de PfafT 
dont nous ferons usage aux deux chapitres suivants. Nous supprime-
rons presque toutes les démonstrations que le lecteur trouvera dans 
l'Ouvrage de M. Goursat : Leçons sur le problème de P f a j f . 

Soient 

O), 101 Or) — ̂  air*n 
r = 1 

n 

2 = C02(.r) = 2 a*r&r<> 

deux formes linéaires de n variables xn. Nous introduirons 
une autre série de n variables x\, . . . , x'n indépendantes entre elles 
et des Xi, . . ., xn et nous formerons la forme bilinéaire alternée 

toi ( x ) o j 2 ( / r ' ) — o>2(#) ( x ' ) : 

nous l'appellerons le produit extérieur des deux formes linéaires coi 
et d)2. et nous la désignerons par [(0|(0a]. Evidemment 

in) 

| W| Wi] =2 alsa2r)0TrX's— Xsx'r\ 
[rs) 

n | 

la somme ^ étant étendue à toutes les combinaisons des indices 
e*) 

1,2, . . ., n deux à deux. 
Le produit extérieur obéit évidemment aux trois règles suivantes : 
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i° La loi distributive 

[<o, o>2, (o3 j = [(OiOj3 J [ u > 2 w 3 ] , 

[ oj] , OJ2 - !- J = [ (oJ (o2 ] !- [ co, to3 ] ; 

20 La loi de la multiplication scalaire 

| AW (, [JCO2 | = a ¡3 [ co J to2 | ; 

3° La loi anticommutative 

| (0., (0 1 | = | CO f to., |. 

Les produits extérieurs jouissent de la propriété de covariance par 
rapport à une substitution linéaire. Posons 

m m 

s — I .v- 1 
el désignons par Î2,, il2 ce que deviennent les formes tof, to2 moyen-
nant (1,) ; alors 

[L0i0J,] = \i}{il,\ 

en vertu de la substitution (i). 
Si les formes linéaires o)2, . . ., to,, sont linéairement indépen-

dantes, les formes bilinéaires [to,. wj (i < r < s < n) le sont aussi. 
Supposons, par impossible, qu'on ait une relation 

iw'i 

>rs) 

les quantités c,s n'étant pas toutes nulles. Pour fixer les i d é e s , soit 
c l 2 ^ o . Or les formes o>, étant linéairement indépendantes, on peut 
déterminer des valeurs de xr et x'r telles ([ue 

cĵ '.r ) = 1. (or{.r ) — o ( /• •-», >, . . . . n 
(02 (./•') = 1. (./•' ) m O ( S I . ' ) . . . . , / / ). 

L'équation (2) devient alors, contre la supposition, c,2 = o. 
Nous aurons souvent à invoquer le suivant lemme de M. Car-

tan (*): 

(') Voir Bull, de la Soc. math., 1. 47, 1919. p. 1 •"> 1. 
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Soient données 2 v ( i <v<n) formes linéaires 

( 3 ) iOj, to2) . . ., o)v ; 
( 3 ) 7,, . . . , Tv, 

vérifiant la relation extérieure 

D ^[c'VTrl = 0, 

les formes ( 3) étant linéairement indépendantes. Alors les formes (3') 
en dépendent linéairement, c'est-à-dire on a des relations de la forme 

(5) Crs": 
5 = 1 

en outre le tableau des coefficients crs est symétrique, c'est-à-dire 
rrs z= Ci/-. 

Démonstration. — On peut ajouter à (3) n — v formes linéaires 
auxiliaires wv+<, . . •, <*>» de manière que les n formes 

(0,, W,, 0)n 

soient linéairement indépendantes. Chaque forme linéaire en est alors 
une combinaison linéaire; en particulier, on peut poser 

n • n 

= 2 €r* 0)
 * ~

 C,'S ' "" ^ CrS " 
S = 1 S= I i —V + ] 

La relation (4) devient 

v n 

/ - l .v —l 
ou bien 

(VI v n 

(/•.*) r= i .v — v-4-1 
Or nous savons que les produits extérieurs qui y apparaissent sont 



RÉSUMÉ DE LA THÉORIE ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DE P F A F F . 20C) 

linéairement indépendants, d'où résulte 

crs = csr pour i < /', s ^ v ; 
c,.ç=o pour v :-i<5</i, 

ce qui conduit aux relations (5). 

71. Le covariant bilinéaire d'une forme de Pfaff. — Nous appli-
querons les définitions et propositions qui précèdent aux formes 
de Pfaff (formes linéaires de différentielles). Donc, si 

= ci\r dxr. o2 a2r dxr. C)! 
r = l = l 

les quantités ai,, et a2r étant des fonctions analytiques de n variables 
x i, . . ., xn, nous poserons 

[o)lw2] = Wj (d) to2(ô) — Wi(ô) 

= 2 (aira2S— «Ji«2r) (dxr OXs— 0xrdxs), 
(rs) 

d et ô étant deux différents symboles de différentiation. Ce produit 
extérieur jouit de la propriété de covariance par rapport à une substi-
tution analytique quelconque. Posons 

(<>) 'Tr— ' y m) y 

es,. étant des fonctions analytiques; l'effet de cette substitution sur les 
différentielles est donné par la substitution linéaire 

m m 

\ = l .î = I 
de manière que et Wj se changent en deux formes de Pfaff Î2,, 
où apparaissent les variables y et leurs différentielles ; en vertu de (6) 
et (6'), on a 

Lo),w2] - [12, Ûa]. 
D'une forme de Pfaff 

= w(<0 = ^ ar dxn 

PURIN! ET CEC1I 
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on peut déduire la forme bilinéaire alternée (1 ) 

(./ ~ d to(o) — ô 10(<l) (dar o./y— oar d.r,.) 
r— l 

in] 

( ë - ë ) i d X s <lx> K 
1rs) 

Nous rappellerons la dérivée extérieure de la forme de Pfaff; nous 
désignerons toujours la différentiation extérieure par un accent. On 
appelle co' aussi le covariant bilinéaire car, ici encore, on a iï = (•>' 
en vertu de (6) et (6'). 

On démontre aisément les règles suivantes pour la diflérentiation 
extérieure : i° on a <o' = o si et seulement si <o est une différentielle 
exacte d'une f o n c t i o n / ^ , . . . , xn) ; 2° (cot -f- ct>2)' = <o't -t- to!2 ; 3° a 
étant une fonction analytique de xt, . . ., xni on a 

(aw)'=a.oj' | c/a, C/OJ]. 

La propriété de covariance du produit extérieur et de la dérivée 
extérieure nous sera utile sous deux aspects différents : i° Si m — n 
et si le jacobien de la substitution (6) est différent de zéro, alors la 
substitution (6) signifie simplement un changement des variables 
indépendantes; on voit que les expressions [<0,0)3] et sont essen-
tiellement indépendantes du choix des variables indépendantes; dans 
les applications qui suivront, il ne sera jamais nécessaire de fixer ce 
choix, tous les calculs à faire étant invariants. 20 Si ni /1, la substi-
tution (6) équivaut à l'introduction de certaines relations entre les 
variables xt, . . ., x„ ; et la propriété d'invariance dit que chaque rela-
tion entre des expressions de la forme [ti),(o2] et 0/ reste conservée si 
l'on introduitdes liaisons quelconques entre les variables , , . ., xn. 
Naturellement, ces liaisons peuvent avoir comme conséquence des 
nouvelles relations entre ces expressions. 

72. Systèmes de Pfaff complètement intégrables. - Soit 

( 7 ) to, = o, (0V=0. 

un système d'équations de Pfaff à n variables . . ., xn. Nous sup-

( ! ) On s u p p o s e dl = cd. 
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poserons que les formes o ) r ( i<r^v) sont linéairement indépen-
dantes, d'où d'ailleurs, on peut supposer v /i, le cas v'= n 
étant sans intérêt. On dit que le système (7) est complètement inte-
grable s'il est équivalent au système 

fr(1 étant des fonctions indépendantes des variables x^, . . ., 
./•„, c'est-à-dire si 

V 

Wr = 2 °rs W*-
s= l 

Un système de relations entre . . ., xn constitue alors une solu-
tion de (7) s'il en résulte 

f\ ~ fr— cr. 

étant des constantes, et dans ce cas seulement. Dans le 
cas v = n — 1, le système (7) est toujours complètement inlégrable. 

On démontre que la condition nécessaire et suffisante pour que le 
système (7) soit complètement intégrable est que les équations 

( H ) co'i == O, (•)', — o, 

obtenues en dilïerentiant extérieurement les équations (7) soient une 
conséquence « algébrique » des équations 

I0j(c/) = O, û>v(rf) = o, 
o>i(8) = o, ojv(£) = o. 

Cela peut aussi s'exprimer de la façon suivante : Pour chaque point 
(xu .. appelons élément linéaire chaque / i -up le (ûte< , . .dx n ) \ 
un élément linéaire est dit intégral s'il satisfait aux équations du sys-
tème de Pfaff donné (7); deux éléments linéaires (dxt. . .,, dxn) ei 
(âxif . .., àxn) sont dits en involution [par rapport au système (1)] 
s'ils vérifient les équ itions (8). En employant cette terminologie, on 
voit que la condition nécessaire et suffisante pour que le système (7) 
soit complètement intégrable est que, à chaque point (x¡, ..., xn)7 

chaque couple ďéléments linéaires intégraux soit en involution. 

73. Le système caractéristique d'un système de Pfaff. — Consi-



2 1 2 CHAPITRE XII. 

dérons toujours le système de Pfaff 

(y) (•>, -- n (•), — o 

sans supposer qu'il soit complètement intégrable. On vérifie aisément 
que la propriété de deux éléments linéaires intégraux (dx\, . . .,dxn), 
(dxt, . . ., Sx,,) d'être en involution ne change ni par un changement 
de variables indépendantes ni par le passage de (7) à un système 
équivalent 

Particulièrement importants sont les éléments linéaires caractéris-
tiques ; ce sont les éléments linéaires intégraux qui sont en invo-
lution avec chaque élément linéaire intégral issu du même point 
(¿r, , . . . , xn). Les éléments linéaires caractéristiques sont ceux qui 
satisfont à un certain système de Pfaff(C). Le système (C) s'obtient 
évidemment de la manière suivante. Choisissons n — v formes de Pfaff 
wv+l, . . ., to„ telles que les formes 

soient linéairement indépendantes. Chaque expression bilinéaire 
alternée en (dx\, . (àz^, oxn) peut s'écrire comme 
expression bilinéaire alternée en 

En particulier, les premiers membres des équations 

( 8) (.)', o, . . ., (o'y = o 

peuvent s'écrire ainsi. En ordonnant ces premiers membres d'après 

( 0 , ( 6 ) , 10, ( 0 „ ( 8 ) 

et eu annulant les coefficients de 

cov+l(o), . . . , to«(o), 

on obtient un certain nombre d'équations de Pfaff. Le système (C) 
s'obtient en ajoutant ces équations aux équations (7). 

Evidemment, le système (C) coïncide avec (7) si le système (7) est 
complètement intégrable et dans ce cas seulement. 
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L'importance du système (C) découle du fait qu'/Z est toujours 
complètement integrable ; d'ailleurs, c'est le plus petit système com-
plètement intégrable contenant le système (7). Le système (G) peut 
donc s'écrire 

dy ] = <>, . — <>, 

y 1, . . ., étant des fonctions indépendantes des variables 
, . . ., xn ; le nombre k s'appelle la classe du système de Pfaff (7). 

Pour un système complètement intégrable, on a k = o et viceversa; 
le cas k= 1 est impossible. Si v-f-/r << /?., on peut ajouter aux fonc-
tions y i, . . ., yv+h) n — v — k autres fonctions , . . ., yn de 
manière que toutes les fonctions y,, . . ., yn soient indépendantes; 
alors on peut introduire yK, . . . . y,, au lieu de X\, . . ., xtl comme 
nouvelles variables indépendantes; or le système (7) transformé au 
moyen de cette substitution est équivalent à un syslème ne contenant 
que les V + /Î variables yK, . . ., qu'on appelle les. variables 
caractéristiques du système (7). Si v + k = //, les variables . . ., 
xtl elles-mêmes sont caractéristiques et leur nombre ne peut plus être 
abaissé par un nouveau choix de variables indépendantes. 

74. Les systèmes de Pfaff eninvolution. — Considérons un système 
de PfafF à n variables, x,, x2y . . ., x„ 

( 7 ) (•), = O. — O, . . . , (Ov O. 

Supposons que les formes de PfalT 

(Olr (02, 0)v 

soient linéairement indépendantes. O11 peut considérer les variables 
X\, . . ., xn comme des coordonnées (non homogènes) dans un 
espace Ê à n dimensions. Une variété à p dimensions de cet espace 
sera appelée solution ci p dimensions du système (7) si tous ses élé-
ments linéaires satisfont aux équations (7). Analytiquement, une 
solution à p dimensions du système (7) est donc donnée par des équa-
tions de la forme 

(.*) x¿= ?/(//i, . ... h p) 1 i ~ 1, . . ., n), 

les cp; étant des fonctions analytiques de p variables auxiliaires 
u 1, u2j . . ., up assujetties à la condition que les équations (7) soient 
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identiquement vérifiées en y remplaçant les x t par les valeurs (*) et, 
simultanément, les dxt par les valeurs 

dx-i = dui -h... -h ^fi- dp àu\ dup 

obtenues en différentiant les équations (*). Pour que la solution ait 
effectivement p dimensions, il faut supposer encore qu'il y ait parmi 
les fonctions cp¡p indépendantes entre elles. En remplaçant les 
M,, . . . , Up par p fonctions indépendantes de p nouvelles variables, 
on obtient de (*) une solution formellement distincte, mais que l'on 
regardera comme identique à la solution (-¥•); ce qui importe, c'est 
l'ensemble des relations entre les x-, seules équivalant aux équations 
paramétriques (*) . 

Particulièrement simple est l'étude des solutions à une dimension(l). 
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que le système (7) a 
la forme 

dxj — ij (y = 1, . . . , v), 

les seconds membres étant des formes de PfaiTquine contiennent que 
les différentielles dx^ + M . . ., dxrtň On voit sans difficulté que dans la 
solution a une dimension #,• = © / ( M ) ( ¿ = 1 , 2 , . . . , n) les fonctions 

• • M V/>(/y ) peuvent être choisies arbitrairement; pour déter-
miner les autres fonctions (a), . . ., cp/7(«), on n'a alors qu'à inté-
grer un système d'équations différentielles ordinaires. En se rappelant 
qu'une solution ne change pas en posant u = (d(v), on voit que dans 
le cas v << n— 1 la solution générale à une dimension dépend de 
n — v — 1 fonctions arbitraires d'un argument ; dans le cas v = n — 1, 
la solution générale à une dimension dépend de n — 1 constantes 
arbitraires. 

Beaucoup moins élémentaire est le cas des solutions à plus d'une 
dimension. Nous nous bornerons à considérer les solutions à deux 
dimensions. Rappelons que deux éléments linéaires intégraux 
(Sxty Sx2} • • àxn) et (dxn dx2l . . dxn) issus du même point 
(xt) x2, . . ., x„) s'appellent en involution s'ils vérifient les équations 

Í 8) (•)', n- O. O)!, = O, (»)!, O 

( 1 ) Les équations ( 7 ) et ( 8 ) étant linéaires et homogènes en dxx.dxv dxft, les 
éléments linéaires intégraux en involution avec E forment un système linéaire. 



RÉSUMÉ DE LA THÉORIE A N A L Y T I Q U E DES ÉQUATIONS DE P F A F F . ilC) 

obtenues de (7) par différentiation extérieure. Un élément linéaire 
intégral E = (ckr,, dx2l • • dxn) étant donné, appelons pour un 
moment caractère de E le nombre p des éléments linéaires intégraux 
linéairement indépendants issus du même point et en involution avec 
E ( i ) . On a toujours p> 1, car l'élément E lui-même est évidemment 
en involution avec E. En excluant des éléments E exceptionnels satis-
faisant à certaines égalités qui ne sont pas vérifiées identiquement, le 
nombre p a une valeur fixe p0 qui est appelée le caractère du système 
de Pfaff. Le caractère des éléments linéaires intégraux exceptionnels 
ou, comme nous les appellerons, singuliers est, si de tels éléments 
existent, supérieur à p0. Une solution du système de Pfaff (7) sera 
appelée singulière si tous ses éléments linéaires sont singuliers. Dans 
les applications qui suivront, nous n'aurons pas à considérer de solu-
tions singulières. 

Cela posé, nous dirons que le système de Pfaff (7) este/i involution 
(par rapport aux solutions à deux dimensions) si son caractère pu est 
> 2. On peut démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il existe une solution à deux dimensions contenant une courbe inté-
grale arbitrairement donnée est que le système(7) soit en involution. 
On peut donner un énoncé beaucoup plus précis : Soit G une courbe 
intégrale non singulière. Si p 0 = il existe une et une seule solu-
tion à deux dimensions contenant la courbe C. Si p„>3, les solu-
tions ci deux dimensions contenant la courbe C dépendent de 
p0 — 2 fonctions arbitraires de deux arguments. Dans nos appli-
cations, nous n'aurons qu'à considérer le cas p0 = 2. Les courbes inté-
grales C dépendent, comme nous l'avons vu plus haut, de 11 —v — 1 
fonctions arbitraires d'un argument ( 2 ) ; elles sont en général non sin-
gulières. Chaque courbe intégrale non singulière donne une solution 
non singulière à deux dimensions; or chaque courbe contenue dans 
une solution donnée à deux dimensions (de telles courbes dépendent 
évidemment d'une fonction arbitraire d'1111 argument) donne la même 
solution. Donc, dans le cas p0 = 2, les solutions non singulières à 
deux dimensions dépendent de n — v— 2 Jonctions arbitraires 
d1 un argument (*). 

C) Géométriquement, ce sont des courbes de l'espace 6 que nous appellerons 
courbes intégrales du système (7). 

( 2 ) L'existence des solutions à une dimension exige évidemment qu'il soit v^/j—1. 
( 3 ) Cela suppose que v £ n — 3 ; or, dans le cas v = n—"», on voit sans peine que le 
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Dans nos applications, nous aurons à considérer seulement des sys-
tèmes d'équations de PiafF (7) pour lesquels les équations ( 8) ont une 
forme particulièrement simple. Précisément : les équations (8) pren-
dront, en vertu des équations (7) elles-mêmes, la forme suivante : 

n — v— 2 

(<P 2 rtrtûlû4] = o ( / ' = 1, 2, . . . , n — V — 2). 
,v — 1 

Ici, les Í2|, seront des formes de PfaiF telles que les n formes 
do PfafT 

(10) oh, c*>2, coy ; Í2j, Q,; t,, t2, t„_v__2 

seront linéairement indépendantes. Les seront des combinaisons 
linéaires des £2,, £22 telles que le déterminant 

D í= I túrs I ( / ' , s = 1, 2, . . . , n — V — 2 ) 

ne sera pas identiquement égal à zéro. Nous allons calculer le carac-
tère p0 d'un tel système de PfafF. A cet effet, partons d'un élément 
linéaire intégral E = (ôx4, Sx2, » . ., àxn). Désignons par 6|, £2, ¿si 
crs ce que deviennent les formes S2,, co,., torjpour l'élément E. 
Pour un élément linéaire intégral E, = (dx t , dx2, . . ,}dxn) en invo-
lution avec E, on a les conditions (7) ainsi que 

n —v —2 
2 (zsers—tsO>rs) H- ar(Q± e2— Q2 êi) = o. 
S~1 

On voit que, si le déterminant | ers\ est différent de zéro, on peut 
donner arbitrairement les valeurs de £2, et £22 relatives à E, ; les valeurs 
des autres formes de Pfaff (10) sont alors déterminées sans ambiguïté. 
Les formes ( 10) étant linéairement indépendantes, on voit que p 0 = 
les éléments linéaires intégraux singuliers étant ceux pour lesquels 
D = o. Donc, sous les hypothèses actuelles, le système (7) est en 
involution et sa solution générale (à deux dimensions) dépend de 
n — v — 2 fonctions arbitraires d'un argument. Les solutions sin-
gulières, si elles existent, annulent tous les coefficients de D. Sur une 

système (7) ne peut être en involution que dans le ras où il est complètement inte-
grable; les solutions à deux dimensions dépendent alors de n — 2 constantes arbi-
traires. 



RÉSUMÉ DE LA THÉORIE ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DE P F A F F . 2 1 7 

solution non singulières à deux dimensions, les courbes intégrales 
singulières [que nous appellerons caractéristiques du système de 
Pfaff ( 7 ) ] s'obtiennent en intégrant l'équation D = o qui est, pour une 
solution à deux dimensions donnée, une équation différentielle ordi-
naire du premier ordre et du (n — v — 2) ,ènic degré. Donc il y a sur 
chaque solution non singulière à deux dimensions n — v — 2 systèmes 
oo1 de caractéristiques qui peuvent d'ailleurs coïncider en partie ou 
totalement. 

De la discussion qui vient d'être faite on déduit sans difficulté 
<[\iune solution (non singulière) à deux dimensions laisse indépen-
dantes les formes de Pfaff £2,, £2a. Nous exprimerons ce fait eu 
disant que le système de Pfaff (7) est en involution par rapport à 
£2|, L'importance de ce fait résulle des remarques suivantes : nous 
ferons usage du système de Pfaff (7) pour déterminer des surfaces S 
de l'espace ordinaire jouissant de certaines propriétés. Parmi les 
variables xK, x2, • • ., xn figureront des coordonnées curvilignes w, v 
de la surface S; et il est évident que seulement ces solutions (7) 
auront intérêt pour notre but qui laissent indépendantes les variables 
uy v. Or toutes les solutions à deux dimensions de (7) auront cette 
propriété, car les formes £2,, Í22 ne contiendront que les différentielles 
du, dv, de manière que l'indépendance linéaire de £2,, £22 assurera 
celle de du, dv. 
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