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CHAPITRE XII.

RESUME DE LA THEORIE ANALYTIQUE DES EQUATIONS DE PFAFK.

70. Le produit extérieur. — Dans ce chapitre nous donnerons un
bref résumé de divers théorémes concernant les équations de Pfafl
dont nous ferons usage aux deux chapitres suivants. Nous supprime-
rons presque toutes les démonstrations que le lecleur trouvera dans
I’Ouvrage de M. Goursat : Legons sur le probléme de Pfayf.

Soient

n
wy == wy ()= E ay, &y,
r=t
n
—y
=, (r)= 2 A2y 2y
r=1

deux formes linéaires de n variables z,,..., x,. Nous introduirons

une autre série de n variables 2, ..., z, indépendantes entre elles
et des z,, ..., x, et nous formerons la forme bilinéaire alternée

o (Z) (2 —wa(z)w(2'):

nous Pappellerons le produit extérieur des deux formes linéaires w,
el w,. et nous la désignerons par [w,w,]. Evidemment

in)
| wyo,] =E (arr@ss— aigasy) (zprs—z,2)),
(rs)
nj
la somme 2 étant étendue a toutes les combinaisons des indices
(rs)
1,2, ..., n deux a deux.
Le produit cxtérieur obéit ¢évidemment aux trois régles suivantes :
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1° La loi distributive
Loy -i- vy, 03] =|wyog]-i- [ wawg],
lo), wat-wy]=[w;m] - [w w;];
2° La loi de la multiplication scalaire

aw,, Pw,] = af[w,w,]:

3° La loi anticommautative

|wyw | =—|wim,].

Les produits extérieurs jouissent de la propricté de covariance par
rapport a une substitution linéaire. Posons

m m

N\ ' N ’
(r) Sy = Lpg Vs L= Oy )y

s=1 R |

el désignons par 2,, 2, ce que deviennent les formes ©,, v; moyen-
nant (1,); alors
lwywy ]| =[QQ]
en vertu de la substitution (1).
Siles formes linéaires w,, vy, ..., v, sont linéairement indépen-
) 2y ’ d
dantes, les formes bilinéaires [w, w,] (1<r <<s<n) le sont aussi.
) = =
Supposons, par impossible, qu’on ait une relation

i,

() el =0
L e )

1rs)

les quantités c,.. n’étant pas toutes nulles. Pour [ixer les idées, soit
¢ia 7Z 0. Orles formes w, étant linéairement indépendantes, on peut
déterminer des valeurs de r, et ', telles que

o (r)=1. Wp( L) == 0 iy oy e

wy (') =1. mg(’)y =0 Cs =00 050 .o, n).

L’équation (2) devient alors, contre la supposition, ¢,3 = o.
Nous aurons souvent i invoquer le suivant lemme de M. Car-
tan (') :

(') Yoir Bull. de la Soc. math., 1. 47, 1919, p. 151.
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Soient données 2v (1 <v<n) formes linéaires

(3 Wy, Wy L., Oy

(3" Thy  Try eeey Tuy

vérifiant la relation exiérieure

v

KR Z[(u,.r,.] =o,

r=iI

les formes (3) étant linéairement indépendantes. Alors les formes (3')
¢n dépendent linéairement, ¢’cst-a-dire on a des relations de la forme

N
(3) . = E Crsty;

§=1
cn outre le tableau des coefficients ¢, est symétrique, c’est-a-dire

Cps = Cgp.

Démonstration. — On peut ajouter 4 (3) n — v formes linéaires

auxiliaires wy44y ..., w, de maniére que les n formes

O, V2 ..., Oy

soient linéairement indépendantes. Chaque forme linéaire en est alors
une combinaison linéaire; en particulier, on peut poser

n

n
QU
== Crsg = CrsWs-i- Cps V5.
s=1 s=1 S§=V+41

La rclation (4) devient

2 n
0 :Z E Crs[0poy]

r=1 s=1\

ou bien

1

3 (Crs— Csr) [wywy] E E crs[wpmg] =o.

(;c) r=1 s=v-+I1

Or nous savons que les produits extérieurs qui y apparaissent sont
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linéairement indépendants, d’ou résulte

Cps= Cyp pour 1<r, s<v;
Crs=0 pour 1<r<v, v--1<s<n,
ce qui conduit aux relations (3).
71. Le covariant bilinéaire d'une forme de Pfaff. -— Nous appli-

(uerons les définitions et propositions qui précédent aux formes
de Pfaff (formes linéaires de différentielles). Donc, si

n n
W, = E a, dr,., m, = E a,, dx,.

r=1 r=t

les quantités a,, et a,, étant des fonctions analytiques de n variables
XLyy « .., Ly, NOUS POSErONSs

[wiws] = w;(d) wa(8) — 0, () wa(d)
(n)
:Z (alra'z.\'— alsa'Zr) (d:lf,- a'ts_— ?‘Ir d.I‘.gl),

(rs)

d et ¢ étant deux différents symboles de différentiation. Ce produit
extérieur jouit de la propriété de covariance par rapport a une substi-
tution analytique quelconque. Posons

(6) =9 (Y1y oo Y,

s, étant des fonctions analytiques; P'effet de cette substitution sur les
différentielles est donné par la substitution linéaire

m m

). d'_‘o,, .

(G ) dr,= 5}; (ZLV-"' 0, = -— 0y,

s=1 s=I

de maniére que w, et w, se changent en deux formes de Pfaff Q,, Q,,

ou apparaissent les variables y- et leurs différenticlles; en vertu de (6)
et (6'), ona

loyws] =[Q,92.].
D’une forme de Pfaff’
o =uw(d) :2 a, dx,,
r=1

FUBINI ET CECH 14
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on peut déduire la forme bilinéaire alternée (')

n
w'=dw(@)—asw(d) :Z (da, sr,—sa, dr,)

r=i
(n)

= (3%" — %fa) (dxg dr)— dur, d.ry).
irs)

Nous 'appellerons la dérivée extéricure de la forme de Pfaff; nous
désignerons toujours la différentiation extérieure par un accent. On
appelle o' aussi le covariant bilinéaire car, ici encore,on a Q' = o'
en vertude (6) el (6").

On démontre aisément les régles suivantes pour la diftérentiation
extérieure : 1° on a w' = o si et seulement si w est une différentielle

exacte d'une fonction f (2, ..., Zn); 2° (0, +©2) =0, + w,; 3% 2
étant une fonction analytique dex,, ..., z,, on a
(2m) = 2.0 | d2, dw).

La propriété de covariance du produit extéricur et de la dérivée
extérieure nous sera utile sous deux aspects différents : 1°Sim=n
el si le jacobien de la substitution (6) est différent de zéro, alors la
substitution (6) signifie simplcment un changement des variables
indépendanltes; on voit que les expressions |w,ws] et w' sont essen-
ticllement indépendantes du choix des variables indépendantes; dans
les applications qui suivront, il ne sera j'amais nécessaire de fixer ce
choix, tous les calculs a faire étant invariants. 2° Si m <7 n, la subsu-
tution (6) équivaut a l'introduction de certaines relations entre les
variables x,, ..., ir,; etla propriété d'invariance dit que chaque rela-
tion entre des expressions de la forme [w,w,] et ' reste conservée si
P'on introduit des liaisons quelconques entre les variablesz,, ..., ;.
Naturellement, ces liaisons peuvent avoir comme conséquence des
nouvelles relations entre ces expressions.

72. Systémes de Pfaff complstement intégrables. -~ Soit

(7) w; =0, w, =0,

un systéme d’équations de Pfaff a » variables z,, ..., .r,. Nous sup-

(') On suppose & = éd.
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poserons que les formes w, (1 <r<v) sont linéairement indépen-
dantes, d’ou v<n; d’ailleurs, on peut supposer v<_n,le casv=n
étant sans intérét. On dit que le systéme (7) est complétement inté-
grable s'il est équivalent au systéme

«7") Afy=o. ceey afy=o,

Sr(1<r<v) élant des fonctions lndépendamec des variables =,, ..

Loy € ‘est-a-dire si
Al .
0y = 2 Crs [{/s-

s=1
Un systéme de relations entre z,, ..., z, constitue alors une solu-
ton de (7) ¢'il en résulte
Ji=zen Sr= ey

e, (1Sr<v) élant des constantes, et dans ce cas sculement. Dans le

casv=n— 1, le systéme () est toujours complétement intégrable.
On démontre que la condition nécessaire et suffisante pour que le

systéme (7) soit complétement intégrable est que les équations

(&) (;)'1 = 0, (v)." = 0,

obtenues en dilférentiant extérieurcment les équations (7) solent une
conséquence « algébrique » des équations

o (d)y=o, wy(d)=o,
w(8) =0, wy(8)=o.

Cela peut aussi s’exprimer de la fagon suivante : Pour chaque point
(Z1y.--12.), appelons élément linéaire chaque n-uple (dz,, ..., dzx);
un ¢lément linéaire est dit intégral s'il satisfait aux équations du sys-
téme de Pfaff donné (7); deux éléments linéaires (dxz,, - .., dz,) el
8z, ..., dz,) sont dits en involution [par rapport au systéme (1)]
s'ils vérifient les équations (8). En employant cette terminologie, on
voit que la condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (7)
-soit complétement intégrable est que, a chaque point (x,, ..., Z»),
chaque couple d’éléments linéaires intégraux soit en involution.

73. Le systéme caractéristique d’un systéme de Pfaff. — Consi-
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dérons toujours le systeme de Pfafl
(7) M) =20, ... W,=0

sans supposer qu’il soit complétement intégrable. On vérifie aisément
(uela propriété de deux éléments linéaires intégravz (dz,, . . .,dz,),
(ézy, ..., éx,) d’étre eninvolution ne change ni par un changement
de variables indépendantes ni par le passage de (7) a un systéme
équivalent

cy

O\ g
: Creg == 0 (Zrsv; el 520).

Particuliérement importants sont les éléments lincaives caractéris-
tiques; ce sont les éléments linéaires intégraux qui sont en invo-
lution avec chaque élément linéaire intégral issu du méme point
(21y.++, xa). Les éléments linéaires caractéristiques sont ceux qui
satisfont 4 un certain systéme de Pfaff (C). Le systéme (C) s’obtient
¢videmment de la maniére suivante. Choisissons n — v formes de Pfaff
Wogry - .-, 0, telles que les formes

[CIFRENU TN ceey g

soient lin¢airement indépendantes. Chaque expression bilinéaire
alternée c¢n (dzy, ..., dz,), (dz,, ..., dx,) peut s'écrire comme
expression bilinéaire alternée c¢n

wi{d), ..., w,ld) o (8), ..., w,(3.
En particulier, les premiers membres des équations

( 8) (-)', =20, (-).', = 0

‘)
peuvent s’éerive ainsi. En ordonnant ces premiers membres d’aprés
o (8), (), ..., ©,(8)
et en annulant les cocfficients de
Wy11(0), ..., Wy (o )

on obtient un certain nombre d’¢quations de Pfafl. Le systeme (C)
s’oblient en ajoutant ces équations aux équations (7).

Evidemment, le systeme (C) coincide avec (7) sile systeme (7)est
complétement intégrable et dans ce cas seulement.
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L’importance du systéme (C) découle du fait qu’il est toujours
complétement intégrable ; d’ailleurs, c’est le plus petit systéme com-
plétement intégrable contenant le systéme (7). Le systeme (G) peut
donc s’écrire .

dy;=o, ) AYyar =0,

Y1y oy Yupk Clant des fonctions indépendantes des variables
iy « ..y Za; le nombre A s’appelle la classe du systéme de 1’feiff(7).
Pour un systéme complétement intégrable, on a k = o et viceversa;
le cas k= 1 est impossible. Si v+ A < n, on peut ajouter aux fonc-
Hons ¥y, ..., Yupky, % —v-—A autres fonctions ). g1y -.., ya de
maniére que toutes les fonctions 3, ..., y, soient indépendantes;
alors on peut introduire y,, ....», au lieu de z,..., z, comme
nouvelles variables indépendantes; or le systéme (7) transformé au
moyen de cette substitution est équivalent i un sysi¢me ne contenant
que les v+ k variables y, ..., y,,x qu'on appelle les variables
caractéristiques du systéme (7). Si v + k = n, les variables x4, . . .,
z, elles-mémes sont caractéristiques et leur nombre ne peuat plus étre
abaissé par un nouveau choix de variables indépendantes.

T4. Les systémes de Pfaff en involution. — Considérons un syvstéme
de Pfaff a n variables, z,, z,, ..., 2,

(7 my == 0, == 0, R W, 0,

Supposons que les formes de Pfall

My, Wy, RN OM

solent linéairement indépendantes. On peut considérer les variables
Zyy Lay ..., Ty comme des coordonnées (non homogénes) dans un
espace & 4 n dimensions. Une variété a p dimensions de cet espace
scra appelée solution a p dimensions du systéme (75) si tous ses €1é-
ments linéaires satisfont aux équations (7). Analytiquement, uné
solution & p dimensions du systéme (7) est donc donnée par des équa-
tions de la forme

(%) L= 9 (g, My oo, U p) (E==1,2, ..., 1),

les ¢; étant des fonctions analytiques de p variables auxiliaires
Wiy Uyy « .., Up assujetties & la condition que les équations (7) soient
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identiquement vérifiées en y remplagant les z; par les valeurs (*) et,
simultanément, les dz; par les valeurs

Adr;= %dui—i—.. R ::;d

obtenues en différentiant les équations (x). Pour que la solution ait
cffectivement p dimensions, il faut supposer encore qu’il y ait parmi
les fonctions ¢;p indépendantes entre elles. En remplagant les
ty, ..., tp par p fonctions indépendantes de p nouvelles variables,
on obtient de ( x) une solution formellement distincte, mais quel’on
regardera comme identique & la solution (%); ce qui importe, c’est
I'ensemble des relations entre les #; seules équivalant aux équations
paramétriques ().

Particuliérement simple est I'étude des solutions a ure dimension ().
Sans restreindre la généralilé, on peut supposer que le systéme (7) a

la forme
dxj=1j (J=1,2,...,9)

les seconds membres étant des formes de Pfaff quine contiennent que

les différentielles diry,,, ..., dx,. On voit sans difficulté que dans la
solution i une dimension z; = ¢, () ({ =1, 2, ..., r) les fonctions
2951(1), - .., 2p(1) peuvent étre choisies arbitrairement; pour déter-

miner les autres fonctions ¢, («), ..., 9, (u), on n’a alors qu’a inté-
grer un systéme d’équations différentielles ordinaires. En se rappelant
qu’une solution ne change pas en posant ¥ = o (v), on voit que dans
le cas v<Zn—1 lasolution générale a unc dimension dépend de
n —v — 1 fonctions arbitraires d’'un argument ;dans lecas v=n—1,
la solution générale a une dimension dépend de n— 1 constantes
_arbitraires.
Beaucoup moins élémentaire est le cas des solutions a plus d’une

dimension. Nous nous bornerons a considérer les solutions a deux
dimensions. Rappelons que deux éléments linéaires intégraux

(dz,, 0xa, ..., dz,) et (dz,,dz,, ..., dz,) issus du méme point
(4, &2y ..., Za) sappellent en involution s'ils vérifient les équations
(8) o) =z 0, m, = 0, m, =0

(') Les équations (7) et (8) étant linéaires et homogénes cn du,. dx,, ..., dz,. les

éléments lincaires intégraux en involution avec E forment un systéme linéaire.
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obtenues de (7) par différentiation extérieure. Un élément lincaire
intégral E = (dz,, dur,, ..., dz,) étant donné, appelons pour un
moment caractére de E le nombre p des éléments linéaires intégraux
linéairement indépendants issus du méme point et en involution avec
E(*). On a toujours p> 1, car 'élément E lui-méme est évidemment
en involution avec E. En excluant des éléments E cxceptionnels satis-
faisant a certaines égalités qui ne sont pas vérifiées identiquement, le
nombre p a une valeur fize p, qui est appelée le caractére du systéme
de Pfaff. Le caractére des éléments linéaires intégraux exceptionnels
ou, comme nous les appellerons, singuliers est, si de tels éléments
existent, supérieur a p,. Une solution du systéme de Pfaff (7) sera
appelée singuliére si tous ses ¢éléments linéaires sont singuliers. Dans
les applications qui suivront, nous n’aurons pas & considérer de solu-
tions singuliéres.

Cela posé, nous dirons quelesystéme de Pfaff (7) esten involution
(par rapport aux solutions 4 deux dimensions) si son caractére p, est
2 2. On peut démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'il existe une solution a deux dimensions contenant une courbe inté-
grale arbitrairement donnée est que le systéme () soit en involution.
On peut donner un énoncé beaucoup plus précis : Soit G une courbe
intégrale non singuliére. Si p,= 2, il existe une et une seule solu-
tion a deux dimensions contenant la courbe C. Sip,2> 3, les solu-
tions & deux dimensions contenant la courbe C dépendent de
po — 2 fonctions arbitraires de deux arguments. Dans nos appli-
cauons, nous n’aurons qu’a considérer le cas p, = 2. L.es courbes inté-
grales C dépendent, comme nous 'avons vu plus haut, de n. —v -1
fonctions arbitraires d'un argument (?); elles sonten général non sin-
guliéres. Chaque courbe intégrale non singuliére donne une solution
non singuliére 4 deux dimensions; or chaque courbe contenue dans
une solution donnée a deux dimensions (de telles courbes dépendent
évidemment d’une fonction arbitraire d’un argument) donne la méme
solution. Donc, dans le cas p,= 2, les solutions non singuliéres
deux dimensions dépendent de n —v— 2 fonctions arbitraires
d'un argument (*).

(') Géométriquement, cc sont des courbes de I'espace & que nous appellerons
courbes intégrales du systéme (7).

(2) L’existence des solutions 2 une dimension exige évidemment qu'il soit van—2.

(*) Cela suppose que v< n— 3; or, dansle cas v = n — 2, on voit sans peine quele
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Dans nos applications, nous aurons a considérer seulement des sys-
témes d’équations de Pfaff (7) pour lesquels les équations (8) ont une
forme particuliérement simple. Précisément : les équations (8) pren-
dront, en vertu des équations (7 ) elles-mémes. la forme suivante :

n—v-—2

(9 E [tsos]-i- @ [Q, Q2] =0 (r=1,2,...,n—v —2).

1

§

Tci, les 5, 24, Q, seront des formes de Pfaff telles que les n formes
de Pfaft

(10) M, Wy L.y Q0 Qo Ty, Ty, eesy, Ta—yez

scront linéairement indépendantes. Les w,, seront des combinaisons
linéaires des 2, Q, telles que le déterminant

D =|ow,| (rys=1, 2

Yy vy R— YV —2)

b )

ne sera pas identiquement égal a zéro. Nous allons calculer le carac-
tére p, d'un tel systéme de Pfaff. A cet effet, partons d'un élément
linéaire intégral E =(dz,, 6z,, ..., 0x,). Désignons par e, ¢, e, &,
ers ce que deviennent les formes Q,, Q,, w,, 7, w,s pour I'élément E.
Pour un élément linéaire intégral E, = (dz,, dz,, ...,dz,) en invo-
lution avec E, on a les conditions (7) ainsi que

n—v—2

Z (tsers—ts00p5) +- @p(Qrea— Qy¢y) = 0.

s=1

On voit que, si le déterminant | e,| est différent de zéro, on peut
donner arbitrairement les valeurs de , et 2, relatives A E, ; les valeurs
des autres formes de Pfaff (10) sont alors déterminées sans ambiguité.
Les formes (10) étant linéairement indépendantes, on voit que 9, = 2,
les éléments linéaires intégraux singuliers étant ceux pour lesquels
D = 0. Donc, sous les hypothéses actuelles, le systéme (7) est en
tnvolution et sa solution générale (a deux dimensions) dépend de
n—v— 2 fonctions arbitraires d’un argument. Les solutions sin-
guliéres, si elles existent, annulent tous les coefficients de D. Sur une

systéme (7) ne pcut étre en involution que dans le cas ou il est complétement inté-
grable; les solutions & deux dimensions dépendent alors de n — 2 constantes arbi-
traires.
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solution non singuliéres 4 deux dimensions, les courbes intégrales
singuliéres [que nous appellerons caractéristiques du systéme de
Ptaff (7)] s’obtiennent en intégrant I'équation D = o qui est, pour une
solution a deux dimensions donnée, une équation différentielle ordi-
naire du premier ordre et du (n ——v — 2)*®m° degré. Donc il y a sur
chaque solution non singuliére 4 deux dimensions n — v — 2 systémes
' de caractéristiques qui peuvent d’ailleurs coincider en partie ou
totalement.

De la discussion qui vient d’étrc faite on déduit sans difficulté
qu’une solution (non singuliére) @& deux dimensions laisse indépen-
dantes les formes de Pfaff Q,, 2,. Nous exprimerons ce fait ev
disant que le systéme de Pfaff (7) est en involution par rapport a
Q,, €,. L’importance de ce fait résulle des remarques suivantes : nous
ferons usage du systéme de Pfaff (7) pour déterminer des surfaces S
de Tespace ordinaire jouissant de certaines propriétés. Parmi les
variables z,, x,, ..., z, figureront des coordonnées curvilignes u, ¢
de la surface S; et il est évident que seulement ces solutions (7)
auront intérét pour notre but qui laissent indépendantes les variables
u, ¢. Or toutes les solutions & deux dimensions de (7) auront cette
propriété, car les formes 2, 2, ne contiendront que les différentielles
du, dv, de maniére que l'indépendance linéaire de &,, 2, assurera

celle de du, dv. )
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