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§ 1 . N á z o r n y \> o j « m v a V t o r u . 
xxx >: xxxxxxx >vx xx> xx x xx xxx y;c :< x r x x xx :< x >:x x :? x x x x >:'-: 

P r o s t o r / obyčejný / a joho bcdy joklá-U/nc za znáwíí p o ^ 
my» Body budeme z p r a v i d l a znáčifci velkými l a t in skými písmeny z 

- k o n c e abecedy ř , Q, H, 3> T: Z u t d . j ; 
Transformace pros toru je p r a v i á l c , Tcíoré každému bodů 

pros toru p ř i ř a z u j e bod téhoř p r ^ t o r u . Jedním tp-.t-ai trnnsforinac« 
trsuialace - č i l i posouváni . Popíšémy j i takto? P ř e j d e - l i t r a n s -

l a c í t|od P v bod p ' , pák pře jde bod Q v bod q ' talc, že obě úročitý 
PP a QQ' j s o u btejně? dlouhá, mají s t e j n ý o&šv a s t o j n ý sj?y«3l a n í -

i ; í 

j Bódy P, P ' j e určen vázaný vektor« Bod P s l u j e počátek , 
bod p ' konec vázaného vektoru» Vzdá lenos t bodu P od bodu p ' 
slujte délkou vázaného i v e k t o r u . Vázaný v e k t o r má u r č i t o u délkti,1 , 
urči j tý směr a u r č i t ý ^mysl směru. 

— L J — T r a n s l a c í - j e určeno nekonečně mnoho vázaných vektorfl.»ne-
bo í; z v o l í me-1 i v p r o s t o r u l i b o v o l n ý bod P , j e t r a n s l a c í j edno-

i . 
znaŠn^ určen bod p ' > t e d y vázaný v e k t o r o počátku F a konoi 
p r ! i 

Z v o l í m e - l l ' obráceně v p r o s t o r u vázaný v e k t o r o počátku P 
a kqnci P ' , e x i s t u j e j e d i n á t r a n s l a c e p ř e v á d ě j í c í bod P v bíod 
pT Vázáným vektorem je určena t r a n s l a c e . 

• ! ' 

; Dirfi vásané v e k t o r y mohou ijirSovati stájmou t r a n s l a c i . f e n t o 
případi nsjjtanem když a j en když dé lky obou vektorů Jsou s t e j n é , 

'i ! •* I 
oba vefc to i^ mají ' s t e j n ý směr a s t e j n ý sny s l směru. 

K a j í - l i dva vázané vektory ^te jnou dé lku , s t e j n ý směr a 
s t e j n ý ; s r n ý f l směru, řekneme, že j s o u to dvě. r e a l i s a c e téhož v o l -
ného v e k t o r u . Pro nás d ů l e ž i t ý poje® j s o u v o l n é / n i k o l i vázané/ 
v e k t o r y ; budeme j im č a s t o ř í k a t i p r o s t ě v e k t o r y . Volné v e k t o r y 
budeme; z n a č i l i velkými l a t i n s k ý m i písmeny z počátku abecedy 



Af 3 r C, D a t d . Proměnný v e k t o r budeme o z n a č o v a t ! písmenem X 
nebo Y. 

Jiným typem transformace j e homothet ická transformace 
č i l i s t ředová podobnost» Tato j e určena bodem, zvaným s třed» a 
č í s l e m , jemuž s e ř íká u r č u j í c í poměr, / u r č u j í c í č í s l o / . 

J e - l i s t ř e d v bodě S a j e - l i u r č u j í c í č í s l o , pak 
s t ř e d o v á podobnost s e dá p o p s a t i takto* Střed S zůstana v p r o s -
toru pevný. Každý j i n ý bod v p r o s t o r u změní své m í s t o a t o t a k t o t 
J e - l i Z l i b o v o l n ý bod p r o s t o r u různý od S , pak j e určen v á -
zaný v e k t o r o počátku S a konc i ; Z. Určíme pak bod z' v e 
.dvou. t ř e t i n á c h dé lky t o h o t o vázaného v e k t o r u . 

J e - l i u r č u j í c í č í s l o záporné ku p ř , - y , pak bod Z 
- j e od s t ř é d u S v e v z d á l e n o s t i dé lky v e k t o r u S ,Z , avšak v 
„opačném- směru. 

T r a n s l a c e , p ř i n í ž zůstěnou body na m í s t ě , s l u j e n u l o v á . 
Nulovou t r a n s l a c í p ř e j d e počátek P v koneo P, t . j , počátek i 
konec každého v e k t o r u vázaného s p l ý v a j í . Nulová t r a n s l a c e u r č u j e 
j e d i n ý v o l n ý v e k t o r , j e j ž nazveme nulový a budeme z n a č i t ! O' . 

K e n i - l i v e k t o r A nu lový , nazveme j e j nenulovým v e k t o -
rem. . 

Středová podobnost , j e j í ž u r č u j í c í č í s l o j e 1 , j e nu-
l o v á t r a n s l a c e , nebo í vSecky body p r o s t o r u zůstanou na m í s t i . 
J e - l i u r č u j í c í č í s l o s t ř e d o v é podobnost i - 1 , pak t a t o s l u j « 
s t ř e d o v o u s o u m ě r n o s t í . J a - l i u r č u j í c í č í s l o 0 , pak každý bod 
j e transformován s t ř e d o v o u podobnost í v bod 3 . 

§ 2 . P o č e t n í p r a v i d l a / a x i o m y / pro 
„ xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

v e k t o r y . 

Definujme t y t o o p e r a o e s v e k t o r y : 1 , s č í t á n í dvou v e k t o r ů 
2 , násoben í v e k t o r u 

, č í s l e m . 



S č í t á n í vektorů , i íeohí jsou dány vektory A a B j i -
miž j sou def inovány v p r o s t o r u dvě t r a n s l a c e . S e č í t a t t y t o dva 

-vek.to.ry znamená u r č i t v e k t o r C - označíme j e j A + B -
-4enž-vznikne , provedeme-l i prvou a pak druhou t r a n s l a c i , jak 
naznačeno v obrázku. 

A • B 
i 

Pro s č í t á n í dvou vektorů p l a t í t a t o p r a v i d l a n e b o l i 
axiomy: l íechí j s o u dány vektory A, B, C. Pak 

11 * + c z A + CB * GJ* sáfcon asocia'fci',m^* 
I I . A • B - B > A • To j e zákon komutat ivn í . 
I I I ; Á • O ' - A 

17. J e - l i dán v e k t o r A, pak e x i s t u j e přesně jeden v e k t o r -
i. označme j e j - A - takový, že A * ( - a ) - o ' . 

1 ! | ! : v y -

; | ffášobení vektoru č í s l e m . Každému č ía l t t e a v e k t o r « A 
přiřadíme v e k t o r - označíme j e j c A - t a k t o : íTecht j e dán 

i. 

v pros toru pevný bod S . Pak e x i s t u j e s tředová podobnost o s t ř e -
du i S | a u r č u j í c í m poměru c; . V<^lňý v e k t o r A určuje vázaný 
•ektoi f o počátku S . Konec tohoto vektoru označme P . S t ř e * 
dovóu podobností j e pak p ř i ř a z e n bodu P bod p ' . Tázaným 
•ektořem o počátku S a konci P ' j e pak určen vo lný v e k t o r A• 
Definujeme A' a e A • 

Kásob i t i v e k t o r A č í s l e m c znamená tedy u r č i t i v e k t o r , 
jehož dé lka je rovna | c [ násobku dé lky vektoru A, jehož směr 
j e s t e j n ý jako směr v e k t o r u A a t o smyslu s t e j n é h o , když c > 0» 
smysltipbpa&iého. když c < O . 

(A. • B ) • <J zna mená,že s e nejprve s e č í t a j í vektory , 
A a- B a k výslédnému v e k t o r u A • B s e p ř i č t e v e k t o r O. 



- 4 -

Snadno se přesvědčíme, že d e f i n i c e vektoru c.A nen í 
z á v i s l á na v o l b ě s t ř e d u S . Z v o l í m e - l i j i n ý s třed T různý od 
S , dostaneme s i c e j i n ý vázaný v e k t o r , a l e s t e j n ý vo lný v e k t o r 
c.A. 

Pro násobení v e k t o r u č í s l e m p l a t í t a t o p r a v i d l a : 

T. c . ( d . A ) s . ( c . d j . A. 

TI. • čj. A s c .A • d.A 

o , d j sou l i b o v o l n á r e á l n á 
č í s l a 

VII. J e - l i dáno č í s l o c a dva rektory A, B, pak 

o. ( A • B ) - c . A • c.B 

fěohto osa pravidel je odvozeno z názoru /podobná pra-
vidla platí v algebře pro čísla/. Ostatní pravidla můžeme odvo-
dit! deduktivně z těchto osmi. Uvedše bez důkazu tyto věty s 

(-

( - A J , 
l). A s 
o • O' x 
0. A * 

A 
o ' 

Podle pravidla I je definován součet n vektorů 



u 
pro ně jž zavádíme zkratku ; J j A# . T^uto součet má v l a s t -

n o s t f že souče t vektorů n e z á l e ň i na pořádku s č í t a n c ů . To Je t . v z , 
obeoný zákon komutativní pro s č í t á n í vektorů . Vyplývá z prav ide l 
I a II* 

Uvečhne obecnou formul i pro t e n t o zákon, rtecht If j e 
nějaká množina a nechi k je j e j í prvek. To naznačíme aymbo-
l i c k y k fi M. Předpokládejme, že množina M má konečný počet 
prvků• Každému prvku t é množiny přiřaSme vektor* Prvku k ( U 
přiřadme v e k t o r • Pak je def inován v e k t o r 

** 
k fc M 

Rozložme s i množinu M na m množin M̂  , i - 1 , 2 , » * . m, 
takže 

m 

M - - " i 

i S 1 

Pak obecný zákon komutativní pro sčítáni vektorů snít 

ZT A* - ťl XH S 
k € M i : l k i £ * i 

Skládá-li se ku př. množina M z párů čísel (i»k)t 1 z i » » , 
1 í k Ž n a rozdělíme-li M s H^ • M 2 t a k > ž e d o ^ dálge 
ty dvojice čísel, pro které prvá Čísla i jsou stejná, do M ty 
dvojice čísel, pro které druhá čísla k jsou stejná, pak 

« 

m n n . m 
A A 

/ ^ ¿L x. -} v f \ € v i k 

Yěta: 



p ř i d á m e - l i k součtu nebo ubereme~li ze součtu nulový v e k t o r » 
s o u č e t s e nezmění» n 

Je«li A^ s A2 ¿Z 9 pak onačíme ^ 

A ^ • A g Á n ~ 

Platí obecný zákon distributivním Hech^; ci (l^ i a ) 
jsou čísla, ne 

e h t Av ( l f k š" n ) v e k t o r y . Pak 

m \ , n (n-)-(zz 4 . i 
i » 1 k a t i ' l ^ i ^ m 

r 

5 3 . 

P ř e c h o d k a b s t r a k t n í m u 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

s t a n o v i s k u * 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Mysleme s i t Že m í s t o vektorf t máme n ě j a k é j i n é v é c i u r č i -
t é h o druhu. Def inujme dva úkony i prvn í úkon s p o č í v á -v tomf že ze 
dvou v ě c í t o h o u r č i t é h o druhu odvodíme t ř e t í TSC t é h o ž druhu f j i ž 
nazveme součtem p r v n í c h dvou v ě c í ? druhý ukon s p o č í v á v tom* 2* 
z č í s l a a v ě c i odvodíme v ě c t é h o ž druhu.Předpokládáme p ř i tom,že 
j s o u s p l n ě n a p r a v i d l a I - V I I I . Souboru t ě c h t o v ě c í říkáme 
modul . 

Příklad. Těci u r č i t é h o druhu "budou uspořádané skupiny 
čtyř čísel £ c^» c2* c^» e^J č í s l o c^ naštveme i - tou sou-
řadnicí efcupiJiy (e^, Cj9 o^J ^ J s o u - l i dány dvě takové věci 

A °2* °3f c 4 ) , B - ^ d l v d 2 , d 3 , dAJ 9 pak d e f i n u j e m e 

A • B - ^c^ • d .̂» Cg • d 2 , c^ • d^, c^ • 

Označme' O ' s ( o » o , o « o ) a d e f i n u j e m e A - c^, 
- Cg, - Cj f - c^J • Snadno s e pak p ř e s v ě d č í m e , že p r a v i d l a . I - IV i 
j s o u s p l n ě n a . D e f i n u j ne d á l e s o u č i n č í s l a c a skup iny A s 

( c l » c 2 * ° 3 f c 4 r 



v «A ~ ^ V* » ^ 2 * ^ • ^ ^ f V̂  • j 

Snadno se opět přesvědčíme, že p r a v i d l a V - VIII j sou s p i n ě -
na.^Soubor t ě c h t o skupin č t y ř č í s e l je tedy modul, j e j ž jinačíme 

Podobným způsobem s e s t r o j í m e navzájem různé moduly 

, E 2 f E n • 

V , 

§ 4 . 

P ř í k l a d y n a f o r m á l n í d e d u k o e 
..¡. : xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxr.xxxxxxx 

z a x i o m ů , 
xxxxxxxxxxxxxxxx 

Modul j e soubor v ě c í , mezi nimiž j sou def inrvrny dvě ope-
race s č í t á n í a násobení č í s l e m , př i čemž jsou splněra. p r a v i d l a 
I - V I I I . Prvky modulu nazýváme vektory 

Věta . Nech% A j e vektor modulu. Pak O . A - 0 * . 
Důkaz. U ž í v a j í c e axiomů I - V I I I , dostaneme t y t o v e t a -

b y s 

A * l . A s ( O • l ) A - O.A • l . A » O . A • A , 
t edy A s O.A • A . 

Podle axiomu IV j e 

0 ' » A + ( - k ) 9 (O.A * A ) • ( - A ) - O.A * 

• ( A ' * A)) « O.A + o ' - 0.A , tedy O.A » 0% 

Věta - J e - l i c l i b o v o l n á č í s l o , pak c.O* s 0? 

Důkaz. Označme c . 0 ' S A. Máme dokázat , že A - d ' . 

Z axiomů I - T I I I v y p l ý v a j í t y t o vztahy» 

i A s c . O ' » c . ( o ' • O' ] s c . 0 * • o . 0 # a 
C. 0 ' • A , t e d y A - c . O ' • A . 

x 
JTemusí to ovšem b ý t l konkrétn í názorné v e k t o r y , na něS jsme s e 
o d v o l á v a l i p ř i odvozování prav ide l I - T I I I . 



- 8 -
Podle axiomu IV. j e 

O' - A * (" A ) - ( c * • A ) • ( - A ) , c . o ' • 
* ( A + ( - - c * • * c * 0 ' t e d y c . o ' - o.' 

Věta.T J e s t l i ž e s o u č i n č í s l a a vektoru c .A - o ' , pak 
c - O nebo A O' . 

Důkaz. Rozeznávejme dva případy s 1 / bu3 c m O ,nebo 
2 / c £ O . V případě prvém nemáme co d o k a z o v a t ! , V případě 
druhém j e s t t ř e b a d o k á z a t ! , že A s O', Poněvadž c 4 » 0 , p l a t í 
t y t o v z t a h y j » ' 

A . X . A . ( 4 - . o ) . A , i - ( ^ . A ) « - " ^ » 0 ' 

\ 

§ 5 . 

P o j e m i r o íi o r f 1 e . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxrxj; t l ^ X X X X X X 

Nechí j s o u dány dvě množiny M a M Zobrazení množiny 
M do .množiny M' je p r a v i d l o , j e ž každému prvku x ^prvé mno-
ž i n y p ř i ř a z u j e nějaký prvek x ' druhé množiny. Prvek x ' s l u j e 
í' 1 I : i ' • ; * 

obrazem prvku x , prvek x a l u j é vzorem prvku x • Zobraze-
n í j e p r o s t é , když každý prvek množiny M' j e obrazem n e j v ý š 
jednoho prvku z M . Zobrazení j e p lné , když každý prvek mno-
ž i n y H' má aspoň jeden v z o r v M . V tomto př ípadě prav íme ,že 
Je dáno zobrazení množiny M na množinu Bff'. 

ffech$ j s o u dány dva moduly M a k ' . fřecht" e x i s t u j e p r o s t é 
a p l n é zobrazen í modulu H na modul M' t é t o v l a s t n o s t i « j s o u - l i 
A , B dva v e k t o r y v M a A' , B ' dva o d p o v í d a j í c í v e k t o r y v M' 
pak vektoru A • B odpovídá v e k t o r A' • B ' ; j e - l i d á l e c 
l i b o v o l n é č í s l o , pak vektoru c .A odpovídá v e k t o r c.A.' Pravíme 

—.pak, že moduly M a M' j s o u i somorfn í . 

Dva moduly j s o u i s o m o r f n í , když e x i s t u j e p r o s t é a p lné z o -
b r a z e n í modulu jednoho na druhý, p ř i čemž obrazem s o u č t u dvou 
v e k t o r ů j e s o u č e t obrazů t ě c h t o v e k t o r ů a obrazem s o u č i n u č í s l a 

)
 v 

a v e k t o r u Je s o u č i n t o h o t o č í s l a ia obrazu tohoto vektoru* 



í £ . 

P o m o c n á v * t a 1 5> e r > . 
x x x x y ry XXy y*x x * /v >.;<>. x v o : > . í : x . x x x ^ > : x 

iieeht je dán homogenní jydtém m rovnic o n ne-
známých. 

c l l * l • c12*2 • •••• • cln*n - 0 

c21* 1 + c22*? r * c2.nK n - 0 / 6 a / 

m i i nií' v 4- n n n ^ 

Řešení tohoto systému je skupinu n čísel té vlastnostitže rov-
nicím / 6.1 / je vyhověno» ck^rií- li »o tato " iola na místa 
neznámých. TJ homogenního ^yfctéma rovnic existuje jedno triviální 
řeSení 0f 0, . , 0 * Každé jiní řešení se nazývá 'netriviální . 

Netriviální řešení nemusí existovat!f ku př* 

• o . J f r s i 0 

• l . * 2 0 

Uve&me bez důkazu v ě t u , k t e r o u budeme p o t ř e b o v a t i : 

y ě t a . J e - l i p o č e t r o v n i c menší než p o č e t neznámých f 

pak e x i s t u j e vždycky n e t r i v i á l n í ř e š e n í . 

§ 7 . 

L i n e á r n í z á v i s l o s t * 
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X T T X X X X X 

v e k t o r ů * 

Necht j e dán modul, Necht j e dán v e k t o r B a n 

A 1 f a 2 > > ^ n * 

x Nemusí b ý t i navzájem r ů z n é . Takový předpoklad by b y l v ý s l o v n ě 
uveden . 



Pravíme, že vektor B je lineárnč závislý nebo stručněji závislý 
na vektorech A2, ...a, An , když je možné uáati n čísel 

* ? takf že 

B - X1 + * • X ^ • 

o . . , Kulový v e k t o r O' Je l i n e á r n ě z á v i s l ý na v e k t o r e c h A^ A 2 , 
A^, nebot 

0 # - 0 . ^ • C.A2 • 0 # A n # 

Rovněž v e k t o r A^ i - 1 , 2 , . . . n j e l i n e á r n ě z á v i s l ý na 

v e k t o r e c h AJ9 A 2 , . A J 1 • 
i 

A ^ «u O.A-^ • C c A 2 . . . • l # A j £ • O . A ^ . 

J e i l i v e k t o r B z á v i s l ý na vektoi^ebh k^f Agt • * Aj! > pak 
také v e k t o r c . B j e na n i c h z á v i s l ý . J s o u - l i v e k t o r y B p. Q 

1 i j 
z á v i s l é na v e k t o r e c h A^, A 2 , »••»» An , pak t a * é T e k t o r 
£ • O Je n a n i c h z á v i s l ý . 

i 1 

Nechl j e dáno n v e k t o r ů A^, A 2 , . A n 

Pravíme, že t y t o v e k t o r y j s o u mezi sebou l i n e á r n ě z á v i s l é nebo 
s t r u č n ě j i mezi sebou z á v i s l é , když v e k t o r o v á r o v n i c e 

* 1 A 1 • V e • • • • • + ^ ^ * 0 ' / 7 * 1 / 

má n e t r i v i á l n í ř e š e n í , t . j* když aspoň jedno z č í s e l 
•i x £ , . . • , 

JKn n e n í 0 • 

Yektory A^, A 2 , • ^n 3sou mezi sebou l i n e á r n ě 
n e z á v i s l é nebo s t r u č n ě j i mezi sebou n e z á v i s l é » když n e j s o u mezi 

s ebou l i n e á r n ě z á v i s l é , t e d y , když v e k t o r o v á r o v n i c e / 7 . 1 / má 

jenom t r i v i á l n í ř e š e n í • 

Nulový v e k t o r j e mezi sebou l i n e á r n ě z á v i s l ý , n e -
n u l o v ý v e k t o r j e mezi s ebou l i n e á r n ě n e z á v i s l ý . To v y p l ý v á z 

i 

d e f i n i c e . 
Y ě t a . Necht j e dáno n mezi sebou l i n e á r n ě z á -

v i s l ý c h v e k t o r ů A l f A2t • • • • t A^ a v e k t o r B . Pak v e k t o r y 
A^, A 2 ^ . . . . 9 A n , B j s o u mezi sebou l i n e á r n ě z á v i s l é . 



fflkaz. Poněvadž * A^ * x * ...« + * n An - C ' , 
Kde ^if^o, » * jsou čísla nikoli vesměs rovna 0 ,pla-

u. C l i 

V l + V * * • * V A h * * n + 1 • ® - 0 \ k d e 

* 1 ~ Poněvadž čísla * l ř . * 1 nejsou vesměs 

rovna nule, je n 1 daných vektorů mezi sebou lineárně z á -
vislých^ 

Tě ta. Necht je dáno n mezi sebou lineárně nezávislých 
v e k t o r ů A15> A2* » An ( n ^ 1 ) # Palc v e k t o r y A^fA^*.., 
A n - 1 3 S 0 U m e ž i s e b o u l i n e á r n ě n e z á v i s l é . 

Důkaz* Jelikož vektorová rovnice * A» * A0 1 1 d d + 

* . . . ^ ^ O''má jenom t r i v i á l n í ř e š e n í , t ím s p í š e r o v n i -

ce ^ A]_ • a2 # ••• • *n-l An-1 ® 0'má jenom triviální 
ř e š e n í . 

Z t ě c h t o dvou v ě t v y p l ý v á , že z á v i s l o s t z ů s t a n e z a c h o -
vána , p ř i d á m e - l i konečný p o č e t l i b o v o l n ý c h v e k t o r ů , n e z á v i s l o s t 
z ů s t a n e zachována u b e r e m e - l i z daných n v e k t o r ů méně než n 
l i b o v o l n ý c h v e k t o r ů . Z á v i s l o s t s e n e p o r u š í př idáním, nezá -
v i s l o s t s e n e p o r u š í odebráním v e k t o r ů . 

V ě t a . Nechí v e k t o r B j e z á v i s l ý na n v e k t o r e c h 
A l f A2* Ajj • Pak v e k t o r y A1 ? Ag An , B j s o u mezi 

sebou z á v i s l é . 

Důkaz. J e l i k o ž B = ^̂ ^ Aĵ  • * 2 A2 • . . . • ^ ^ 

l z e r o v n i c i x • *2A2 * # # # ^ X n A n ^ y # B — k d e 

y r - 1 , v y h o v ě t i n e t r i v i á l n ě . 

V ě t a . Necht n • 1 v e k t o r ů A2 An B 

j s o u mezi s ebou z á v i s l é a n e c h í v e k t o r y A^, A 2 , An j s o u 

mezi; sebou n e z á v i s l é . Pak v e k t o r B j e z á v i s l ý na v e k t o r e c h 
i 

A ^ , A 2 * A j j » 

Důkaz. J e l i k o ž r e k t o r y Ag, Ajj, B j s o u 

mezi s ebou z á v i s l é , l z e v e k t o r o v é r o v n i c i ^ A-̂  • + 



- 12 -

* * X n A
 n * ^ 5 ~ O'vyhovět! netriviálním způsobem. 

T z tahu A1 * x
2 A? • • . • * * x

 n An - O' lze naproti tomu 
vyhověti jen triviálním způsobem*, neboí vektory A^f A2# • ••» 
An jsou podle předpokladu mezi sebou nezávislé. Proto jest 

o . 

.¿fásobíme-li prvou vektorovou rovnici S Í3 lem f dostaneme 
vztah ' x1 x x

 7 

. Â  2 * A * ~ • • • — i 2 . A __ B — 0 
y x T ! y 

č i l i 
w X 1 A-, X 2 A

 x n • K . 
8 1 y ~ * —•• "*y * ~ • • • ~ n » 

t e d y -y-ektor B j e závislý na vektorech A2, • ».., A n 

§ 8 . 

D i m e n s e m o d u l u , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Každý modul má aspoň j e d e n prvek , t o t i ž n u l o v ý v e k t o r 0.' 
Nulový v e k t o r 0 'sám o sobě t v o ř í modul . Každý j i n ý modul má n e -
konečně frnoho prvků. O b s a h u j e - l i t o t i ž n ě j a k ý modul v e k t o r A ^rO,' 
pak v z t a h . y .A j e e k v i v a l e n t n í s e vztahem A » 
což s p l n ě n o , když a j e n když x - y » 0 , t . j . x - y . 
J s o u - l i č í s l a x a y různá ,pak j s o u t a k é v e k t o r y x . A , y .A r ů z n é . 
Různých v e k t o r ů v tomto modulu je; t e d y aspoň t o l i k , k o l i k j e 
v 3 e c h č í s e l . 

Předpokládejme, že modul obsahuje v í c e než j e d e n prvek» 
zvolme v něm vektor A1 ^ o ' . Tento j e mezi s e b o u 1 l i n e á r n ě n e -
z á v i s l ý * Bud t o j e každý v e k t o r modulu na A^ z á v i s l ý , nebo n i -
k o l i . ¡T tomto opačném p ř í p a d ě e x i s t u j e v e k t o r A2 t é v l a s t n o s t i , 
ž e v e k t o r y A j , A 2 j s o u l i n e á r n ě n e z á v i s l é . Bu&to j e každý v e k t o r 
modulu z á v i s l ý na v e k t o r e c h A^, Ag, nebo n i k o l i . T tomto d r u -
hém případfi zvolme v e k t o r A^ , j e n ž n e n í na v e k t o r e c h A^* a A2 

z á v i s l ý « Vektory A^ř Ag, A^ j s o u pak mezi s e b o u n e z á v i s l é . 
Tak můžeme p o k r a č o v a t ! d á l e . Budto dojdeme po konečném p o č t u 
kroků k n mezi s ebou n e z á v i s l ý m vektorům A^, Ag» • . . , A n 

Ba n i c h ž j e každý v e k t o r modulu l i n e á r n ě z á v i s l ý , n e b o v y b í r á -



ní vektorů A^ t A?> jde do nekonečna. 
Věta. í;echt je aán modlil, jenž obsahuje více než 

jeden prvek * Podle konstrukce právě vyložené zvolme v tomto mo-
dulu mezi sebou nezávislé vektory 

/ i / A p f A ^ . • 

Stejným způsobem zvolme nyní v tomto modulu mezi sebou nezá -
vislč vektory 

/ 2 / B j f 3 / , f i i j t 

Je-li počet vektorů / 1/ n f pak počet vektorů /2/ je ta-
ké n ; není-li vektorů / 1 / konečný počet, pak také vek-
torů / 2 / není konečný počet. 

Důkaz nepřímý. Předpokládejme, že jsme podle naší kon-
strukce zvolili n mezi sebou nezávislých vektorů. 

/ 1 / A - p A 2 Í • • • • t A n 

a aspoň m mezi sebou n e z á v i s l ý c h v e k t o r ů 

/ 2 / B ^ , B g , B ^ , . . . , 

Bez ujmy b b e c n o s t i můžeme p ř e d p o k l á d a t ! , že m y n . Poněvadž 
každý v e k t o r modulu j e na v e k t o r e c h / 1 / z á v i s l ý , t e d y z e j -
ména v e k t o r ( i s 1*2 , , m ^ j e na n i c h z á v i s l ý , t a k ž e 

B 1 - « 1 1 A 1 • C 21 A2 .... • ° n l ^ 

B 2 = °12 °22 A2 • .... • c n 2 Aft 

II 
«

B
 ° l m A 1 ° 2 m A2 . . . , • e n , i i A i 

ífásobme první r o v n i c i druhou x 2 , . f m - t o u x m . 

Dostaneme pak x x B 1 • x 2 B 2 t • ^ B
m ~ ° n x i A i * 

• C 2 1 X 1 A 2 c
n i A n • c 1 2 x 2 A ^ • c 2 2 x 2 A 2 ^ 

• • • c n , m x^ An - ^ ' 1 1 + c i 2 x 2 • # # # • c l m O ' ^ « 

• ( c 2 1 X 1 • c 2 2 x 2 • • • • * c 2 m x m ^ . 

X1 * c n 2 x 2 • • • • • c n,m ^ V SystéjB r o v n i c 

A 
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C 11 X 1 * c 1 2 x 2 • « • •. 0 

C21 X 1 c22 x2 V • » « < °2m xm ~ 0 

fi l 1 c n 2 x 2 <* 9 • • * c x — ii*jgi in ~ 0 

s sternem n 1 j n e á r n í c h homogenních r o v n i c o m neznámých, 
p ř i óemž m > n . P o d l e v ě t y v § 6 / s t r . 9 / e x i s t u j e n e t r i -
v i á l n í ř e š e n í . O z n a č í m e - l i t o t o ř e š e n í x-p x 2 , . . . , ^ p a k 

X 1 B 1 * x 2 b 2 * • • • • • Bm - O ' . Poněvadž v e k t o r y / 2 / 

j s o u mezi sebou n e z á v i s l é , jest x^ - Xg . . . x x ^ ^ 
což j e s t s p o r . 

O b s a h u j e - l í modul jedi:,iý prvek n u l o v ý v e k t o r a j e n v 
tqmto př ípadě pravíme, že modul ¿aá d imens i 0 . Obsahuje - l i 
modul v í c e než j e d e n prvek a z a s t a v í - l i j?e k o n s t r u k c e d ř í v e p o -
psaná po n k r o c í c h , pak řekneme, že modul má d imens i n »ne-
z a s t a v í - l i s e po konečném p o č t u kroků, pravíme, že dimense mo-
dulu, j e nekonečná . 

í í echt j e dán modul. Pravíme, že t e n t o modul má d i -
mensi 0 f když o b s a h u j e jenom nu lový v e k t o r . Pravíme, že t e n t o 
modul má d imens i n ( n > 0 ^ když j e možné v y b r a t i p ř e s n ě n 
mezi sebou l i n e á r n ě n e z á v i s l ý c h v e k t o r ů : 

A l » a 2 > , 

na n i c h ž j e každý v e k t o r modulu l i n e á r n ě z á v i s l ý . Pravíme, ž e 
t e n t o modul má d imens i nekonečnou, když nemá dimens i konečnou» 
t . j . a n i 0 a n i n . J e - l i dimense modulu konečná , ř íkáme, 
ž e modul j e konečný , j e - l i dimense nekonečná , ř íkáme, ž e modul 
j e nekonečný . 

Necht j e dán konečný modul dimense n • Pak l z e 
u d a t n , a l e n i k o l i v v í c e l i n e á r n ě n e z á v i s l ý c h v e k t o r ů A^,Ag, 

A^» na n i c h ž j e každý v e k t o r modulu z á v i s l ý . Pravíme, ž e 
v e k t o r y A l f Ag, t v o ř í b a s i modulu. Každý konečný mo-
dul má b a s i / i modul o b s a h u j í c í j e n n u l o v ý v e k t o r , rozumímě-
l i b a s í t o h o t o modulu prázdnou m n o ž i n u / . 

J e - l i X l i b o v o l n ý prvek modulu, pak s e dá pomocí 



b a s e t a k t o v y j á d ř i t i s 

I Si X 1 # 1 * A ^ + * • • x n A ^ * 

J e - l i I - y 1 A x • y 2 A 2 * • y n A n 

druhé takové v y j á d ř e n í téhož prvku, pj 

0 ' - X — x s — y3 ) . Ax 4 £ x 2 — y 2 j . 
A2 + . . . • j^xn y n j • An , takže \ - y ^ 

* 2 xs y 2» • ^ e y n . Odtud vyplývá. je~li 
dána b a s e modulu, pak můžeme každému v e k t o r u X daného modulu 
p ř i ř a d i t i jednoznačně skupinu n č í s e l x1 f x p , , x 

x n • 
j e ž nazýváme 11 souřadnicemi v e k t o r u vzhledem ke z v o l e n é b a s i w 

a t o ; t a k , Že 

X s: x i A i + x 2 x
n . 

§ 9 • 

K r i t e r i u m p r o i s o m o r f i i . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Y ě t a . Dva i s o m o r f n í moduly maj í s t e j n o u d i m e n s í . 
To v y p l ý v á odtud , že v e k t o r y , j e ž j s o u mezi sebou z á v i s l é r e s p 0 

n e z á v i s l é , p ř e j d o u i somorfním zobrazením na v e k t o r y , j e ž j s o u 
mezi sebou z á v i s l é r e s p . n e z á v i s l é . 

Obrácení t é t o v ě t y obecně n e p l a t í . Nekonečné moduly 
nemusí b ý t i mezi sebou i s o m o r f n í . P l a t í však t a t o v ě t a s 

V ě t a . . Dva konečné moduly s t e j n é dimense j s o u i s o -
morfn í . 

x Souřadnice v e k t o r u X j s o u z á v i s l é na tom, jak jsme z v o l i l i 
b a s i . Tuto z á v i s l o s t na b a s i vyznačujeme t í m , že mluvíme o 
s o u ř a d n i c í c h v e k t o r u " vzhledem ke z v o l e n é b a s i " • 
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Důkaz. Ukažme n e j p r v e , že dimense moaulu B n » o 
němž jsme s e z m í n i l i na k o n c i § 3 / s t r . 7 / j e n . Y e k t o -

Ax = ( l t 0 , 0 , . . . , o ) 

A2 - ^ 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) 

A ^ ± ( 0 , 0 , 0 , . . . , 1 ) 

t v o ř í b a s i modulu E n . Snadno s e pozná, že t y t o v e k t o r y j s o u 
mezi sebou n e z á v i s l é a že každý v e k t o r B bg bQ ) 
dá s e p s á t i ve t v a r u 

B - hl A 1 • b 2 A 2 * • • • b n An , 

t , j . v e k t o r B j e na v e k t o r e c h A x , Ag, ^ z á v i s l ý . 

O b s a h u j e - l i modul jenom nulový v e k t o r , pak 
t v r z e n í v ě t y j e s p r á v n é . K důkazu n a š í v ě t y s t a č í u k á z a t , Ž e 
modul dimense n j e i s o m o r f n í s modulem E n ^ n £ n e -
b o í j s o u - l i dva moduly i s o m o r f n í s ř e t í m , pak j s o u oba n a -
vzájem i s o m o r f n í . I somorfn í z o b r a z e n í f modulu na E n j e 
dáno vztahemt 

^ X ) — ^ P XG , XJJ^» 

kde x^, Xg, , x r j s o u s o u ř a d n i c e v e k t o r u X vzhledem 
k dané b a s i modulu, vskutku t o t o z o b r a z e n í j e p r o s t é a p l n é 
z o b r a z e n í modulu na E n , nebo t každému prvku X z daného 
modulu odpovídá p ř e s n ě jedna s.: a p i n a n č í s e l z E n , t o t i ž 
skup ina j eho s o u ř a d n i c . 

Obrazem s o u č t u X • Y dvou v e k t o r ů j e s o u -
č e t obrazů • T ) » ne bot j e - l i f ( X j x ^ . X g ^ . . 

. . . » x ^ , f ( Y ) e ( . y . . . , v ^ , pak f ^ X • Y ^ -

( * 1 yi»Xg • yg , . . . , X^ • y n J - f ( r ) ' 

Dále j e f £ c . x ) ^ c . x ^ c . x g , . . . , c . x ^ - c . f ^ X^ prp 

každé r e á l n é c . 

Daný modul j e t e d y i s o m o r f n í s E_ . 



P o d m o d u 1 y . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Nechí j e dán modul M . Uecht j e dána č á s t M''mo-
dulu M . / To naznačuje symbol icky M C M . / Aby K b y l modul 
musí b ý t i s p l n ě n y t y t o p o s t u l á t y : 

1 / Jí' * / t . j . M obsahuje aspoň j eden prvek/o 

2 / Když A € M \ b £ M' , pak A + B f c M ' 

3 / Když c j e č í s l o a A £ M% pak c . A £ M' 

Snadno s e pře svědč íme , že č á s t N e s p l ň u j í c í t y t o t ř i požadavky, 

s p l ň u j e také axiomy I - V I I I . ftíkáme,pak, že M' j e pod-
modul modulu M . 

V ě t a . M á - l i modul ť i : \ e n s i m , pak podmodtil j eho 
má d imens i m' * m , n e n í - l i podmodul roven modulu, pak 
m '< m . Dimense č á s t i j e n e j v ý š rovna dimensi c e l k u . 

Důkaz t é t o v ě t y s e provede s t e j n ě jako důkaz v ě t y 
uvedené v § 8 / na s t r . 13 / • 

J e - l i M' podmodul modulu M , pak b a s i modulu M' 
můžeme r o z š í ř i t ! o d a l š í n e z á v i s l é v e k t o r y z M ták f že d o s t a -
neme b a s i modulu M . 

§ 11 . 

P o č e t n í p r a v i d l a p r o b o d y . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Zvolme v / o b y č e j n é m / p r o s t o r u u r č i t ý bod S , j e j ž 
nazveme počá tek p r o s t o r u . Každému bodu P toho p r o s t o r u p ř i -
řadíme v e k t o r o počátku S a k o n c i P . Obráceně u r č u j e v e k t o r 
A jednoznačně bod P , j e j ž dostaneme jako koncový bod, u m í s t í -
m e - l i v e k t o r A t a k , aby S b y l jeho p o č á t e k . Máme t u p r o s t é 

a p l n é z o b r a z e n í bodů na v e k t o r y . S body budeme p o č í t a t i tak 
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jako e vektory* čímž dostaneme i s o m o r f n í zobrazen í bodů na 
• e k t o r y . 

Bodu přiřadíme v e k t o r P A 
v e k t o r u přiřadíme v e k t o r B — ^ B 

Nová p o č e t n í p r a v i d l a j s o u z á v i s l á na v o l b ě p o č á t -
ku S . Uveďme p ř í k l a d toho v tomto obrázku, z něhož j e patrno , 
že P • Q / p • Q 

P • Q 

Tě ta • Nechfc j s o u dána nějaká č í s l a x r , y f l , body P r 

a v e k t o r y B e a t o v konečném p o č t u . Symbol 

T Z X r • p r • * / X l a / 

Má u r č i t ý význam z á v i s l ý na v o l b ě počátku S • J sou dva př ípady , 
kdy t e n t o symbol není z á v i s l ý na počátku S • 

1 / Když ^ x T - 0 » pak — p o v a ž u j e m e - l i s o u č e t 
/ l l . 1 / za v e k t o r — j e t e n t o n e z á v i s l ý na počátku S . 

2 / Když > 1 a — p o v a ž u j e m e - l i s o u č e t / l l . l / 
za bod — pak jeho poloha j e n e z á v i s l á na S • 

Uvechne t u t ř i p ř í k l a d y v obyčejném p r o s t o r u : 
P — Q, 2 .P — Q, 3 .P — Q • 

V případě prvém j e s t x r - 1 - l a 0 , T dru-
hém > x f - 2 - 1 s. 1 , ve t ř e t í m > x ,̂ 3 - 1 s 2 , 

T případě prvém p o v á ž u j e m e - l i P - Q za v e k t o r , j e s t t e n t o n e -
z á v i s l ý na počátku S ; v druhém př ípadě , povážujeme- l i 2 . P - Q 
za bod, je t e n t o nezáv i s lým na počátku S a Konečně v př ípadě 
t ř e t í m , p o v a ž u j e m e - l i 3 . P - Q za bod nebo za v e k t o r , j e 
t e n t o z á v i s l ý na počátku S • 
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Obecný důkaz v ě t y . Vzhledem k počátku S odpo-
v í d á bodu P r v e k t o r A r , vzhledem k počátku T odpovídá 

bodu P r v e k t o r D • Ar , kde D j e vo lný v e k t o r r e a l i s o v a n ý 

vázaným vektorem o počátku ? a konc i S • 

V případě prvém je 0 , takže y \ x r . D -

s .O.D a 0 . Proto 2 T x
r • A r 5 - L *r • D * Z Z x r * ~ 

« • • Z T ^ r ' ( D • ^ T x r • A r • 5 T y s • B s -

g . ^ • * A r ^ + ^ ^ V b b S • 0 1 > a t y t o v e k t o r y 3 S 0 U 

t o t o ž n é . 



V případě druhén j e s 1 » takže 

: • D x. l . D ^ D ; p l a t í t edy v z t a h : XZ x r • ( D • A 

_ T» • > x^ A r . U i a í s t í m e - l i v e k t o r C^ - ^ . Ap 

• y s • B8 t a k , aby počátek jeho b y l v bodě S a u m í s t í -

m e - l i vektor Cg - ^ x y D • » Š"*Vh . B g t a k , aby 

počátek jeho b y l v bodě T , pak konce t ě c h t o vektortf sp lynou , 
nebol Cg a D • C^. 

§ 12. 

S p e c i á l n í p ř í p a d y , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Zvláštním případem j e s o u č e t bodu P a vektoru A 

P • A 

Vektor A s e u m í s t í t a k , aby začátek jeho by l v bodě P ; 
P + A j e pak: bod, v němž t e n t o v e k t o r k o n č í . Druhým z v l á š t n í m p ř í p a -
dem j e r o z d í l dvou bodů 

Q - P 

To je v e k t o r j enž j e r e a l i s o v á n vázaným vektorem o počátku P 
a konoi Q • Podle dokázané v ě t y n e z á l e ž í v obou t ě c h t o p ř í p a -
dech na v o l b ě počátku p r o s t o r u . Np t y t o dva s p e c i e l n í př ípady 
s e d a j í p ř e n é s t obecné úkony. J e - l i na p ř í k l a d x-̂  • Xg • 

• x^ - 0 , pak X j . P j «• * X 3* P 3 — x l * ( ~ S ) * 

• x 2 . ( P 2 - s j • X j . ^ P j - s j . J e - l i Xj • i 2 • 13 ^ 1 > 

pak x^ . P-̂  • x 2 . Pg • P3 « S • - S J • 

• x 2 • ( P 2 - S ) • x 5 . ( P 5 - S ) . 

S t a č í tedy o m e z i t i s e na uvedené dvě s p e c i á l n í operace : 
Souče t bodu a v e k t o r u t P • A a r o z d í l bodů Q - P • 
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§ r> . 

A b s t r a k t n í l i n e á r n í p r o s t o r , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Necht j s o u dány dvě k a t e g o r i e , z n i c h ž každá obsahuje 
aspoň jednu v ě c . Věci prvé k a t e g o r i e nazveme v e k t o r y , v ě c í 
druhé k a t e g o r i e nazveme body. Nechl j s o u d e f i n o v á n y v prvé k a -
t e g o r i i dvě operace ; s o u č e t dvou v e k t o r ů j e v e k t o r a s o u č i r 
č í s l a a v e k t o r u j e rovněž vektor, tíeehl t y t o operace s p l ň u j í 
I - V I I I známých axiomů. Pak prvá k a t e g o r i e j e modul .Nechl 
j s o u d e f i n o v á n y d a l š í 4 ? é operace* s o u č e t bodu P a v e k t o r u A 
j e bod P • A , r o z d í l dvou bodů P a Q j e v e k t o r Q - P, 
p ř i čemž bucltež splnčny tyto tři d a l š í axiomy: 

I I když P * A s , P p a k A a . 0 ' 

X P • ( Q - P J » Q 

XI ( V • A ) • B a. P • ( A • B ) 

Snadno s e v e r i f i k u j e , že názorné v e k t o r y a názorné 
body obyčejného p r o s t o r u s p l ň u j í t y t o axiomy. 

P ř í k l a d . S e s t r o j í m e čtyřrozměrný p r o s t o r , j e n ž s e 
bude s k l á d a t i z v e k t o r ů a bodů. Vektory budou mnohočleny n e j -
v ý š t ř e t í h o s t u p n ě , t e d y tvaru 

°o * °1 x * c 2 * Cj ' 

Nulový v e k t o r j e polynom, j enž j e i d e n t i o k y roven 0 • 
S o u č e t dvou v e k t o r ů j e obyčejný s o u č e t dvou polynomů a s o u č i n 
č í s l a a v e k t o r u j e obyčejné násoben í polynomu č í s l e m . Snadno 
s e v e r i f i k u j e , že j s o u s p l n ě n y axiomy I - V I I I , t a k ž e t y t o 
v e k t o r y t v o ř í modul . Body čtyřrozměrného p r o s t o r u j s o u p o l y -
nomy t v a r u 

CQ + CjJ* • c2 x 2 * c^ x' + x * • 
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S o u č e t boóv. a v e k t o r u j e bod 5 

c o • e x C2*2 * 

«0 • dxx d 2 • d^x 
* a l ) • * * ( c 2 • d ^ 

• x4 . 

3 4 • • x 

o • f e l • 

R o z d í l dvou bodů j e vektor* 

2 
X 

3 X4 ~ 

2 X 2 • x 4 ) -

'2 + «2) 
2 / 

. X ; • í > 3 - d: 

C Q * C J X + < 

- ( d Q • • d 2x 2 • d^x5 • x 4 ) * c o ~ d o 

• ( C 1 ~ h ) * • ( c 2 + ^ 2 ) • ( c 3 " S ) 

l e h c e s e pozná, že j s o u s p l n ě n y axiomy IX, I , X I . 

Podobným způsobem můžeme! z mnohočlenů s e s t r o j i t ! 
1 , 2 , 3, . . . , n rozměrný p r o s t o r . 

JTe-li dána prvá a druhá k a t e g o r i e s p l ň u j í c í uvedené 
axiomy, pravíme, že j e dán l i e n á r n í p r o s t o r . Dimensí l i n e -
á r n í h o p r o s t o r u nazýváme dimens i modulu, n - rozměrným l i -
neárním pros torem rozumíme l i n e á r n í p r o s t o r , jéivož dimense 
j e n . 

§ 14 . 

B o d ; p ř í m k a , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

l i n e á r n í p r o s t o r dimense 0 obsahuje j e d i n ý bod P 
a j e d i n ý v e k t o r , j ímž j e n u l o v ý v e k t o r . Abychom d o k á z a l i t o t o 
t v r z e n í , ukážeme n e j p r v e , že p l a t í v z t a h 

* • O' - P 

Poněvadž pod le axiomů X j e s t P • ( p - p j 9 P , J e s t p o d l e 
axiomu- IX P - i- O ' , t a k ž e P • O' - P » 
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J e - l i nyní Q - p - o ' , t e d y pod le axiomu X 
j e s t P • ( q - P ) JC Q t . j . P - Q . Tím j e dokázáno, 
ž e l i n e á r n í p r o s t o r dimense 0 má n e j v ý š j eden bod . Podle 
předpokladu obsahuje však l i n e á r n í p r o s t o r aspoň j e d e n bod, 
obsahuje t e d y p ř e s n ě j eden bod a také j e d i n ý v e k t o r OÍ 

L i n e á r n í p r o s t o r dimense 1 nazývá s e přímka. 
Pod le předpokladu obsahuje t a t o aspoň j e d e n bod. Můžeme t e d y 
z v o l i t i na přímce bod S . Každému v e k t o r u X přímky, může-
me pak p ř i ř a d i t i bod S • X , j enž j e na př ímce . Tak d o s t a -
neme zobrazen í v e k t o r ů přímky na body přímky. Zobrazení t o t o 
Je p l n é , n e b o t bod Q má za v z o r v e k t o r Q - S j v s k u t k u 
S * Q . Zobrazení j e také p r o s t é , nebot S • A = 
- S • B , když a jen když A - B. 
To v y p l ý v á z t ě c h t o vz tahů : 

3 a. S • 0 ' - S + ( A - A) S • a J -
~ A - ^ S * b ) - A « S • ( b - A), t . j . S + 

• ( B - A ) - S . 

Pod le axiomu IX j e s t B - A - o' , t edy B - A . 
Tím j e dokázáno, že přímka má právě tolik bodů j a -

ko vektorů, t.j. nekonečně mnoho. 
Zvolme na přímce vektor A * o'. Tento je mezi 

sebou lineárně nezávislý a každý jiný vektor přímky je na něm 
závislý. Probíhá-li x reálná čísla, probíhá x,A všecky 
vektory přímky. Zvolíme-Xi v přímce bod S pak 

S- • x . A 

proběhne všecky bcdy přímky. Každý bod přímky ne dá v tomto tva-
ru psáti přesně jedním způsobem. Výraz 3 + x . A sluje 
parametrické vyjádření přímky. 
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§ 15 . 

R o v i n a ; t r o j r o z m ě r n ý p r o s t o r , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Lineární p r o s t o r dimense 2 s l u j e r o v i n a . Zvolme 
v rov ině v e k t o r A f 0 ' . Pak e x i s t u j e nenulový v e k t o r B tak , 
že oba t y t o vektory t v o ř í b a s i modulu. Každý v e k t o r se dá pak 
p s á t i přesně jedním způsobem ve tvaru x.A • y .B , kde x a y 
j s o u r e á l n á č í s l a . Z v o l í m e - l i v rov ině bod S , pak s e každý 
bod rov iny dá přesně jedním způsobem v y j á d ř i t ! ve tvaru 

S • x.A • y .B . 

V l i n e á r n í m p r o s t o r u dimense 3 e x i s t u j í t ř i me-
z i sebou n e z á v i s l é vek tory A, B, C, j e ž t v o ř í b a s i modulu.Př$ 
t é t o zvo lené b a s i s e dá každý v e k t o r p s á t i přesně jedním způ-
sobem ve t v a r u xA • yB • zC. Každý bod trojrozměrného l i -
neárního p r o s t o r u dá s e pak přesně jedním způsobem v y j á d ř i t i v e 
t v a r u 

S + x .A + y .B + z C , 

kde S j e pevně zvo lený bod p r o s t o r u . 

§ 16 . 

L i n e á r n í p o d p r o s t o r y . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

ITecht L j e s t l i n e á r n í p r o s t o r . ZVolme v něm bod S » 
V př í s lušném modulu M zvolme podmodul M a def inujeme 
č á s t L ' p r o s t o r u t t a k t o : Bod Z zařadíme do množiny L ' 
tehdy a j e n t ehdy , když s e dá p s á t i v e t v a r u 

Z = S • X , 

kde X j e v e k t o r podmodulu m' . 



Snadno se pozná, ?e podmodui M * H část T, '&plrru~ 
jí axiomy I ~ XI, Je+.ii dále P £. J, \ A ^ f. \ r 
+ A 6 I> » ne bot bod F se dá psáti ve tvaru t ® S * X. 
kde X ^ Mr. Proto F • A » ( 3 * x ) * k M S + 
(x • á), kde X + A je vektor podmodulu M'. Bod 
S X • A) náleží tudíž do i' , t.j. P * A ' £ L.' 
Je-li konečně p £ i' , 0 L', pak Q - P M',nebot 
bod P se dá vyjádřit! ve tvaru P ».3 + X , bod Q 
se dá vyjádřiti ve tvaru Q - S Y> kde X C . X', 
Y£,M*. Užívajíce základních pravidel dostaneme vztah Q - P 
- + Y) - ( s • X) s Y - X £ . K \ 

Z této úvahy vyplývá, že mezí vektory podmodulu M' 
a mezi body části i', platí tytéž vztahy, jako v celen», pros-
toru I,' t.j. část i' je lineárním prostorem . Tento nazve-
ne podprostor daného prostoru I , nebo prostor vnořený do 
prostoru Z . 

P ř í k l a d . Obyčejný p r o s t o r obsahuje tyto různé li-
n e á r n í p o d p r o s t o r y : l i n e á r n í p r o s t o r dimense 0 , l i n e á r n í 
p r o s t o r dimense 1 / p ř í m k u / , l i n e á r n í p r o s t o r dimense 2 
/ r o v i n u / a s ebe sama. 

Z v o l í m e - l i v obyčejném p r o s t o r u bod S, pak pod -
modulem v š e c h vodorovných v e k t o r ů a bodem S j e určen l i n e -
á r n í p o d p r o s t o r . Je t o vodorovná r o v i n a p r o c h á z e j í c í bodem S» 

Vnořený podpros tor L ' j e u r č e n bodem S a modu-
lem M^ Bod S n á l e ž í do toho p o d p r o s t o r u , n e b o l S s S * o ' , 
kde 0 ' ^ . M'. 

Y é t a . Podpros tor l ' l i n e á r n í h o p r o s t o r u L j e 
u r č e n jakýmkol iv svým bodem T a týmž podmodulem M ' . 

DŮkaz. Máme d o k á z a t i , že každý bod podpros toru 
určeného bodem S a modulem M' j e bodem podpros toru u r č e n é -
ho bodem T a modulem M' a naopak. Máme tedy u k á z a t i , ž e 
každý bod t v a r u S • X , M', dá s e p s á t i v e t v a r u 
T • Y , Y £ . M' a naopak. To j e v š a k zřejmé, n e b o l T j e 
bodem p o d p r o s t o r u , t a k ž e T * S + A , A ^ . M'. Pro to 
S * X A S * - ( A + C X " A ) ) S Í S * A * ( X ~ A ) * 
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- T + ^ X - A) , X - A<£ m' a také T • Y - (^S • A ^ 
• ! 5 S • ^A • l ) f A • Y £ M \ 

Tím j e dokázáno, že na v o l b ě bodu S p ř i kons trukc i 
podprostoru n e z á l e ž í , že t e n t o bod m&že b ý t i nahrazen jpkým -
k o l i v jiným bodem podprostoru . 

§ 17 . 

S m ě r p ř í m k y ; r o v n o b ě ž k y , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Obyčejný trojrozměrný p r o s t o r j e l i n e á r n í p r o s t o r 
dimense 3 • Budeme nyní s tudovat t e n t o p r o s t o r a jeho pod-
pros tory : bod, přímku a r o v i n u . 

L ineární p r o s t o r dimense 0 obsahuje j e d i n ý bod P 
a j e d i n ý v e k t o r A s P - P - 0 ' . 

Přímka j e . l i n e á r n í p r o s t o r dimense 1 . Tato s e s k l á -
.'•••'.i? ' 

dá z bodů a v e k t o r ů . J e j í v e k t o r y j s o u r e a l i s o v á n y ve tvaru 
P - Q . Z v o l í m e - l i s i pevně bod S , pak v e k t o r X - Z - S 
probíhá všechny v e k t o r y , p r o b í h á - l i Z všechny body přímky a 
naopak bod Z S + X probíhá všechny body, p r o b í h á - l i 
X v š e c k y v e k t o r y přímky. 

Směrem přímky nazveme množinu v š e c h v e k t o r ů , j e ž l e -
ž í v dané př ímce . Směr přímky je modul dimense 1 . Zvolíme — l i 
ve směru nenulový v e k t o r A , pak každý v e k t o r t é přímky může-
me p s á t i ve tvaru x#A, kde x j e r e á l n é Č í s l o . Vektor A 
j e base směru přímky. 

V ě t a . Přímka j e jednoznačně určena bodem a směrem. 

V ě t a . Dvěipa různými body prochází přesně jedna přímka» 

Důkaz. Poněvadž body P a Q , j i m i ž přímky prochá-
z e j í , j s o u různé , j e s t v e k t o r Q - P nenulový . Označme j e j 

A s Q « P . Tento v e k t o r je b a s í směru každé přímky, prochá-
z e j í c í body P a Q . P r o c h á z í - l i nějaká přímka body P a Q , 



pak všecky vektory této přímky j30u ve tvaru x.A, kde x pro-
bíhá všecka reálná čísla» Všechny tuay tétc přímky jsou pak 
tvaru Z s p + x.A - P * x.^Q - pj . Odtud je patrno, 
že existuje přesně jedna přímka procházející hody T a Q „ 

Dvě přímky, j e ž mají s t e j n ý směr, s l u j í rovnoběžné . 
Dvě s p l ý v a j í c í přímky j s o u podle t é t o d e f i n i c e také rovno -
b ě ž n é . 

Věta. K dané přímce lze daným bodem véstj přesně 
j e d nu rov nob ? žku, 

Důkaz. Tato rovnoběžka j e určena daným bodem a 
směrem clané přímky; podle předeřlého je tedy trto rovnoběžka 
jednoznačně u r č e n a . 

§ 18 . 

S m ě r r o v i n y ; r o v n o b ě ž n é r o v i n y , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Rovina j e l i n e á r n í p o d p r o s t o r dimense 2 .Množinu 
v š e c h v e k t o r ů r o v i n y nazveme směrem r o v i n y . Směr r o v i n y j e 
modul idimense 2 . Z v o l í m e - l i v tomto modulu dva mezí sebou 
n e z á v i s l é v e k t o r y A, B, t v o ř í t y t o b a s i směru, t a k ž e každý 
v e k t o r r o v i n y s e dá p s á t i ve t v a r u x .A • y . B , kde x a y 
j s o u r e á l n á č í s l a . 

V ě t a . Rovina j e jednoznačně určena bodem a směrem. 

Dvě r o v i n y Jež mají s t e j n ý směr, s l u j í rovnoběžné . 

Dvě s p l ý v a j í c í r o v i n y j s o u podle t é t o d e f i n i c e také rovnoběžné . 

Dvě r o v i n y , j e ž n e j s o u rovnoběžné , s l u j í různoběžné . 



- 2029 -

§ 19 • 

P ř í m k a a r o v i n a . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Mechí j e dána přímka a r o v i n a . J e - l i směr přímky 
obsažen ve směru r o v i n y , pák každý v e k t o r přímky je obsažen 
ve směru r o v i n y t Tento p ř í p a i n a s t a n e , když nenulový v e k t o r 
A dané přímky je obsažen ve směru r o v i n y . Pak j e t o t i ž každý 
•i-ckior. x . A obsažen ve směru r o v i n y , t edy aždý v e k t o r přím-
ky j e v e směru rov iny* 

Fíímka a rov ina slují rovnoběžné , když směr přímky 
j e obsažen ve směru r o v i n y , l e ž í - l i přímka v r o v i n ě , pak j e 
podle n a š í d e f i n i c e t a t o přímka rovnoběžná s r o v i n o u . 

E x i s t u j í přímky rovnoběžné s danou r o v i n o u , j e ž n e -
l e ž í v t é t o r o v i n ě . Tuto e x i s t e n c i z a r u č u j e 

V ě t a . J s o u - l i přímka a r o v i n a rovnoběžné a n e l e ž í - l i 

bod, Jímž přímka procház í v t é r o v i n ě , pak nemá přímka s r o v i -

nou s p o l e č n é h o bodu. 

Pfikaz. Nechí P j e bod, jímž daná přímka procház í 
a j e n ž n e l e ž í v dané r o v i n ě . Zvolme b a s i směru přímky A . 
Každý v e k t o r přímky dá s e pak v y j á d ř i t i ve t v a r u z . A , kde 
z j e r e á l n é č í s l o . Každý bod přímky můžeme pak p s á t i ve t v a -
ru P • z .A . Ve směru r o v i n y e x i s t u j í dva mezi sebou n e z á -
v i s l é v e k t o r y A a B 9 j e ž t v o ř í b a s i směru r o v i n y . Nechí 
Q j e bod r o v i n y . Každý bod r o v i n y dá s e pak p s á t i ve t v a r u 
Q • x .A y . B , kde x a y j s o u r e á l n á č í s l a . Kdyby n ě -
k t e r ý bod P • z Q # A dané přímky, b y l bodem r o v i n y , e x i s t o -
v a l a by r e á l n á č í s l a xQ , yQ t é v l a s t n o s t i , že 

p • zQ .A - Q • x Q .A + y Q . B t e d y 

P - Q + ( * o ~ z o ) *A * ¡ V B 



__ t. i \ 
» » f J 

Hod P by byl tudíž bodem roviny. To c/7\seni není možné. Proto 
žádný bod přímky není v rovině* 

Věta. fleché dva rflzné body F a Q leží v rovině. 
Pak přímka, jež prochází těmito fccdy, je obnažena v rovině. 

Důkaz. Nenulový vektor Q - P leží v přímce 
i v dané rovině. Proto každý vektor x . £ Q - p), kde x je 
reálné číslo, je vektorem dané roviny, Směr přímky je tudíž 
části směru roviny« Podle definice jo přímiv; rovnoběžná ss ro-
vinou, Každý bod přímky, jení, se psát.i ve tvaru r + 
• x. £ Q - P^, je tudíž v rovině, takže tato obsahuje celou 
přímku. 

Věta- Dvě přímky v rovině jsou fcuci rovnoběžné, 

nebo mají společný přesně bod* 
Důkaz» Nechí prvá přímka ci<; určena bodem p a 

směrem, jehož basi tvoří vektor A „ Kaž/.y bod přímky dá se 
pak psáti ve tvaru P • x*A , kde x je reálné číslo.Necht 
druhá přímka je určena bodem Q a směrem o basi B , takže 
každý bod této přímky můžeme psáti ve tvaru Q • . y .B , 
kde y je reálné číslo. Jsou-li obě přímky rovnoběžné,nemáme 
co dokazcvati* Předpokládejme tedy,že přímky nejsou rovno-
b ě ž n é . Pak vektory A a B jsou mezi sebou nezávislé,takže 
tvoří basi směru roviny. Každý vektor roviny, a tedy i vektor 
Q - P , j e lineárně závislý na vektorech A a B . 
Existují tudíž reálná čísla x , y té vlastnosti, že 
Q - P - x.A • y . B . Odtud vyplývá 

Q - y . B - P * X . A 

Symbol na pravé straně této rovnice značí bod na prvé přímce, 
symbol na levé straně bod na druhé přímce. Oba tyto body jsou 
stejné. Jsou tedy společné oběm?i přímkám. Tím je určen průse-
čík dvou přímek. Jiného společného bodu tyto přímky neobsahují, 
nebot by splynuly a byly by rovnoběžné. 

Příklad. Zvolme v rovině počátek S a basi ro-
viny A , B . Každý vektor roviny se dá psáti přesně jedním 
způsobem ve tvaru x.A • y .B a každý bod roviny se dá psá-
ti přesně jedním způsobem ve tvaru S • x.A + y .B , kde 



x * y j s o u r e á l n á g í s l a . 

S o u s t a v a S , A, B s l u j e s o u s t a v a souřadná, 
bod S s l u j e počátek s o u ř a d n i c , č í s l a x f y s l u j í souřad-» 
n i c e bodu S • x .A * Y.B . S o u č e t dvou v e k t o r ů x 1 # A • 

Y^.B, x 2 . A * Y 2 .B j e v e k t o r 

* + £ x 2 . A • • • A + 

* y 2 ) • * 

S o u č i n č í s l a C á v e k t o r u x .A + Y.B je v e k t o r 
c . ^ x . A • Y.B^ ¿3 cx .A • CY.B . 

Poněvadž z o b r a z e n í v e k t o r ů na j e j i c h s o u ř a d n i c e 
j e p r o s t é a p l n é , j e t u i s o m o r f n í z o b r a z e n í v e k t o r ů r o v i n y na 
j e j i c h s o u ř a d n i c e . 

J e - l i dána s o u s t a v a souřadná S, A, B, pak může-
me v e k t o r y a body z n á z o r ň o v a t ! souřadnicemi a m í s t o v e k t o r y 
x . A + y . B , r e s p . body S + x . A • y . B můžeme 
p o č í t a t i j e j i c h souřadnicemi ( x , y ^ • 

P ř í k l a d numerický , l í a l é z t i v r o v i n ě p r ů s e č í k dvou 
přímek. 

_ Nechl S . A , B j e souřadná s o u s t a v a . Prvá př ím-
ka j e dána body ^ - £ 3 f 2J f Qx , ? ) , druhá 
přímka body P 2 - ^ 8 , - 3 ) , Q2 » - . Směr prvé 
přímky j e u r č e n vektorem Q^ - P^ - ^ 1 , 5) , směr druhé přím-
ky vektorem Q2 - P 2 - 7 , - 2 ) . J e l i k o ž t y t o v e k t o r y 
j s o u mezi s e b o u n e z á v i s l é , e x i s t u j e přesně j e d e n s p o l e č n ý bod* 
Tento najdeme t a k t o s 

VEKTORY ^ - P X , Q2 - J S O T 1 B A S Í S D T Ě R U R Ó . 

v i n y , takže v e k t o r P 2 - P^ - , - j e na t ě c h t o l i n e á r n ě 
z á v i s l ý . Proto e x i s t u j í č í s l a x , y t é v l a s t n o s t i , že 

P 2 ~ - x • ( Q 1 • V l ) + y * ( Q 2 - • o d t u d v y p 1 ^ -

v á , že P 2 - y Q2 - P2'J - P 2 • x . ^ Qx - P ^ j e s p o -
l e č n ý p r ů s e č í k obou přímek. 

X Bez obavy z nedorozumění píšeme Pj 3 , 2 ^ , j s o u c e s i 
vědomi, že bod P^ j e r e p r e s e n t o v á n souřadnicemi £ 3 , 2 ^ 



'Jisxa x a y vypočteme se v,': tahu ; 
( s , - 5 ) a x Y l , 5 ) * 7 , - 2 j , i e r í 

dvě rovnice ' 

5 s x - 7y 
- 5 - 5x - 2y . 

Řešení těchto rovnic je x - - , y s - i S -

->colee?!;:; průsečík je tudíž 
P 

UV-UTO 

•O - r l 

-

* X ( o , - » l ) 2 ) - g .(1, 5 ) 

§ 20 • 

D v ě p ř í m k y , 

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Dvě přímky v prostoru mají trojí možnou polohu: 
1/ bučí jsou rovnoběžné nebo 2/ nejsou rovnoběžné a mají epo-
léčný jeden bod, nebo konečně 3/ nejsou rovnoběžné a nema-
jí společný žádný bod. V prvém případě nazýváme přímky 
rovnoběžné , v případě druhém různoběžné a v případě třetím 
mimoběžné * 

Věta. Dvěma různými rovnoběžnými přírr&ami prochází 
přesně jedna rovina. 

Důkaz. Wechí prvá přímka je dána bodem ? a voVto-
rem A, druhá pak bodem Q a týmž vektorem A . Vektory \ 
a Q - P jsou mezi sebou lineárně nezávislé. Vskutku kdyby 
existovalo reálné číslo x tak, že Q - P - x.A f \>yl by 
bod Q - P + x.A na prvé přímce, takže obě rovnoběžky by 
splynuly, což není možné. 

Vektory A a Q - P jsou basí směru roviny. Bodem 
a touto basí je jednoznačně určena rovina. Je^í body se dají 
psáti ve tvaru P • x A * y . ( Q - P^ • Rovina tato obsa-
huje bod P - P + 0 . A + 0 . (Q - P ) i bod Q - P • 
4. 0 • A • 1 .^Q - P) a také vektor A . Obsahuje tudíž 



obg přímky c 
Vě t a o Dvg&a růanoběžnýrai přímkami prochází přesně 

jedna rovina. 
Xtákag^ Označme společný bod dvou růanoběžných přímek 

plamenem P . Hechí oaěr prvé přímky je určen vektorem A f 

směr druhé přímky vektorem B . Jelikož tyto přímky nejsou 
rovnoběžné, jsou oba vektory maži sebou nezávislé9 takže tvo-
ří basi směru roviny. Bodem P a basí A , B je r o v i n a 
jednoznačně určena,, Směr prvé přímky je částí směru roviny. 
Jelikož bod P této přímky je v rovině, obsahuje t a t o r o v i -
na celou prvou přímku. Jelikož směr druhé přímky •je č á s t i smě-
ru roviny, je i druhá přímka celá obsažena v rovině. 

Těta. Dvěma mimoběžnými přímkami nelze v é s t i r o v i n u . 
Důkaz vyplývá z věty v § 19 / s t r . 2 9 / . 

VSta . Třemi b o d y , j e ž neleží na přímce, prochází 
přesně jedna rovina. 

Důkaz. Poněvadž dané tři body P9 Q, R neleží na 
přímce, tjsou přímky určené body P, Q resp* P, R různo-
běžné."Jimi prochází přesně jedna rovina. 

Věta. Přímkou a bodem mimo ni ležícím prochází přes-
ně jedna rovina. 

Důkaz. Podle předešlé věty prochází daným bodem a 
dvěma různými body na přímce přesně jedna rovina, jež obsahuje 
danou přímku. 

Příklad, xialézti v prostoru průsečík dvou různobě-
ž e k 

Zvolme v prostoru souřadnou soustavu S, A, B, C » 
Každý vektor prostotu se dá psáti ve tvaru x.A • y.B • z.C, 
každý bod prostoru se dá psáti ve tvaru S * x.A • y . B * 
• z*C. Místo vektory a body budeme počítati trojicemi čísel 
£ x, y, z) * Prvá přímka je dána body P 1 - (2, 4* ?) f Q -
se 5 9 » 2, —2 ^ , druhá přímka body P 2 su -2, 6) , Q2 _ 
* (-6, 8, l)* Směr prvé přímky je určen vektorem Q^ - P^ c 
- -6, -9 f směr druhé přímky pak vektorem - -
- ^-151 10, - 5 } • Snadno se přesvědčíme,že vektory tyto jsou 
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mezi sebou n e z á v i s l é , takže dané přímky nejsou rovnoběžné«Jsou 
tedy rflznobSŽné nebo mimoběžné. 

Dokažme si,že vektor P 2 - Px - (7, -6, -l) je 
lineárně závislý na vektorech Qj - P1 a Q 2 - P 2 . 

Vektorová rovnice pg - p^ - x. ̂ Q^ - P^ + 

«• y . ( Q 2 - P 2 ) « i l i 

( 7 , - 6 , - l ) s x . ( 3 , - 6, - 9 ) • y . ( - 1 5 , 1 0 , - 5 ) 

je ekvivalentní se systemém tří lineárních rovnic, 

7 a 3 x - 15 y 
- 6 - 6 x + 10 y 
- 1 - 9 x - 5 y 

Řešení tohoto systému je x r , y = - • Proto 

P 2 " P 1 - J f # ( Q1 " P l ) ~ \ • ( Q 2 - P 2 ) ' 

Po =• P2 • T • C.Q2 " P2) » ( 9> - 2> 6) * T • ( - 15> 
10, -5) a ( 3, 2 , 4 ) je^společaým bodem obou přímek. 

§ 2 1 . 

P r ů s e č í k p ř í m k y s r o v i n o u , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Věta» Hení-li přímka rovnoběžná s rovinou, má 
s ní společný přesně jeden bod. 

Důkaz. Rovina je určena bodem P a basí smě-
ru A, P. ; přímka je určena bodem Q a vektorem C ; je-
likož přímka není rovnoběžná s rovinou, není vektor C zá-
vislý na vektorech A, B . Vektory A, B, C jsou mezi sebou 
nezávislé a tvoří basi všech vektorů v prostoru. 
Existují tudíž čísla x, y, z té vlastnosti, že 



- . 3 4 -

Q - P « x .A • y . £ • a.C , t e d y 

, Q - a .C - P • x . A • y . B . 

Tím j e n a l e z e n p r ů s e č í k přímky s r o v i n o u , n e b o t symbol na 
l e v é s t r a n ě t é t o r o v n i c e znamená bod na př ímce , symbol na 
pravé s t r a n ě bod v r o v i n ě . 

P ř i k l a d . I ř a l é a t i průsef i ík přímky s r o v i n o u . 

Zvolme v p r o s t o r u pevnou s o u s t a v u souřadnou.Rovina 
j e urěena body P 3 ( 1 , 2 , 3) , Q - ( 4 , 5 , 2 ) , 

R n ( 3 , - 4 , - 5 ) . Přímka j e urSena body S ~ C 2 f 2» 

T * ( č , 7 , 3) . Base směru r o v i n y j e & - Q • ^ = 

z ( 3 , - l ) , B - R - P - £ 2 , - 6 f . Směr 

přímky je určen vektorem c - T - 3 4 , 5» 

, Snadno se pozná, že v e k t o r y Af B , C n e j s o u mezi sebou 

z á v i s l é , t akže t y t o t v o ř í b a s i v š e c h r e k t o r ů p r o s t o r u . E x i s t u -

j í t u d í ž č í s l a x , y , z t é v l a s t n o s t i , že S - P x . A • 

B • z.C , takže společný bod je S - z.C. - P • x.A • 
• y . B . 

Čísla x, y z vypočteme z rovnice 

( l f o , l ) « x . £ 3 , 3 - l ) • y . ( 2 , - 6 , «8^ * « ( * , 5 , - l ) , 

j e ž u r č u j e sys tém t ř í l i n e á r n í c h r o v n i c 

1 3x • 2y * 4 2 

0 = 3x - 6 y • 5 2 

1 - - x - 8y - z 

Násobíme-li prvou rovnici - 30, druhou 22, třetí - 24 a 
sečteme-li pak všechny rovnice, dostaneme pro neznámou z 
hodnotu z - ~ ^ • Proto společný prfi^ečík je 

P c - 3 - z.C - (2, 2, 4 ) • 

/122 149 1 > 
^ ^ ' 7 1 " 7 " 9 "7 7 # 
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§ 22 . 

P ř í m k a , r o v i n a a p r o s t o r v e d e n é 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

d a n ý m i b o d y . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

x ^ . p * x . 2 Q - 0 , kde x^ • x 2 s 0 » 

l z e v ý h o v ě t i n e t r i v i á l n í m způsobem. 

Dtfkaz. J e s t - l i že oba body sp lynou , položme Xg =* - x^, 

kde x 2 ^ 0 . 

L z e - l i naopak daná r o v n i c i v y h o v ě t ! n e t r i v i á l n í m způ-
sobem, pak j i můžeme p s á t i ve tvaru: x-^. ( p - Q } » 0 ' t nebot 
x2 s ~ X 1 * Poněvadž j e x^ ^ 0 j e s t podle v ě t y v 

§ 4 / na etr. 8 / P - Q * C , t.j. P s Q . 
Věta . J s o u - l i P a Q různá body, pak l z e každý bod 

přímky těmi to body určené p s á t i přesně jedním způsobem ve tvagu 

x-j . P *• x 2 • Q , kde x^ • x 2 a 1 • 

Důkaz. J e - l i především R bodem přímky, pak e x i s t u j e 

r e á l n é Č í s l o x t é v l a s t n o s t i , že R P • x . ( q - P * 

3 ( 1 - x ) . P • x.Q - x x . P • x 2« Q , kde x 1 » 1 - x ; 

X2 s X j Xx • x 2 ^ 1 . Každý bod přímky s e dá t edy v y -

j á d ř i t i v uvedeném t v a r u . J s o u - l i nyní dána dvě takové v y j á -

dření R X x ^ P • X 2 .Q, R s y X . P • y2Q » kde 

x-i + x 2 s • y? S 1 • P8^ odečtenÍTR vyplývát^x^ - y-^ .P + 

tíeJ-XKO-' ouu.y r a > jouv -^»j Vy— 

V ě t a . Body P a Q sp lynou , když a j e n když r o v n i c i 
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h o v ě t i poslednímu vztahu j e n t r i v i á l n í m způsobemo Proto 

X 1 - ~ x 2 ~ y 2 - 0 ' X1 3 y l » x2 ~ y2 

Tím j e dokázána jednoznačnost v y j á d ř e n í . 

V ě t a . Tři body Py Qy R l e ž í na přímce když a 
j en když r o v n i c i 

Xj .P + . Q • . R - O' ,kde 

X1 * x2 * x 3 = ® 

j e vyhověno n e t r i v i á l n í m způsobem. 

Důkaz. J e l i k o ž x-̂  - ' - x 2 - x ^ , dá se r o v n i c e 

p s á t i ve tvaru 

* 2 . ( Q - P]) • Ck - P) » 0 ' . 

Tomuto vz tahu l z e v y h o v ě t i n e t r i v i á l n í m způsobem, když a j e n 
když oba vektory Q - P a R - P j s o u mezi sebou l i n e á r n ě 
z á v i s l é . Mohou n a s t a t i dva případy: 1 / buáto Q - P - 0 ' 
nebo R - P « o ' , t . j . P - Q nebo P m R anebo 

2 / P 4 Q , P f R . 

V prvém případě dva body sp lynou , takže e x i s t u j í n e j -
výS dva různé body a t y t o l e ž í na př ímce . V druhém případě 

e x i s t u j í dvě přímky, prvá j e určena bodem P a vektorem 
Q - P. , druhá bodem P a vektorem R - P . J e l i k o ž toba t y t o 
v e k t o r y j s o u mezi sebou z á v i s l é , j s o u obě přímky rovnoběžné . 
J e l i k o ž pak mají s p o l e č n ý bod P, j s o u i d e n t i c k é . Všechny t ř i 
body P, Q, R l e ž í na t é t o přímce» 

tfecht nyní t ř i body P, Q, R , l e ž í na př ímce .Vekto-
r y Q - P a R - P j s o u mezi sebou l i n e á r n ě z á v i s l é . Proto 
e x i s t u j í č í s l a x 2 i t z n i c h ž aspoň jedno není 0 , t é 
v l a s t n o s t i , že X2* ( Q - P ) • X^. ( R - P ) S o'.Položíme-

11 x^ - - a 2 - X j , pak x x • x 2 • x 3 * 0 a uvede -

né r o v n i c i l z e v y h o v ě t i n e t r i v i á l n í m způsobem, j . b . d . 

Věta ffeleží-11 t ř i body P, Q, R na přímcen pak 
I s e každý bod r o v i n y , t&mito body u r č e n é , p s á t i přesně jedním 



z p ů s o b e m v e í: v .v . ru 

x ^ . V i- Q * x-.. ft , kde r • x . , » 1 • 

Důkaz. Ku vina je -J; rděna Iv. J«. r. V a -'..irtoiy ... - r, 
R - P . Je-li Z libovolný bod této roviny, pak existují číala 
x a y té vlastnosti, že Z » P * x. (Q - p) * y. 
s ( l - x - y ^ .P * x.Q + y.R * P o l o S i m e - l i x 1 = 1 - x - y 

X p - x « x^ - y , p a k >. •, + •» x, = 'i JÚ "ho :' S 

s e dá v y j á d ř i t i t a k t o , Z - x 1 . P * x ^ Q * x^* R . 
J e - l i Z - y^ .P y 2 » Q • y 3 * R » kde 

y a • y 2 • a 1 , pak o ' * ( x x - y j ) . ? * ( x ^ y . J . Q + 

• ( x 3 - y 5 ) .R ' k d e - y x ) ^ ( x 2 - y 2 ) « ( x , - y j * 0 . 

Vzhledem k p ř e d e š l é v ě t ě musí b ý t i 
x 2 - y x = x 2 - y 2 a x 3 - y 5 a 0 , t edy x 2 - ŷ , x,. - y g 

x 3 - ^3 * d o l c á z á n a j e d n o z n a č n o s t v y j á d ř e n í . 

V ě t a . Čtyř i body P, Q, H, S l e ž í v royinfe ,když 

. a j e n když r o v n i c i 

x ^ . P + X2«Q * x ^ . R • S - o ' k d e 

X-^ + X g + X j t x 4 s 0 / 2 2 , 1 / 

. l z e v y h o v ě t i n e t r i v i á l n í m způsobem. 

Důkaz. J s o u - l i body P, Q, R na př ímce ,po ložme 

x 4 s 0» Pak j e v z t a h / 2 2 , 1 / s p l n ě n n e t r i v i á l n í m z p ů s o b e » . 

N e j s o u - l i body P, Q, R na p ř í m c e , l z e j i m i p o l o ž i t i pře sně 
jednu rov inu .Poněvadž bod S j e v t é t o r o v i n ě , e x i s t u j í p o d l e 
p ř e d e š l é v ě t y r e á l n á č í s l a x^, x 2 , x^ t é v l a s t n o s t i , že 

S - x 1 # P * x 2 . P • x^.R ,kde x 1 • x 2 + x^ - 1 . 

P o l o ž í m e - l i x^ s - 1 , j e r o v n i c i / 2 2 , l / v y h o v ě n o 
. n e t r i v i á l n í m způsobem. 

Předpokládejme n y n í , ž e j e s p l n ě n a podmínka / 2 2 , 1 / . 
l e ž í - l i body P, Q, R na př ímce ,pak zřejmě t ě m i t o body a b o -
dem S l z e v é s t i r o v i n u . N e l e ž í - l i na př ímce , pak x^ Ý 0 . 
Hásobme r o v n i c i / 2 2 , 1 / č í s l e m - . Dostaneme pak v z t a h s 
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X j x « x * 
J e l i k o ž - — - - - 1 , l e ž í bod S t>odle 

4 4 4 * 
p ř e d e š l é v ě t y v r o v i n ě určené body P, Q, R . 

V ě t a . fleleží-li body , P, Q, R, S v rovině« pak l z e 
každý bod pros toru p s á t i přesně jedním způsobem ve tvaru 

x 1 . p * Q • x^.R • »kde x-̂  • Xg • x^ + 2 

^ 1 . / 2 2 . 2 / . ' 

Důkaz» Dokažme, že každý bod Z p r o s t o r u dá s e 
p s á t i ve tvaru / 2 2 . 2 / . Body P, Q, R n e l e ž í na přímce, 
nebpí by j inak body P, Q, R, S; b y l y v rcivině. Každý bod 
r o v i n y určené body P, Q, R dá s ě v y j á d ř i t i ve. t varu 

y r . P • y 2 . Q • y^.R , kde y x • y 2 + y 5 1 . 

J e - l i Z - S , pak bod L - 0 . P • O . Q • 

• O.R + 1 . S dá s e v y j á d ř i t i . v e tvaru / 2 2 . 2 / . Wechí 
je nyní bod Z o d bodu S . Body Z a S j e u r č e -
na přímka. J e - l i t a t o rovnoběžná s povinou P Q R , e x i s t u -
j e v r o v i n ě bod P ' t é v l a s t n o s t i , že Z - S & P ' - P. 
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Odtud vyplývá Z a S + P' - P . Jelikož bod p' je v 
rovině P Q H existují čísla y^, y2, y* té vlastnosti,že 

_•* y?»Q 

y i * * - 1 a ž e p - y i * P T • ^3* R* P r o t o 

Z - ^ y-x ^ 1) , p + y*2»Q • y^. R • S x^oP + 
• x2. Q • x5. R * x^ .S , kde 
X1 = 71 - J-y x2 * y2» x 3 ^ y 3 » ~ 1 » takže 
X1 * x2 * x3 * x4 s * T o Óe tvar / 22.2 /. 
Není-li přímka S Z rovnoběžná s rovinou PQR, 

pak má s ní společný přesně jeden bod. Označme jej opět 
p' y^.P * y2*Q * » kde • y2 • y5 - 1. 
Jelikož bod Z leží na přímce určené body p' a S, existu-
jí. reálná čísla ẑ » té vlastnosti,že z^ * z2 - 1 
a že 

z z1.p' • z2.s * y2»Q • y3 #®) • 

• z 2 » S » z 1 y 1 . P • z^y^.Q • z^y^.R • z 2 . S -

¡ s • x 2 . Q • x^.R • x^.S , kde 
X 1 - z i y i » x 2 — V 2 * x3 s . V v * 4 * z 2 takže 
x i > x 2 • x 3 • x 4 - z i * ( y i • y 2 • y 5 ) • z

2 . . 

= Z1 * z2 s * Bcid z s e tedy vyjádřiti ve tvaru 
/ 2 2 . 2 / . 

Dokažme nyní,že pro každý bod existuje přesně jeden 
způsob uvedeného vyjádření. Necht 
Z - x x . P «§• : X2*Q • x ^ . R * x ^ . S - y x . P <•> y g . Q • 

• y^.R • y4»S , kde x^ • x 2 • x^ * x^ -

s yi • y 2 * y5 t y4 s i . Pak o' - - y x) .P • 

• ( x 2 " y 2 ) • Q • f x 3 • y 3 ) * R * ( x 4 ~ y 4 ) • S ' k d e 

( x i - • ( x 2 - • ( x 3 - y j ) * ( * • " y 4 ) - 0 ' 
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takže vzhledem k předešlé větě jest x^ - Yj f x2 - y2* 

x^ - y^ y x^ s y^. Tím je dokázána jednoznačnost vyjádření. 

§ 23 • 

P r ů s e Č n i c e d v o u r o v i n , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

V ě t a . Dvě různoběžné r o v i n y s e p r o t í n a j í v př ímce . 

Bflkaz. B a s i směru prvé r o v i n y označme A^t Ag ; ,basi 

směru druhé r o v i n y označme B^ , B 2 . J e l i k o ž p r o s t o r má d i -

mensi 3 , j s o u t y t o Čtyř i v e k t o r y mezi sebou l i n e á r n ě z á v i s l é . 

Vektorové r o v n i c i 

x l # A 1 * x 2 # A 2 * y l # B l * * y 2 # j B 2 ~ 

l z e t edy v y h o v ě t i n e t r i v i á l n í m způsobem. Necht x^, x 2 , y^ 1 

y 2 j e n e t r i v i á l n í ř e š e n í , fifemůže b ý t i y^ 9 y 2 - 0 , n e b o í 

v z t a h u x^.A^ • x 2 . A2 - 0 l z e v y h o v ě t i j e n t r i v i á l n ě . 

Proto Y i ^ j . * y 2 # B 2 n e n u * o v ý v e k t o r . Označme j e j C . 

Vektor 0 j e obsažen ve směru druhé r o v i n y a j e l i k o ž 

Cf - - x l # A l ~ x 2 # A 2 f T e s ^ š r u prvé r o v i n y . Pro t o 
v e k t o r C j e ve směru obou rov in» 

Obráceně. Každý v e k t o r C' j e n ž j e ve směru obou r o -
v i n je z á v i s l ý na v e k t o r u C, n e b o l j i n a k by v e k t o r y 0 a c ' 

. i 
b y l y mezi s ebou n e z á v i s l é , t a k ž e by u r č o v a l y směr prvé i směr 
druhé r o v i n y a t y t o by b y l y r o v n o b ě ž n é , což není« Určeme b a s i 
prvé r o v i n y C, A a b a s i druhé r o v i n y 0 , B. Vektory A,B,C 
j s o u mezi sebou n e z á v i s l é , n e b o l kdyby b y l y mezi s e b o u z á -
v i s l é , b y l y by v e k t o r y A a B mezi sebou z á v i s l é a r o -
v i n y by b y l y o p ě t rovnoběžné . 

Zvolme v prvé r o v i n ě bod P a v druhé bod Q . 

Každý bod prvé r o v i n y dá s e p s á t i v e t v a r u P • x .A • z1.C, 
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každý bod druhé roviny ve tvaru Q • y.B • Zg*0 .K vekto-
ru Q - P dají se udati reálná čísla u, v, w té vlastnosti, 
že 

Q - P - u.A • v*jb • w.C 
Odtud vyplývá 

P • u.A. - Q - v.ii - w.O 
Tím je určen bod P Q f jenž leží v obou rovinách, nebol symbol 
na levé straně poslední rovnice znamená bod v první rovině; 
symbol na pravé straně boi v druhé rovině» 

Bodem P 0 a vektorem 0 je určena přímkaf jež 
je průsečnicí obou rovin* 

Příklad * lialézti pr&sečnici dvou rovin. 
Zvolme v prostoru pevnou soustavu souřadnou.První 

rovina je dána body : ^ 1, 2, 3) , ( 4, 5, 2) f ( 6, - 1, - lj ; 
druhá rovina je dána ,body ( 2, 4, l) , ^4f 2t -1 ) f 
( -5, -3, -l) • 

Určeme basi směru prvé roviny /jako rozdíl dru-
hého a prvého resp. třetího a prvého bodu /; A^ r(3* 3, -l) , 
A2 A (5f «3t -4 )•• Podobně určíme basi směru druhé roviny 
S^ - £2, -2f -2^ f S 2 ^ (-7, -7t —2Jl • Yektorová rovnice 

X1 # A1 * • yi#Bl 4 ^2*^2 s čili 

*!•( 3f 3, ->l) + x2. ( 5, -3, -/,) • y1# ^ 2f —2f -2)< • 

+ - 7 f - 2 ) ^ ( o , 0 , 0 } 

zastupuje systém tří lineárních homogenních rovnic o čtyřech 
neznámých : 

5 xl • 5x2 • 2y r - 7y2 - 0 

3*1 3 x 2 - 2yx - 7y2 = 0 

*1 4xg - 2 7 l - 2y2 = 0 
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Ž e š e n í t o h o t o systému r o v n i c j e 

5 , 2 , -• 7 3, 2 , - 7 , 

*1 : x 2 ' « y 2 s - 3 , - 2 - 7 * 
• ^ ^ 3, - 2 , - 7 » • 

- 4 , - 2 • 1 - 2 - 1 , - 2 , - 2 

3 , 5, - 7 
i 

3, 5 , 2 
• • 3, - 3 , - 7 • 3, - 3 , - 2 8 : - 52 : 104 : - 4 

- 1 , - 4 , - 2 r l , - 4 , - 2 

- 8 , z; - 52 , y x * 104 , y 2 s ; - 4 

l-aždé jiné řešení t o h o t o systému r o v n i c dostaneme, když n á s o -
bíme v š e c k a č í s l a t o h o t o ř e š e n í l i b o v o l n ý m č í s l e m . / Násobíme-
i i č í s l e m ^ , dostaneme j e d n o d u š š í ř e š e n í : x^ c 2 , x 2 

i - 13» y} a* 26, y 2 - -1 /. 
Tím jame v y p o č í t a l i v e k t o r 0 , j enž j e v e směrech 

obou r o v i n : 

0 S - X 2 . A 2 X Y - ! * ^ • Y 2 *B 2 — 

= - 2 . ( 3 , 3 , - l ) + 1 3 . ( 5 , - 3 , -4^) a ( 5 9 , - 4 5 , - 5 0 ) . 

J e s t t ř e b a j e š t ě v y p o č í t a t ! bod na p r ů s e č n i c i . Za v e k t o r y A,B 
můžeme z v o l i t i v e k t o r y A^ s . ^3, 3 , - 1 ^ , \ • «-

- - 1 , - l ) , j e ž j s o u s vektorem C mezi sebou n e z á v i s l é . 

V o l í m e - l i r - ( l , 2 , 3 ) , Q s ( 2 , 4 , I,) dostaneme v e k t o r o v o u 
r o v n i c i ; 

* 

Q - P b. u .A • v. 3 + w.C , č i l i 

( 1 , 2 , - 2 ) * u . ( 3 , 3 , - 1 ) • V . ( l - 1 , - 1 ) • 

• w. ([59, - 4 5 , - 5 0 } , j e ž j e systémem t ě c h t o t ř í l i n e -

á r n í c h r o v n i c : 

3u • v • 59w - ,1 

3u - v - 45w - 2 

- u v 50w a - 2 



- 43 -

3 , - X 
Násobíme-li prvou rovnici Číslem 

3 » 1 

-1,. 11 « " ^ druhou 

, - 2 a třetí Číslem I3' l f | =. - 6 a sečteme, 

rl.-U ; j5,-l | 

dostaneme « « - x§ f dále vypočítáme u » v » . 
Společný bod je tudíž: 

s • tt.A » q - T J - « . 0 a. ( 4 b 9 • m • - I ž ) . 

Průsečnioe je množina bodů tvaru 

( i H . - g ) • - 4 5 . - 5 0 ) . 

[kde i t probíhá všecka reálná čísla. 

§ 2 4 . 

P ř í č k y d v o u m l n o b ě ž e k , 
m i e x m x m n x n x x t m x m m m m m m x 

Daťinice. Příčka dvou mimoběžek je přímka jež protíná 
obě miraoběžky, 

1 j , 

itloha. Naléeti příčku dvou mimoběžek, jež má pře* 
—i>»aný »měr* 

' tfecht je prvá mimoběžka dána bodem P a vek» 
torem A, druhá bodem Q a vektorem 3» Směr příčky neoht 
je dán vektorem 0 Jelikož dané dvě přímky jeou mimo* 
. béí.néj jaou tři vektory A« H, Q - P meei sebou neeávislé. 
Tyto vektory tvoří basi v š eo* vektorů prOBtoru. Existují tu* 
díž reálná čísla x, y , « té vlastnosti, že 

0 8 x.A • y.B T I.(q - ř ) 
Označme P' resp. Q' průasčí* příčky e prvou rtsp, s dru* 
hou miraobčžkou. Pak existují čísla ut v té vlastnosti,žt 

• » 

P' * P • y*-A 
Q ' m Q • l i 
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N a š í ú lohou j e s t n a l é z t ! oba p r ů s e č í k y , t e d y u r č i t i 

č í s l a u a v . J e l i k o ž v e k t o r p ' - Q# j e v e směru p ř í č k y , 

j e s t t » ( Q ' - p ) a C, kde t j e vhodné r e á l n é číslo f o . 
: i 

Dosazen" ím v y p l ý v á ;: 

t . ( Q - P - u .A • v.fl) o x .A • y.B + 

, t e d y - ( x + t . u ) .A * ^ - y + t . v^ .B * 

+ ^ t - z j • ( ' q - p) « 0 ' . 

J e l i k o ž v e k t o r y v t é t o r o v n i c i j s o u mezi sebou n e z á v i s l é , l z e 
t é t o r o v n i c i v ý h o v ě t i j e n t r i v i á l n ě . Proto 

u - - . , v ^ , « a t , 

u . - - i - i v - — ? 
K • z 

Rozeznávejme dva př ípady : 

1 / z ^ O . Úloha mé v tomto p ř í p a d ě přesně jedno ř e š e n í . 

2 / z * 0 . Pak t 0 , t a k ž e C ^ O " . Ťo n e n í možné. 

Úloha v tomto p ř í p a d ě j e n e ř e š i t e l n á . 

Geometrický význam př ípadu 2 / j e t en to ;Zvo lme v 

p r o s t o r u bod S a ve3me j ím dvě přímky, z nich?, jedna j e 

rovnoběžná s prvou, druhá a druhou mimoběžkou. Bodem S 

a b a s í A, B j e určena pomocná r o v i n a , j e ž t ě m i t o r ů z n o b ě ž -

karni p r o c h á z í . Když z s 0 , pak v e k t o r 0 j e v e směru po« 

ta... r o v i n y a naopak, j e - l i v e k t o r 0 ve směru pomocné r o -

v i n y , j e s t z * 0 . V tomto p ř í p a d ě j e naše ú l o h a n e ř e š i t e l n á , 

/ Ku p ř í k l a d u : ke dvěma vodorovným pimoběžkám v é s t i v o d o r o v -

nou p ř í č k u / . 

2« ¿ l o h a . tóaléati p ř í č k u dvou mimoběžek, j e ž 

. p r o c h á z í daným bodem. 
Ř e S e n í . Označme daný bod písmenem R. Neohí 
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P, Q, A, S, p ' f Q' mají t ' ' f význam jako v p ř e d e š l á ú l o z e » 
D a j í s e u r č i t í reálná čísli; x, y, z , u , v t é v l a s t n o s t i , ž e 

R - P s x .A • y.B • e . ( Q - P ^ 
P ' s P • u .A , Q' - Q • v . B 

ITaší ú lohou j e s t u r č i t i č í s l a u a • • Směr 
p ř í č k y j e dán vektorem Q - P . J e l i k o ž v e k t o r R - P 
j e ve směru p ř í č k y , e x i s t u j e takové r e á l n é č í s l o t , Že 
R - P ' «- t . ^ Q ' - P ' j . Po d o s a z e n í dostaneme t y t o v z t a h y : 

R - P ' * - u.A * x .A + y . B • z . ( Q - P^ » 

- t , ( Q - P - u .A v . B ) , t e d y ( x - u . ( l - t ) ) .A • 

• ( y - t . v ) . B « . ( z - t ) . ( q - p ) 0 ' . 

Poněvadž v e k t o r y v t é t o r o v n i c i j s o u mezi s e t o u n e z á v i s l á , l z e 
t é t o r o v n i c i v y h o v ě t i j e n t r i v i á l n ě . I r e t o x - u . ( l - t ) 3» 

, b y - t , 7 a z » t a 0 . Odxud v y p l ý v á : 

u = 1 = 1 > • ^ i - • 

Rozeznávtjm« t ř i p ř í p a d y : 

1 / 0 / z / 1 . V tomto p ř í p a d ě má ú l o h a 
přesně jedno ř e š e n í , n e b o l 1 - » / 0 a • 

2 / z « 0 . Rozeznávejme dvě m o ž n o s t i : 

2 a / z » 0 a y . 

2 b / z - 0 / y . 

V p ř í p a d ě 2 a / j e ú l o h a n e u r č i t á , n e b o l v j e n e u r č i t ý v ý r a z . 

7 př ípadě 2 b / j e ú l o h a n e ř e š i t e l n á , n e b o l v * m J- je 
bezvýznamný symbol . 

3 / z - 1 . Rozeznávejme opět dvě m o ž n o s t i : 

? 3 a / z - 1 , x « 0 . 

3 b / z s 1 , x Ý 0 • 
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V případě 3a/ je úloha neurčitá, neboi x » C ^ 1 - a, 
tedy u je neurčitý výraz. V případě 3b/ j<? úloha neřeši-
telná, nebot x f O , 1 - z s. O , takže u t * 
bezvýznamný symbol. 

Provezme podrobnou diskusi o geometrickém význa-
mu zvláštních případů. 

V případě 2a/ jest z * 0 » y , takže 
R s P • x.A • To znamená, že daný bod R je na prvé 
mimoběžce. Bodem R lze pak vésti nekonečně mnoho přímek 
protínajících obě mimoběžky. r^sečík Q' na druhé mimoběžce 
je libovolný* 

V případě 3a/ jest z - 1, x a C ,takže 
R - P s y.B • Q - B , tedy R - Q • y.B . To zna-
mená, že daný bod R je na druhé mimoběžce, takže úloha je 
opět neurčitá. Bodem R lte vésti nekonečně mnoho příček* 

V případě 2b/ jest z s 0 + y , takže 
R - P « x.A • y.B , t.j. R - (p • X.A^ , y.B . 
Poněvadž v tomto případě x s . u , jest P + x.A & 
a P • u.A s P', takže R - P' « y,B . Poněvadž 
y f 0 , jest příčka rovnoběžná p druhou mimoběžkou, Když 
naopak příčka protíná první mimoběžku a s druhou je rovno-
běžná, pak R - P' « y.B, kde y ^ O a R - T & x.A • 
4 y, B , takže z & 0 • 

V případě 3b/ jest z s 1 • x f 0 , 
takže R - P x x.A • y»B + 9 - P , tedy R Q • 
• y.B • x.A « Q' • x.A , nebol • tomto případě jest 
y SÍ v . Z poslední rovnice vyplývá: R - Q' » x.A . 
Poněvadž x ? 0 , jest příčka rovnoběžná s prvou mimoběžkou. 
Je-li naopak příčka, rovnoběžná»a prvou mimoběžkou, jest 
z 1 , x ^ 0 • 

Případy 2b/ a 3b/ jsou neřešitelné. To je 
ve aporu Ú běžnými učebnicemi. Spor ten vyplývá e definice 
p ř í č k y . P ř í č k o u rozumíme přímku jež obě mimoběžky skutečně 
protne v našem smyslu, t.j. v konečnu. V učebnicíoh se obvykle 
p ř i p o u š t í možnostfiže příčka je e jednou mimoběžkou rovnoběžná. 
RozSířlme-11 definici příčky v tomto smyslu,pak úloha je ře-
š i t e l n á také v případech 2b/ a 3b/. 
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§ 25 . 

K o n s t r u k c e a p o č e t , 
x x z x x x x m x x j t x x m j . m m m y t ^ x m x 

Ppfiétní. metody, které jacu přadmřten» našich úvah,mají 
proti metodě ryse geometr**k<5 tu výhodu, Ži* mnohem snáze mftř.e-
me vsri »'Ai: ov*< tjprávnout n«jakého výaladku i když neznáme 
tu, jíž ee k ntou <.V>81c* To budeme ilustrovat! na tento příkla-
d ě 

Proř, J4 Sobotka,uvádí v* «vé knize,, De^kríptivní 
geometrie přemítáni! páraliolniho " řadu pomocných konstrukcí 
pro spojeni dvou bodá, •?> nich?. Jeden je dán jako nepřístupný 
prř.feCíJr.dvou přímek* Uvedeno dvě a těohto konstrukcí a bude-
me verifikovat! n&SÍ početní metodou jejich správnost, 

1, Konstrukce / Sobotka , l.c.str4548,obr. 39^/» 
Zvolíme trojúhelník I' Q 1 , joto* 

P, 0 leží n*. daných přímkách a , b a wolui-í-w 
daný bod. Dálo přetneme vhodn" svolenou rcvnobčřku k P Q 
přímkami e, b v bo.̂<V.;Vi P, , Q^ } prvním z nl-.̂ h 
rovnoběžku k P 1 , tfrufcýr ko Q { o stanovíme 
prfiseíík 

iMsaV.* j. T^ přechází nepřístupný» prflí«e<fcf}:*rí 
S přímek "b , a b 



Důkaz. Jelikož bod P-, lei/ VM p H « r . a •rróxué bo-
dem P a nenulový:® vektorem 8 - ř , exietujo reálné Číslo 
x té v l a s tnoHt i . ,ř.e 

P2 * P • x , (s - F ) . 

Podobně ae dokáže exisionce číslo, y i-' vlastnosti,že 

Ql • 9 + y • O - q ) . 

Vzhledem k tomu, že S - i - - p) * - q) , platí 
odečtením obou rovnic tento v?,tah» 

- P1 » C 1 - y) {y - * ) • ( s - p) 
Poněvadž vektory na prav^ ctr&nř tét%'re"nloo jsou Trieal aebou 
nezávislé, kdežto vektor Q-, - P^ $ c závislý na vektoru 
Q P , jest ( y ~ x^ * (S - p) a • Podle včty v § 4 
/str.8/ jest y - x . 

Pondvadž přímky r I a P^ L-̂  jsou rovncVč^re, ex.i. 
stuje takové číslo u , ?.o 

Lx - V, • n. (i ~ p) . 
Podobně se dokáže existence. takovéno čísla v , Že 

L 1 3 • • • ( 1» ~ $ | • 

Vzhledem k rovnosti vektorů I - Q « . ("li - p) • £p - q) 
vyplývá odečtením těchto výraKů: 

- P 1 * ( u - v ) . ( t - p ) • Q - P ) • 
Podobně jako nahoře virtí»«,že u ^ v , takže 

Qx - Pa » v . ~ v ) s. ( i - y ) . (Q - o ' . 

Odtud vyplývá t U s v s l - y s l - x . Proto 

H - » • C 1 - x ) • 0 ~ 1 ) » P • * • ( S T ) * 

* (l - pj ~ x . (l, - t) L 4 x • ( S - l) . 
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ffcara trakce / Sobotka , l.c. str. 550, obj-. 402/* 
Pro tneme přímky a, b libovolnou přímkou o , da-

ný, bod - L obsahující, v bodoch P, Q • Libovolná rovno^éSkn 
a a Beče b v .bod 8 L^ , c v bodě L 2 $ vedeifte-ii bo-
dem p rovnoběžku ku přímce L^ L , protínajíoí b v bo-
dó P^ , jest hledaná přímka rovnoběžná k přímce P^ * 

o 

' Jelikož bod Lt leží na pM«cc S Q a tod 
u ú v Q , p l a t í v a i a f c y t 

T.;. á» * * • ( ř - Q ) ' 

.<, > 'ťicw VAC-W' V*K««»dmri k tomu, £e P tl 

^ ( «' - ) . (C , V/ - 'V.' 

T. I „ ( 3 ) • ( / - * ) k ( i ) 
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Poněvadž v e k t o r y na pravá e t r a n č t é t o r o v n i c e jeoti mezi sebou 
n e z á v i 3 l é a p r o t o ž e v e k t o r L 2 - j e ? * v i s l ý na v e k t o r u 
P - S , j e s t o ' , t akže x w y . 

Jelikož bod P^ leč:' nn p^mce !J i na přímce 
P P^ rovnoběžně s přímkou T. L^ , j e s t 

Px a Q • u. - Qj 

ř l * P • • • ( * ! ? í ) ' 

kde u, v jsou vhodná Sísla. Ponívadž T,̂  - L a {l^ - Q} J 

. • ^Q - l} , vyplývá odečtením 

Q - P * ( • . (Q , ' - X») • ( v - » ) . - Q J j 

stejným způsobem jako dříve dá se z téfco rovnice souditi,že 

u » v . Proto jest Q - P a. u. ( Q - L } . 

Dosaáme nyní za P^ a Xg příelušné výrazy. 

P x - I 2 a P • u - x ) - Q - x . ^ P - Q j - . 

* (l - x) . (P - Q ) + U . - i) » 

( l - x ) . ( Q - I i ) • - x ) ^ . 

Poněvadž X2 - X * Q ~ X * x . £ S - Qj , 

j e s t P t - L2 a u . ^Q • I J • x . (3 - -

a ux . ( s - x ) . 

Tím je dokázáno, žo přímka P-, L 2 je rovnoběžná s přímkou 

S L . 
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$ 26 . 
P v v a i M r p i n a o v i í e 11 ( . 
xx-ocxxxt < «•y.xxxxjcxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

i 

/!/ Rotth'.<riň3t#< o vzájemné polorse přímek p g P Q, p ^ 
* i -

» ' H S , pj s, I Z , Body P, Q, Rt S, T, Z 
P (11 , 1, 7 ) , Q 10, 15,0) , R (- 3,6^64) , 
3 ( 1 0 , - 8f;> - 9 ? ) , T ¿ 3 3 , - 2 0 . - 2 8 ) , 

Z ( 7 , e ) . 

CŘešeni x p-, a p^ de protnou fr bod6 ( 2, 7, 4)1 

p a p protnou 7 bodě £ 3 , - 5 , - J ; 

p h P^ Jsou mwobčžné,) 

/2/ Určete prášečnioJ rovin P^ P 2 P3 a Qj Qg Q3 * 
Souřadnice daných bod& jsou 

Px ( 1 9 , 40 ) , P 2 15 , -37» - 3 0 ) , 

P 3 (ll, í ' J , 1 6 . ) , Qj ( - 7> - 2 , 2 6 ) , 

Q2 (6, 22, 32) , Q3 (13, 22, 14) 

(ftašexrí bod« ( 3,4,5) , (-2, -8, . 

1 { 

S 
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/3/ Bodem R veáte přímku protínající přímky 

* P 1 a P 2 * F 2 Q 2 . 

?! (l7, -3, - 2 ) f Qx (-1C, 11, 5 ) 

P 2 11. -15) f Q2 (23, - 25, 3) 

R £ -10, 19, 17) . 

(fte£ení: žáduná přímka protne v bod* (2,3* l) 

a P 2 v bod 8 (p, -5, - 7 ) . ) 

/4/ Spojení bodu P r. nepřístupným pinlt; c Síkem přítok 
p, q / v rovinky ge dá provéeti takto: Bodem P 
veďme dvč přímky h, k ; spojme průsečík přímek 
h, p a prftsečík přímek k, q přímkou b J večlme 
dví přímky b^ f br, rovnoběžně e přímkou b ; 
spojme průsečík přímek b^ , p a průsečík pří-
mek b2 f h přímkou c^ ; spojme průsečík pří-
mek b^ f q a průsečík příir.ek b2, k přírrkou c2 

Žádaná spojnice prochází průsečíkem přímek c^ > * 

Oofvcdnříte tuto konstrukci poStem* 
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§ 2? . 

E l e m e n t á r n í z m $ n y b a s e m o d u l u , 

Hechf je dán modul dimense n > c . Každá base 
tohoto modulu obsahuje n mezi sebou nezávislých vel i 
každý vektor modulu je na těchto n vektorech ¿ávislý. 1* 
modulu budeme znaftiti pí i nem W , Pořádek vektorů v basi 
pokládáme za podstatný. 

Budeme studovat i přechody od jedná base ke druhá 
basi téhož modulu. D&le2ité jsou elementární přechody prvého 
a druhého druhu« 

Přeohod od base W^ - / A l t . . . , A r , / 
k basi W 2 m / Ay • C, ^ /, kde C je 
vektor závislý na vektorech Ag» Ay^t • • 

AJJ , eluje elementárním přeohodem prvého druhu. 

Systém Wg ^ /A^,..., Ay* C, A^ / je 
vskutku basí modulu, nebo$ vektor Ay • C není na vektorech 
A1, A2, Ar^lf Ay ^ 1 # AJJ závislý. V opačném 
případ® by byly na téchto vektorech závislé oba vektory 
Ar * C a - 0 , tedy podle poznámky na otr. 10, také je-
jich, s o u č e t Ar • 0 ) * ooŽ není možné. Vektory 
v systému W^ jsou m?£l sebon n*•.•¿ávi&lé a ponSv&dí jejich 
poSét je n t tvoří bosi modulu. 

přechod od base W^ - / A^, Ay, *•• A^ / 
k basi Wj » / e.A^, ^ /,kde e ^ o , slu-
je —Lalamentárním '.pře chod »w druhého druhu, 

Systém Wj ir*1uiu, nei-1 wktcr f.Ar j* 0' 
-imiiljiaoatatních vektorech A, , Aot Av. ,» A„t i,.»«» 

J. b X T-f .i 
A n z á v i s l ý . 
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VSta /pomocná / Nech? j^nr dvě b a s e 

• • • • , A | • « • , B , • • • • 

• • • » f B, • • • , A , • • • • , 

z n i c h ž edna p o v s t a l a z drahé záměnou vektorfi A a B , 

k d e ž t o o s t a t n í vektory z ů s t a l y na svém raístS. Pak přechod 

od prvá b a s e ke druhé dá ae p r e v é s t i č t y f t e i e > m e n t á r n í m i 
přechody , 

t o e l e m e n t á r n í přechody j s o u vyznačeny t a k t o 

• • • * A , • • • • « • • • • • • « , 9 , « » » 
• • • , A • B , » . . e l » přechod prvého druhu 
• • • # A • Bf B - (A* BX..* c l e přechod p r v é -

ě i l i , » . , A • B »-A, . . . h 0 d r u h u 

. . . , A • B - A , • » . , - A , »»• e l » p ř e c h o d prvého druhu 
£ 1 1 1 « • • > B | • • » • » • • • • • • • ,<vA, • • • • 

, * » , B , » . * . . . . . « . . . , A, • • • e l » p ř e c h o d druhého 
druhu ( c - - 1 ) , 

Těta. Každý přecfcod od jedné b a s e ke druhé b a s i 
téhož modulu dá s e r o z l o ž i t í na konečný p o č e t e l e m e n t á r n í c h 
přeohodů• 

Důkaz i n d u k c í . J e - l i dimense modulu n • 1 , 
pak každá změna base j e e lementárním přechodem druhého druhu» 
l y o ř í - l i t o t i ž v e k t o r A b a e i a v e k t o r B změněnou b a s i mo-
dulu» pak oba v e k t o r y j s o u n e n u l o v é , i akže e x i s t u j e č í s l o 
o o t é v l a s t n o s t i , ž e B « o .A • 

Předpokládejme n y n í , že v ě t a j e správná pro každý 
nodu l dimense n - 1 a dokažme, že j e s t správná t a k é pro k a ž -
dý modul dimense n ( n > 1 ) . Nechl j s o u dány dvě baee modu-
l u M dimense n 

W^ - / A x , » • * , A n / , Wg - / B ^ » 

B , / . 

• « 

• • • 

Yektory A2» • ••» AJJ v y t v o ř í pcJmo.iul M modulu M a j s o u 
j e h o bae í» Dimense tohoto podá¿dulu je n w 1 , t a k ž e v b a s i 
Wj e x i s t u j e v e k t o r , který ne? patří de M* . N e n í - l i 
r ® 1 , můžeme pod le peaocná věty přejiti č tyřmi e l e m e n t á r -
n ími přechody k bas i WÍ » / B r , . . . f B 1 , » » . , B n / , k t e r o u 

označíme t a k t o t WÓ / B v , B', .,», B,' / 
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J e l i k o ž B r £ M , e x i s t u j í reá lná č í s l a x l t * 2 » . , 

. . , , x n t é v l a s t n o s t i , že B r • Xg.A2 • 

. J e s t x x ^ o , neboí j inak B r - xg*Ag * 

^n»^ , t»}»..B ř£| což nehí možné. Basi f^ m4í$iae 

tedy zrněniti elementárním přechodem druhého druhu v basi t^ » 
9 / x^.A^ , Ag, • • •» AJJ / a t u t o ej|ementárním přechodem 
prvého druhu v bas i W"j_ - / x^.A^ $ (xg .Ag • 

) ^2» • • • • » ^ n i l i j ^ ^ a 2 » ^ n / • 1 

Póáěvadž W"̂  je base modulu a protože 

B i M » * 2* •••» n ) » e x i s t u j í reá lná č í s l a 

y i a z i j 
Bí * yi ' B r • z i 2 * A2 • • • • • ^ i n ' ^ 

pro i , j s 2 , 3 , . . . n . Od base Wg pře-»-jdeme k b a s i 

1*2 těmito elementárními operaoemi prvého druhu: 

^ g s / B y , B g , • • » . . , B n / 

/ Bg - y g . B r , B i j , . . , , B n y 

/ B r , B^ - y g . B r > ^ ^ 

^ 2 x / B r , B g - y g . B r , B ^ - y ^ . B y , • • . , B n - y t t * ® r / * 

J e l i k o ž systém WM
2 j e base modulu M , j sou vek«» 

t o r y v systému Wíj a tedy podle v ě t y na s t r . 1 1 . také n - 1 
vektorů Bg - y 2 . B r , B^ - Bp , . . . . , B^ - y n . B r s é a l 

sebou n e z á v i s l é . 
J é l i k o ž B^ . y i * B

r s z i 2 , A 2 . * * i n , A n O r . 2 , 3 , . . » » n ) » 

n á l e ž e j í vSecky t y t o vektory do modulu M* a t v o ř í jeho b a s i * 
£ 

Poněvadž modul M má dimensi n - 1 , p l a t í v něm podle i n u d k S n í -
h<^předpokladu naše v ě t a , takže přechod od base A 2 , . . . v A^ k 
bas^ "B2 - y 2 . B p , Bj - y , B ^ - y n . B r dá s e p r o v é s t i 
útkonečným počtem elementárních přeohodů. l z e tedy také od baee 

*£, :m / B n , A 2 , . . . , A,j / k b a s i WJ « / B r , Bg - y g . B r , 

Bj B ^ , . . . B^ - y n . B r / p ř e j i t i těmito elementárními p ř e -
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chody. 
Použijeme-li věty: přechod od jedné base ke dru-

hé elementární, pak je tak: přechod od druhá base k první ele-
mentární, máme celkem doká:4no,že od předcházející baae k ná-
sledující basi v tomto po*.<ií: 

W l * W í • * > W'\ V v » Wj 

a tedy také od base Wj basi W2 - lze dojiti konečným poč« 
tem elementární3h přecb tů prvého a druhého druhu, j.b.d. 

§ 28 . 

D e t e r m i n a n t p ř e c h o d u , 
xxxxxxxxxxxx* CXXXXXXXXXYXXXXXXXXXXXXXXXXXX R 

Necht jsou dány dvé base W^ - / a 
* 2 » / ® i f . t B n / modulu M • Každý vektor B^ Je 1» 
vektorech base závislý» existují tudíž čísla 
•••*xin ^ vlastnosti, že B^ s x̂ -, .Â  • x^2«A2 • 

in,An 9 1*2,..., n} • Tčchto n2 Čís- a ^ r . « t*po-• x 

řádati do čtvercové matice 
x«i - i , x x 2 * • • • • , x Xn 

r . , . X 2 2 » • • • • » • * 2 n 
-

x n 3 * * n 2 t • • • •» nn 
přiřaditi jí číslo zvané determinantem matice a označovatl 

takto* 
^l,3*^'* * *' 
x21,x22'* * *' 
xnl,xn2'* *'' 

Tento determinant nazveme determinantem přechod»* »mse Wj 
k baai W2 a označíme jej D ( f p Ij)* 

Každému přechodu jedné base ke druhá můžeme nazne*» 
ným způsobem přiřaditi determinant, 7 i - t?* Mdltu tohoto 
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determinantu jsou souřadnice i-tého vektoru druhé base vzhle-
dem k prvé basi / v . § (B, 3tr. 15 /. Ku př. determinant ele-
mentárního přechodu prvého druhu j* 

1, 0, 
0 , 1 , 

0 

0 

z x • • • f l f • • • • | B^ 

ó , o , . . . . . . i 

kde 0 - * i*A l • ••• • ®r-l#Ar-l * ar«a,Ar*l • ? 
-tento determinant je roven 1 . 
Determinant elementárního přechodu druhého druhu je 

1 , 0 

?), 1 

0 

0 

0, 0,..., c, ..., 0 
. 
0 , 0 , 1 

Determinant identického přechodu je 

0 

0 
- 1 

1, 0, 
0, 1, 
0 , 0 , . . . . . 1 . 

Necht je dána vedle basí W^ a f2 ještě t^etí 
baee W5 s /°i» • ° n / m o d u l u 

Existuje pak matice 
1 yll» y12' 

721» y 2 2 ' 

ynl» yn2' 
ěíse}. té vlastnosti,že Cr « • yr2*®2 • • 
y m , B n f ( r 

Determinant 

» yln 
" y2n 
' y n n 

1,2,....,n) . 

D fW2,W3) s 

yll' y12* * * 
y 2 1 * y 2 2 * * * 

ynl ,yn2» 

• V yln 

* » y2n 
« • » • » f y, n n 
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j e d e t e r m i n a n t o u p ř e c h o d u b a s e V 2 k b a s i V , . P o n Í T a d ž 

° r - ^ y r f B i » B 1 » Ç H a . A a , J e s t 

T i Í 8 3 i , a " ~ a 

k d e 8 r s * y r i # x i s • / S u m a c i J e s t t ř e b a vždy p r o v é s t i . 

od 1 do n / . 

P r o t o J e s t 

n ' V 

D ( W l f W 3 ) 

z l l » z 1 2 ' # * • • t z l n 

z 2 1 , B 2 2 * * * • • * b 2 n 

z n l t 8 n 2 > # # • • » nn 

tém s l o u p c i J« z r s * 

což Je s o u č e t s o u č i n ů s t e j n o l e h l ý c h č l e n ů r - t é h o řádku deterni-
nantu D^Wg, H^) a s - t é h o s l o u p c e de terminantu D f w ^ t Wg) * 

Podle zánmé v ě t y o n á s o b e n í de terminantů j e t e d y 

D f W l ' W 3 ) * D ( w l ' w 2 ) • » ( V W 3 ) ' 

t o j e s t t de terminant přechodu b a s e tf^ k b a s i Ŵ  j e roven 

s o u č i n u de terminantu přechodu b a s e Ŵ  k b a s i * 2 a d e t e r m i -
n a n t u přechodu b a s e Vg k basi W^. 

Pod le t á t o vStjr Je de terminant přechodu bafre 

« ̂  • , A, • • • B) • e • k b a s i • • • • , u , • • • , At • • • • 
r o v e n - 1 , nebot t e n t r „ e t e i r . tant j e roven s o u č i n u t ř í d e -
t erminantů e l e m e n t á r n í h o pře en o du prvého druhu a jjtdnohr de~ 
t erminantu e l e m e n t á r n í h o přechodu druhého druhu, t edy 1 # 1 # 1 . -
- 1 - 1 • / v.pomocná v ě t a v § 27 na s t r . 5 3 / « 

Provedeme-1i v u r č i t é b a s i permutaci vektor-?., pak d e -
terminant t o h o t o přechodu j e bu3 • 1 nebo - 1 podle tohc 
zda ^a*: permutace j e sudá č i l i c h á / t . j , p o d l e tohc s e 
dá r o s l o ř . i t i na sudý nebo na l i c h ý p o č e t t r a n s p o r t o / * 
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V ě t a . J e s t D (W1 , W2) O . 

Důkaz, Poněvadž D ( w x , W.Q « 1 , j e s t 

1 * » K * w j ^ D (W l f W2) . D (W2^WX) ^ 

t . j . D Wg) / O . 

§ 29 . 

R o z d ě l e n í " b a s í v e d v ě t ř í d y , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Necht j e dán modul M dimense n > o . Zvolme u r č i t o u 
j eho b a s i Ŵ  . í f echí W probíhá v š e c k y b a s e modulu M • 

Podle p o s l e d n í v ě t y p ř e d e š l é h o § j e s t D (w-j^ 0 . 

Determinant přechodu D^W^, w ) j e buSto k ladné nebo záporné 

č í s l o , T a t o o k o l n o s t nás vede k r o z d ě l e n í b a s i W do dvou 
t ř í d a t o p o d l e t o h o t o p r a v i d l a : Do^prvé t ř í d y zařadíme v š e c k y 

ty^báee ; W t py« ¿ $ ž D ^ W ^ w ] > o , do druhé t ř í d y v š e c k y 

o s t a t n í base t . j . t y base W, pro něž D fw^, • 

B a s e W1 j e v prvé t ř í d ě , n e b o í D (w^ , W^ » 1 • 

Snadno s e pozná, že t o t o r o z d ě l e n í ve dvě t ř í d y j e jednoznačné 

a že nen í z á v i s l é na v o l b ě ' Ŵ  . J s o u - l i t o t i ž W a w ' 

dvč base modulu M , pak tyto j s o u v t é ž e nebo v různých t ř í d á c h 

podle toho zda D ( w , W') je k ladné nebo záporné č í s l o , g e s t 

t o t i ž D ^ , W'J» I>('w1 , w ) . D f w , w ' } , t e d y 

D ( w , W ) . 
v D ( W l f W J 

O r i e n t e v a t i modul M znamená jednu t ř í d u b a r í ozna-

č i t í jako p o s i t i v n í a druhou n e g a t i v n í . Base j e ž j e v p o s i -

t i v n í t ř í d ě , s l u j e p o s i t i v n í a b a s e , j e ž j e v n e g a t i v n í t ř í -

dě s l u j e negativní. 
Orientace modulu dimense n 7 o j e vždy možná. 
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Každý modul dimense n > o l z e o r i e n t o v a t ! přesně dvěma spů-
soby. Obě o r i e n t a c e j sou opačné n e b o - l i navzájem i n v e r s n í • 

O t i e n t a c í l i n e á r n í h o prostoru rozumíme o r i e n t a c i 

p ř í s l u š n é h o modulu. 

§ 30 • 

O r i e n t a c e p ř í m k y ; ú s e č k a ; 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxrxxxxxrxxxxxxxxxxx 

p o l o p ř í m k a . 
X XXX X X X X X X X X X X X X X X X XXX 

Orientovat i přímku / l i n e á r n í pros tor dimense 1 / 

znamená: Base p ř í s l u s u é h o modulu dimense 1 , tedy všecky n e -
nulové vektory r o z d ě l i t i na p o s i t i v n í a n e g a t i v n í podle výše 
uvedeného p r a v i d l a . 

J s o u - l i A , B dva nenulové vektory or ientované 

jpřímky, pak e x i s t u j e č í s l o c / o t é v l a s t n o s t i , že B ® c#A* 

J e - l i c > o , A p o s i t i v n í , pak také B je p o s i t i v n í , j e - l i A 

n e g a t i v n í , pak také B j e n e g a t i v n í ; j e - l i c ^ o , A p o s i -
t i v n í , pak je B n e g a t i v n í , j e - l i A n e g a t i v n í , pak je B 
p o s i t i v n í • 

Přímku l z e o r i e n t o v a t i přesně dvčma způsoby. 

Orientace přímky je v úzké s o u v i s l o s t i ¿5 názorným uspořádáním 

j e j i c h bodii. 



kbatraVsár. dořítíme od o r i e n t a c e přímky k jej<mu nspo*. 
%J — * — -

fcdV.^n ¿-¿o-i«-; Zl4 z7 body přímky, p.,k výrok 

»' 2 1 .JÉšíL. ' V ' ř'?V'.acnáí> že v e k t o r Z2 v j e n i t i v n l * 

Dokažma, j* ta vskutku def inováno umpořá:',v).}. * 

J s o u - l i Zy, Z % dr* body přímky, pak v e k t o r ~ 

Je bu3to p o c í t i v « ! nabo n i k o l i , Je t*d7 vždy rosVi-;3iKufco4 ?*da 

j e bod Z1 před . Při tj® j s o u splnSnjr t ř í axiomy uspo-
řádání s 

3 / J*/~ll Z^ p M Falr ^©»í pK>ed n e b o i 

v e k t o r fy . Z^ ' j e p o s i t i v n í , takže v e k t o r Z^ - Z„ - - 1 0 

2 / i feuí-15 ani Ẑ  před Z2
 a n i 23» ttení 

v e k t o r Z2 - JT̂  ani p t / s H i v n í ani n e g a t i v n í . J»v tedy 
Z 2 "" ?J1 a takže í 2 - » 

3 / »Je-li 2?j pí*ed a Z2 před Z^ , v*.kt«ry 

7,2 - Z^ a - Z2 jcou p o s i t i v n í . J e l i k o ž acuSeí ''¿Ví»»! pc-

sitftvnívíh v^itcrQ j© p o s i t i v n í v e k t o r j e - l i A - ír.rt, 

c > o , pak A v* ff k ( c • l ) . B, kde c • ') > c ) , j e 

k é ^ Z 2 - Z x) + a ~ Z1 P 0 < 3 i + ? í r ř n ' v«ítt»:-.rf 

takže j e Zj pf^d • 

Uspořádáni bodů na přímce 4á s e aritou- r leky v ¿zorni t i 
pomocí &ouřadnj>, jak tf kazu je tatc úvaha: Nechí j* dán. bod P 
na přlmcf a velrWr A ^ 0 ' . Každý bod Z t:' př-^ky HA s e pak 
přeanS j^&ím jq>SaoteB; v y j á d ř i t ! tvaru Z » P * « kde 
« j e souřadníctí bodn Z / v . s t r ~ 2 3 . / . Nech* jsou »Uny dva 
body na pMwire .".j * P * .A , Zg P * . 
Pak j e s t Z o ~ Z, & - « j ) • A • 0rtentn1e*is-"ii př /aku t a k , 
že v e k t o r A př ih lás íme «a p o s i t i v n í , pa$ j e Z^ 7.> » 
když a jen kdysi j e a t » 2 " Ť».1» WyS u ¿«n 
když a 2 . Př i opačné ovJlentaol j e Z2 j-Z-ei 
a jen když 

V Dtí i iů;>. a via?«stóe»• • teyrřádť^jí nnjic- ' ' v 
kn < r- . - í ' . Cech a v f n-» : 
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Tím je převedeno uspořádání bodů přímky na uspořádání 
souřadnic bodů,te«?y nn přirozená uspořádání reá lných č í s e l » 

Výrok , , Z2 ¿ / .fii " znamená, že j e Z^ před Zgj 

výrok , , Zj j e mezi a Z2 " znamená, že j e současn í 

buáto Zj před Z^ a Zj před Zg oučaeně Z^ t a 

Zj a Z^ za Z2 . 
Yěta« Přímka nemá prvního a)' odního prvku* 

Důkaz. Ifechí P je l i b o v o l n ý bod přímky. J e - l i A po-
s i t i v n í v e k t o r , pak bod P • A je za bodem P , nebot 
f P • A^ - & s A , a bod P - A j e před bodem P ,nebo l 
P - ( P - A ) * A . 

Váta» Uspořádání bodů na přímce j e hustá« 

Důkaz« i íecht j sou dány dva různé body P, Q na přímce« 

Snadno se pozná, že bod P • • - P ^ je mezi J? a Q • 

Necht P a Q j s o u dva různé body přímky«Množinu t ě c h 
bodů přímky, k t e r é j s o u mezi P a Q nazveme Uf-e*lrcii s k r a j -
ními body P, Q u r č i t ě j i : otevřenou úsečkou * 
označíme j i u / P , Q / . Množinu bodů, j e ž vznikne p ř i p o č t e -
m e - l i k o tevřené Ú3éčce j e j í kra jn í body, nazveme uzavřenou 
úsečkou . 

Podle pos l edn í v ě t y obsahuje Ú3cčka u / P , Q / nekonečná 
mnoho bodů. Krajní body P a Q j sou otevřenou i ujavřenou 
úsečkou jednoznačně určeny . J e - l i F před Q , pak j e P 
pos l edn í ze v š e c h bodů , j ež jspu před každým bodem otevřené * » , 
úsečky u / P , Q / , r e s p . ¿ « n í ze všech bodů uzavřené úsečky; 
bod Q j e první ze všech bodů, j e ž j sou ze. každým bodem o t e -
vřené úsečky , reap . pos l edn í ze v š e c h bodů uzavřené úsečky* 

Necht j s o u P a Q různé body; přímka určená těmito b o -
dy je množina bodů tvaru x . P • y.Q , kde x • y =. 1 
/ v « § 22, s t r « 35/* Orientujme přímku t ím, Že proh 4C íme v e k t o r " 
Q - P za p o s i t i v n í . J e l i k o ž * » 1 - y , j e s t x«I • y«Q 9 

u P • y« (Q - P) , takže bod r ^ P V y ^ Q je před bodem 

x 2 «P • y 2 .Q f když a j en když Yi < y 2 • Odtud o p l ý v á , ž e 

bod x^A • y . B j e mezi body P l . P • O.Q a Q s 

- O.P • l.Q , 
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když « j e n když 0 < y < 1 , t e d y y > O a x 
« • y > O • P l a t í t u d í ž 

IÍÍLí í J s o u - l i p a 0 různé. body přímky, pak l z e 
bod o tevřené / u z a v ř e n é / úsečky u / P , Q / p s á t i 

přesně jedním způsobem ve tvaru 

x.P- • y.Q , kde x • y - 1 x. > 0.,. y > 0 

. £ T . ž • a ' 
lictí r : ' -;.mce urču je dvě polopřímky. Př i u r č i t é o r i -

e n t a c i přímky j e jednou polopřímkou množina vSech bodů, j e ž 
j s c u před bodem P , druhou polopřímkou j e množina vítech b o -
dů, j ež fjsou za bodem P. * Zmíníme-l i o r i e n t a c i ..přímky, pře jde 
prvá polopřimka ve druhou a druhá v prvpu. 

.T«.Vto definovanoxi. polcpřímku nazveme u r č i t ě j i o tevřenou 
polopřímkou . Př idáme- l i k'otevřen«* poj opřítnce u r č u j í c í bod P , 
mluvíme c uzavřené po lopř ímce . 

Bod P j e otevřenou i uzavřenou polopřímkou jednoznačně 
u r č e n , P j e první ze vSech bodů, j e ž j s o u za každým bodem 
prvé o tevřené polopřímky, r e s p . posledním bodem pfvó uzavřené 
p$$opřímky; P j e také p o s l e d n í . z e vSech bodů , j ež j s o u před 
ka?dj% bodem druhé o tevřené polopřímky, r e s p , prvním bodem dru-
hé uzavřené polopřímky. 

Analy t i cké v y j á d ř e n í .otevřené polopřímky j e t o t o : 

3 - P • z . A , kde z > 0 , r e s p . z < O « 

A n a l y t i c k é v y j á d ř e n í uzavřené polopřímky j e t o t é ž , avSak 

z O , r e s p . z O . 

Pojem polopřímky dá s e p ř e v é s t i na pojyiTi cx>.y t o u -
t o v ě t o u , ' 

V ě t a . Dva r*zné hody Z^ f Z2 přímky nf • '• ' -o 
razných polopřímek určených bodem P (Z-^ ý P -ý , 

když a jen když únečka u /J^ , z 2 / obsahuje bo; >". 

Puk o s , Nechí v e k t o r A t v o ř í b a s i přímky . l'-.x 

e x i s t u j í Č í s l a z i * z 2 ** v l a s t n o s t i , ž e Z^ a, P * 

• z^.A , Z2 s P • z 2 * A , 



\ 
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NechS především fcod F nríle^í ¿.c v.sfcókj1 s: 

PČdle p ř e d e š l é v é t y e x i s t u j í č í s l a y t<? y l o s x i * o a t i , Se 

x . ř x + y.2|> «. I ř kde x + y » 1 9 

* > 0 » 7 > 0 . 

P l a t í t edy vs ta l i 

P S X . Z 1 • ( l - x j » + .. J • ( l - x ) , 

( p • Z2.A) « P t + ( l - x ) i • 

J e l i k o ž A ^ 0 % v y p l ý v á c S + i v M c * 1 1 - x) z-, » 0 , 
B --i .. \ r * 

T . J . X « « - - I - — T 1 - X * T T Z ; • > 0 , 
c l • J " 3 ' ) 

y 0 t j e s t jedno z č í s e l ^ » S o "íl7.*a-.ř, r»-^-" . ^ n é , 

t akže a t j a k k o l i v orientu¿«íiko pMrku, ^ « v - v. v--í . , . 

Je p*ed . druhý pak aa„ bodem ? , Body , ; < í 

t u d í ž do různých po lnpř íček« 
Necbt nyní body ?.2 n< 5 2els j í rřřňýefc i 

přímek určených bodes r • řsV Z^ - T s^.A su 

tu P • s 9«A , kdo jedna 9 Č í s e l '"I-MÍ^, 

záporn.é, P»cto 
s 2 * <1 

* T. 3 T sř -
z 2 ~ z l / » . ^ ¿ - S ] v " .• 

s 2 / r , % • Z-» -j- • # JJ- & v"""*» • f T + «AI > 

• , R x • . * « F , F '..u-I-ÍÍ '!:• 
1 2 * *" ' 

úsečky u / 2 , , / • 

Z t é t o v ě t y v„; ¿^ *vr« kr l^svÍBS, -íy-J V :!> n / l ^ ř ' 
do t é ž e pelopříT.ky; S v ^ a i b : t ^ 
přímky určené bc-Ior, P , ¿ ^ ^ J ^ r . 

u / , S 2 / n f o M ^ c V A ř • 
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§ 31 • 

O r i e n t a c e r o v i n y ; p o l o r o v i n a , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Orientovati rovinu zanmená orientovati její směr, 
tedy rozdělíti všecky páry mezi sebou nezávislých vektorů do 
dvou tříd podle pravidla uvedeného na počátku § 29 a jednu 
třídu narvati positivní, druhou negativní» 

Názorný význam orientace roviny souvisí s poj-
mem H levý" a f,pravýff * Názornou rovinu orientujeme ták,že 
její dva mezi sebou nezávislé vektory A, B prohlásíme za po-
sitivní basi,, Na tuto názornou rovinu se můžeme dívati s© dvou 
stran, Postavme se na určitou ftranu a to tak, aby vektor B 
^y1 nalevo od vektoru A , Cíli - což je totéž - vektor A 
napravo cd vektoru B • 

Všecky base roviny jsou názorně rozděleny do 
dvou tříd, nebit je-li C, D libovolná base roviny, pak je 
bučlto D nalevo od C a base je positivní, nebo je D na-
pravo cd C a base je negativní. Jest se třeba přesvědčiti, 
že determinant přechodu od dané base A,^B ke druhé basi A% 
B* je kladný či záporný podle toho, zda vektor b' je nalevo 
2i napravo od vektoru aT 

0 tom se snadno přesvědčíme, používajíce věty 
v '§ 27, str* 54. Vskutku přejdeme-li elementárním přechodem 
prvého druhu od dané base A, B ke druhé basi - tedy k ba-
si tvaru A, B • x#A nebo A 4 y*B , B - zastane 
v této druhé basi druhý vektor nalevo od jjajKvého /v. obrázek/o 

PřejdeiTe-l i elementárním přechodem druhého druhu k jiní? basi -
tedy k basi tvaru A, c»B nebo c* A , B kde c Ý 0 
zůftene druhý vektor nnZcvc od pQgvčho, když c ̂  0 a 
•přejde napravo, Iři ; í r ̂  0 /v.obrc*ek/# 
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A 

Orientaci roviny js svykear. onnaíovat 

čímž j e naznačeno o t á č e n í r o v i n y . 

Přímka v r o v i n ě u r č u j e chrě p o l o r o v i n y » Iřeohl j e přímka 
v r o v i n ě určena bodem P a nenulovým vektorem A • Věch! bod 
Z r o v i n y n e n í n a . t á t o př ímce . Vektory A, Z - P j s o u u e s i 

s ebou n e z á v i s l é a t v o ř í b a s i r o v i n y . Jednou p o l o r o v i n o u je 
množina v š e c h bodů Z t é v l a s t n o s t i , Že base A t Z - P j e 
p o s i t i v n í p ř i u r č i t é o r i e n t a c i přímky a r o v i n y , druhá pólo* 
r o v i n a s e s k l á d á ze v š e c h bodů Z t é v l a a i i o s t i , že base 
A, Z - P j e n e g a t i v n í p ř i t é ž e o r i e n t a c i . 

Takto d e f i n o v a n o u p o l o r o v i n u nazveme u r č i t ě j i otevře*-
nou p o l o r o v i n o u . P ř i d á m e - l i k t é t o p o l o r o v i n ě u r č u j í c í přímku, 
mluvíme o uzavřené p o l o r o v i n ě . 

Změnou o r i e n t a c e přímky nebo změnou o r i e n t a c e r o v i n y 
vymění s e obě p o l o r o v i n y ? současná změna obou o r i e n t a c í nemá 
na p o l o r o v i n y v l i v u * Také v o l b a bodu P na přímce nemá vlivu 
na obě p o l o r o v i n y . Vskutku, z v o l í m e - l i m í s t o bodu P j i n ý 
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_ bod —Q—na přímce, pak e x i s t u j e č í s l o x t é v l a s t n o s t i , Se 
Q - P • x,A , takfce Z - Q - (Z - P ) - x.A. 

^Přechod od base A, Z - P k b a s i A, Z - Q j e t u d í ž ele-
mentárním přechodem prvého druhu, 

-Determinant, tohoto přechodu j e 

1 , 0 

, 1 
- x , 1 , 

Proto base A, Z - Q je p o s i t i v n í č i n e g a t i v n í podle toho , 
zda původní base A, Z - P je p o s i t i v n í č i n e g a t i v n í * 

U r č u j í c í přímka je otevřenou i uzavřenou polorovinou* 

jednoznačně určena / v , druhá skupina c v i č e n í / . 

Pojem poloroviny dá se v rov ině p ř e v é s t i na pojem 
úsečky touto v ě t o u : 

V ě t a . Dva různé body Z^ , Zg rov iny n á l e ž í do r ů z -

ných po lorov in určených přímkou p / body Z^t Zg n e j e o u 

na přímce p / , když a Jen když úsečka u / Z^ , &2 / 
yá spo lečný bod s přímkou p • 

i 

í Důkaz. lía přímce p zvolme bod P a nenulový vektor 
A j . Ve směru rov iny e x i s t u j e pak v e k t o r B, jenž j e na vefcto-
rt| A n e z á v i s l ý , takže vektory A, B t v o ř í b a s i r o v i n y . 

E x i s t u j í t u d í ž reá lná 1 č í s l a x ^ y ^ xg, y 2 t é v l a s t n o s t i , 

ž f •:'] 1 ! : 

Z^ p ,P • x x . A • y ^ . B , Z 2 » P • x 2 . A • y 2 , f c • 

iJeati y ! ? 0 f y 2 , nebot body Z l f Z2 n e l e ž í na př í»oe 

i : 
{ Orientujme přímku p a rovinu tak , aby base A, B 
i 

b y l a p o s i t i v n í . Pak base A, Zx - P je p o s i t i v n í , když 

.a j e n když y x > 0 a base A, Z2 - P j e p o s i t i v n í , když 
i 
a j en když 0 • 
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Vskutku, determinant přechodu base A, B k b a s i A , - P f 
r e s p . k b a s i A, Z2 " p 

1 f 0 
resp , 

1» o 
* 2 , y 2 s y 2 

Iřechí úsečka u Z2 / obsahuje bod Q 
přímky p • Pak e x i s t u j e r e á l n é č í s l o x t é v l a s t n o s t i , že 

Q - x . Z x • ( l - x ) . Z2 , kde x > 0 , 1 - x > 0 . 

Dosazením vyp lývá 

Q i s P • ^ x x 1 • x 2 ) * A • ( * y i • y 2 Í # B í # 

i • . ' 
Poněvadž bod Q l e ž í na přímce, musí b ý t i xy^ « ^ l - x ^ y2,ii m 

y 2 y T 
m< 0 , t . j . x « ý p y j ' 1 " * ' « f ^ J 2 * 3 e l i k ° 2 X ^ ° ř 

1 - x j > 0 , snadno s e přesvědčíme, že jedno z č í s e l y^»y 2 

j e k l a d n é , druhé záporné. Podle p ř e d f é l é h o ods tavce je t e d y 
jfjdna z b a s í A, Z-̂  - P a A, Z2 - P p o s i t i v n í , druhá n e -
•¡. p : I" : 

g a t i v n í . Jeden z bodů Z^, Z2 j e proto v prvé , druhý v e dru-

>h4 p o l o r o v i n ě / podle d e f i n i c e p o l o r o v i n y / . 
, I '{¡: l! r ' : I ! 

i í íecht j e nyní jeden z bodů Z^ , Z2 v jedné ,druhý 
druhé p o l o r o v i n ě . Pak j e s t jedno z č í s e l y^» y 2 k ladné t 

d s ^ é záporné.Snadno s e přesvědčíme, že pak bod 

y 2 y x 

| y p y T * ^ * *?r*2 ' z 2 
i, f 

já v ú s e č c e u Z2 / i na přímce p . 
1 f ! Z t é t o v ě t y - v y p í ý l K k r i t e r i u m , kdy dva body Z^ , 

Z0' n á l e ž í 

do t é ž e p o l o r o v i n y ; tehdy a ;jen tehdy 9 když usefika 

uzavřená u 9 ^2 ^ nemá s u r č u j í c í přímkou žádného s p o -

l e č n é h o bodu. x / Souřadnice vektoru A vzhledem k b a s i A, B j s o u 1 , 0 ; 
souřadnic^ vektoru Z^ - P , r e s p . Z2 - p vzhledem k t á ž e 
tjasji j s o u x 1 , y^ , r e s p . x 2 , y 2 
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§ 32 . 

H a d r o v i n y \ p o l o p r o e t o r y • 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

• i á 
.'.i I1'!; 

V předeSlém § jsme po jedna l i o názorné« význ»->;• 
mu o r i e n t a c e rov iny , o polorovinách a o tom, jak s e daji po-
l o r o v i n y d e f i n o v a t i pomocí pojmu úsečky 

Názorný význam or i en tace trojrozměrného pros toru 

j e t e n t o t Pozorovate l s e p o s t a v í do směru vektoru C tak,aby 
t e n t o směr by l souhlasný s e směrem od paty k h l a v ě , a dívá pe 
ve směru vektoru A . Base A, 1 , C je pak p o s i t i v n í ,když 
pozorovate l může ukázat i vektor B svou pravou rukou. 

' i' 

f Rovina r o z d ě l u j e trojrozměrný pros tor na dv*, 
p o l o p r o s t o r y . To nebudeme přímo dokazovat ! , nýbrž provede* 
m^ důkaz obecně v l ineárním prostoru l i b o v o l n é kladné d i -
mense n • 

j Pomocná v ě t a . Necht j e dán modul M dimense 
n i ¡i a jeho pcdmodul í l ' . Pak dimense po laodulu M# je rovna 
n 1 , když a jen když e x i s t u j e * ' v N ~ M' vektor A 
t é t o v l a s t n o s t i : 
ke každému vektoru X a M i z e r o u S í e l o x t a k , že 
v e k t o r X - x.A je v podaiodulu V ' . 

x / J s o u - l i M a H dvř. množiny,; pak M - N značí množin^j 
i 1 ¡¡tPoh prvků z tó , j e ž n e n á l e ž e j í do N » i 
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DťUcaz. Předpokládejme nejprve, že vlastnosti je s~Jaě-
na. Označme , A2, • •• » Â j basi podmodulu M'.Vektor 
, A nenáleží do M', takže není na táto basi závislý. Jelikož. 
tedy vektory Ax , A2, ..., J^ , A ásou mezi sebou nezávislá, 
stačí dokázati, že každý vektor X modulu M je na těchto 
m • 31 vektorech závislý. Zvolme v M livolný vektor X . 
Podle předpokládané vlastnosti existuje číslo x tak,že 
vektor X - x.A je v íl'. Fssoto 

X — x,A —. x^l * x2*^2 * ... • X̂ .Ajjj , 

kde x^ t *2 t •»••» ^ jsou vhodně volená čísla.Je tudíž 

X m • x2*A2 * **• * * • 

Odtud vyplývá,že vektory k{'9 A2, ...., A^, A tvoří basi 
modulu ]![ • Proto dimense modulu je B • 1 s n, t.j. t • n - 1» 

Předpokládejme nyní, Že dimense podmoSuln m' je 
B - 1. Fecht Aj, A2, ... , Ajĵ j j« ba»e tohoto podmodulu. 
Zvolme v množině M - M' vektor A. Snadno se posn/5, Se vektory 
A^, Aj, , , AJJ^, A tvoří basi modulu Jí. Je-li X libovol-
ný vektor modulu M , existují čísla x^, x2, , x,^» * 
tak. Se 

tedy 
X — x . A • • • ... • 1 • AJJ^J 

Tektor X - x,A je tudíž v podmodulu M' , j.b.d. 
Lineární podprostor dimense n - 1 , který je vnořen 

do lineárního prostoru dimense n / n^> 0 / , sluje nadrovinou 
tohoto prostoru. 
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Nadrovina určuje v prostoru kladné dimense dva polopro-
story. Definice jejich je tatoj 

Orientujme prostor dimense n a jeho nadrovinu.Nech$ 
• A2, ••• $ -̂ n-i je pnaitívní base nadroviny. Zvolme v nad-

rovině bod P • Necht bod Z není v tet nadrovině. Pak vek-
tor Z - P není zřejmě ve směru nadrov ny, takže vektory 
A^,... ̂ n-i * Z - P tvoří basi celého prostoru* Ty body 2 
pro něž je tato base positivní, tvoří jeden poloprostor, t y 
body Z, pro něž je tato base nega-iimí, vyplní druhý polo-
prostor. 

Takto definovaný poloprostor nazveme určitěji otevřený 
poloprostor* Oníuzavřeném poloprostoru mluvíme, když k polo-
prostoru přidáme určující nadroyinu. 

. Jsou celkem čtyři způsoby orientace prostoru a nadro-
•iny* Změníme-li orientaci prostoru nebo orientaci nadroviny, 
•ymění, se oba poloprostory. Současná změna obou orientací 
má vlivu na poloprostory* Také tu: nezáleží na vclbč bodu P * 
Vskutku, zvolíme-li jiný bod Q v nadrovině, pak je Q 
JS P 4 A , kde A je vektor ve směru nadrovlny. Je tudíž 
Z - Q - (Z - P) - A ; proto přechod od base k^ , A2 »•• 
*«., Z - Q je elementárním přechodem prvého druhu s de-

i 
terminantem rovným 1 / v § 28 str. 57/. Je-li Z libo-
volný bod prostoru,jenž nenáleží do nadroviny, pak obí bas'* 
tyto jsou bul positivní nebo negativní. 

Pojem poloprostoru dá se převést! iia pojem úsečky; 
to> je patrné z tohoto kriteria: 

r i 

Věta* Dva různé body poloprostoru náleží do 
téhož poloprostoru určeného h^rovinou / body Z^, Z2 nejaou 
v t^to nadrovině /, když a jen když uyečka u /Z^ , Z 2 / < 
nemá! společného bodu a touto nadrovinbu* 

Důkaz, Zvolme v určující nadrovině bod P * Jelikož 
body a Zg nejsou1 v této:nairovině, tvoří vektory 

A^ t A 2 , » ^ i " P a A J , A 2 , , . . —P 
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dvě base prostoru. Vzhledem k definici poloprostoru stačí 
kázati,že determinant přechodu od jedné této base ke druhé 
kladný, když a jen když úsečka u / Z^, Z2 / nemá s nadrovi-
nou společného bodu* 

Vedme body Z1 ,Z2 přímku p . Tato má vzhledem k nad-
rovině dvojí možnou polohu* BuJto směr přímky je částí směru 
nadroviny a pak je přímka p rovnoběžná s nadrovinou,anebo 
tomu tak není a přímka má s nadrovinou společný přesně jedem 
bod. 

1/ V případě prvém je vektor Eg-Z^ ve eměra určují-
cí nadroviny» Poněvadž Z2 - P - - p) • (Z2~Zl)» 3eBt 

přechod prvé base ke druhé v (*) elementárním přechodem 
prvého druhu a jeho df srminant je tudíž roven 1 * 

2/ V ' v ň Lém nenáleží vektor Z2£ do smě^i 
nad-^vir.u, ? vi: vektory A^, Ag, A Z 2 » Z^ tvoří 
basi celého prostoru; existují tudíž čísla x^» x2* • * ••xn->it 
y té vlastnosti, že 

Z2 ~ P - x2*^2 • ... • xn-l* "*n-l * y* 

takže 

h - ( z 2 - h ) * p * x i * A i • *2>a2 • • • • • * n . r V i 

V této rovnici znamená levá strana bod na přímce p , pravá 
strana bod v ňadrovině. Tím je nalezen průsečík přímky » 
nadrovinou. Poněvadž rozdělení bodů v poloprostory je neod-
vislé od volby bodu P v ňadrovině, mfižeme bez újmy obec-
nosti předpokládat!, že tento průsečík je identický a bodem 
P . Přímka p je tudíž určena bodem P a vektorem Z1 - P . 
Každý její bod dá se psáti ve tvaru P • z . - P), kde 
z je reálné číslo. Jelikož bod Z2 leží na p , existuje 
reálné číslo zQ té vlastnosti, že 
Z2 * P • z 0 . (21 - P) . Zřejmě je 0 * «0 * 1 . 
Orientujme přímku p tak, žervektor Z1 - P prohlásíme 
za positivní. Podle věty na str. 61 souhlasí uspořádání 
bodů na přímce s uspořádáním reálných čísel z * 
Bod P P • 0. (Z, - P) je před bodem • P • i.(Vr-) 
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Do ú s e č k y u / 2 ? > 2 / n á l e ž í v š e c k y t y body P «. 

Jež j s o u mezi body ^ a Z2 , t e d y přesně t y body, pro *«S 
2 ^ ^ ' r e s p . . Rozeznávej* ř i př ípadyt 

a / • 7 t o m t o p^í^adě n e n á l e ž í bod M e 
/ ' I ;. • :m 

ueečky u / Z x , t 2 / , tok*« t a t o nemá s p o l e č n é h o bodu e nad-^ 

r o v i n o u . J e l i k o ž Z2 - P s S ( ) . fa - J e přechod od j«dné 

b a s e ke druhé v ( * ) e l e m e n t á m í m přechodem druhého druhuj 

t erminant t o h o t o přechodu j e zQ , t e d y k l a d n ý . 

, i b / $ « < z 0 . Také v tomto, případě, nemá ú s e č k a u : / 

s p o l e č n é h o bodu a nadrov inou . Det frminant přechodu j e jtu 

»aee IB0 , t e d y č í s l o k l a d n é . 

- 7 0 / * o < 0 . V tomto př ípadě j e s t * 0 < 0 - < l , t a k ž e 

'bod P j e mezi body a Z2 . Úsečka u / Z x ,Z g / p r o t í n á 

nadrov inu v bodě P . Determinant přechodu j e z 0 , t * j . 

záporný . 
Tím j s o u probrány všechny možné p ř í p a d y . Z h l o h v y p l ý v á , 

ž ^ d e t e r m i n a n t přechodu od jedné base ke druhé j e k l a d n ý / z á -
" t . • i 
p é r n ý / , i když ú s e č k a u / Z ^ , Z 2 / nemá / m á / s nadrovinou s p o -
l e č n ý bod, J . f c . d . 

] K r i t e r i u m , kdy dva body n á l e ž í do různých p o l o p r o s t o r ů » 
mižeme v y s l o v i t i t a k t o : 
1 ! ' Věta. Dva různé body Z l t k 2 n á l e ž í do různých polO -
. Î • ' , J . * ! " 
p r o s t o r ů určených nadrovinou / bbd Zj an i Z'2 n e l e ž í y 

t ^ t o n a d r o v i n ě / , když a j e n když ú s e č k a u /Z^Z^/ má m , 
t 

nAdrovinou s p o l e č n ý b o d . < 
I- 1 ' ' 
r . 

P(j>knámka. Z důkazů t é t o v ě t y j e p a t r n é , Že p ř i r o z d ě l e n í toodů 
dó dvou p o l o p r o s t o r ů pod le k r i t e r i a ú s e k o v é h o n e z á l e ž í na 
v á l b ě base p r o s t o r u . Proto nen í t ř e b a y p ř e d e š l é v * t ě e x p l i - i 
c í t é . d o k a z o v a t i , že r o z d ě l e n í bodů de dVou p o l o p r o s t o r ů podí|ť ; 

o r i ^ i i t a c e n e z á y i s í pa v o l b ě base.. 



§ 33. 

D r_ u h á s k u p i n a c v i č e n í . 
... m x x x x x m x m m x x x x m x x x x x x x n x x n x x x x 

/ 1/ Base trojrozměrného modulu j'e A-pA^A^ ;jiná base 
téhož modulu je B^» Bg, Bj, kde 

i ' . ' • r
: 

B^ 5 . A j • 7 . A g — 3 . A 3 

. B g ^ • 4 . A 2 — 5 . A ^ 

B^j — 3 . A ^ • A 2 • 8 . A j 

Rozložte přechod od prvé base ke druhé bael na elemen-
tární přechody a přesvědčte se, že determinant přechodu 
od base A^, A2, A^ k basi B^, B2, B^ je roven sou-
i Činu determinantů elementárních přechodů* 

1 I 

/ Z / Dokažte, že otevřenou i uzavřenou polorovinou je jedno* 
| značně stanovena přímka, jež tyto poloroviny určuje* 
j ' í 

/¡3 / V § 13 na str. 21 jsme uvedli příklad abstraktního 
; • • 1 ' ; ' ! 
| lineárního prostoru. Jeho body byly mnohočleny tvaru 
i ' . • ; 

f (x)« eQ + CjX • e2x2 • c^x' x* 
I Dokažte, že množina vSech polynomů t ( x ) uvedeného 
i; ' : • V-.; •• : •. 

tvaru, jež splňují rovnici f (x) « 7 je nadrovi-
nou tohoto prostoru a že jedním poloprostorem je 
množina polynomů t( x) takových, že t (3)^. 7 
a druhým poloprostorem je množina polynomů t 

pro než f (3")>7 * 
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§ 34 . 

X 1 n e á r n í h o m o g e n n í f o r m a * 
x m x x i m x x m x x x x x x m x x x x x m x x x x x m m x x x n 

říecht j e dám modul M konečná kladné d imense . 

L ineárn í homogenní forma f j e p r a v i d l o / f u n k c e / , j e ž 

. každému v e k t o r u X modulu M př ihazuje č í s l o f (X) a 
t. 

t o t a k , že j s o u splněny t y t o dva axiomy l i n e a r i t y : 

1 / K d y ž A £ H , B £ M , pak f (A • B) « f ( A ) * * ( B ) 

2 / J e - l i A£M a c r eá lné č í s l o , pak f ( c . A ) e o . f ( A ) 

Indukcí dá s e v l a s t n o s t 1 / r o z S í ř i t i na n s č í -

tanců: J e - l i H , i c 1 , 2 , . « * , n , pak 

f • A2 • . . . • An^ - f ( A^) • f (Ag") • 

B x i s t u j e vždycky l i n e á r n í homogenní forma ? 

Odpověď na t u t o otázku je1 dána t o u t o d e f i n i c í 

s p e c i á l n í l i n e á r n í homogenní formy : Necht A^, A 2 , . . , An 

j e hase modulu M a necht c^, c 2 , . . . » e n j s o u r e á l n á 

č í s l a . J e - l i X l i b o v o l n ý v e k t o r , def inujeme 
i 

f ( X ) a. e 1 x 1 4- c 2 x 2 • . . . • c n x n , 

kde x^, x 2 , • • • , x n j s o u souřadnice vektoru X vzhledem fe 
. i 

b a s i A l f A 2 , • . . . , An / v . § 8 , s t r . 1 5 / t i k ž e j e s t 

* ( - cj. / i c. 1 , 2 , . . . , n / . 

T a t o funkce s p l ň u j e oba axicmy 1 i n e a r i ty .Vskutku , 
j s o u - l i 

• . . . . • y n , A n v e k t o r y modulu K , pak 
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t ( X • Y ) » 

• f fyl#Al • *2* *2 • ••• • 4 ^ * a • • 
• .... y^t^) * ^ (»2 + y^ .A-, • (sr2 • y ^ . A^ • 

* y i i ) ^ ^ ( * i - y x ) • f ( s ) • ( • * 2 y . 

• f ( M + +(*n • V ) • * (Ar) » (*1 • Ti) • • 

• y ^ ) * c 2 • * y n ) # 0 n * x l * l • • 

• V » • y i c i • • • • • • y n
e a « * ( x ) • * ( * ) • 

.Je«li dál® e libovolné číslo, pak 
t (e.I)* f*i*Ai • • • • x^. ^nf) m 

b * f • C X j , A 2 • . . . • © x ^ . A^J a . 

* ex^ f ( A ^ • cx2.f(A2)> ... • c x f t f ^ « 

* Ů X 1 ? 1 • ° * 2 C 2 • • • • • c x n % * 

Funkce f je tedy lineární hstaaiwrmí f W M f * ' , jof-
nabývá ve vektorech A^ předepsané hodnoty 
t fAjJ m ©i (i 1, 2 , . . . . , n ) . 

Pravíme, že lineární homogenní forma t Je identicky 
rovna nule , a značíme f w 0 , když pro každý vektor X mo-
dulu M je číslo f ( X) » O . 

x/ V algebře rozumí se obyčejní lineární homogenní formou po» 
lynom prvého # v proměnných x^, • • •» xn tvaru 

e ^ x ^ • * • • • • • Cjjijj . 
.. i. 

Lineární homogenní forma, jak jsme j i obecno d e f i n o v a l i * 
j e j i n ý poje®. Zvol íroe- l i v?ak h a š i modulu, j e s p e c i e l n í 

; forma, j e j í ž e x i s t e n c i jsme d o k á z a l i , l i n e á r n í homogenní 
formou ve smyslu a lgebry• 
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IŠÍShr N e n í - l i l i n e á r n í homogenní forma f i d e n t i c k y 
r o v n a nnle-, -pak-Jiabý*á-TSech r e á l n ý c h h o d n o t . 

D f t k a r * — J e l i k o ž t jt 0 , e x i s t u j e v e k t o r A t á v l a s t -
n o s t i , - ž e — f . ¿A) « d- / O . J e - l i x l i b o v o l n é r e á l n é č í e l o , 
pak vektor - x . A n á l e ž í do modulu a j e s t f ( x . A ) - xd j p r o -
b í h á - l i x v š e c k a r e á l n á » p r o b í h á také f ( x . A ) v š e c h ? r e á l n á 
č í s l a . 

Kořenem l i n e á r n í homogenní formy f nazveme každý v e k -
t o r X t é v l a s t n o s t i , žé č í s l o f ( X ) - O . 

Nulový v e k t o r o ' j e kořenem každé l i n e á r n í homogenní i 
formy f ; v skutku , j e - l i A l i b o v o l n ý v e k t o r , j e s t 

f ( A) - f (A • O')* f (A) • t f O ' ] , t a k ž e * { < > ' ) = O . 

V ě t a . Množina M * v š e c h kořenů l i n e á r n í homogenní formy 

t j e podaodul modulu M . 

Důkaz. Množina M* j e předevš ím neprázdná, n e b o l o b s a -
h u j e nu lový v e k t o r . J s o u - l i d á l e A, B dva v e k t o r y z M* , 

pak také v e k t o r A • B n á l e ž í do 15* , n e b o l f ( A) & O , 

t ( B ) s 0 , t a k ž e f ( A * B) » f ( A ) • f ( B) - 0 « . 

J é - l i konečně c r e á l n é č í s l o , pak v e k t o r c .A n á l e ž í r o v n ě ž 
dó M* * n:%o* j e s t t ( c . A ) s c . f ( A ) a c.O s O . 

V ě t a . Množina M* v š e c h kořenů l i n e á r n í homogenní 
formy f j e rovna modulu M , když a j e n když f s O . 

Důkaz snadno v y p l ý v á z d e f i n i c e l i n e á r n í homogenní 
> 11 1,1 

fórmy i d e n t i c k y rovné n u l e . 

V ě t a , ffechí f j e l i n e á r n í homogenní forma, j e ž n e n í 

i d e n t i c k y rovna n u l e . Pak množina V* v š e c h kořenů formy 

f má dimens i n - 1 . 
DŮkaz. J e l i k o ž f ? O , existuje vektor A t é 

v l a s t n o s t i , že f f . A ) a . d / O , takže vektor A n e n í 

. .v . podmodulu M*..... N e c h l X j e l i b o v o l n ý v e k t o r j označme 

f (X) . x . Pak j e s t 

t (!X - $ - . A ) * f ( X ) - 4 " • f ( A ) = * * d * 0 ' 
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takže vektor I - . A je v podmodulu «* . Podle pomooná 
věty v § 32 na str. 69 má podmodul tf* dimensi n - 1 . 

T8ta+ Meoht je dán podmodul K* £ dimense n - 1» 
Pak existuje lineární homogenní '^ma f , jejíž Jařeny tvoří 
přesně podmodul Jfi* 

Ttákaa» Zvolme reálná fiíslo c ý 0 a bemi 
_ X 

•••• ^n-l nodulu • Ve trnoSině II - Jí* exiotu-
je pak nenulový vektor An* T A K 2 E A A A A 

A 1 » a 2 » • 

je base modulu M. Lineární homogenní formu f definujeme 
I. 

takto| Je-li X a x^. A^ • x2* A2 * •••• * *n# *n 
volný vektor9 pak položme f (X) a x^. e • 

Tím je definována specielní lineární homogenní forca, 
jojiž exl£&:nei jese u2 dokázali* V tomto případě je 
0 s- °x * °2 ss ••• * cn~l' cn * 0 * *órma má 
eřejmS žádaná vl ».ctnosti. 

Dokásali jnare existenci lineární homogenní formy f 9 
její?, kořeny tvcří přesně podmodul 

M*. Z dflkamt je patrno, 
iíe každou Jinou tufcevou lineární homogenní formu dostaneme, 
ránoMmc-li formu f číslem d Ý 0 • 

§ 35 • 

l i n e á r n í n e h o a o p e n n l f e r * a • 
XTT/: xxrxxKxrxxxxxxjcx irvxxTCXTrx v r r x y r r x * E r x x T : c T \ ' r x x x x x 

R o v n i c e n p. 1 r o v i n y • 

I h c h í j e l i n e á r n í p r o s t o r kladná dimense* 

g in <-«Srní nehomogenní forma je p r a v i d l o / f u n k c e / , která, k n ž -

.Hnu -hísAn Z pros toru p ř i ř a z u j e * í e ! o j p ř i tom 

sp lněna podmínka 
3 / J a c u - l i v , y flvš reá lná Č í s l a t é v l a a t n o a t i 



ž e , 
* • y » 1 a j s o u - l i p, Q dva body, pak 

* • X . F ( P ) • y . F ( Q ) . 

Věta . 2 každé l i n e á r n í nehomogenní formy P dá s e 
c d v o d i t l l i n e á r n í homogenní forma f . 

Dflkag. J e - l i A st Q - B l i b o v o l n ý vektor »položme 

- P ) « P ( Q ) - F ( P ) . 

Dokažme ne jprve ; j s o u - l i Q - P a Q1 - P x dva s t e j n é v e k t o -
r y , pak p l a t í f ( Q - ?)i m f ( Q 1 - p ^ , Vskutku . o z n a č í -
n t - l i R s . Q * . P 1 , pak j e s t také R a i - , P • »• 

* - 4 . Q l ř 

takfce podle podmínky 3 / j e s t 

F ( B ) „ i - . P Í Q ) • • I'" • * • 

Odtud vyplývá 
'i 

- F ( p ) a F ( Q 2 ) - P ( P J ) , j . b . l . 

Hyní j e s t třeba dokázat ! , žc funkce f sp lňuje oba 
^/.ioray l i n e a r i t y . Uechl A, B j sou dva vektory pMsludnťho mo-
du lu . Pak e x i o t a j í body . V2 * T 5 t é v l a s t n o s t i , >•;. 
A - P x - B - P 2 - Í 3 . Jefrt teťy 

f ( A * . B ) ® f fr-I,) - * C p i ) - f C r 3 ^ -

- f ( P j - P 2 ) * f ( P . - T - f ( A ) * f ( b ) . 

J e - l i l ibrvolnl č í s l o , pak c.A ^ - P ? ) a c . ? 2 - c»P 2 a 

^ • ( l c ) . - T? . Fck^c S r f s n í e ě funkce f j e « t 

r ( c . A ) * v , * ft - c ) . r , ) - F (v.) . t t - ? e r c d l e 

roínÍRl- ' 3 / j e s t f ( c . A ) * e .P ( • £1 - c ) .P ( P 2 ) -

- ( \ ) ( F fPj,) - f ( ? 2 ) s C.f A . 

,? - . - l i U jednoho bodu- 3 přečepÉKifta h o í n c t a f w S e e 
p l a t í také obrácení t č t o vM.y; 

V*ta.. Kcchl jí: -.'¿na dne •>*.<! hono^onní forrrc. f , 



- 80 a /-

bod S a č í s l o c 0 • Pak e x i s t u j e l i n e á r n í nehomogenní torům 
F t á v l a s t n o s t i , ž e 

T ( P - Q ) * P ( P ) - P ( Q ) 

a že S) m e0 . 
Dftkaz. j e - l i Z s S + Z l i b o v o l n ý vod : i. 

d e f i n u j m e l i n e á r n í nehomogenní formu F t a k t o ; 

* ( Z ) » ( J } S • f ( x ) , kde f ( s ) a c c . 

Dokažme, že funkce F má v l a s t n o s t 3 / . Nech^ x , y j s o u dv5 
r e á l n á č í s l a t é v l a s t n o s t i , že x • y s 1 a n e c h í Q 
j s o u dva body p r o s t o r u . E x i s t u j í v e k t o r y A, fl t a k , že P e 

s. S • A , Q x. S • B . Proto x . P «• y.Q : =. ( x • y } • 

. S • x .A • y . B 9 S • x .A • y . B . 

P o d l e d e f i n i c e f u n k c e P j e 3 t F «, c 0 • A )# 

c 0 • f ( B ) , p f x . ! ^ • y . Q ) « c 0 > f ( x . A > y . B ) 

P o d l e ax iomi l i n e a r i t y j e s t f ( s . A • y . B ) s f { x . A ) • 

x* f (A) • y . f ( b ) . 

Tedy 

F ( x . P • y . Q ) - c Q • x . f ( A ) • y . f ( B) * 

* ( x • y ) . e 0 • x . f ( A ) • y . f ( B ) -

& x . ( c 0 • f ( A ) ) • y . f c 0 • f (B)) * 

« X . F ( P ) • y « F ( Q ) , j . b . d . 

Funkce F s p l ň u j e Mdrvnv v z t a h , jak s e snadno přm -
svědčíme» p o l o ž í m e ^ l i P - Q - ( r - 3 ) • ( S - q ) . 

Podle t é t o v ě t y a vzhledem 1omu, že e x i s t u j e s p e -
c i á l n í l i n e á r n í homogenní forma, mSžeme s e s t r o j i t i s p e c i á l n í 
nehomogenní l i n e á r n í formu t a k t o ; 

Necht S , A^, A9 , . . . . . , AJJ j e s o u s t a v a sou-r 
řádná v n - rozmčrnéra l i n e á r n í m prostoru a n e c h í , c ^ , . . 
. . » c n j s o u r e á l n á č í s l a . J e - l i ?• l i b o v o í • ý bod p r o s t o r a , 
existují číPia 
x^ f x?» Xj té vlastnosti,že 

Z » S • x-j .A3 • + . . . . + ' Funkce 
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<(Z) s c¿ * - ' c1*1 • CgXg • • fi *n á® P0* lineární 
nehomogenní forma i ..jest .c^.. m • P (S) 9 

P , i * 1, 2, n . 
Pravíme* že lineární nehomogenní forma F .1e identicky 

rovna nule, a značíme F 5 o , když pro každý bod Z prostoru 
jo *ífelo P (Z) a 0 . 

«Kořenem lineární nehomogenní foray g nazveme každý 
7, té vlastnosti, že číslo ř (Z) m 0 • 

V Sta» Lineární nehomogenní forma F je identicky rov-
-i- ¡¡û e, když a jen když každý bod prostoru je jejím kořenem. 

7Čta. Lineární nehomogenní forma je rovna konstantě 
- ý* o , když a jen když žádný bod prostoru není jejím koře-
^ ' Důkaz. Nabude-li funkce F ve dvou bodech Zg 
^fín^ch hodnot F « cl » * * °2 9 pak 

Co • o , íi - =—— .Z-. * - — _ • Z9 je kořenem lineární 
• cp — C^ * c^ — Cg « 

nehomogenní formy F , nebol P(r) « Q ^ c. • F^ ^Zj * 
2 X 

v p N s " ^ r ^ r * s 0 • 

»čta. Wení-li lineární nehomogenní forma F konstantní, 
pak jej-í kořeny tvoří nadrovinu prostoru* 

3Qkaz. Lineární nehorcrenní 1b rmě P přiřaáme lienární 
homegenní formu f : t (Q - P) » I* (<) - F (?) . Zvolme bod 
S R označme f(sJ a cQ. Jelikož funkce F není konstantní, 
není rozdíl - v?<iy řpyen 0 , takže f . 

v«tv / na str. 77 nahoře/ nabývá funkce- f všech reál-
ie? ; c 'r-t. rixjLfitwje '¿ucíž vektor A té vlastnosti, že 
* (A) » - c0 . Bod T 5 S • A je pak kořenem formy ?, nebol 
F (T) * iř(d) * f (A) » cQ ^ o0 * 0 . 
*)Z tvaru této speciální formy je patrné,%e je to lineární 

nehomogenní forma Ve smyslu algebry* 
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Zvolme nyní bod T sa počátek, Pgk.se dá každý bod Z 
psSti ve tvaru Z 5 T • X , takže F(Z^ « f(T) * 
• f ( X ) » f (x) . Bod Z je tudíž kořenem formy F , když 
a jen když vektor X je kořenem formy f * Avšak kořeny formy 
f tvoří modul dimense n - 1 * Proto kořeny lineární nehomogen-
ní formy F jaou tvaru T • X , kde vektor X probíhá modul 
dimense . n - 1 • Tyto kořeny tvoří tedy nadrovlnu prostoru. 

VSta. tfeehf je dána nadrovina lineárního prostoru,pak 
existuje lineární nehomogenní forma F , jejíž kořeny tvoří 
přesná onu nadrovlnu* 

Pflkag. Zvolme reálná číslo e f 0 , bod prostoru 3 
a basi nadroviny A^, A2, . ..# A^j* E x i s t uJ e vektor J^ tá 
vlastnosti , že A j ^ , • • • • A ^ je base oeláho pro-
storu* lineární nehomogenní formu F definuj me taktot Je-li 
Z - S • x^*A| • x2.A2 • ... • *od Pa-
storu, položme F{ z ) * o x

n • Tím je defilována speciální 
lineární nehomogenní forma, při níž F (sj » oQ m 0 , 
c, ^ c2 s • • • o - ®n—1 e 0 , oM s o • Tato forma má požado-
vanou vlastnost. Vskutku, F ( z) s 0 , když a jen když 
t.j. když a jen když bod Z je v nadrovině* 

Dokázali jsme exiotenoi lineární nehomogenní formy F , 
jejíž koceny tvoří nadrovlnu* Z dflkazu je patrno,že každou ji-
nou formu uvedená vlastnosti dostaneme* násobíme-li formu F 
Číslem d 0 * 

Ke každá ňadrovině existuje lineární nehomogenní forma 
F tá vlastnosti, že F fz) * 0 , když a jen když bod Z 
l e t í táto nadrovině. plavíme,že 

* ( 2 ) * 0 
je rovnice táto nadroviny. 

Svolme v prostoru soustavu souřadnou* Každá lineární 
rovnice, jejíž koeficienty při proměnných mejsou vesměs rovny 
C , určuje nadrovinu a naopak každá nadrovina je určena li-
neární rovnicí* 
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7 r o v i n ě j e sous tavou souřadnou počátek S a d v o j i c e 
mezi sebou ^nezávislých vektorů A a B . Každý bod s e dá v y -
j á d ř i t i ve tvaru S • x .A • y .B . l i n e á r n í r o v n i c e v y j a -
dřuje přímku. 

Neoht přímka p neprochází počátkem S a nech í v e k t o r 
A ani v e k t o r B není ve směru přímky. Pak e x i s t u j í č í s l a 
a / 0 b t é v l a s t n o s t i , že body S + a.A , S • b .B 
l e ž í jta přímce p , J sou t o průseč íky přímky p s o s a m i / , 
Rovnioe 

- i - * 

j e r o v n i c í přímky p , nebot bod £> + a,A O.B má 
souřadnice ( a , o ) 9 bod S • O.A ^ b.B má souřadnice 

^0, b ) , takže r o v n i c e j e sp lněna , d o s a d í m e - l i do n í souřadn i -
ce t ě c h t o bodů« Tato r o v n i c e s l u j e úsekovým tvarem r o v n i c e 
přímky. 

7 p r o s t o r u trojrozměrném j e sous tavou souřadnou po-
čátek S a t r o j i c e mézi sebou n e z á v i s l ý c h vektorů A,B, 0 • 
KaŽdý bod se dá v y j á d ř i t ! ve tvaru S • x .A • y .B • z . C. 
l i n e á r n í r o v n i c e v y j a d ř u j e r o v i n u . 

Nech$ rov ina v trojrozměrném p r o s t o r u neprocház í b o -
dem S a necht žádný z vektorů A, B, C není ve směru t é t o 
r o v i n y . Pak e x i s t u j í č í s l a a / O ^ b ^ O ^ c t é v l a s t -
n o s t i , že body S • a.A , S + b«B, S • c .C l e ž í v t é t c 
r o v i n ě / J sou t o p r ů s e č í k y r o v i n y s o s a m i / . 
Rovnice 

- S - • - ř - • - S - . * 



j e r o v n i c í t é t o r o v i n y , j a k ae snadno p ř e s v ě d č í m e , d o s a d í m e - l i 
do t é t o rovn ice , souřadnice ^ a , 0 , 0 ) , ^ 0 , b , o) , ( o , 0 , c ) 
bodů S~—• 3 • b .B , S • c .C , j i m i ž j e rov ina 
určena« Uvedené rovn ice s l u j e úsekovým tvarem r o v n i c e roviny* 

Věta* žíechl j e dána s o u s t a v a souřadná v modulu dimense 
n . Necht j s o u dány dvě l i n e á r n í homogenní formy 

f ' s
 c l xi • °2 x2 • • • • • cn ^ * 

• d 2 x 2 • . . . • d n x n , 

j e ž n e j s o u i d e n t i c k y rovny n u l e . Označme M' kořeny prvé formy, 
M " kořeny druhé formy. Nutnou a p o s t a č u j í c í podmínkou, aby 
M' m M " , j e e x i s t e n c e č í s l a <5- t é v l a s t n o s t i , že 

f ' « c , , t " , c $ 0 , t . j . c^ - cd^» c 2 s c d 2 , . * . , c n « cd n 

Poznámka* Tato podmínka s e udává také v jiném t v a r u . 
Fecht (c 1 , c 2 , c n 

d l ' a 2 ' • • • • » d n 
j e mat i ce o 2 řádc ích a n s l o u p c í c h . Z t é t o mat ice můžeme 
s e s t a v i t i ( •> Jzpůsoby č t v e r c o v é mat ice stupně 2 a j e j i c h 
determinanty* 

Mutná a p o s t a č u j í c í podmínka, aby m' - M " j e , 
aby každý z t ě c h t o ( 2 ) de terminaht i b y l roven 0 . / f t íká s e 
t a k é , že hodnost mat ice j e rovna 1 / . 

Důkaz v ě t y vyplývá z poznámky k v ě t ě v § 34 na 
s t r » 78 . 

Věta , Nechl j e dána sous tava souřadná v n -
rozměrném l i n e á r n í m prostoru* Nebht 

F ' » c Q * c x x-^ • c 2 x 2 • . . . • c n x n 

F " - d 0 • d l X l • d 2 x 2 + . . . • d n X n 

j s o u dvě l i n e á r n í nehomogenní formy, j e ž n e j s o u i d e n t i c k y 
rovny 0 . Označme n ' nadrovinu kořenů F ' a N " nadrovinu 
kořenů formy P ' ' . Nutnou a p o s t a č u j í c í podmínkou,aby Jf' « h " 
j e e x i s t e n c e č í s l a o y 0 t é v l a s t n o s t i , že F ' a c . F " . 

n ? 2 
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Tato podmínka je e k v i v a l e n t n í a podmínkou, aby v š e c k y 
s u b d e ^ t e r m i n a n t y s t u p n ě 2 vybrané z mat ice 

/ c 0 i . . . e n \ 

( d 0 , d x , . . . d ^ y 

b y l y rovny 0 , č i l i , aby hodnost mat ice ba la rovna 1 . 

Důkaz vyplývá z poznámky k v ě t ě na s t r . 82 . 

Z t ě c h t o dvou v ě t vyplývá 

V ě t a . í iecht a c 0 • c 1 x 1 • e 2 x 2 * ^ j e 

r o v n i c e nadroviny ii^ a necht ? 2 » dQ • d x x l * d 2 x 2 * 

• V n je rovn ice nadroviny H 2 . Nutnou a p o s t a č u j í c í pod-

mínkou, aby obě nadroviny N^ a N2 b y l y rovnoběžné j e s t , 

aby hodnost mat ice 

/ c x , C 2 , . . . . , Cn \ 

\ a I ř • • • • » d n / b y l a rovna 

V r o v i n ě j e dána přímka r o v n i c í ax • by + c - 0 , 

kde není současně a b m 0 • Necht a ' x • b ' y • c ' - 0 

j e r o v n i c e druhé přímky. Podle předeš lého je nutnou a p o s t a -

č i t e l n o u podmínkou pro rovnoběžnost obou přímek: ab'~ a'*b *»0, 

pro s p l y n u t í obou přímek: a b ' - a ' b » a c ' - a ' o s O , 

V p r o s t o r u j e dána r o v i n a r o v n i c í 
ax * by • cz • d - 0 , kde není současně a - b - c s 0 .Recht 

a ' x + b ' y + c ' z • ď a 0 j e r o v n i c e druhé r o v i n y . Kutnou a po-

u t a č i t e l n o u podmínkou pro rovnoběžnost obou r o v i n je 

ab''- a ' b » a c ' - a ' c b c ' - b ' c a 0 , pro s p l y n u t í obou r o v i n j e 

a b - a b s a c - a c » a d - a d » b c - b c - b d - b d s c d - c d » 
m.0 . 

V ě t a . Necht je dána v pros toru l i n e á r n í nehomogenní 
forma F , j ež není k o n s t a n t n í . Body Z , pro než P ( z ) s 0 , 

t v o ř í nadrovinu prostoru , fcto^y Z , pro něž F ( z ) < 0 , t v o ř í 
jeden p o l o p r o s t o r a body Z , pro než P ( z J > o , t v o ř í druhý 
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poloprostor* 
Dflkaz.Podle kriteria na str. 73 stačí dokázat!,Že 

úsečka o krajních hodech P, Q / která aeleží v nadrovině/má 
společný bod s nadrovinou, když a jen když číslo P (?f má 
. jiná znamení než číslo P (q). 

Necht pro určitost p ( p J > 0 , p ( q ) < 0 . Za toho-
to předpokladu je P (?) - P (Q)>0 , takže existuje číslo 

* . " P ( Q ) 

* P ( P ) - P ( Q ) 
a jest 0 < X ^ 1 . 
Odtud vyplývá, že x .P (P) • (l - x ) . P (Q) e 0, Označme bod 
Z' « x.P • (1 - x) Q , jenž leží na úsečce u /P, Q /. 
Podle vlastnosti 3/ nehomogenní formy jest Tř (z')m x.P(P)+ 
+fl-x) .P (Q) • 0 , takže z' je v nadrovině. Jsou-li tedy 
čísla ¥ (PJ, P (Q) různého znamení, má úsečka u /P, Q / 
společný bod s nadrovinou. 

Mecht jsou nyní obě čísla P (P) a P (Q) vu3 
kladná nebo obě záporná. Je-li z " libovolný bod úsečky 
u / P,Q /, pak existují kladná čísla x, y té vlastnosti, 
že Z " x x.P • y.Q a že x • y « 1 . Síalo F( z'J » 
« x.F( P) • y.P(Q) má stejné znamení jako čísla P ( P ) 
a P(QJ , takže P (z") / 0 . 
Mají-li tedy čísla P (P) a P(Q) stejné znamení, pak úsečka 
u / P,Q / neprotne nadrovinu, 

$ 36 . 

S v a z e k p ř í m e k a s v a z e k r o v i n , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx^cxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Nechi je dán • rovině systém přímek. Tento systém 
nazveme svazkem přímek v rovině , když jest neprázdný a když 
má tuto vlastnost: Je-li dán libovolný bod roviny» pak jím 
prochází buďto přesně jedna přímka nebo všecky přímky tohoto 
systému. 

Prochází-li bodem P jediná přímka svazku,nazveme 
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j e j obyčejným bodem . p r o c h á z í - l i jím všecky přímky svazku.na-
zveme j e j základním bodem svazku. 

Je zřejmá, že svazek přímek má nejvýS j e d i n ý zák lad-
n í bod. 

Věta . Svazek přímek v rov ině pbsahuje nekoneSně mno-
ho přímek. 

P&kaz. J e - l i dán koneěný pofiet přímek ve svazku,mů-
žeme z v o l i t i v rovině bod, jenž není na žádná z t ě c h t o přímek. 
J e l i k o ž svazek je neprázdný, e x i s t u j e v něm da lS í přímka t ímto 
bodem p r o c h á z e j í c í . 

Nechí j e dán svazek přímek v r o v i n ě . Pák mohou na -
s t a t i t y t o dva případy* 

a / E x i s t u j e základní bod svazku 

b / N e e x i s t u j e základní bod svazku. 

V případě a / prochází základním bodem S každá 
přímka svazku. Každý j iný bod roviny jest obyčejný a prochá-
z í jím přesně jedna přímka svazku. Přímka, jež neobsahuje zá-
kladního bodu S , n e n á l e ž í do tohoto svazku. Svazek sk ládá ee 
t u d í ž ze všech přímek rov iny , jež prooházej í bodem S . 

Y případě b / n e n á l e ž í do svazku žádná d v o j i c e r&eno-
běžných přímek, nebot spo lečný j e j i o h průseč ík by l by základ -
ním bodem svazku. Odtud vyplývá , že přímky tohoto svazku j s o u 
navzájem rovnoběžná. Svazek se skládá se v šech přímek rov iny , 
j e ž j sou navzájem rovnoběžná. 

Snadno se přesvědčíme, že svazky obou druhů e x i s t u j í 

Necht je dán v prostoru trojrozměrném systém r o v i n . 

Tento nazveme svazkem r o v i n v pros toru , když j e s t neprázdný 

x / D e f i n u j e m e - l i podobným způsobem jako v rov ině svazek p ř í -
mek v pros toru , pak t u j sou taká dva případy, z n ichž případ 
a / j e s t e j n ý jako právě popsaný,kdežto případ b/ j e daleko 
s l o ž i t ě j š í . 
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a když má tuto vlastnost: Je - l i dán l i b o v o l n ý bod p r o s t o r u , p a k 
j im p r o c h á z í buáto přesně jedna r o v i n a nebo vSechny r o v i n y t o -
ho s y s t é m u , 

P r o c h á z í - l i bodem P j e d i n á r o v i n a sys t ému, n a z v e -
me j e j obyčejným bodem , p r o c h á z í - l i j ím každá r o v i n a svazku , 
nazveme jej základním bodem svazku . 

V ě t a • Svazek r o v i n v p r o s t o r u obsahuje nekonečná 
mnoho r o v i n . 

Je-li dán v p r o s t o r u svazek r o v i n , mohou o p ě t n a -
s t a t ! dva případy» 

a / Existuje z á k l a d n í bod svazku 

b / Neexistuje zák ladn í bod s v a z k u . 

J e l i k o ž svazek obsahuje nekonečná mnoho r o v i n , m ů -
žeme z v o l i t i dvě r o v i n y , j e ž v př ípadě a / o b s a h u j í z á k l a d n í 
bod a v př ípadě b / j s o u r o v n o b ě ž n é . 

T př ípadě a / j e s t každý bod p r ů v e č n i c e t ě c h t o dvou 
r o v i n bodem základním, t a k ž e svazek s e s k l á d á ze vSech r o v i n 
p r o s t o r u j e ž p r c c h á a e j í t o u t o p r f t s e č n i c í j p r ů s e č n i c e t a t o s e 
nazývá osou svazku r o v i n , 

V př ípadě b / s k l á d á s e svazek ze vSech r o v n o b ě ž -
ných r o v i n . 

Snadno s e o p ě t přesvědč íme o e x i s t e n c i obou svazků » 
r o v i n v prostoru« 

Necht j e dána v trojrozměrném p r o s t o r u pous tává s o u -
řadná a svazek rovin• Necht 

a ^ x • b ^ y + c ^ z 9 d^ * • •» / ! / 

a2x * b2y • o2z s d2 •••• 

jsou rovnice dvou různých rovin s v a z k u . Zvolme č í s l e* k^ f kg t 

ne je on éhé rovna 0 , a utvořme výrazx/ 

x/Tento výraz je součtem prvé rovnice násobené číslem k^ a 
druhé rovnice násobené číslem • 
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^1* í 8 ! * * * ° 1 2 ) * k 2* í a 2 * * * 2 y * ®2S) x 

- fcj. d j * k 2 d 2 / 5 / 

Rozeznávejme dva př ípady . 

Nechl j e především svazek prvého dráhu, t . j . n e c h l 
v š e c k y r o v i n y svazku p r o c h á z e j í spo lečnou p r ů s e č n i c í . Pak 
r o v n i c e / 3 / j e r o v n i c í r o v i n y , nebol j e to l i n e á r n í r o v -
n i c e , j e j í ž k o e f i c i e n t y u proměnných n e j s o u všecky rovny 0 . 
Kdyby t o t i ž t y t o k o e f i c i e n t y k^aj • k 2 a 2 o. k-^b^ + kgbg a 

a * 0 ' ty hodnost mat ice 

/ axt \ t > 

\ . « 2 » * 2 • c 2 / 

ív.vna 1 a pák by podltí v ě t y v předeSlém § /na s t r . 8 5 / b y l y 
rov iny rovnoběžné . To s e nemůže u svazku r o v i n prvého druhu s t á -
H . 

Dokažme n y n í , že r o v n i c é / 5 / j e r o v n i c í r o v i n y , j e ž 
n á l e ž í do svazku. Vskutku, j e - l i T l i b o v o l n ý bod osy svazku 
o s o u ř a d n i c í c h x 0 , y 0 , zQ, pak j e s t a j * 0 ? b ^ + CjSQ ^ 

^ » c 2 x o * V o * c2b& ~ d 2 • " t a k ž e také 

h * ( a l x o + * c l z o ) • ^2 * (a2xo + V o + 0 2 8 o } , m 

V l * k 2 d 2 * 

Rovina určená r o v n i c í / 3 / obsahuje t e d y osu svaeku. ITáleŽi proto 
do svazku r o v i n . Nechl j e nyní dána r o v i n a svazku. Necht Xj , y^ , 

s^ j s o u souřadnice obyčejného bodu P l e ž í c í h o v t é t o r o v i n ě . 
J e l i k o ž P j e obyčejným bodem, nen í současně v obou r o v i n á c h . 
Boz.újpiy o b e c n o s t i můžeme t e d y pře f lpok ládat i , ž e 

* * c l z l ~ d l 0 • V o l í m e - l i 

* ( a 2 x l • b 2 * l • C 2 Z 1 r d 2 ) * (**!*! • b l y l * C 1 8 1 

- d^) t * 1 » 

pak rovnice rov iny svazku o b s a h u j í c í bod P j e 

ř ^ l * * + c l z ) + ( a 2 x * ^ 2 y ~ 0 2 z ) ~ k l d l * ^ 2 
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Necht je r.yní svazek druhého druhu, t. j. necht všecky 
» 

roviny svátku jsou rovnoběžné. T tomto případě jest třeba 
vyloučiti rovnost k-̂  • kg 0 , nebol jinak by mohly 
vymizeti všecky koeficientý"*u proměnných x, y , z v rovni-
ci /3/. Roviny, jejichž rovnice jsou /!/ a /3/ jsou 
rovnoběžné, neboí hodnost matice 

í » » c i 

l k ^ a ^ • k 2 a 2 ř * K 2 ^ g , ^ l c l * k 2 c 2 

je rovna 1 » jfCttoš také hodnost matice 

je rovna 1 * Každá rovina o rovnici /3/ je tedy v tomto 
případ^ druhém rovnoběžná a rovinou svazku o rovnici /!/ , 
takže náleží do svazku a naopak každá rovina, jež náleží do 
svazku druhého druhu má rovnici /3/* 

Poznámka-* Rovnice roviny svazku dá se psáti ve tvaru 
/3/ nekonečně mnoha způsoby* Jsou-li totiž k^ a . k 2 čísla, 
jež určuji tuto rovinu, pak každá dvojice čísel ck1 , ck2» 
kde c £ o , určuje tutéž rovinu* 

tfech$ je dána v rovině soustava souřadná .Jsou-li 

a l * + V - * C 1 m 0 

a^x + b2y •Cg ss, 0 
rovnice dvou n3 zných přímek svazku,pák každá přímka svazku má 
rovnici 

* ( &l x * * cl) * (®2* * * °2) a 0 • 
při čemž čísla k 2 nejsou obě rovna 0 a je-li svazek 
drahého druhu, není k^ + kg 0 • Také naopak udaná rov-
nice je rovnicí přímky ze svazku* 
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§ 37 . 

A x i o m y p r o s k a l á r n í s o u č i n , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Je mnoho pojmů, j e ž s e d a j í l o g i c k y n a v á z a t ! na d o s a -
vadní l á t k u . D ů l e ž i t ý j e pojem konvexní množiny. Část l i n e á r -
ního pros toru s l u j e konvexní , když s e dvěma svými hody P,Q 
obsahuje c e l o u úsečku u /P ,Q / . J e - l i dán v l i n e á r n í m 
pros toru konečný poče t bodů, pák e x i s t u j e minimální konvexní 
množina« o b s a h u j í c í t y t o body. V r o v i n ě j e t o konvexní mnoho-
ú h e l n í k , v p r o s t o r u konvexní mnohostěn. 

Neméně d ů l e ž i t ý j e nojem ploSnáho obsahu rovinného 
mnohoúhelníka a objemu t ě l e s v p r o s t o r u , dá le pojmy k ř i v k y , 
p l o c h y , t e čny k ř i v k y , t e č n é rov iny p lochy , a t d . 

Těmito pojmy s e nyní nebudeme zabývat i a obrátíme 
z ř e t e l k pojmu v z d á l e n o s t i . 

řojem v z d á l e n o s t i pokládáme z názoru za známý.Vzdá-
l e n o s t dvou bodů j e vyjádřena č í s l e m . Rovněž c o s i n u s úhlu t 
pokládáme z názoru z a známý pojem. 

Nechí j s o u dány dva názorné v e k t o r y : A o d é l c e a , 
3 o d é l c e b . Definujeme j e j i c h s k a l á r n í n e b o - l i v n i t ř n í 
s o u č i n A.B t a k t o : J e - l i A 0 ' nebo 3 0 p a k p o l o -
žíme A.B - 0 . J e - l i A / o ' jí 3 , definujeme A.B & 
s a b . c o s t , kde t j e úhel obou vektorů umístěných v témž 
počátečním bodě , 0 t - 180° . 

Snadno s e v e r i f i k u j e , Že z d e f i n i c e plynou t y t o zákony: 

IX. AoB jb. B.A ; t o j e zákon komuta t ivn í . 

X, a . ( A . B ) s (&mA-) • B » a j e r e á l n é č í s l o . 

XT. ( A x • A 2 ) .B -5 A r B • A2 .B 

X I I . A t 0 ' ^ A 2 ^ 0 . 

l a t o č t y ř i p r a v i d l a j s o u odvozena z názoru.Postavme 
se nyní na a b s t r a k t n í s t a n o v i s k o . Předpokládejme,že j e d e f i n o -
ván s k a l á r n í n e b d l i v n i t ř n í s o u č i n dvou v e k t o r ů , t . j . k a ž d ý m dvěma 
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vektorům A, B j e př i řazeno č í s l o A.B , p ř i čemž j s o u s p i n ě -
-Ay axiomy IX — X I I . Pomocí tohoto s x a K r n í h o souč inu můžeme 
pak abs traktně d e f i n o v a t l v z d á l e n o s t . 

Snadno s e dokáže p l a t n o s t obecného zákona d i s t r i b u -

t i v n í h o , j e j ž uvedeme bez důkazu: 

H A i • E T ®k * X V ^ • 
i k i . k 

S l o v y : - S o u č e t vektorů s e násobí součtem vektorů , když s e každý 
s č í t a n e c prvého součtu násobí každým sč í tancem druhého s o u č t u 
a v ý s l e - d e k s e s e č t e . 

Dále p l a t í t e n t o zákon: 

( a . A ) . ( b . B ) » ab . A.B , kde a , b j s o u r e á l n á č í s l a . 

To s e odvodí z axiomu X pomocí axiomu IX , d o s a -
dí - l i s e mí8to B v e k t o r b .B • 

i J e l i k o ž 0 * - 2 . 0 ' , j e s t i p o d l e X : f . (O*a) » 

m 2 0.' A S 0 ' . A , takže O'A « 0 • Tím j e dokázán d a l š í 
zákon : 

A. 0 ' s O' . A a. 0 pro každý v e k t o r A. 

, I 3 8 . 

D é l k a v e k t o r u a v z d á l e n o s t d v o u 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

b o d ů . 
xxxxxxxxx 

J e l i k o ž A2 £ 0 , e x i s t u j e r e á l n é č í s l o tflF ? 0 . 
Absolutn í hodnotou č i l i dé lkou vektoru A rozu«r 

mime nezáporné č í s l o \/""T" 
V A , j e ž označujeme | A | . 

Z d e f i n i c e v y p l ý v á : 
Délka v e k t o r u A j e rovna 0 , když a j e n když 

A « 0 ' . 
P l a t í t e n t o zákon: 

( c . A | s / c j . |AI , kde ¡ c / j e a b s o l u t n í hodnota č í s l a o, 



- 93 -

Důkaz cA. eA - c2,A^ f takže [C . a [ c2.Á2 » 
, \/T 2

 s / A | 
Dále platí tento důležitý zákon; 

A , B ^ | A | . | B j / / V 

Rovnost A.B s JÁ j • | B f platí jen t těch případeehskdyž 
A s O' nebo B s O* , nebo existuje-3i kladné číslo <& 
té vlastnosti9 že B s c,A . 

Důkaz» Je-li A s o' nebo B - v/, pak je A.B - 0. 
Jelikož pak také jk( s 0 nebe / bjsO , jest rovněž | A | » { B / S . 

5 O . Nechf- tedy Ý 0 ' B a nechí existuje číslo c > o 
takóvá, že B ¿.„i jest pák A.B «^l.A) • fc «> A) -
s c.A2? avšak také | A( |B | - j A | . | c.A j - | A [ . C . | A | 

SI C . ( A | 2 C « A 2 • 

Předpokládejme nyní, že A 0' ^ B a že neexistuje 
číslo c p>o uvedené vlastnosti. Máme dokázati vztah A.B^ f A|. 
. (B l . Kdyby A - B - 0' , bylo by A s l.B , t.j. existo-
val by výjimečný případ c s 1 . Proto A - B Ý tedy 
podle axiomu XII jest (A - B)2 0» t.j. 0 < A2 * B2 -

2. A.B 5 připočteme-li k obSma stranám této nerovnosti 
číslo 2.A . B , dostaneme nerovnost 

2. A. B ^ A2 4- BL- . 

Tato poslední nerovnost; platí pro každou dvojici vekto-
rů, jež splňuje uvedené předpoklady. Zejména tedy pro vektory 
aeAs r̂- • B , kde z je kladné číslo. Vskutku,přec poklady 
jsou splněny? z.A 0' j* . B , dále neexistuje číslo 

c > o takové, že . B s cz.A , nebot jinak by B -
ccž je vyloučeno. 

Pro kaŽcé kladné číslo z platí tedy n e r o v n o s t i 

.2 . 1 „2, 2.Z.A . i- . B < z . Ac • — 
. 2 , 2 1 

—TJ- » Z) 
Z, 

čili 2. A.B <" z .A * -i . B 
z 

'2 
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Dosadíme-li sem za » j-jý * což je kladné číslo, nebol 
A f O V B , takže podle XII je fA/^O, fBr>° * dosta-
neme nerovnost; 

2.A*x]fj. . | A | 2 • i4| . [B| 2 s 2 • )A | » |B|, 
čili A . B < | A | . |B|, «i.b.d. 

Z tohoto zákona se odvodí ďalj.' ¿^on"; 
|A.B|^|A|. (B| , /2/ 

Rovnost |A.B| - |A| . |B| nastane, když buct^o A « O' 
B - O' anebo existuje-li číslo c té vlastnosti, že 
B s c.A . / Rovnost nastane tudíž tehdy, když vektory A, B 
jsou mezi sebou závislé/« 

Pflkaz vyplývá snadno ze zákona /l/ , dosadíme-li místo 
vektoru A vektor - A • Jest pak -A.B^r(-A) . /B( -
- | -1| . )A| . |B| s j A j - /Bj , tedy - A.B A | • | B | » 
ooŽ vzhledem k . /X/ dává /2/. 

Dokažme další zákon 

IA • B| é | A | • |B| /3/ 

Rovnost ( A + B [ s f A [ • |B | nastane přesně v těchto pří-
padech: když bu3to A » 0' nebo B « o' anebo existu je-li 
kladné číslo c té vlastnosti, Že B - c.A . 

Dftkaz . Je-li B - 0', pak je vztah /3/ splněn,ne-
bo^ pak (A| ¿(A| . Podobně pro A - 0 Když . B - c.A , 
c ^ o , .pak 
(A • £/ b |A • c.A/ s| (l + c) . Aj » |1 • oj . |A| a. 

- fl • c) .(AI* |A| • c. | A | s |A| • |c.A| - \Aj + /B/ « 
Předpokládejme nyní, že A ^ O' jf B a že neexistu-

je Číslo c > o uvedené vlastnosti. Máme dokázati vztah 
I A + B|<(A| • |B| • Jelikož délka vektoru je nezáporné 
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č í s l o , s t a č í dokázat i , že č tverec č í s l a na l e v é s t ranS j e menší 

než - l i č t v e r e c č í s l a na pravé s t raně v t é t o n e r o v n o s t i . Tomu 

tak vskutku j e s t , neboí podle / ! / j e s t A.B . | B | , 
12 . 2 . „ 2 takže | A * B p » \A + 3}" - A + B • 2 .A.B ^ 

t * rf • 2 . A . B < 
< | A | * * í é | 2 „ 2 . | A | . | B | . ( | A | • ! B | 2 , 3 # b # d . 

Dosadíme- l i do / 3 / s& A vektor B a za B 
v e k t o r A - B , dostaneme 

| A | < [ B | • j A - B | , č i l i 

JA | - | B | < JA - B| . 
Dosadíme- l i sem za B v e k t o r - B , pak (B | e J- B ), 

t a k ž e 
\ A \ - I B | 4 [ A • B \ 

Odtud vyplývá 

I M - | B l ^ ÍA • B \ é i A l * I B I 

V tomto vztahu m&žeme zaměnit i vektory A a B ; výs l edek 

3e ;pak t e n t o : 
- ( |A l - l i B| ř 

taJtfže p l a t í t e n t o zákon s 

- i B l ) £ l A t »1 i B ' 
Necht je dán l i n e á r n í pros tor d|mense n • 

V z d á l e n o s t í dvou bodů P* Q v tomto pros toru rozumíme č í s l o 

(Q - P | . 
j e ž značíme vz ( P, Q ) . 

Tato v z d á l e n o s t sp lňuje u r č i t é základní v l a s t n o s t i , 

j ež symbolicky vyjádříme t a k t o : 

1 / v z ( P, P) - 0 ; P J* Q r ^ v z ( P , Q) ^ 0 . 

2 / v z ( P f Q) » v z ( Q, 7 ) 
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1 / y z (p , P) s O ; P J Q = > v z (P , Q) > O . 
2 / v s (P , Q) A. v a (Q , F) 
3 / CP , I.) i VŘ (P , (¿) + VK (Q • R) / t r o j ú h e l -

t: 'ková n e r o v n o s t / 

S l o v y : 

1 / V z d á l e n o s t dvou bodů j e 0 , l.wyS oba body s p l y n o u , 
Y každém jiniím př ípadě j e vzdálen.••.yt >:>uiié č í s l o , 

2 / V z d á l e n o s t jednoho bodu od druhého j e rovna v z d á l e -
n o s t i druhého bodu od p r v é h o , 

3 / J s o u - l i dány t ř i body / nemusí fcýti navzájem r ů z n é / , 
pak v z d á l e n o s t prvého od t ř e t í h o bodu. j e ne3vý5 rovna s o u č t u v z d á - , 
l e n o s t í prvého od druhého a druhého od t ř e t í h o bodu • x / ' 

Důkaz* . 

1 / J e - l i P Q , pak Q - P 4 0 * , takž* podle axiomu XIX 
j e s t (Q - P ) 2 > . 0 , t e d y také |Q - P| > 0 . J e - l i P - Q ,pak 
Q - p s O' , t a k ž e |Q - pj « 0 j také naopak:když |Q - P| - 0 , 
j e s t r - Q . 

2 / J e s t 

IQ - Pl = j - i . ( P - Q ) I s I - I | . . | p - Q| - | p - Q| 

3 / Dcsačlme do utiš '3/ : A « Q - P , B = R - Q, 

Pak j e s t 
IR - p | Á |Q - p| • |R— Q | , 

j . b . d . 

V ě t a , V t r o j ú h e l n í k o v é n e r o v n o s t i 3 / p l a t í r o v n o s t 
v z (P, R) m v z (P ,Q) • (a. R) , když a j e n když budto v š e c k y 
t ř i Lwdy P> Q, R s p l y n o u , nebo když bod Q na uzavřené 
ú s e č c e u |p , R/ . 

Důkag. J e - l i P s Q R , pak j e v ě t a z ř e j m á . P ř e d - . 
pokládejme t e d y , že v š e c k y t ř i body n e s p l y n o u . Pak j e budto 

x / To j e t . z v » t r o j ú h e l n í k o v á n e r o v n o s t , k t e r á ř í k á , ž e s t r a n a 
t r o j ú h e l n í k a j e menší n e ž 8v . i če t z b ý v a j í c í c h dvou s t r a n . 
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vz (P , Q)> O nebo v« (Q , R)> O , takže rovnost v 3 / mů-
že nastatij když a jen když vz (P f R) > O, t.j« P 4 R . 

Z důkasu 3 / a se zákona / 3 / vyplývá, že rovnost 
nastaň® přesně v těchto případech buáto q - P » 0%t.j. 
P s Q ? neb© R - q = o' $ t . j . Q « R, anebo e x i s t u j e k l a d -
né číslo c t é vlastnostis že (Q - P) • V tomto 
třetím případě je bode®, Q a vektor®» P ^ o' určena 
přímka» Body 

Q + O . ( P - Q) S Q 

q + 1, (P - Q) « P 
Q + c . (P - Q) » R 

leží na, této přímce« Orientujeme přímku t a k , že prohlás íme v e k t o r 
P - Q za p o s i t i v n í * Uspořádáni bodů na přímce j e pak takové jako 
uspořádání j e j i c h souřadnic / v . § 30 s t r . 5 1 / • Poněvadž c 
jest kladné č í s l ® , j e s t - c < 0 < l , takže bod Q, j ehož s o u -
řsedniee je O je mezi body P a R / j e j i c h souřadnic© j s o u 
1 a » e / • Bod Q l e ž í t u d í ž na u / P f R / # 

Tim. j e dokásáno, že v prvých dvou výjimečných př ípadech 
j e F - Q r e a p . Q s H , t a k ž e bod Q j e na utavřené ú s e č c e 
u. / P , R / , y t ř e t í m j e bod Q na o tevřené ú s e č c e 
& / P , R / . 

Také s e snadno dokáže naopak: J e - l i hod Q na uzavřené 
úaešc® u / ř , H / , pak v 3 / p l a t í rovnost» 

§ 3 9 . 

K a r t é z s k á b a s e m o d u l u 
m x m m m m m x m m m x x x x x x x x x x x 

Nechš je dán modul kladné dimense n . Nechi 
JL, k j e bafl® t o h o t o modulu. Pravíme, ž e t e n t o 

i 9 " a 4 * n 

ftyatém vektorů j e kgrtézskou^b^sí .modulu , když 

i j/k k k ± . ^ » 0 

J^8 - 1 /i - 1, 2, n /, 
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t*j« když skalární souSití dvou různých vektorů base je 0 a délka 
každého vektoru hase je 1 . 

V názorném trojrozměrném prostoru tvoří kartézskou basi 
trojice na sobě kolmých vektorů A* Bf Cf jejichž délka je 1. 
Zvolíme-li si v tomto prostoru počátek S f pak se dá každý bod 
prostoru přesně jeáním způsobem vyjádřit! ve tvaru 

S • x*A * y#B + z* C , 

kde xy yP 2; jsou souřadnice toho bodu* Tyto souřadnice zavecTl 
Descartes Čili Cartesiue; proto se nazývají kartézské souřadnice» 
Tím je také odiVvodněn název kartézská base modulu* 

Existenci kartézské base modulu dokazuje tato 

Těta* Necht B2> f B n je base modulu M di-
mense n * Pak existuje kartézská base modulu A^, Ag 1 
te vlastnosti, že vaktor Aj je závialý na vektorech B2< 
«v o} f (i p, 1 > 2 $ • • • n ) • 

Půkag /indukcí/« Dokažme správnost věty pro n s 1 • 

Nrcht B^ je base modulu. Pak jest B^ jé 0 t a k ž e -p-j > C • 

Položme Aj s • B^ » Pak jest rektor A^ závislý mi 

£x a jeat. A / - j ^ - B * * 1 * 

Předpokládejme nyní, že věta je správná pro n - 1 a 
dokažme její správnost také pro n * 

Vektory B^* Bg, • f tvoří basi podmodulu 
MJ Q M dimense n - 1 . Podle předpokladu prc indukci existu-
je kartézská base A^* A2$ Poc*aiodulu M^ • Položme 

kde z > Ó • 
Vektor An není závislý na vektorech A^t 

neboí v opačném případě byl by vektor B n závislý na těchto vekto-
rech* Proto systém vektorů 
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A j > A j » » • . i AJJ 

tvoří basi modulu M . Hledejme podmínku, jak jest třeba voliti 
čísla Xj a z , aby tato base byla kertézská. Jelikož base 
A1 9 A29 kartézská, dá se tato podmínka vyjádřiti 
těmito vztahy« 

2 
An s 1 , A^. Aj js 0 pro j s 1, 2, .., n-1. 

Podle distributivního zákona platí: 
0 s A n « A j s (ss. B n • x-^.A^ • X 2 * A 2 • • • • • ^ n - l * 

,An-l) • Aj = ®*Bn»Aj • ••••»• Xj-Aj • •••• + 

+ *n-l# ^-l* Aj « 0 * 

Poněvadž A^.A^ 3 O (pro i ^ j , i,j < n ) a A ̂ » 1 , 
jest £»Bň«> Á.j • xj = ® » ^ d y x^ s - z. Bn» A^ . Odtud 

An a z (Bn - (Bn-Aj) A1 - (Bn.A2). .. 
- (Bn#An-l) • ^ - l ) s 2*A* VoliKie-li z s » jest 

2 A* ~ A A^ «, -p-p s 1 . Položíme-li tedy An = , kde 

A « B - ( B ^ ) • Al"-(Bn' A2) • A2 ( V An-l) * 

e ^n-1 9 vektorů A^, A^, ... , An tvoří kartézskou 
basi modulu M • 

Z této věty vyplývá snadno 
Teta. Nechl M^ je podmodul modlu M . Nechí dimense 

M«̂  je m , dimente M je n . Necht kj, A^» • A^ je 
kartézská base modulu . Pak se tato base dá rozšířiti v kar-
tézskou basi modulu M . 

A1 ' V ' • 1 • ••• • An * 

§ 40 . 

K O L M O S T . 
XX xxxxxxxxxxxxx 

Necht M je modul. Jsou-li A a B dva jeho vekto-
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r y , ř e i m e m a , ž e • v e k t o r A ž e k o l m ý n a v e k t o r B n e b o ž e v e k t o -

r y A a B j s o u n a s o b ě k o l m é , k d y ž A . B s 0 . J e - l i M^ Q M 

p o d m o d u l a 0 v e k t o r m o d u l u M , ř e k n e m e , ž e v e k t o r C J e k o l m ý 

n a . p o d m o d u l M j , k d y ž j e k o l m ý n a k a ž d ý v e k t o r p o d m o d u l u M^. 

Z t é t o d e f i n i c e v y p l ý v á , ž e v e k t o r ď j e k o l m ý n a k a ž d ý 

v e k t o r m o d u l u II . J e - l i t e d y d i m e n s e M^ r o v n a 0 , p a k j e k a ž -

d ý v e k t o r k o l m ý n a p o d m o d u l M^ ; j e - l i d i m e n s e M^ r o v n a d i -

m e n s i M, p a k j e d i n ý n u l o v ý v e k t o r j e k o l m ý n a p o d m o d u l M, • 
I I » 

V ě t a . N e e h t j e d á n m o d u l M d i m e n s e n > 0 a p o d m o d u l 

M-j C M d i m e n s e m , 0 < m < n . Z v o l m e v k a r t é z s k o u b a -

s i A^, A 2 » • • • • , AJQ • P o d l e p o s l e d n í v ě t y v p ř e d e š l é m § d á s e 

t a t o b a a e r o z š í ř i t ! v k a r t é z s k o u b a s i A^* Agf . • . • , A n , • . . , 

m o d u l u II • N e c h i j e o a n v e k t o r ' X a, • X g . A g • . . . • 

* x N . A N • T e k t o r X j é k o l m ý n a p o d m o d u l K ^ . k d y ž a j e n k d y ž 

a x 2 « • • • « *m 0 ' X s . A m + 1 * x a # 2 

+ • • «4 

D&kag» J e - l i p ř e d e v š í m v e k t o r X k o l m ý n a p o d m o d u l M^t 

p a k j e s t 
2 

0 s st * + • • • * a X 1 

2 

a 

0 » A ^ . X a x ^ A ^ . A , • X 3 . A j g . A 2 • . . . • V V f i n ® *m • 

t e d y X j « Xg m • • • « x ^ » C • 

J e - l i n a o p a k X - W * W - W * " ' * 

a j e - l i T * y i « A i • ya*Aj? • • • JJ.Ĉ AOT l i b o v o l n ý v e k t o r p o d -

m o d u l u M^» p a k j e s t X . Y . 0 , n e b o t r o s n á a o b í m e - l i s o u č i n 

X . Y p o d l e d i s t r i b u t i v n í h o z á k o n a , b u d e v k a ž d é m t č í t a n c i č í s l o 

X j . y ^ . A j . A ^ , i m 1 , 2 , . . . m , j • m • 1 , m * ? , . . . , n . 1 

P o n ě v a d ž A^.Ajt b 0 , j e s t k a ž d ý s č í t a n e c r o v e n 0 . 

V S c c k y v e k t o r y X u v e d e n é h o t v a r u t v o ř í p o d m o d u l 
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dimense n - m • Odtud vyplývá v ě t a , j e ž p l a t í i pro výj imečná 
případy m » O a m « n : 

V ě t a . Necht U« j e podmodul modulu V . Necht d i -
mense M^ j e s t m , dimensr jí j e » t n . VSocky vekt~?y f j e ž j s o u 
kolmá na podmodul M̂  t v o ř í t-ť.dr.s- i l Kg C K dimense n - m. 

Podmoduly % » a Mg mají t u t o v l a s t n o s t : Vektor 

A j e kolmý na podmodul ,když a j e n když n á l e ž í do Mg a 

v e k t o r B je kolmý na podmodul Mg , když. a j e n když n á l e ž í do 

'¿2 • Podmoduly M̂  a Mg mají j ed iný spo lečný v e k t o r , t o t i ž nq»-

lov;f v e k t o r O*. 
M a j í - l i dva podmoduly Mj a v l a s t n o s t prává 

popsanou,pravíme, že j s o u t o t á l n ě kolmé• 
Věta» Součet dimensí dvou t o t á l n ě kolmých podmodu-

l ů j e roven dimensi modulu. 

Necht j e dán l i n e á r n í p r o s t o r kladná dimense n • 

í fechi p a q j s o u dvě přímky v tomto p r o s t o r u . Necht směr 

přímky p j e určen vektorem A , směír přímky q vektorem B . 

Pravíme, že přímka p j e kolmá na přímku q , nebo ře příriky 

p a q j s o u na sobě kolmé, když A»B . 0 . fiíkáse t a k é , ž e 

dva smě*y j s o u na sobě kolmé nebo že směr a přímka r e s p . v e k t o r 

a přimka j s o u na sobě kolmé. 

Kolmost dvou přímek j e t u de f inována jednoznačně . 

Vskutku, j e o u - l i A' , B' dva j i n é vek tory j e ž u r č u j í směry přímek 

p a q « pak j e s t a ' - x .A , B ' s y . S , kde x / 0 , y f t O, 

t a k ž e A ' . B ' - O , když a j en když A.B - O . 

Nechí íí j e nadrovina l i n e á r n í h o p r o s t o r u . ! r a v í m e , 

«měr .je kolmý k nadrouině N , když kažoý jeho v e k t o r j c kolmý 

ke každému vektoru t é nadroviny.Poněvadž t e n t o smor a směr nad-

r o v i n y j s o u t o t á l n S kolmé podmoduly a j e l i k o ž dir.ense omfcru n a d -

r o v i n y j e n - 1 , j e s t podle p o s l e d n í v ě t y dimense tohoto kolmé-
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ho směru rovna 1 • V lineárním prostoru existuje tudíž přesně 
jeden směr kolmý k nadrovině K ./ Tento směr není zřejmě obsažen 
ve směru nadroviny/® 

Řekneme?že gřimka p je- kolmá k nadrovině N , když 
její směr je kolmý k této nadrovině» 

Věta» Je-li dána nadrovina a bod, pak tímto bodem ,, 
prochází přesně jedna přímka, jež je kolmá k nadrovině. 

Tímto bodem a směrem je přímka jednoznačně určena. 

§ 41 . 

V z d á l e n o s t b o d u o d n a d r o v i n y . 
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 

Věta* Nechí je dán lineární prostor, bod P a nad-
rovina ří . řfechí bod Z probíhá všecky body nadroviny N . 
Pak existuje přesně jeden bod Z takový, že jeho. vzdálenost od 
bodu P je minimální. 

D&kaz. Bodem P prochází jediná přímka kolmá k nad-
rovině íí . Poněvadž směr této kolmice není obsažen ve směru nad-
roviny N , existuje jediný průsečík - pata kolmice - přímky s 
nadrovinou; označme Q patu této kolmice a dokažme vztah 

vz (z, P ) £ vz (Q, P ) . 

Necht A-,. 
••• f ^n-1 ^ ar té zská:base nadrovi-

ny 5 • Touto basí a bodem Q je nadrovina ří úplně určena. Je-
li 7J libovolný bod nadroviny, existují Čísla x2>###**n-l 
té vlastnosti9že Z s Q + * • ••• • xn-l* An-1' 
tedy Z - P s. x-f oAj <#• * * xň-l#An-l • Q — ^ • 
Odtud vyplývá (Z ~ P) 2 ^ x 2 * x|í + ... * • (Q - p)2 ' 
nebo?' veVtor Q - P je kolmý na každý vektor A^ ( i • l,2,*..n-l) 
Proto $ 

(Z « P)2 i (Q - P)2 čili |Z - P| I |Q - P|, j.b.d. 

Rovnost vz (Z, P) s vz (Q, l ) nastane jen v 
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Jediném případě ¡5 « Q • Pro každý jiný bod 2 jest vzdále -
noet TZ {%9 P) kladná, nebo$ existuje aspoň jeden index i 
té vlastnosti, že x^ 4 0 • takže x£ © , i s. 1, 
i • y B ^ 1 o 

Definice» Minimální vzdálenost vz (P,Q) se na-
zývá vzdálenosti bodu. P od nadroviny N « 

T obyčejném prostoru tvoří kartézskou basi troji-
ce na sobě kolmých vektorů A^t A2, A^, jež mají délku 1* Je-li 
X libovolný vektor prostoru, dá se přesně jedním způsobem psá-
ti ve tvaru 

X - x* Aj * y# Ag • z.A^ 

Zvolíme-11 v prostoru počátek S , pak systém S, A^, A2, A^ 
tvoří kartézskou souřadnou soustavu pros toru «Každý bod 2 pro -
stáru dá se přesně jedním způsobem psáti ve tvaru 

Z s *S + XeA^ • y. A2 + fcoA^ 

Názorný význam čísla x je tento: Bod S a veltto-
Ty A2 a A^ určují rovinu* jež se nazývá souřadná rovina« Bod 
Z je V této rovině, když a jen když x ~ O* Proto se tato sou*~ 
řádná rovina nazývá také rovinou yz nebo rovinou x ~ 0 . Poně-
vadž' rektor A^ je kolmý k rovině yz , jest podle předeSlé vě-
ty Síplo \x\ rovno vzdálenosti bodu Z od roviny yz* Rovnice 
roviny yss jest P (%) & 0 , kde P (*•) je lineární nehomo-
genní forma té vlastnosti, že P (z) & 0 , když a jen když bod 
Z je v rovině f tedy, když x 9 0 • Rovnice roviny ys 
jesx tudíž x ^ 0 * Body Z pro než x ) 0 vyplňují jeden 
poloprostor, body Z , pro než x < 0 vyplňují druhý poloprostor* 

Podobný je význam čísel y a z » 
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Počátkem S večlme tři přímky na sobě kolmé .Prvá 
přímka, jež je určena rektorem A^ , sluje osou x , druhá,určená 
vektorem A2 * osou y a třetí, jež je určena vektorem A^ »slu-
jte os» % * Existují tři souřadné roviny yz, xz, xy , jež jsou 
určeny příslušnými páry os. Třemi na sobě kolmými přímkami a po-
čátkem S není soustava souřadná ještě určena. Na těchto přím-
kách ipusí býti zvoleny jednotkové vektory, jejichž směr je na 
osách symbolisován šipkami. 

Hecht je dána v prostoru přímka p • Její směr 
dá se určiti jednotkovým vektorem B f jejž můžeme psáti ve tvaru 

B s a-rÂ  + b. A2 + c. A^ 
Poněvadž vektory A^, tvoří kartézskou basi prostoru, jest 

2 
A-^.B - a.A^ • b.A^.Ag • c . A ^ A ^ JS a 
. U a#A2*A^ • b.A2 • • c. A2.A^ s 

2 Aj.B - a.A^.A^ • bv A^*A2 • c# A^ = c 
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J e l i k o ž skalární součin dvou jednotkových vektorů je roven kosinu 
ú h l u , který tytc vektory svírají / v. str. 91 /» jest 

cos A 1 B 

A 2 B b » c o s 

c s cos A-fB 
To jsou tak zv. smSrové kosiny přímky 

rové kosiny splňují vztah* 
p # Tyto smě-

„ 2 ^ ^ 2 ^ 2 - 1 a * & + c 

noboi B2 - 1 f takže ( a ^ • b.A2 • c.A3)2
 s a2 + b2 • c2« 1 

Vzorec pro skalární součin dvou vektorů 

A * b#A2 • CeAj f A' s a«'A^ • b^A2 • c# jest 

Ae A' - a« a' • b*b' • c.c' 

Vtikutku A • A' - * b*A2 • c.A^) . (a^A1 • b*A2 • Ce'A^) s 
- rii+8 * Deb * CeC e 

Vzorec pro úhel dvou jednotkových vektorů Af A' jest 
• i » i p v ' y r •. 

jcos A A s a.a • b.b • c#c | f 
/ * A / 

n e b o t AeA s |Af # |A | . cos A A • 

j zorec pro délku vektoru A s a.A^ • b.A2 • c.A^ 
J e » t 

5 0 2 2 nebo A - a • b • c . 
Jsou-li dány dva body P s S + x.A^ • y.A2 • z.A^» 

P' « S x«A^ • y^A2 * z.'A5 , pak jest 
P' - P m (x - x) . A-̂  • (y'- y) . A2 • (z'- z) . A^, takže 
vzorec pro vzdálenost dvou bodů P, P' jest 
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vz ( p , p % ~ x ) 2 • f y ' - y ) 2 • z ) 2 

mense 
Stejné úvahy a podobné vzorce platí i • prostoru di-

n > 3 • V tomto n—rozměrném prostoru platí tato 
Těta. Necht 

měynéhq prostoru. Nechí 
B2, • B je base n - roz-

n n 
c 2 s y i * B i * y 2 * B 2 • • • • • y n - ® n 

W 

n n 

je n vektorů tohoto prostoru. Pak tyto vektory jsou mezi sebou 
z á v i s l é , když a jen když 

f x 2 * • • • * 

* *** 9 ^ n 

> • • • • * ® n 
- 0 

base kartézská, pak nutnou a postaěitelnou podmínkou pro zá-
viglost vektorů je 

C^ • Q o t • • • , C-* * C ' 1 ' 1 * 2 

C 2 * ° 1 ' C 2 ' • • • » 

1 - - n 

e 0 

D&kaz* Yektory C^, C^, ... , C?n jsou mes i 
sebou závislé* když a jen když vektorová rovnice 

a « . ^ • * . . . • st O ' 

má netriviální řešení / v. § 7, str.10 /. Tato vektorová rovnice 
j e ekvivalentní s e soustavou n lineárních homogenních rovnic o 
n neznámých ař b, • ••• » c t 

• a • y 2 • ^ * • • • • • ' s o 
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» « 

Z teorie determinantů je známo,že tato soustava má vedle tri -
viálního řešení ještě řešení netriviální, když a jen když de -
terminant soustavy 

x i * y i t • • • • t 

^ p i í o f • • • • , 

I s 
i ^ n ' ^ n ' * • # • • 

Vektory C^, C2, Cn Jsou tudíž závislá když a jen když de-
terminant jejich souřadnic je roven 0 • 

Jelikož reálné číslo je rovno 0 f když a jen když 
jeho čtverec je roven 0 , jest nutná a postačitelná podmínka 
pro závislost vektorů C2, M M Ctt v prostoru s kartézskou 
basíx/ 

X 1 f x 2 * • • • f 

y*x > y 2 9 • • • t y n » 

Příklady Určiti vzdálenost hodu Q od přímky p • 
Nechí přímka p je dána hodem P a vektorem A » 

Pak existuje číslo x takové ,že P * x.A je pata kolmice 
procházející hodem Q • Vzdálenost hodu Q od přímky p je 
rovna vzdálenosti hodu Q od paty kolmice P • x#A. Ôislo x 
vypočítáme takto s Poněvadž vektor Q - (P • x.Á) je kolmý na 
vektor A , jest 

(Q - (P • x*A)) • A r 0 , čili 

(Q - P) • A - x.A2 * 0 • 

x/ Součin dvou determinantů stupně n je determinant stupně 
n.t v jehož r. - tém řáítku a s - tém sloupci je skalární 
součin r - téhe řádku prvého determinantu a s - tého sloup-

ce druhého determinantu, tedy číslo, jež je rovno součtu součinů 
stejnolehlých členů r- tého řádku a s - tého sloupcé* 

C-| , C-ĵ  0 0 0 9 l n 
0 0 0 f 

C n » C 2 t • • t Cj 
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Poněvadž A 4 °'> A2> 0 , takže 
V (Q - P) «A 
X s p 

A 
Příklad« TJrčiti vzdálenost bodu Q od roviny. 
Necht rovina je dána bodem P a vektory A, B. 

Pak exiptují čísla x a y taková, že P • x.A • y*B je pa-
ta kolmice procházející bodem Q • Jest třeba vypočítati čísla 
x a y . 

Poněvadž vektor Q - (P • x.A • y.B) je kolmý 
na rovinu, tedy i na vektor A i na vektor B , jest 

(Q - (P • x.A • y.B)) . A = 0 
(Q - (P * x.A + y.B)) . B = 0 , čili 
(Q - P) .A - X . A2 - y.A.B = 0 

,(Q - P) .B - x.A.B - y.B2 = 0 
Jelikož vektory A, B jsou mezi sebou nezávislé, jest podle po-
slední věty 

A2, A.B 

A.B, B 2 

takže ze dvou posledních rovnic dají se vždy vypočítati čísla x & y 

§ 42 . 

V z d á l e n o s t d v o u m i m o b ě ž e k . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Definice. Osa mimoběžek je příčka, jež je na 
obě mimoběžky kolmá» 

Věta. Jfecht p . a q jsou dvě mimoběžky v 
prostoru. Jfechí bod X probíhá přímku p , bod Y přímku q. 
Pak €;xJ.rstaje přesně jedna dvojioe bodů I, Y taková, že vzdále-
nost va (X, Y) je minimální. 
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Definice» Tuto minimální vzdálenost nazýváme vzdále-
nosti dvou miiaoběžek. 

Důkaz» ¡Necht přímka p je určena bodem P a vektorem 
A, přímka <| bodem Q a vektorem B . Vektory A,B určují mo-
dnl dimense 2. Podle věty na str. 101. existuje jediný 3měr 
/ v trojrozměrném prostoru/ - určený vektorem C - jenž je kolmý 
na tento modul« Poněvadž C není v tomto modulu, tvoří vektory 
A, B, 0 basi celého prostoru. Existují tudíž reálná čísla a, 
b. c té vlastnosti, že 

Q .- P a.A • b.B • c.C , čili 
Q - b.B - (P • a.A) s c.C 

Bod X0 B P • a.A je na přímce p, bod YQ s Q - b.B je na 
přímce q . Poněvadž YQ - XQ ~ c.G , jest vektor YQ - XQ 

a tedy i přímka procházející body XQ a YQ kolmá na obě mimo-
běžky. Tím je dokázáno,že ke dvěma mimoběžkám existuje aspoň 
jedna jejich osa. 

Předpokládejme, že body P a Q jsou voleny tak,že 
příčka jimi procházející je osou obou mimoběžek, takže vektor 
P - Q je kolmý na oba vektory A a B . Je-li X s P + x.A, 
T = Q • y.B , pak 

X - Y - x.A - y.B - (Q - P). , tedy 
(X - 7 ) 2 = (x.A - y . B - (Q - V))2 = (x.A - y.B) 2 + (Q - p ) 2 . 

Odtud vychází 

| x - Y| k |Q - Pl , čili vz (X, Y) l vz (p,Q) 

Vzdálenost vz (P, q) je tudíž minimální mezi vzdálenostmi 
•e (X, Y) . 

Rovnost vz (X, Y) =, vz (p, Q) nastane, když a jen 
když (x.A - y.B) 2 - 0 , tedy x - 0, y « 0 , čili X 8 P , 
Y ai Q . Body P a Q jsou tudíž jedinou dvojicí bodů na 
razných mimoběžkáeh, jejichž vzdálenost je minimální. 
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Poznámka. Dokázali jsme existenci aspoň jedné osy 
drou mimoběžek. Jelikož průsečíky této osy e mimoběžkami tvoří 
právě onu jedinou dvojici bodů o minimální vzdálenosti,existuje 
jodiná osa dvou aimoftěžek» 

Příklad* Určit! vzdálenost dvou mimoběžek. 
fiechí prvá mimoběžka je určena bodem P a vektorem 

A, druhá mimoběžka bodem Q a vektorem B . Průsečíky osy s 
mimoběžkami jsou tvaru P + x.A, Q + y.B • Jest třeba vypočí-
tat! čísla x a y • 

Yektor Q • y.B 
tory A a B • Proto 

(p • X .A) je kolmý na vek« 

(<Q • y.B) - (P • x.A)) .A = 0 

((Q • y.B) - (P • x.A)) .3 a 0 , 

(Q - P) . A - x.A2 • y«A.B s 0 
(Q - P) . B 2 - x.A.B * y.B s 0 . 

vektory A, B jsou mezi sebou nezávislé, jest 

čili 

A2, 

i. 3, Bfc 

takže ze dvou posledních rovnic dají se vypočítat! čísla • x a y , 

Tzdálenost dvou mimoběžek je pak rovna vzdálenosti nalezených bodů 
P * x.A a Q * y.B . 
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§ 43 . 

N o r m á l n í r o v n i c e n a d r o v i n y * 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

ffechí S, Aj> , ... , An Je kartézská sou-
stava v n - roměrném lineárním prostoru. Necht ří je nad-
rovina tohoto prostoru. Její rovnice je 

al X1 a2 x2 ** • • • * s: b ... ./l/ 
kde koeficienty alfa2> ••• » a n nejsou vesměs rovny 0 . 

Nechí je dán bod P - S • xj. A1 • x2.A2 * 

4 • An v N • Pak jest a^xj + a2x2 • ... • a • 
Odečteme-li tuto rovnici od rovnice /!/ dostaneme rovnici nad-
roviny N procházející bodem P : 

& 1 . ( x i - x í ) • a 2 * + • • • • a
n

# * 0 • • 

Qísla a a2, ... , a n určují vektor 

A « al# * a2# • ••• • Ŝt̂ n̂ * 0 % nebot exi-
stuje aspoň jedno číslo ^ O ( i 3 l , 2 f . . . , n ) » 
Označíme-li souřadnice proměnného bodu X : x^, x2, ..., pak 
se dá rovnice /$/ psátl takto: 

A. (X - p) s 0 /3/ 

Bod X je v nadrovině N , když a jen když. splňuje vektorovou 
rovnici /3/. Je-li B libovolný vektor nadroviny Nf pak exi-r 
stuje v N bod Z té vlastnosti, že B - Z - P f takže podle 
3/ jest A.B 0 . Vektor A je tudíž kolmý k nadrovině N . 
Tí» je určen význam čísel a2f . a n v rovnici nadroviny 
A / a /2/. Tato čísla a^ jsou souřadnicemi vektoru A kol-
mého k nadrovině íf • 

Jfechí je dán v prostoru bod Q a nadrovina 
N o rovnici /3/. Pata kolmice X spuštěné z bodu Q na nad-
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r o y i i i u F j e v H . 

Existuje tudíž $.:slo x t é vlastnosti,že X - Q * x.A a že 

A • Q • x.A-P 0, čili 

A . (Q - P ) • x*A2 » 0 . 

Poněvadž A ¿é 0 , jest A / 0 , takže 

T A. (Q - P) 
A s « » 

Á£ 

Vzdálenost "bodu Q od ňadro-« Lny N je rovna vzdálenosti bodu 
Q od paty kolmice Q * x.A, tedy rovna 

|Q • x .A - Q| . l x | . US * U * <(* 
\ A l 

Nechí; /!/ je rovnice nadroviny ří * Pod!*? poznámky k 
^ 5 na str# 82 není to jediná rovnice této nadroviny® Každou j i -

nou rovnici n? roviny N dostaneme, když celou rovnici /!/ ná-
sobíme číslem d 4 0 • K e každé takové rovnici dostaneme p ř í -
sluSný 

vektor d*A, jehož souřadnice jsou daj^ dan * * 
Jsou dva význačné tvary rovnice - zvané normální rovnice nad-
rovír-Tr « f jejichž příslušný v e k t o r d*A je - jednotkový, takže-
x s Id.A| a 1 dl • U I , čili 

« 8 - 1 • 

\f w a j + a^-s- • • . * a n 

Normální rovnice nadroviny obdržíme z obecné j e j í 

rovnice /!/ t když ji dělíme výrazem £ \j af * a | * # • • * an * 
resp* z vektorové rovnice /3/ , když ji dělíme výrazem £ lAí* 

Jelikož — s 0 je normální tvar rovnice 
nairoviry Bf a jelikož vzdálenost bodu Q od této nadroviny 

je — ^ ^ ^ * vyplývá odtud toto pravidlo? 
Vzdálenost bodá. Q od nadroviny řT vypočtemefkdyž 

do anulované normální rovnice nadroviny dosadíme souřadnice bodu 
Q a z čísla , jež dostaneme, vezmeme absolutní hodnotm* 
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Bovnice roviny v prostoru procházející body 

P 1 * ( * ! » ^1» « 1 ) * p 2 • y 2 ' * 2 ) * P 3 * 3 e s t 

x - x-1 * y - a n J5 — S5-, 

^ V xl * y3~ yl * z3 ""̂ l 
x3~ x2 * y 2 ' z 3 * z 2 

= 0 
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Necht j e dáno v p r o s t o r u n bodů P^ » ( x i * x 2 • 

J t 1 ) P„ U * jr2
 X

2 \ P y n
 T

n 
• / * R 2 51 > * • • • f I # • • • t S I Jtj t f • • • 9 

j e ž u r č u j í nadrovinu N . Pak v e k t o r y 

P n ~ P I s ( X1 ~ X1 f " x 2 ' # # # f *n ~ x n ) • 

- P 2
 25 ( X 1 * ^ i 1 * 2 " x n w x n ) f 

* 

p "p / v n • ** J P ^ l n - l \ r n ~ ť n - l ~ ( X 1 ~ X1 * » n~ x n / 

t v o ř í b a s i m S r u - t é t o n a d r o v i n y . Bod o s o u ř a d n i c í c h x ^ , x 2 , . . . , x 

j e v nadrovinč W , když a jen když v e k t o r o s o u ř a d n i c í c h 
1 

X 1 ~ X 1 * x 2 ~ Xií ' • • • 7 --n "n 
v ě t y na št iť. 106 n a s t a n e t e n t o př ípad , když a j e n když 

x\ , X2 - Xg » • • • * Xy, - j e závislý na t é t o b a s i . P o d l e 

X 1 - i f x 2 - x 1 

2 * * * * 
x n 

- i 9 —
 x2 * • • • x n 

-4 f 4 
X 2 x n -4 S 0 

« 

X 1 1 X 1 
„n-1 

1 » X? x 1 1 - 1 x í í n 

To j e r o v n i c e nadroviny o neznámých x l t x p , . . . , x n , p r o c h á z e j í 

n body P^, P2> P n . 

Rovnice přímky v r o v i n ě p r o c h á z e j í c í body P^ -

= ( x i»yi) » p2 - (x2» y 2 ) áest 
x - X 1 • y - y i 

V V = 0 , č i l i 
2 "" 1 ' y 2 1 

( y 2 ~ y l ) % ( * * x l ) - ( x 2 - x l ) • ( y ~ y l ) = 0 • 

¿ e - l i x 2 4 X 1 » ®^žeme u v é s t i t u t o r o v n i c i na známý t v a r : 

y " y l = y 2 - y l 
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$ 44 . 

T ř e t í s k u p i n a c v i č e n í , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

U r č i t i v r o v i n ě v z d á l e n o s t bodu Q « (A, - l ) od 

přímky j d o u c í body Px « ( 5 , ?) a l>2 * ( - 1 * 2 ) 

U r č i t i v p r o s t o r u v z d á l e n o s t bodu Q a (-1, 4, -
od přímky p r o c h á z e j í c í body i', s (7,3,4) a 
P* s (3,4, 7) . 

U r č i t i v z d á l e n o s t bodu Q * ( ř , 5 » 2 ) od r o v i n y 

p r o c h á z e j í c í body Px « (1,2,3) , P ? « (2,3,4) 
« (4, - 1, -r 3 ) , 

U r č i t i v z d á l e n o s t dvou mimoběžek určených body 

Px a (3, 1, 3) , p 2 « (1, 4, 2) a 
Qj » (2, -6,.6) , Q 2 « (-7,3, 2) , 

V z d á l e n o s t i ve c v i č e n í c h / ! / a / 3 / v y p o č t ě t e 

znovu pomocí normáln ích tvarů r o v n i c . 
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§ 4 5 . . 

K o n g r u e n t n í ' t r a n s f o r m a c e . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Ifecht j e dán n - rozměrný l i n e á r n í p r o s t o r Q?n a 
n e c h í (£' z n a č í l i n e á r n í p r o s t o r . Kongruentním zobrazením n e -
b o l i kongruentn í t r a n s f o r m a c i rozumíme z o b r a z e n í / v . s t r . 8 / 
p r o s t o r u Q ,̂; do p r o s t o r u (ff j e ž zachovává v z d á l e n o s t , t . j » 
j s o u - l i P, Q dva l i b o v o l n é body z <Pn a p ' f Q' j e j i c h o b r a -
zy v <P% pak v z (P , Q) = v z 

V ě t a . Kongruentní t rans formace j e p r o s t é zobrazen í» 

Důkaz. J s o u - l i P, Q dva různé body, pak p o d l e v l a s t -
n o s t i 1 / na s t r . 96 j e s t v z (P, Q) > 0 , t akže také v z (P , 'Q' )>0 , 
t e d y P ' ^ Q \ 

V ě t a . Kongruentním obrazem úsečky j e s t ú s e č k a . 

Důkag. Nechí u / P,Q / j e s t ú s e č k a o k r a j n í c h b o -
dech P a Q . J e l i k o ž P 4 Q í « 8 ^ pod le p ř e d e š l é v ě t y 
P V Q' takže také u / P ' , Q' / j e s t ««pečka v p r o s t o r u (P'. 
Z v o l í m e - l í bod Z na ú s e č c e u/P,Q / pak podle v ě t y na s t r . 9 6 
j e s t v z (P ,Q) s v z ( P , 2 ) • v z f Z , Q) , takže t a k é v z (P^Q') = 
s vk (p, ' z ' ) + v z ( z ' , Q') . Obraz Z' bodu j e s t t edy na ú s e č c e 
u / P,' Q % Máme j e š t ě d o k á z a t i , že obraz Z' proběhne c e l o u 
úsečku u / P ' , Q'/» jakmi le jeho vzor Z proběhne úsečku u / P , Q / „ 

Podle v ě t y na s t r . 63 j e s t ú sečka u / P,Q / množinou 
bodů Z t v a r u Z s P • x . ( Q - P ) , kde 0 i x í 1 . 

Poněvadž v s ( P , Z) * IZ - P | . x . |,Q - Pl * x . d , 
kde d B v z ( P , Q) , j e s t v z d á l e n o s t bodu Z od bodu P č í s l o 
mezi 0 a d ; ke každému č í s l u y > 0 £ y « d e x i s t u j e 

p ř e s n ě j e d e n bod Z , j ehož v z d á l e n o s t od p ' j e s t y . 

Kdyby bod Z' n e p r o b í h a l c e l o u úsečkou u / P% Q'/ , pák by 
vz ( p ' , Z') nenabýva la v š e c h hodnot mezi 0 a d , což n e n í 
možné, nebot vz (P , Z') - vz ( P , z ) . 
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9 » 

Defiftice. Pravím*, že bod 3 .1e uprostřed mezi 
body P a Q » když rz (P, 8) s rz (Q, 3) e -j- .vz (P»Q) » 

ř>t#to definice vyplývá, že bod P Je uprostřed 
mezi body P á Q když a Jen když P e Q »Na úsečce exi-
stuje přesně jeden bod S uprostřed mezi krajními body P a Q • 
Je to střed úsečky 8 s -y- .(P • Q) . 

Těta. Kongruentním obrazem bodu 3 , jenž je 
uprostřed mezi body P a Q , je bod 3 j e n ž je uprostřed 
.mezi pbrasy a Q' . 

l , Půkaa. Y skut ku, jest v» (P,' SO « vz (Q,' S)« 

Tě ta* Kongruentním obrazem vektoru jest vektor. 
Důkaz. Nech$ je dán vázaný vektor Q - P . £eho 

obrazem rozumíme vázaný vektor Q P ' . Je-li Q^ - P^ - Q - P 
volný vektor, pak jest #(p • qx) «ui.- • (Q * Px) 8 3 * 

takže bod Z je uprostřed mezi body P a Q^ a také uprostřed 
mezi body Q a Pj .Podle předešlé věty je obra« z' uprostřed 
mezi body p' a Qi[ a také uprostřed mezi body Q' a P{ • 

Proto Q p a • P{) . Odtud vyplývá rovnost 
rektorů - p£ . Q' - P' . Tím Je dokázáno, že obrazem vol-
ného vektoru je volný vektor* 

Těta. Kongruentním obrazem přímky je přímka. 
Důkaz. Jsou-li p a Q dva různé body přímky» 

pak tato se skládá a bodů Z mezi P a Q , dále ze všech těch 
bodů , pro ne^ bod P je na úsečoe u / Z^ , Q /a konečně 
ze vSech těch bodů; * Pro něž bod Q je na usečoe u / 
Snadno se pozná, ¿¿iAéké obrazy z'9 Z^ , mají tuto vlastnost 
v prostoru 
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Je - l i přímka p určitým způsob«« or ientována , 
můžeme t u t o o r i e n t a c i jednoduše p ř e n é s t ! pomocí kongruentní 
transformace na přímku p ' . 

Zvolme ^a tím účelem na přímce p dva různá body 

P a Q a označme va (P , Q) « d > 0 • Přímka p j e množinou 

v š e c h bodů tvaru Z = P • x . (Q - P) , kde x j e reá lná č í s l o . 

Z t é t o rovn ice vyplývá: vz (P , z ) = |Z - Pj - | xl . v e ( P , Q) * 

B Ixl . d . Podobné j e s t Z' - p ' + x ' . (Q'~ p ' ) , takže 
vz CP', Z') = | x ' l . d . Poněvadž d / O a va ( P , Z) m 

«. vz ( P ' , Z ' ) , j e s t | x | = Ix'l . Dále j e s t Z - Q = 

A (P - Q) • x . (Q - P) s ( 1 - x ) . (P - Q) , takže 

vz (Q, Z) B l i - x l . d . Podobně j a a t z ' - Q' a ( 1 - x ' ) • (P-Q') , 

takže vz Z') a l l - x'l . d . Odtud vyplývá | l - x l « 1 1 -x ' l . 

Poněvadž *aké Ixl = 1x1 , snadno s e pozná, že x = x ' . 

Kongruentní zobrazení zachová t u d í ž souřadnice bodů 

na přímce. Uspořádání bodů na přímce p / v . s t r . 6 1 / s e přenese 

kongruentní transformací na přímku p ' t a k t o : bod Z^ j e před 

bodem z£ , když a j en když Xj < x^ • 

Těta.gopjcruentním obrazem nulového vektoru j e nulový 

v e k t o r , tedy CF' C O' . 

Důkaz. J e s t 0 ' = P - P , takže Ó ' s P # - P ' m 0 # . 

• ě t a . Kongruentním obrazem součtu dvou vektorů j e 

s o u č e t obrazů t ě c h t o vektorů, tedy (A • B) ' = a ' • B ' • 

Dflkaz. Zvolme bod P . Pak e x i s t u j í body P^ a P^ 

t é v l a s t n o s t i , že A « P^ ~ P , B = p 2 ~ p i » "tefc^e 

A • B s, P 2 - P . Kongruentní transformací dostáváme 

A's - P ' , B ' « P^ - PÍ , (A • B ) ' « Pg - P ' « A' • 

Yěta . Kongruentní© obrazem součinu č í s l a a vektoru 

j e s o u č i n tohoto č í a l a a obrazu vektoru , tedy ( c . A ) ' «& c»A'« 
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Důkaz. Nechí Je dán v e k t o r A a č í s l o o • J e -
l i A » O' , pák c .A s 0 ' , takže ( c . A ) ' - 6' s 0% 
AvSak také A' - 0% t a k ž e c . A ' 8 ( c . A ) ' • 

J e - l i A ^ 0% pak e x i s t u j í dva body P, Q t é v l a s t n o s t i , S e 
A s Q - P . Se s t ro jme bod Z = P • o . (Q - P) na přímo? 
p r o c h á z e j í c í body P a Q • Jeho obraz Je Z' s P ' • e . ( Q ' - P ' ) r 

t a k ž e Z - P c . A ; Z ' - P ' - c . A ' . Pro to ( c ; A ) f - c . A ' . 

T é t a . Kongruentní t rans formace zachová s k a l á r n í 
s o u č i n , t e d y A.B B A ' . B ' . 

Důkaz. J e - l i C s Q - P l i b o v o l n ý v e k t o r , pak 
101 - IC'I . Vskutku j e s t G' - Q' - P ' a I CÍ s v z < P , Q) K 

- v z (P% Q') - | C ' l . Pro to j e s t |A • B| - | (A • B) ' J s 

- |A'+ B' | y t e d y (A • B) 2 - (a '+ B ' ) 2 . Odtud vyp lývá 

A2 • B 2 • 2 . A . B » A ' 2 • B ' 2 • 2 . A ' . B * . Poněvadž 

/AI * IA'L a | B | S | B ' | j e s t A2 = A ' 2 a B 2 * B ' 2 • 

t a k ž e A.B = A ' , B ' . 

V ě t a . Kongruentní t rans formace zobrazuje n -

rozměrný l i n e á r n í p r o s t o r ff^ na n ě j a k ý n - rozměrný l i n e -

á r n í p r o s t o r CP̂  vnořený do p r o s t o r u <ř ' . 

Důkaz. Nechi Sf A x , Ag , A^ j e k a r t é z s k ý 

sys tém souřadný v p r o s t o r u <Pn . Každý bod Z dá s e p s á t l 

p ř e s n ě jedním způsobem ve t v a r u 

Z = S • x ^ . Aj • Xg» Ag 4 . . • • x n . Ajj t 

kde x i » » x n J e o u k a r t é z s k é souřadn ice bodu Z . 

Bod S p ř e j d e kongruentn í t r a n s f o r m a c í v bod S b o d Z 

v bod Z' a vektcr Z - S v e v e k t o r Z ' - S ' . J e s t 

z ' . S'+ (z'- s ' ) - S ( x - ^ . A - ^ • x 2 . A 2 • . . . • X J J . A ^ ) ' -

r ( * I . A J I ) ' • ( x 2 . A 2 ) ' ( X J J . A J J ) ' -
N * t . * 

— 5 • X j . A^ • >2 • A 2 * . . . • XJJ • . 

Kdyby v e k t o r y A^, A^ , A^ b y l y mezi s ebou 

p á v i s l é » e x i s t o v a l a by r e á l n á č í s l a y 1 # y 2 * y n » n i k o l i 
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vesměs rovna 0 f tak že 

y j . • y 2 a A2 • • • y n * A^ r O' . 

Avšak v e k t o r na l e v é s t r a n ě t é t o r o v n i c e Je obrazem vektoru 
7 l . Ax • y 2 . A2 «• •*» + y n * ¿¡i » takže t e n t o p o s l e d n í v e k t o r 

by b y l nu lový , což j e nemožné. 

Vektory A-j\ A2 , . A ^ t v o ř í t u d í ž b a s i 
n - rozměrného l i n e á r n í h o p r o s t o r u 0?^ f Jenž j e vnořen do 
p r o s t o r u CP' . Snadno s e pozná, že t a t o base je kar téz skou , 
Bebot dé lka i kolmost vektorň. s e kongruentní t ransformací aa -
c h o v a j í . 

Poznámka. Kongruentní transformaci> pros toru 

Qřw na p r o s t o r OP' dostaneme obecně tak to i Zvolme v OP 
** u U 

bofl S a kar téz skou b a s i A2> , v pros toru CPj[ 

bod S ' a kar tézskou b a s i Ajt A2> A^ . Každému bodu Z 

( x l » x 2* x n ) Pros toru <řn přiřadím* bod Z' 

(X1 » * 2 ' p r o s t o r u . Tím j e vskutku de f inována 

kongruentní t rans formace , nebot j s o u - l i P ( a ^ , a 2 , « . . » a ^ ) , 

Q (b^ , b^i, • l i b o v o l n é body • p r o s t o r u CPn ,pak 

jim odpov ídaj í body p ' ( a 1 a g , a R ) , c T í b ^ b g , • • . , b | | ) 
v p r o s t o r u CP̂  , takže podle podobného vaor c e jako na s t r . 1 0 5 
j e s t , • - : ; 

yz ( P , Q ) » \ l l * i - * i ) 2 • ( b 2 - a 2 ) 2 • . . . • ( b n - a f t ) 2 - va(P 

V ě t a . Necht j e dána kongruentní transformace p r o -

s t o r u CPtt na p r o s t o r CP̂  . Necht A^»A2> . A^ Je k a r t é z -

ská base a necht B 2 , B n j e j i n á base p r o s t o r u • 

Pak .determinant přechodů od base prvé k b a s i druhé j e roven d e -

terminantu přechodu od base A^, A2> *••» A^ k b a s i 

f 9 • • > ®n • 
Důkaz, Poněvadž vektory B^, B 2 , Bn j eou 

z £ v i $ l é na v e k t o r e c h A^, A2 , . • *, , e x i s t u j í r e á l n á č í s l a 
x l l > x 1 2 9 x n n ^ v l a s t n o s t i , že 
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B 1 = X 1 1 A 1 • X 1 2 A 2 • • • • • » m ^ i 

®2 - X21A1 * X22A2 • • • • • x2nAtt * 

B n s * n l A l • *n2A2 • • • • * xnnAn 

Podle p ř e d e š l é v ě t y j e s t 

B í - X 1 1 A Í * X 1 2 A 2 • • • • • x m A n 

b 2 - * 2 1 A 1 * X 2 2 A 2 * • • • • x 2 n A n 

i : 

K - *xlLaÍ • ^2^ • ••• • 

Determinant přechodu od base A^, A2> . . . , AQ k b a s i 
B^, Bg, ^ j e s t podle § 28 na s t r . 56 

1 ' x 1 2 9 • • ° •» 

x21» x22* » *2n 
Or 

x n l » x n 2 , , x m 

To je - aké determinant přechodu od bar A«[, A^, « . . » A ' n k 
b a s i B p B^T • •*» BQ • 

Z t é t o v ě t y vyplývá , Že s e kongruentní t r a n s f o r -

mací o r i e n t a c e přenese jednoduchým způsobem. J e - l i p r o s t o r CP̂  

néJak or i en tován , přejdou kongruentní transformací všecky p o s i -

t v n í base v jednu skupinu b a s í , všecky n e g a t i v n í base pros toru 

<Pn ve druhou skupinu b a s í pros toru (P^ . 

D e f i n i c e . 9ech$ j e dána kongruentní transformace 

orientovaného pros toru CPn na týž p r o s t o r <Pn . Tuto t r a n s f o r -

maci nazveme přímou , když p o s i t i v n í base přejde zase v p o s i -

t i v n í bas i ,nepř ímou, když p o s i t i v n í base přejde v n e g a t i v n í 

b a s i . 
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§ 46. 

K o m p l e x n í s o u ř a d n i c e v r o v i n ě * 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Komplexní č í s l o z ^ a * b i je skupina dvou č í -
s e l . Prvé r e á l n é č í s l o a s l u j e reá lná č á s t t druhé r e á l n é č í s l o 
b s l u j e imaginární č á s t komplexního č í s l a . Když imaginární 
č á s t je 0 f pak komplexní č í s l o je reálným č í s l e m ; když imagi -
nární č á s t není 0 f pak komplexní č í s l o nazveme imaginárním 
Čís lem. Ryze imaginární č í s l o je t o komplexní č í s l o , jehož r e á l n á 
č á s t je 0 o 

Komplexní č í s l a j sou souhrnem č í s e l reá lných a 
imaginárních . Znalost základních p o č e t n í c h úkonft komplexními č í s -
l y předpokládáme. 

Komplexní č í s l o a - b i s l u j e konjugovtoé n e -
bo sdružené k č í s l u a • b i . Označujeme j e takto z 

a - to s ( a • b i ) * 

K e j d ů l e ž i t ě j š í v l a s t n o s t i konjugovaných č í s e l jsous 

z* - z , když a j en když z j e r e á l n é č í s l o • 

zx
 a - z , když a j en když z je č í s l o ryze i m a g i -

/ N * s ae n á r n í . 
( * 1 * Z 1 ± z 2 ( V z

2 ) * = z * . z * 
s l z l 2 • á e a b s o l u t n í hodnota kom-

p l e x n í h o č í s l a z « 

T oboru komplexních č í s e l j e možné z a v é s t i a b s o l u t n í 

hodnotu t o u t o d e f i n i c í i 

| z | = |a 4= b i | - 2 * b 2 

J e - l i b m 0 , pak a í ? > což j e v s o u h l a s e s obvyklým 

znakem pro a b s o l u t n í hodnotu v oboru reá lných č í s e l . 
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V e r i f i k a c í snadno s e dokáže v z t a h : 

| ( a * b i ) . (c • d i ) f - | a • b i j . | c • d i | 

Vskutku, ( a c - bd) 2 • ( a d • b c ) 2 - a 2 c 2 + b 2 d 2 • 

• a 2 d 2 «. b 2 c 2 * ( a 2 + b 2 ) . ( c 2 • d 2 ) . 

JSTecht j e dána o r i e n t o v a n á r o v i n a . Necht S , U^, Ug 
j e k a r t é z s k ý souřadný sys t ém; každý bod P dá s e jediným z p ů -
sobem v y j á d ř i t ! ve t v a r u 

P r S • x . U^ <• y . Ug 
a každý v e k t o r jediným způsobem v e t v a r u 

A s x . Uĵ  + y . Ug 

Souřadnice bodu P r e s p . v e k t o r u A j s o u dvě r e á l n á č í s l a x , y . 

Místo o dvou r e á l n ý c h s o u ř a d n i c í c h x , y budeme m l u v i t i o jedné 
komplexní s o u ř a d n i c i H S X + l y bodu: P , r e s p . v e k t o r u A • 
Reálná č á s t komplexní s o u ř a d n i c e z j e s o u ř a d n i c e x , i m a g i -
n á r n í č á s t j e s o u ř a d n i c e y . 

K e M é koirr~""'ií č í s l o j e s o u ř a d n i c í p ř e s n ě jednoho 

v e k t o r u / bodu / a naopak. 
V ě t a . Vektor A j e n u l o v ý , když a j e n kdy?, j e h o 

komplexní s o u ř a d n i c e j e s t 0 . 

V ě t a . J s o u - l i A-̂  m x-ĵ U^ • J^Pž 9 A 2 = x 2 % * y 2 U 2 

dva v e k t o r y o komplexních s o u ř a d n i c í c h z 1 = x-̂  • i y ^ , 

zg = Xg • i y 2 i pak A^ • A2 j e v e k t o r o s o u ř a d n i c í c h Xj • Xg, 

y x • y 2 , tedy j eho komplexní s o u ř a d n i c e j e • Bg . 

V ě t a . J e - l i c r e á l n é č í s l o a m á - l i v e k t o r A 
komplexní p c u ř a d n i c i z - x • i y , pak v e k t o r c .A má s o u ř a d n i -
ce c x , c y , t e d y komplexní s o u ř a d n i c i c z . 

V ě t a , Poně adž | A | - \ / x 2 • y 2 - ) z | , j e s t 
d é l k a v e k t o r u A rovna a b s o l u t n í hodnotě jeho komplexní s o u -

. ř a d n i c e -

Z t é t o v ě t y a ze zákona /3/ na s t r . 94 , p o d l e n ě -
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hož ¡A2 «- A2j á Ja^I + |Aa| y vyplývá důležitá trojúhel-
níková nerovnost mezi komplexními čísly» 

|*1 • «2! - l2ll * lzd „ 
JTecht jsou dány dva hody P^ » S • x-jÛ  • y^Ug * 

P 2 « 3 + • J2°2 * velc'fcor P^ - P 2 má komplexní se v 
nici - z2 * Oč * : vyplýváš 

Táta* J< -3 i hod P komplexní souřadnici z a 
vektor A komplr-.-mí souřadnici z' , pak hod P + A má kc olexní 
sou adnici a * z'. 

Těta. Jelikož vz (plf P 2 ) r | P2-P2 j - | s^-ZgJ 9 

jest vzdálenost dvou bodů rovna absolutní hodnotě rozdílu jejich 
komplexních souřadnic. 

• 

.Skalární součin dvou vektorů A-.A^ je obecně jiný 
než součin jejich komplexních souřadnic, neboř vx^ce na 
atr. 105 jest . An. A2 r *j*2 * yly2 9 : l -

-«tál*" 

- (Xl + Íyl) * (x2 • ly2> ' xl*2 - yly2 * * 0-j.: * V l ) -
7éta. Nechí A^fA2 ou dva nenulové »«xtoxy o kom-

plexních souřadnicích z-t̂ z« •• v-o rektory jsou rovnoběžné 
/t.j. mezi sebou závislá/, když a jen fcoyž Číslo í© reálná; 
' * 1 

• j . jsou na sobě kolmá / t.j. jejich ak«*, \ -. •-: součin jo 0 / . když a * . *2 
jen když číslo « ik je o^i -..v... i-íj v«: <;':ory AlfA? 

tvoří positivní basi, když k ) 0 , j v - í ; . -jAt-i, když k ̂  9 • 
% 

Důkaz. Předpokládejme nejprve» že vektory A^, A2 

jsou rovnoběžná*. Pak existuje reálné číslo h té vlastnosti, že 
Z9 

Ag q, h.A-^ takže z2 h.z^ . Proto h.,- ~ t kcla 

^ 0 t nebol A^ 0'. 
z2 

Necht nyní naopak číslo je reálná.Oanačme 
je opět h. . Pak jest z2 s h.z^ y takže Ag - b.A1 , t.j. 
vektory ik̂  je ou rovnoběžné. 
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Předpokládejme nyn í , že vektory A^, Ag j sou na 
sobě kolmé. Pak j e s t A^. Ag s 0 , tedy x ± x 2 * y l y 2 s 0 * 
Avšak * y l y 2 = ® , když a jen když komplexní č í s l o 

Z1 - z2 = ( X 1 ~ i y l ) • ( x 2 * i y 2 ) ? x l x 2 * y l y ? ' # 
1 

^ > l ( x l y 2 ™ x ? y l ) reá lnou Část o , t . j . když je ryze imaginární 

Proto j e s t z* . z 2 « i k , kde k s (*jy2""x2yJ? S í s l o . 
* ' l B i l 2 z p k P l a t í v z t a h : z f « , takže s i ln> , » , což j e 

č í s l o ryze imaginární . 
y Z 2 

ITechx nyní naopak č í s l o - — je ryze imag i -
Z 1 

n á r n í . Pak j e s t z* . z 2 = i (x^y 2 - * 2 y l ) ' takže Xj x 2 • 

* y l y 2 = = 0 ' V e k t o r y A^.Ag j sou t u d í ž na sobě 

kolmé. 
Determinant přechodu od base U^» Ug k baai 

k l f A2 j e s t 
x l ' y l 

x 2 , y 2 
= X 1 y 2 ~ x 2 y l = - k 

takže vektory A^, Ag t v o ř í p o s i t i v n í b a s i , když a j e n když 
t e n t o determinant je k ladný, t . j . k > 0 . 

T ě t a . Tektory A^, Ag j s o u na sobě kolmé a 
j s o u s t e j n ě dlouhé, když a j e n když z 2 . i * 

e l 
Tskutku, j e l i k o ž k = 1 , j e s t 

H k | = 1 = ( S L . JJíj. , takže |A 2 | « K l . 

Z t é t o v ě t y vyplýváš Otoč íme- l i v e k t o r A s 
komplexní souřadnic í z o pravý u h e l , pak komplexní souřadni -
ce otočeného vektoru j e • i z nebo - iz podle toho , zda 
otočený vektor je nalevo č i napravo od vektoru A • 

§ 4 7 . 

K o n g r u e n t n í t r a n s f o r m a c e r o v i n y 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx: 

I x 8 x ^ x f x ^ x x $ x & x i x £ x j t 

Fecht S, JJj9 U2 j e k a r t é z s k ý souřadný systém« 
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orientované roviny.Necht je dána kongruentní transformace této 
roviny na tutéž rovinu. Počátek S přejde touto transformací 
v bod S' o komplexní souřadnicí a - base U^, U 2 přejde 
opět v kartézskou basi U^, U 2 ; komplexní souřadnici vektoru 
U^ označme c , takže komplexní souřadnice vektoru U 2 jest 
• ic podle toho, zda transformace je přímá či nepřímá.Poně-
vadž délka vektoru U^ jest 1 , jest jel s 1 . 

Hecht P - S + xl^ • yU2 je libovolný bod rovi-
ny o komplexní souřadnici z - x • iy ; necht - S • xTĴ  • 

• Y®2 Označíme-li a : u 4 iy , c = • f 

jest S* « S + uTĴ  • vIT2 , V^ a c^U^ • CgUg f U 2 s 

s - C2U1 * C1 / il0rn^ znaménko platí pro přímou, dolní 
pro nepřímou transformaci/ , takže 

P'= S + • c2y • u) • tĴ  + (c2x i c-̂ y • v ) * XJ2 

Souřadnice obrazu P' v soustavě S, U^, Ug jsou tudíž x,'y'* 
kde x'=t c^x c2y • u , y' r c2x t o^y • v . Komplexní 
souřadnice bodu P' v soustavě souřadné Sf U^, TT̂  jests 

z' - x'* iy' = Gjii + c2y * (o2x - c^y) • u • iv * 
r (e^ • ic 2) . (x i iy) • (u • iv) » c. (x - iy) • a ; 

přímá kongruentní transformace roviny na rovinu dá se tudíž vy-
díž vyjádři ti ve tvaru z* m cz • a , nepřímá ve tvaru z'~ 
- czm * a . 

Jsou-li naopak předepsána dvě komplexní čísla 
c, a, kde |c/ 1 , pak vztah zv

 s cz • a vyjadřuje kon-
gruentní transformaci roviny na rovinu. Vskutku, jsou-li ^9^2 
dva libovolné body roviny o komplexních souřadnicích z^, z 2 $ 
pak obrazy P^, P 2 mají komplexní souřadnice cz^ + a , 
cz2 • a • Jest vz (p^, P 2 ) r ~ zil 5 rovněž vz (P^tP^ 

- | (cz2 • a ) - (cz^ • a)\ * | C | z2- z11 - ) - >¿1t takže 

vz (plf P 2 ) J T vz (p^, P2). Podobně se dokáže, že vztah 
z' - cz* 4 a vyjadřuje kongruentní transformaci nepřímou. 
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Odtud tpyp lývá 

Věta» Přímá a nepřímá kongruentn í t r a n s f o r m a c e o r i e n -
tované r o v i n y s k a r t é z s k o u souřadnou s o u s t a v o u S , U^, TT̂  j e j e d n o -
značně s t a n o v e n a d v o j í c í komplexních č í s e l c f a podrobených j e d i -
né podmínce ( o | s 1 o Přímá kongruentn í t r a n s f o r m a c e s e dá v y -
j á d ř i t i vzorcem 

z ' s c s a , 

nepřímá vzorcem 
a ' s c z H * a . 

Z t é t o v ě t y snadno v y p l ý v á poznámkas 
Přímou kongruentn í t r a n s f o r m a c í p ř e j d e v e k t o r 

A r + yU2 o komplexní s o u ř a d n i c i z ve vektor 
A' - xTĴ  * ylTg o komplexní s o u ř a d n i c i z ' - cz. Ne přímou 
k o n g r u e n t n í transformací p ř e j d e v e k t o r o souřadnici ss ve v e k -

t o r o s o u ř a d n i c i z ' - c z a , p ř i čemž c jo komplexní s o u ř a d n i c e 

v e k t o r u U^ * 

Přímé kongruentn í t r a n s f o r m a c e . 

Fecht j e dána kongruenvní t r a n s f o r m a c e r o v i n y na 
r o v i n u . Bod P nazveme i n v a r i a n t n í m hodem, když s p l y n e s e svým 
obrazem P ' - P • P o d l e i n v a r i a n t n í c h bodů d a j í s e přímé kon-
g r u e n e e t a k t o k l a s i f i k o v a t ! : 

v 

"•I'" 

Každý bod r o v i n y j e s t i n v a r i a n t n í a Tento př ípad 
n a s t a n e , když a j e n když c » 1 , a - 0 . Pak j e s t v s k u t k u 
z ' s « t t a k ž e ť 'š 2 pro každý bod 2 rov iny» Kongruentní 
t r a n s f o r m a c e j e s t v tomto p ř í p a d ě I d e n t i t o u . 

2 
Žádný bod r o v i n y nen í i n v a r i a n t n í . Tento př ípad 

n a s t a n e , když a . j e n když o; . 1 , a £ 0 * Pak z r o v n i o e 
z ' - cz + a v y p l ý v á z , t e d y 2 ' ^ 2 pro každý bod 
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r o v i n y , Kongruentní transformaeo s e nazývá v tomto případě 
t r a n s l a c í • Tato j e s t jednoznačně s tanovena vektorem A o 
komplexní s o u ř a d n i c i a , neboí bod Z pře jde v bod 
z ' - 2 * A * 

5 

E x i s t u j e přesně jeden i n v a r i a n t n í bod0 Tento p ř í -
pad n a s t a n e , když a j en když c jé 1 » Rovnice z - cz • a 
má pak přesně jedno ř e š e n í z -p , což j e s t komplexní s o u -
řadn ice ionoho jed iného i n v a r i a n t n í h o b o d U o Této kongruentní 
t rans formac i s e ř í k á r o t a c e n e b o l i o táčen í» 

Př i í ci j n t i t ě a t r a n s l a c i zůstanou zachovány v š e c k y 
vektory* niebot c - 1 , t&fcrže z' z pro každou komplexní s o u -
ř a d n i c i vektoruu J e s t t u d í ž X' - X pro každý v e k t o r r o v i n y * 
Naprot i tomu p ř i r o t a c i , p ř i n í ž c ^ 1 , zůs tane zachován 
j e d i n ý nulový vektor« 

Dokázal i j sme ,že d v o j i c i č í s e l c , a, kde \c\ » % 
je stanovené, kongruentní transformace rov iny o souřadné s o u s t a v ě 
S, TĴ , TTg na t u t é ž rovinu« Tato d v o j i c e komplexních č í s e l bude 
obecně j i^á» z v o l í m e - l i j i n o u sous tavu souřadnoua To v y j a d ř u j e 

Těta+ TJ přímých kongruencí má změna sous tavy s o u -
řádné v r o v i n ě v l i v j en na komplexní č í s l o a ý kdež to kom-
p l e x n í Č í s l o c: nen í z á v i s l é na v o l b ě sous tavy souřadné,ný?¡s? 
na o r i e n t a c i roviny«, 

Důkaz« J e - l i A l i b o v o l n ý v e k t o r , označme AX 

v e k t o r jenž j e kolmý na v e k t o r A , má s t e j n o u dé lku a j e n a -
l e v o od Á « P ř i u r č i t é o r i e n t a c i r o v i n y j e s t v e k t o r Ax určen 
jednoznačně vektorem A a to n e z á v i s l e na s o u s t a v ě souřadné« 
Má- l i v e k t o r A komplexní souřadn ic i z 9 pak má v e k t o r AX 

podle v ě t y v předchozím § na s t r « 124 komplexní souřadn ic i 
I SE o Označ íme- l i z* komplexní s o u ř a d n i c i obrazu A' , j e s t 

- cz = (c^ • iCg) »z z c i z • iCgZ , t akže v e k t o r 

A' má s t e j n o u komplexní s o u ř a d n i c i jako v e k t o r c1A * CoAX * 



Proto 
A' m e^A • c2 Ax 

Tu ee nevyskytuje vůbec soustava souřadná, Koefi -
oienty c^, Og jsou tedy jednoznačně stanoveny a to nezávislé 
na soustavě souřadná. Proto taká komplexní číslo c * c^ + iCg 
není závislá na volbě souf ta\..:- souřadná, nýbrž jenom na orien-
taci roviny. «to-ll rovina opačná orientována, pak místo čísla 
o nastoupí Síelo c* - o1 - ic2 . 

Definice. Komplexní číslo o , jež je závislé je-
nom na qrientaci roviny nikoli na změně soustavy souřadné, na-
zveme modulem daná komrruentní trrnaformace. 

Místo o modulu mluví se často o úhlu. Pojem úhlu 
můžeme zavést! aritmeticky pomocí modulu takto: 

Body,- jejichž komplexní souřadnice je c* c^ + iCg, 
mají od poSátku S vzdálenost |o| s 1 . Vyplňují tedy je* út-
kovou kružnici o středu v počátku S • Dají se definovat' 
d ě funkce reálné proměnné t , jež značíme coa t , sin s , 
a to tak, Se lze peátl 

I 

0^ = C08 t 
Cg s sin t 

Tyto ( š funkce nají určité vlastnosti, z nichž některé uvedemet 
2 2 

1/ J e s t cos t sin t a 1. • Tato vlastnost říká, Se 
bod o.obyčejných souřadí.vících oos t » sin t , t.j. o komplexní 
souřadnici coa t • i ,sií\ t , leží jednotková kružnici o 
středu v počátku 3 . 

2/ Ke každému boj.. •• »c} na jednotkové kružnici o 
středu v 3 existuje ¿î V̂ ĵ .-nít mnoho čísel t .akových,že 
c^ s cos t , c2 s sin t • •»'.•—li tQ jedno * nich, j c 
m ———————i n m i ——————— 
- ̂  Definici a bližší v l a s t n o s t i . t3ol-to funkcí nalezne čtenář 

T. článku prof. Čecha: O f u r . K x 8 , ex, log x, sin x , 
coa x v isopise , r.57 s t r . 208-216. 
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k a ž d é j i n é j e s t t v a r n í 

t . t + 2nvt 9 c 
kde n j e c e l é č í s l o a - 3 y14159 Vztah t e n t o v y j a -

dřujeme také s y h o l i c k y t « t (mod 2^')» j e j ž čteme; t 

j e kongruentní s č í s l e m tQ modul® 2*7^ 0 

Bod P ( l , 0 ) o komplexní s o u ř a d n i c i z « 1 d o s t a -

ne s e pro t - 0 , hod P ( 0 , l l o komplexní s o u ř a d n i c i z - i 

pro t - ^ ( - 1 * 0 ) ° komplexní souřadn ic i z r 

pro t »3C a "bod P ( o , - l ) o komplexní s o u ř a d n i c i z - - i 

pro t - - mod ( 2 í f ) * 

Dvě r e á l n é funkce cos t f s i n t r e á l n é proměnné 
i t 

t , spojujeme v j e d i n o u komplexní f u n k c i e r e á l n é proměnné t f 

v y j a d ř u j í c e j i ve tvaru; 
i t 

c a e s cos t • i . s i n t 

~ P l a t í t edy vz tahy ; e ° - 1 , e 2 « i , e ^ 1
 r - l f 

— ± 
2 

e r - i • 
i t v 

Funkce e s p l ň u j e a d i č n i teorém; J s o u - l i 

t g r e á l n á č í s l a , pak 

. " l . . " 2 = e 1 • { t l • V 

Porovnáním reá lných resp* imaginárních č á s t í t é t o 
r o v n i c e v y p l ý v a j í zdárné vz tahy; 

cos t^ocos tg - s i n t ^ o s i n t g - cc > ( j * tg") 

s i n t ^ c o s t g • cos t ^ o s i n t g - s i n t g } 

Každá přímá kongruentní transformace r o v i n y má 

u r č i t ý modul c = e i t , kde č í s l o t j e tak zvaný uhel rotace» 

Přímou kongruentní t rans formací je modul c jednoznačně s t á n o -



-130 -

v e n , kdež to úhel r o t a c e t j e určen až na c e l i s t v é násobky 

Necht j s o u dány dvě přímé kongruentní t rans formace . 
První necht převádí bod P v bod P # , druhá bod p ' v bod P 
Trans formace , s ložená z t ě c h t o dvou f převádí bod P v bod p " . 

# / 

0 0 

Snadno s e pozná, že je t o rovněž přímá kongruentní t rans forma-
c e . Při u r č i t é v o l b ě s o u s t a v y souřadné j e první transformace v y -
jádřena vztahem mezi souřadnicemi: 

druhá vztahem 

/ / / z - c z + a 

/ / / r 0 0-
z - r B * a 

Kongruentní t rans formace , j e z j e s l o ž e n á z t ě c h t o dvou, j e dána 
r o v n i c í 

z ' - cz + a 

Bod P o komplexní s o u ř a d n i c i z přejde v bod p ' o komplexní 

s o u ř a d n i c i z ' r c ' z + a ' , t e n t o pak v bod p " o komplexní 
i 

v i j , 0 0 099 0 9 0 0 + 0 /v / / 
s o u ř a d n i c i z - c z + a s c (c 2 • a ) • a r 

c ' c ' t . z • a ' c " + a " . Poněvadž z " « c z + a , j e s t 
i : 

c s, ¿ ; j e ' j \ a s a ' c " • ' . Odtud vyplývá 

V ě t a . Složením dvou přímých kongruentních : t r a n s -
formaci dostaneme zase přímou kongruentní t r a n s f o r m a c i , j e j í ž 
modul j e roven s o u č i n u modulů t ě c h t o dvou kongruentn ích t r a n s -
f o r m a c í . J e - l i uhel r o t a c e prvé kongruenct t^ , úhe l r o t a c e 
druhé kongruence tg , j e s t úhe l r o t a c e s l o ž e n é kon-:ruence 

+ t 2 (mod 2 9ť) m 

i! Vskutku, j e s t c ' » a t f c " > © e i t 2 , takže 
. Ct, • t0") 

c s c • c s e 1 Z' • 
D e f i n i c e ú h l u dvou .jednotkových vektorů. A, A' . 

Označme Ax v e k t o r , j enž j e kolmý na v e k t o r A , 
ípá s t e j n o u dé lku a je na l evo od vektoru A. Z v o l í m e - l i počátek , 
S , j e s t S , A, Ax k a r t é z s k ý systém souřadný. E x i s t u j í r e á l n á 

t s t x 
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č í e l a e^, o 2 tř icová, ¿e 

A ' - C A A • C 2 A X • 

Poněvadž ** - i A , j e e t A' = ( c x * i c 2 ) .A - c . A , kde 

C * cx + I.Cg . Poněvadž d á l e j e s t | A | «• \k'\ - 1 , j e s t 

| c | « 1 . Po^l» v ě t y na 3tr. 125 jest komplexní č í s l o o 
modulem ně jaké př-ímá kongruentn í t r a n s f o r m a c e . Provedeme- l i 

r o t a c i o modulu o , p ř e j d e v e k t o r A ve v e k t o r A ' . K č í s l u 

c dá s e u r č i t i č í a l o r e á l n é t mod 2 9 ! t a k y * é , že 

. e i t 
c o • 

Tcto r e á l n é č í a l o t , j e ž j e s tanoveno až na c e l i s t v é násobky 
2$" , nazýváme úhlem dvou .jednotkových v e k t o r ů A a A'* 

D e f i n i c e u h l u dvou směrů. 

j s o u dány v r o v i n ě dva směry. Zvolme v prvém 
směru já&aotkc .ý v e k t o r A , v e druhém směru jednotkový v e k t o r a ' 
£a u h e l t ě c h t o dvou Brcrft proh lás íme ú h e l vektorů. A, A ' . 

J s o u - l i oba směry o r i e n t o v a n é , pak t y t o jednotko» 
v é v e k t o r y A, A' můžeme v o l i t i j ednoznačně , ku p ř . t a k , že j s o u 

oba p c p ^ t i v n í . N e J s o u - l i v šak oba směry o r i e n t o v a n é , pak j s o u 

<?vě v o l b y pro j ednotkový v e k t o r v prvém směru a dvě v o l b y ve 
druhém směru, delkem j e t e d y t a t o č t v e r á možno3t v o l b y : 

A, Aj - A , A ' ; A, - A' ; - A, - A ' . V prv.ém a č tvr tém př ípadě j e s t 

A" s o , .A + o*». Ax , t a k ž e modul c s e i t ? i ú h e l t 
X ** 

e ů s t a n e nezménšn# V druhém př ípadě Jefet A' « - c ^ A - c 2»A 9 

v třet irn př ípadě - A# « o , . A • c 2 . A , takžu modul c « e 
- i t JJC i t 0 i . ( t • « ) „ + p r e j a e v — o « - e s e • e s e a u n e i t 

v ú h e l t * % • 

t íhel o r i e n t o v a n ý c h směrů j e t u d í ž určen mod 2 St 
ú h e l n e o r i e n t o v a n ý c h směrů j e u r č e n mod • 

TÍhel dvou jednotkových v e k t o r ů závic i í obecně na 
pořádku t ě c h t o v e k t o r ů . tfhel v e k t o r ^ A, A' j e obecně j i n ý než 

t 
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uhel vektorů A ' 9 A • OznaSíine^li modul kongruentní transformace 
při níž přejde A v A* písmenem c'9 modul transformace, při 
níž přejde A' v A písmenem c*% pak složením obou těchto trans-
formací dos taneme identltu 9 takže c.c s 1 , tedy c - ——r * 

o 
Vyměníme-li vektory A a pak úhel vektorů A,' A jest ro-
ven zápornému úhlu vektorů A, A'. Vskutku, vyměníme-li vektory 
A a A' má to ten účinek* že modul c' - e*^ se změní v mo-

•a Hf 4" 
dul c " s ~—7 e~ , tedy úhel t v úhel - t * 

o ' 
Úhel dvou jednotkových vektorů A, A# nezávisí na 

pořádku těchto vektorů, když a jen když c » , tedy 
c e • 1 . úhel dvou vektorů A, A' nezávisí tedy na pořádku, 
když a jen když tyto jednotkové vektory jsou rovnoběžné. Při tom 
oba vektory jsou stejně orientované, když a jen když c & 1 s e , 
tej- když a jen když svírají úhel 0 (̂ rnod 2Íi) , jsou opačně 
orientované, když a jen když c ^ -1 - ex , t.j* když a 
jen když svírají úhel 9f Cmod 2<t) f 

Také úhel; dvou neorientovaných směrů závisí obecně 
na pořádku těchto směrů. Poněvadž úhel dvou neorientovaných směrů 
je určen až na násobky čísla 9C , existují; dva případy, kdy úhel 
dvou neuirientovanýcb směrů nezáleží na jejich pořádku. Jest to 

1 1 tehdy, když a jen když c - —r— nebo -c - — — 9 toj. když Y 2 i tyto směry jsou rovnoběžné Co 1 , c - + 1 , t.j* 
t « 0 n e b o % ) nebo když oba směry jsou na sobě kolmé 

2 
( - C* ~ 1 , O s ± i ) • 

Dosavadní výsledky dají se shrnout! ve větu0 

Věta» Úhly dvou směrů jsou dvojí: úhly orientová-
ních ^měr* a úhly neorientovaných sm§rů. Obecné záleží na pořádku, 
v jakčrt jccn sciSry dány. Úhel dvou orientovaných směrů je určen 
pouze * přesně až na násobky , úhel dvou neorientovaných 
směrft až na násobky # Tyměníme-li dva orientované směry, pak 
jejl^ "hel je -t s t (mod 2 ,' vyměnímé-li dva ne oriento-
vané s^&ry* pak jejich úhel je -t § t (mod 

Přihlížíme~li k orientapi, pak úhel dvou směrů ne-
záleží na jejich pořádku, když a jen když jsou tyto rovnoběžné, 
nepřihlížíme-li k orientaci, pak úhel dvou směrů nezáleží na 
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jejich pořádku, když a jen k'lyS jsou tyto bud rovnoběžné nebo 
na sobě kolmé* 

t 
Poznámka« V předešlé úvaze se vyskytovala celkem 

trojí změna* Změna orientace jednoho směru /místo modulu c 
přijde nový modul - c , t.j, místo úhlu t přijde úhel t *Sť 
(mod 2 fíy /, pak změna pořadí dvou směrů / místo modulu c 
přijde modul , t.j. místo úhlu t přijde úhel -t 
(mod 2Vť)/f a konečně změna orientace roviny / místo modulu 
c přijde modul o* t t . j , miste, úhlu t přijde -t (mod 29ť)/. 

0 úhlu dvou vektorů A, A' , můžeme neuviti taYé 
v lineárních prostorech dimense n , kde n > 2 . Vektory 
A, A"- jsou-li mezi sebou nezávislé - «viují totiž poctou iivL 
dimense 2 , v němž je už definován úhel dvou vektorů. JV tc 
však určitá dvojznačnost, jelikoí si mófi-r̂  touto dvojxo&těniý 
modul orientovati dvojím způsobem, takže vektt.-r A urSer. 
pak dYo J značně• 

j .» 
Poněvadž rovni«« r ^ e ' eplněna pr-s. n-sX1.^ 

konečně mnobo hodnot t , je nekonečně mnjhc hočnot pro úhel 
dvou vektorů. Naproti tomu Číslo eos t Jeat určeno jednoznačně 
a číslo sin t. jest určena dvojznačně, ' ¿měnou orientace !•' 
modulu jest t g -t (mod takže C-tO r cos t , 
sin (-t) s - sin t. 

T orientované řevín» « orlen trvanými směrj jetft 
coe t rovněž jednoznačně určwn, Jaoú^li eaiéi-,? naorientovaa^ 
pak je cos t 5 sin t dvojznačný, nebol coe (t - co ó % 
sin(t f>irjs - sin t , Avěak poměr jednoznačně 
určen* 
Tento poměr se nazývá tangens úhlu t. a značí se 

«•» + » I n t 
* • o o a T * 

' ' Oť \ / není definován pro co s t s O , t.j. prc t ñ 
U c - f K ) / . 

j e . 

Jelikož tg t je jednoznačný, vyskytuješ rovinné geometral 
základní vzorec pro tangens 
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Naproti tomu v prostoru se užívá základní formule pro 
kosinuB, jenž je při orientovaných směrech jednoznačný. 

Necht jBOU dány v prostoru dvě orientovaná přímky.!Tech$ 
Při určitá kartézské soustavě souřadné jest směr prvé přímky dán 
Jednotkovým vektorem A (&1,a2, a^) , směr drahá přímky jednot-
kovým vektorem A#(blf hg, bj) . Modul kongruentní transformace 
převádějící vektor A ve vektor A' jest c « c^ • icg • takže 
A' m c-A * c 2 A* , kde symbol Ax má obvyklý význam. Proto 

A.A' = c^A2 * c2A.Ax - nebot A2a 1, A.A* s O . 
i 

froto A.Á' s CJ & cos t • Jelikož podle vzorce na str. 105 
jest A.A' - > vyplývá c-dtud vzorec pro uhel 
dvou orientovaných ¡přímek ¡v. prost;oru . 

: | 

. I 

coa t ~ ' ..a^ , • , ág:h2 * fa7; 

i i • > \ •Te-li dán vektor A (a3 tt-g»-^) - « ^ i (1,0,0) , y.ák 
do st árieta' '/ztáli 1 

cos. t — bx,• 

Uvažujeiie-li vektor A o souřadnicích 0,1,0 resp. 0,0,1 
dostaneme tyto podobné vztahy 

i 

• ICO.S t a J;:̂  

cos t s a^ 

Souřadnice a^, a2> a^ vektoru A .mají tudífc tento význam: 
Síoltí a, 1 je kosinus úhlu, který svírá přímka určená vektorem A 
s coou a.. je kosinus úhlu, který1 svírá přímka tato s osou 

# ^ 1 • « 

y , a?;!' je kosinua uhlu. této přímky s osou k . číslům a ^ 
a 2 ' a 3 3 6 **** směrová koBiny přímky ^ ¿ c p é vektorem A . 

Stejný vzorec pro kosinus úhlu dvou směrft a stejný 
význam souřadnic a^,a2ta3 vektoru A jsme odvodili z názoru 
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na 3tr. 105. V této úvaze jsou však tyto pojmy zavedeny přesné 
axiomaticky. 

V troj rozměrném prostoru udává se také vzorec pro 
sinus úhlu dvou jednotkových vektorů A, a', TO odvodíme takto: 

sin2 t s l~eos2t 1 - fa^i * a2 b2 • a3 b3) ? • 

Jelikož |A| - 1 - |A' | a ÍA| \j a2 + a2 + a2 , 
i 

JA'| s ^b 2 • bf + b2 , jest |Al2 . U'| 2 * 
v 2 2 2 o 2 p \ = (aj • a^ • a^) • (b£ • b2 • b^ ) . Proto 

sin2t ~ ( al * a2 * a3 ) - ( b l * *2 • " íalbl + a2 b2 4 ' 

* a 3 b 3 > 2 s ( a r 2 1 a2 bl) 2 • ( a l b 5 - a3 bl) * * ( a 2 b 3 " 

- A ^ B 2 ) I 2 Ř ( : ; 

Sinus úHlu jejž svírají'dvě ¡přímky¡jurčené jednotkovými v-Ktory 
A a3) » A.' ( B ^ B ^ B J ) ! jest tedy 

^ t | S \j (a1b2 ~ a2 b 1) 2 f,(alb3 - 2 ( ^ 3 - a ^ ) 1 

• ! . • ' ' I 1 ' ' ! 1 

I 
Těta. Označme . aJt>, - a^b^ i ̂  ť - a-b. r 
t ,• I - , M. ! ¿ 5 3j f : 7 -t • . . > i X , d 

al ~ a 2 ^ - c^ . v5ípla , , o^,; c^ ¿sou. cemi 
určitého Vektoru C •tento vektor; jje nulový/ když £ jen když oba 
vek iory A (ax,b2, a^) f A' (blt b^, by) jsou rovnoběžné , vek tor 
C má délku 1 f když a jen když oba vektojry A, A* jsou na a obě 
kolmé, Jsou-li vektory Af A' mezi sebou nézávislé, pak vektor 
C jé .na ,ob,ou kolmý. 

I ¡' i . h ; ; i : i 
1| j i í J ' 

D^kaz. C Í 0', k<jtyŽ a jeiiikdyž . jj x . c2 - c^ - 0 , 
t.j. když a jen když sin t = 0 , t.j. když a jen když A a A ' 

1 ¡i ' ' , : 1 " • 
jsou rovnoběžné. Jest / cf « 1 , když a jen k<!vž 

4 c | • c* - 1 , t * j . s i n ; t - 1 , t e d y , k d y ž a j e n 

když v e k t o r y A,A' j s o u na sobě ko lmé . J s o u - l i v e k t o r y A, A' 
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mezi sebou nezávislé, pak vektor C je na obou kolmý,nebot 

A.C - ¿1 /v »2*2 • (t3°3 

®1' SLi» 

b. , b, 
O , 

jak se snadno pře svědčíme, rozvineme-li tsnto determinant podle 
orvkft prvého řádku. Podobně jeat 

B.C s b^c, * b^c^ * , a ^ , a ^ 0 . 

Nspřímé 4 .•»n̂ râ ntní transformace . 
.. 

; i 

. říeohi je aána v roy;j.nj§ soustava souřadná;, nepří-
má kongruentní transformace vektorů je stanovena tímto vztahem 

i : 

mezi 3 o ú ř á d n i 

3* as ŮS5* f kde |o| s? 1* 
1 ' l i : 

Kdežto1!} přímé kongruentní transformace není komplexní číslo e 
závislé '¡na volbě soustavy s o u ř a d n é , u nepřímých transformací 
toto áífjXO| pávislé na; soustavě souřadné. 

t Ke komplexnímu číslu c existuje reáfcié číslo t 
takové, že o - e**̂  , takže z' - e^.z* . Háaobme tuto rov-it * 

- 1 - * nici číslem e """^f/ . Jest; pak e -i- • z 
t 

)*•• Hledejme vektor A (z^ , jenž je roven 
avdatj obrazu a' (z')- A ( z ) , t . j . z' - z . Jeho komplexní 

i t , t v 
souřadnice a musí splňovati rovnici z. e ' s (z.a -ý-J x ^ 

4 _t t t 
takže e 2 »& a d je reálné číslo. Tedy z ~ d.e 2 • 

, t 
Vektor A o souřadnici z - d,e~ je invariantním. 

Věta. U nepřímých kongruentních transformací 
existují vždy dva invariantní směry, jež jsou navzájem kolmé. 
U jednoho z nich se zachová orientacei u druhého nikoliv. 

Klasifikace nepřímých kongruentních transformací 
podle invariantních bodů je tato: -



Volme soustavu souřadnou takj ž e oea x j e u r č e n a 
směrem, jenž s e i c?c do oríentac© šachová. Pak v z o r e c pro ne -
přímou kongraencl •znít i" m a Označme z - x • i y , 
a « a^ • • Má - l i být i bod P Cz) i n v a r i a n t n í , musí 
z m z ' S ' • • « tedy i s i # aj » y a - y • ag . J s o u 
dva možná případy 

A / 
Jest -á. 0 • Pak rovníce x ~ x • a není s p l n ě n a 

pro žáfné x f takže není z - z* pro žádnou komplexní s o u -
ř a d n i c i z * Žádny bod není tudíž invariantním. 

/ 2 / 

i Jest a^ m 0 e Pak x r x f y « a^ • Reálná část 
x - tédjf prvá souřadnice bodů P ~ Je libovolná, kdežto 
imaginární Část - tedy druhá souřadnice bodů P (z) - Je 

•a 
určitá :y - # B o dy vyplňují tudíž přímkuf jež je 
rovnoběžná s OBOU X * Nepřímé kongruentní transformace tohoto 
druhu slují osové souměrnosti. 

tu Ještě v ě t u , jejíž důkas Je snadným 
Věta, Každá nepřímá kongruentní transformace dá se 

slo5 . ; í i !» osové s o u m ě r n o s t i a translace ve swěru osy s o u m ě r n o s t 
t.J , ve ; sněnu přímky9 Jež se i co do orientace zachová, 

§ 48 * 

P o d o b n é t r a n s f o r m a c e . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Kechí Je dána v rovině pevná kartézská soustava 
souřc,±?á* Stech*; a0 a Jsou dvě komplexní čísla podrobená Je-
diné podmínce c ^ 0 * Vztah 

• ! 

z* « cz a 
určuje transformaci roviny na tutéž rovinu. Dva body ^ O ^ ) $ 
P 2 («2)ipřejdou touto transformací v body P^ ( z t Pg («g)* 
kde g cz^ • a * z^ s <sřa • Odečtením dostaneme 
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r o v n i c i z 2 - « c . ( z 2 - z^ . Froto 

I 8 j T = l ° í • (»2 " z i | = m*\z2 ~ z l l • k d e m s l ® l ^ o . 

Proto j e s t , 

VZ ( P \ , P' 2)= (P1# Pg) , 
s l o v y : Vzdálenost obrazů j e m - násobkem v z d á l e n o s t i jej}3?, 
v z o r ů . Kladné č í s l o m nen í z á v i s l é na po loze j e d n o t l i v ý c h bod l , 
nýbrž je^om na dotyčné t r a n s f o r m a c i . 

Transformaci , k t e r o u jsme právě p o p s a l i , říkáme pří-
má podobnost . Transformaci , j e ž j e určena vztahem 

z ' a c z * + a c 4 0 
i ' . 

i 
říkáme nepřímá podobnost . 

Kongruentní transformace j e z v l á š t n í m případě-. v»,.. 
i 

dobnos t i pro, m - 1 . . 

V á t a . N e c h t . j e dáne kladné č í s l o m • řfecirá '£•. 

Pg ( z 2 ) t P^ ( z ^ ) , p ' 2 ( z g ) j s o u body v r o v i n ě , mezi niis*?. 
p l a t í v z t a h : v z (p^, Pg) z m.vz f p ^ , P 2 ) . Pak exist^.-íe 
dobná transformace z ' - cz • a nebo z' s- c z * + ¿- , 
Jol m m , j e ž převádí bod P^ v bod Pj a bod Pg, v 
bod Pg . 

Důkaz» Transformace bodů. p ř i n í ž p ř e j d e bod 
P v P # ' # 1 1 a bod Pg v Pg, dá s e v y j á d ř i t i ně jakou z á v i s l o s t í 
g mezi souřadnicemi , což naznačíme t a k t o : z' s g ( z ) . 

I * mm 

d o k á z a t i , že g Cz) r ' c z • a nebo g ( a ) s * a , 
c ' 4 0 • ZaveSme pomocnou t r a n s f o r m a c i , j e ž p f e v á d í bod ? ( a ) 
v . b o d P { u ) , kde u - - 5 - . ¡ g . í * ) / v ý r a z - i — m á a a y a l , 
nebdt m 4 0 / . Tofctb pomocnotjt t r a n s f o r m a c í p ř e j d e bod 

V1 v a b o d p2! Cf2) • P ? (n 2 ) ,kde 

- * í ^ ) = T • * r « f -

- - j j - . z 2 . Podle předpokladu j e s t ! v z ( p £ , P g ) r 

- m.v2 ( p x , P g ) , t a k ž e | z ^ - z ^ | i = n u | z ^ - z 2 | . Pro to 

- I V 2 I » t e d y t z ( p i K ' .»; p 2 i a 2 > ) = T 8 ' 
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Pg Existuje tudíž taková pomocná transformace, j e ž j e 
transformací kongruentní. Existuje komplexní číslo d ta-
kové 9 že Id/ - 1 a že 

u s dz + b P je-li tc kongruence přímá 
u s dz%> b f je-li to kongruence nepřímá• 

Proto • g (z) - dz • b nebo ~ dz** + b f tedy z 

s g (z) - mdz • mb nebo z' a mdz* * mb f při čemž 
I md I s m* ) d | « m 0 • Označíme-li md - c f mb - a 9 jest 
zf cz • a resp* z' - oz* • a , c 0 f j*b.d. 

Těta* Podobná transformace převádí vektor nn.m 
v e v e k t o r • 

Důkaz» Nechí V je volný vektor o komplexní 
souřadnici z* Pak existuje dvojice bodů P^ (z-j), P^ (^2) 
takováyže V - P 2 - P^ (z^) f takže z - z^-z^* 
Podobnou transformací pře jdou tyto dva boly v body P^ 

(2*2) • takže z'^ « cz^ + a f z^ s c z 2 * a resP-
z^ 9 cz3* + a „ Eg s;02* * a • Odtud vyplývá z^ - z^ -
s c* = 1 0 2 Z1 - c * C z2 ~ z l ) ® 

r cz31 . Jsou-li ^ (y^ f Rp.(y^)dva jiné body takové, že 
V š - R^ a jsou-li R^(y^) » R2'(y'2) jejich obrazyf 
pak i opičt y^ - y{ = cz reap.1 y^ - y^ - czx ; volný 
vékitor V (z) přejde podobnou transformací opět ve volný 
v̂ kifpr, V (cz) resp. V (cz*) . 

1 Přímá podobnost vektorů je dána vztahem 
; ! Z - CZ 

nepřímá; podobnost vztahem 
i , z m CZ 1 

kde c, J 0 . 
i ! 

i; í Přímégodobnétrajisfo^ace> 
Přímá podobnost vektorů je určena vztahem mezi sou-

řadnicemi 
z* m cz s moe^oZ , kde m * |c| ̂  0 , c s z . 
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Přímá podobnost, Jak z t o h o t o v y j á d ř e n í v y c h á z í najevo, dá 
se složití ze dvou transfcwmací? z p ř ímé kongruentní trans-
formace a* ** a trasformace z* « mz+ , Jež smě-
ry nechá beze změny « n á s o b í m - krát délku vektoru. 

Věta. Přímá podobnost vznikne složením rotace o 
úhel t / všecky směry ee otočí o úhel t / a zkrácením 
resp. prodloužením vektorů v poměru m s 1 . 

Podobná t r a n s f o r m a c e zachová všecky orientované 
směry, když a J en když t Z 0 (jioá t.J* e"^ ** 1, 
tedy, když a Jen když číslo c Je reálné kladné. Podobné 
transformace šachová neorientované směry, když a Jen když 
t * 0 nebo t # (mod 2$t)f t.J. e1* - • 1 , tedy 
když a Jen když č í s l o c je reálné 4 0 • Podebná trans-
formace nezachová žádný směr# když a Jen když číslo c 
není reálné• 

U přímých podobností / Jako u přímých kongu-
encí/ není číslo c závislé na volbě soustavy souřadné. 
Tskutku ani číslo m ani číslo d není závislé na volbě 
soustavy souřadné, tedy ani číslo c s md . 

Klasifikace přímých podobností podle invariant-
ních bodů Je obdobná Jako u přímých kongruencí. 

A / 

Jest c s 1 f a s 0 , Pak všecky body Jsou inva-
riantní a podobnost Jest identitou«.. 

j / 

Jest c = 1 , a J 0 . Pak žádný bod není inva -
riantní a podobnost Je translací. 

ň / 

Jest o / 1 . Pak existuje jediný invariantní 
a bod , ;;ehož souřadnice Jest z ~ y • . Je-li tento 

invariantní od v počátku sousta vy souřadné, Jest z - 0, 
tedy a ® 0 . Přímá podobnost Jest pak ¿.-"¿au rzor jem 
, it 

z - cz - m. e . z . Z tohoto vzorce ^plýva, že se dá 
složití ze dvou transformací: z* « , CJ^ Je rotace 
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kol počátku o uhel t a z' r raz* , co2 Je homothetie 
o středu v počátku a určujícím pomferu :m / v i a § 1 str. 
2 A 

Homothetie, jež se tu vyskytuje, nazýváme přímou 
homothetií . Vzorec z'r m.z , kde m < 0 udává nepřímou 
homothetii. Nepřímá homothetie je přímá podobná transforma-
ce 

z' s t m | . e ^ , z , 
jež se dá složiti z rotace kol počátku o uhel # a přímá 
homothetie o určujícím poměru (ml • Přímá podobnost je te-
dy přímou ne .o nepřímou homothetií, když a jen když c > 0 
nebo c < C • 

Nepřímá podobná transformace. 

Nepřímá podobná transformace jest určena vzta%-
hem 

z'« czs • a & me** .a35 + a , kde m = |c|>0 -
it 

c — m« e o 
Nepřímá podobnost dá se složití z nepřímá kongruentní trans-
formace z* - e*^ * zx a transformace z' ~ nua* , jež 
násobí dálku vektoru m ~ krát. 

Nepřímá podobnosti můžeme podle invariantních 
bodů takto klaaifikovati s 

Z 1 / 
Jest n s 1 • Pak nepřímá podobnost j e n e p ř í -

mou kongruentní transformací a nastane přesně jed«» a obou 
případůs buSto existuje nekonečně mnoho invariantních?, bodft» 
Jež výplní přímku - pák je to oaová souměrnost » nebo n e -
existuje žádný Invariantní bod* 

/ 2 • 

Jest t? 4 1 • V tomto případě exiatuje Jedi-
ný invariantní bod o kvapíexní souřadnici z « ¿ c " «Je-
li počátek SGccř&dnj.c v trn to invariantním bodě a je-li sou-
stava souřadná tak volonu, ž* komplexní číslo c je reálná 
kladné, pak ínvariaatní bodl qró komplexní souřadnici z - 0, 

• takže a r 0 . 
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Transformace pak z n í : 

z* - mz* „ kde m = c ) 0 . 

V tomto případě dá s e nepřímá podobnost s l o ž i t i ze dvou t r a n s -
formací : z* m z* , což je symetr ie vzhledem k ose x 
a z ' » mz* & mz* , což j e přímá homothetie o s t ř e d u v po-
čátku a určuj í c ím poměru m . 

Nepřímá podobná transformace , j e ž není kon-
g r u e n t n í , má přesně jeden i n v a r i a n t n í bod S . Tímto bodem 
jde přímka, j e ž s e i co do o r i e n t a c e zachová. Tato p ř í p o -
dobnost dá se. s l o ž i t í ze symetr ie vzhledem k ose x a přímé 
homothetie o s tředu S a určuj í c ím poměru m • 

Na konci tohoto § rozřežme j eSt£ úlohu: 
Jakým podmínkám musí vyhovovat i dvě přímé podobné tran*»for-
mace, aby b y l y záměnné , t . j . aby j e j i c h skládání nsby lo 
z á v i s l é na pořádku obou t r a n s f o r m a c í . 

Necht j e prvá podobnost dána vzorcem 

z^ - OjZ • aĵ  , c x 4 0 

druhá vzorcem 
z*2 r °2Z * a 2 ' O g ^ O . 

Složením t ě c h t o dvou podobnosti dostaneme transformaci 

s ý 9 Cg ( o j B £ a ^ ) • - ° i c 2 z • c 2 a i * a 2 s 0 8 • a » 

c - ° i c 2 * a ~ * a 2 ' J e l i l c o ž ° l ^ 0 ^ °2* 
c 4 0 » takže s l o ž e n á transformace j e s t opět přímou podob-
n o s t í . S l o ž í m e - l i t y t o dvě podobnosti v opačném pořádku,do-
staneme . t rans formac i 

Z4 ~ ° 1 ( ° 2 b * *J?) * ®1 r ° l c 2 8 * C l a 2 * *1 - 0 8 * 9 

kde b m • a^ » Obě podobnosti j s o u záměnná, když a 
j en když c | - z^ , t . j . a c b , t e d y 

9 

(1 - C 1) . a 2 a (l - c 2) . a j 

Tomuto vz tahu l z e v y h o v ě t i rozmanitými způsoby. 
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1 / ^ - 1 , a j s O nebo Cg = 1 , a 2 - C ř Bučlto prvá n e -
bo druhá podobnost j e s t i d e n t i t o u . 

2 / o^ s 1 s Cg • Obě podobnos t i j s o u t r a n s l a c e » 
3 / J e s t o^ ^ 1 ^ Cg . Pak e x i s t u j e přesně j eden bod T^, 

j enž j e i n v a r i a n t n í vzhledem k prvé podobnost i a přesně 
j eden bod Tg, j e n ž j e i n v a r i a n t n í vzhledem ke druhé po-
d o b n o s t i . Bez ujmy o b e c n o s t i můžeme předp- * . á d a t i , že bod 

j e počátkem s o u ř a d n i c , t akže a^ - O . Poněvadž o ^ 1 
a ( l - c^) . a 2 i? ( l - c 2 ) . a-, , j e s t také ag - O , 
takže T^ » Tg . E x i s t u j e spolek lý i n v a r i a n t n í bod* 

V ý s l e d e k můžeme s h r n o u t i v t u t o v ě t ú : 

V ě t a . Dvě přímé podobnos t i j s o u záměnné, kdy Ž 
a j e n když jedna z n i c h j e i d e n t i t o u nebo obě dvě j s o u t r a n s -
l a c e m i nebo obě mají s p o l e č n ý i n v a r i a n t n í bod. 

§ 49 • 

T r o j ú h e l n í k , 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Nechí j e dána orientovaná rovina. Nechl 
B J A C j s o u t ř i j e j í body. Položme E * i - . 
= \B - A | . TJ , C - A « iO - AÍ • V , takže , V j s o u 
jednotkové v e k t o r y t a k o v é , že tí ~ A , 17 m a j í s t e j n ý 
směr i o r i e n t a c i a C - A , V mají také s t e j n ý směr i o r i -
e n t a c i . Úhlem B A C rozumíme ú h e l v e k t o r ů B - A a 
G - A , t e d y ú h e l v e k t o r ů ff a V « O z n a č í m e - l i U ' v e k t o r , 
j e n ž j e n a l e v o a j e kolmý na U a j e také j e d n o t k o v ý , pak 

V s c o a t . V • s i n t . T7'f 

kde t j e ú h e l / pod le d e f i n i c e ú h l u / . 

T r o j ú h e l n í k v r o v i n ě j e s o u s t a v a t ř í různých 

bodů Aí B, O j e ž n e l e ž í v jedné př ímce . J e l i k o ž j e S e s t 
permutaoí symbolů A, B f C, j e s t S e e t úh lů t r o j ú h e l n í k a 
/ obyče jně s e mluví j e n o t ř e c h k ladných ú h l e c h t r o j ú h e l n í k a / * 
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Po Se t n i vy jádřen i trojúhelníka«, Zvolme v rov ině s o u -
řadnou s o u s t a v o a označme A (ss^) » B ( z ^ ) * c ( s j ) "fcro4"' 
úhe ln ík v r o v i n ě . Vektory B - 0 , C - A , A - B mají 
pak komplexní souřadnice u^, u 2 , u^ „ takže e x i s t u j í t a * 
ková č í s l a t ^ , t g , t j určená až na násobky 2 , Že 
Qj 8 a e 1 ^ , «2 s , u^ ~ oe**? , kde a -
~ |B - Cl , b 8 | C-AÍ , c JE lA~Bl j s o u dé lky s t r a n 
t r o j ú h e l n í k a . 

J e l i k o ž A-B » - |B~A| »V * c .U , j e s t komplexní 
souřadnice vektoru U s - e i f e 3 s e 1 podobným 
způsobem s e snadno pozná, že komplexní souřadnice vektoru 
V j e s t e**2 a komplexní souřadnice vektoru U' j e s t 
- . Vztahu mezi vektory 

V - cos t . U + s i n t . t f ' 

odpovídá v z t a h mezi souřadnicemi . Proto 

e l t ; 2 r co s t . e l t ;:? - i . s i n t . e 1 ^ , t . j . 

_ e i ( t 2 - t 5 ) ^ cos t * i . s i n t - e 1 * , takže 

# 1 < V V * > „ . 

Odtud vyplývá 

a ~ B A C s tg—t^ • (mod 2 ) ; podobně 

CTB^A E t j - t j • <% (mod 
2 % ) ... ./!/ 

r s A^JTB 5 t j - t g (mod 

Úhly t r o j ú h e l n í k a se normují tito, že se p ř e d e p í š í podmínky 

i * t < * , I f i l < Ž , l f l < T 

a že ž£dný úhel není roven 0 . 

V ě t a . Všecky t ř i úhly t r o j ú h e l n í k a <Xf ¡ í f j ? 
j s o u buclto kladné nebo všecky j s o u záporné* 

Důkas. Determinant přechodu od base U, V k b a s i 
U, TJ' j e s t 
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9 i n t 
oos t t s i n t 

J e s t t e d y s i n t > 0 , když a j e n když de terminant pře-
chodu j e k l a d n ý , t e d y , když v e k t o r 7 j e n a l e v o od vekto-
ru 17 . P r o t o j e s t u h e l t k l a d n ý , když a j e n když v e k -
t o r C-A j e n a l e v o od v e k t o r u B-A • Ahychom d o k á z a l i , 
že v š e c k y t ř i u h l y j s o u k l a d n é , j e - l i k ladný uvažuje -
me t y t o r o v n o s t i : 

C - B = - 1 . ( B - A) • ( C - A) 
A - B a - 1 . (B - A) • 0. (c - A) 

A - C - 0 . (B - A) - 1 . (C - A) 

B - C - B - A - 1 . ( C - A ) 

Přechod h a s e O - B , A - S k h a s i B - A , 0 - A j e 

. 1 > O 

přechod hase A - C, 

- 1 , 1 

- 1 , 0 

B - O k b a s i B - A , 

O , - 1 

• C - A j e 

1 > O , 

1 , - 1 

t a k ž e , j e - l i base B-A, C-A p o s i t i v n í / t . j . úhe l d> k l a d n ý / 
pak j s o u i obě druhá base p o s i t i v n í a v š e c k y t ř i ú h l y k l a d n á . 
J e - l i base B-A, C-A n e g a t i v n í / t . j , úhe l z á p o r n ý / , 
jBÓu v š e c k y t ř i ú h l y záporná, 

f 

S e č t e n í m vz tahů / l / dostaneme známou v ě t u i 
T ě t a . S o u č e t k ladných úhlů t r o j ú h e l n í k a j e ÍT ř 

s o u č e t záporných úh lů j e - X . 

Známé t r i g o n o m e t r i c k á formule v y p l ý v a j í z i d e n t i t y : 

( Z 2 - Z 5 ) • ( z 5 - z ^ • ( Z j - z 2 ) - O , t e d y 

i t . a e 1 * ! b e 1 * * 

n e b o t 

-

4. De - z • ce~ "3 - O , 

j e komplexní Souřadnice v e k t o r u B - O , 

j e komplexní s o u ř a d n i c e A - B . N á s o b í m e - l i 

z 2 - z . 
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ae' t ( V t , • * ) * be1 ( V S • * ) . o . 

takže vyjde rovnice 

(r) ae • beio6 » o . . 
Porovnáním reálných častí v rovnici (r) vyjde t.zv. 
věta o pr&mfiru nebo projekční věta 

a . c o s • b. cos ct s
y o • 

Porovnáním Imaginárních částí v rovnici (r) vyjde 

- a.sin fi • b.cosoí, o , tedy 
sin OL t sin (3 - a : b . 

To je t.zv. sinová vfita. 
Konečné plyne z rovnice (r) jefitě 

= a" • b" $ > M i ; (cť, tedy 

c2 tr a2 • b2 - 2 a b.cos y f nebo i & + fi • f - • ^ 

To je t.zv. kosinová včta. 
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K r u ž n i c e • 
xxxxxxxxxxxxxxxxx 

T dané r o v i n ě n e c h í j e dán bod A j n e c h i Je d á -
no k ladná č í s l o r ® g g n ž a i c i o s t ř e d u A a p o l o a ě r u 
r rozumíme množinu t ě c h bodťl 2 n a š í r o v i n y , pro n ě i 

J Z — A | - t . 

V ě t a . Kružnice obsahuje nekonečně mnoho bodů» 
P&kaa. J e - l i TJ l i b o v o l n ý Jednotkový v e k t o r , 

pak na př ímce určené bodem A a vektorem 17 r j s o u přesně 
dva body naěí k r u ž n i c e , t o t i ž A * r !7 . 

7 ě t a » Kružnice má j e n j e d e n s t ř e d a j e d e n poloměr« 

Důkaz«, ITecht k r u ž n i c e o s t ř e d u A^ a poloměru 
r^ s p l y n e s k r u ž n i c í o s t ř e d u A^ a poloměru r 2 • 

E x i s t u j e j ednotkový v e k t o r 17 a č í s l o d £ 0 t a k , že 

Ag - A-̂  - d 17 . KaSe k r u ž n i c e obsahuje body Z^, Zg » 

kde Zj - Aj - r^U - Z2 s A^ t r2T7 -
• ( r 2 • d ) IT „ t a k ž e r x • d r Iz^-Agl - r^ , 

r 2 + d - A^l - r^ , t e d y d » 0 , Aĵ  = A^, r^ - r ? . 

R o v n i c e k t U n i c e . 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx 

Zaveďme k a r t é z s k o u s o u s t a v u souřadnou. Necht 

a «» a^ + i a 2 j e komplexní s o u ř a d n i c e s t ř e d u A ; n e c h t 

z - x • i y j e komplexní s o u ř a d n i c e bodu Z . Pak 

- AÍ 2
 = | z - af 2

 = ( z - a ) ( » * ~ a * ) r z z * - a * z -

- a a* • a a * , t akže r o v n i c e n a š í k r u ž n i c e j e 

( k ) Z Z * • U Z • U a 8 * • v - 0 , 
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kde u - - a* j e komplexní č í s l o a v - aa* - r 2 j e 
r e á l n é č í s l o . Diskr iminantem r o v n i c e Ck) foteumíme č í s l o ' —————————— 
d a uu - • , t a k ž e d = r > 0 * 

Obráceně n e o h t j e dána r o v n i c e t v a r u ( k ) s 
komplexním ® a reálným v . Lze j i p s á t i v e t v a r u 

|z • u*| 2 s uu* - V - d . 

Tedy: / l / • př ípadě d < 0 r o v n i c e ( k ) Je nemožná f 

/ 2 / • p ř í p a d ě d « 0 r o v n i c e ( k ) má j e d i n é ř e š e n í % a 

/ 3 / v p ř í p a d ě d ) 0 j e ( k ) r o v n i c í k r u ž n i c e a poloměrem 

; s t ř e d k r u ž n i c e má komplexní s o u ř a d n i c i - u* • 

V ě t a . Přímka p a k r u ž n i c e K maj í n e j v ý š dva 
body s p o l e č n é » J e - l i d v z d á l e n o s t přímky p od s t ř e d u A 
k r u ž n i c e K , pak /!/ v př ípadě d < r j s o u p ř e s n ě dva s p o -
l e č n é body , ¡2/ v p ř í p a d ě d a r j e přesně j e d e n s p c l e t o ý 
"bod, / 3 / v p ř í p a d ě d > r n e n í s p o l e č n ý c h bodů* 

Důkaz. Přímku p s tanovíme p a t o u B k o l m i c e 
s p u š t ě n é s bodu A a jednotkovým vektorem TJ . L i b o v o l n ý 
bod přímky p j e Z - B + tU . J e s t U. ( B ~ A) - 0 , 
t e d y |Z - A / 2 ( z - A) 2 S (B - A - t u ) 2 - (B - A) 2 -
- 2*9 TJ. (B - TJ) • t 2 TJ2 s U - A| 2 • t2 TJ2 - d 2 • t 2 . 

2 2 2 
Podmínka, aby Z b y l na k r u ž n i c i , j e t e d y d • t - r • 

Pro d < r máme dvě ř e š e n í t - • \ / r z - d 2 , pro d * r 

j e d i n é ř e š e n í t c 0 a pro d > r n e n í Žádné ř e š e n í * 
Z provedeného důkazu snadno p l y n e : Vedemé-11 

bodem Z k r u ž n l o e K přímku p , pak Z j e j e d i n ý p r ů s e č í k 
p 8 K tefcdy a j e n t e h d y , když p j e kolmá na Z - A • 
Tedy p l a t í 

Věta» Každým hodem Z k r u ž n i c e K j d e p ř e s n $ 
j e d n a t e č n a t , t o t i ž přímka mající e K společný pouze 
bod Z ; t jde kolmo k Z - A » 

V ě t a . Dvě různé k r u ž n i c e Z^, K2 maj í n e j v ý S 
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dva s p o l e č n é body » 
Důkaz » Mají-Jti Kg s p o l e č n ý s t ř e d , maj í 

různé poloměry a zřejmě s e neprotnou . Nechí t edy s t ř e d y 
k r u ž n i c j s o u r ů z n é . K^, Kg mají r o v n i c e 

» z * 4- u^z • u * z* • Vj r 0 , 

Z Z * • UgZ 4- U?J Z* • Vg r 0 , 

kde Uj , Ug j s o u komplexní a Vg j s o u r e á l n á . J e i t o 

j s o u s t ř e d y rfissné, j e u^ ^ Ug . Když 2 vyhovuje oběma 

r o v n i c í m , vyhovuje také r o v n i c i v z n i k l é odečten ím: 

• x 
( p ) " Ug) Z • ( t ^ - U g ) z • T 2 - Vg - 0 • 

K l a d e m e - l i ~ n 2 m ** + t i , z K x • y i , nabude 
r o v n i c e ( p ) t v a r u 

2 (ex - t y ) • v x - Vg r 0 • 

J e ž t o u^ « Ug ^ 0 , j e t o r o v n i c e přímky / t . v z . c h o r d á l y 
obou k r u ž n i c / ; víme vdak, že přímka protne k r u ž n i c i n e j -
v ý š v e dvou bodech . 

Těta» Jiechí P* Q j s o u dva různé body» Nechí 
j e dáno r e á l n é Č í s l o t a k , že n e n í f̂ i 0 mod % . 
Označme H množinu t ě c h bodů 2 / P , Z ^ Q , pro něž 
u h e l 

P ^ Q ~ V mod * * 

Množina M zvě tSená o body P, Q j e k r u ž n i c e * 

Důkaž, Nechí z^ j e komplexní s o u ř a d n i c e 
bodli £ $ n e c h t Zg j e komplexní s o u ř a d n i c e bodu Q . J e -
l i z komplexní s o u ř a d n i c e bodu 2 , takže 

A / *1 t * t *2 

pak podmínka pro ú h e l P^Z^Q s e dá v y j á d ř i t ! t a k t o i č í s l o 
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má b ý t i r e á l n á , tedy rovná svému konjugovanému, t edy 

• -*SP . 2 - Z1 - e ~ z î 
2 z * - z f 

Z toho p l y n e , že 

/ ? / e - 1 * ( z - Z l ) (z36 - z * ) - e ^ C z - z 2 ) ( z * - **) r 0 . 

Obráceně ze / 3 / p lyne , Se č í s l o / 2 / j e r e á l n é , p ř e d p o k l á -
dame- l i / ! / ; mimo to však / 3 / p l a t í také pro z = e^ 
i pro z = . Tedy s t a č í dokáza t i , že / 5 / j e rovn ice 
kružnice . To j e ařejmé, neboí , k r á t í m e - l i faktorem 

e" ^ a - 2 i s i n y / 0 , nabudp / 3 / tvaru 

Z Z * + UZ 4- * * Z * + V S 0 * 

Nemutjíme v e r i f i k o v a t i , ž e deskriminant kladný,, ne&oí v íme, 
že j e r o v n i c i vyhověno dvěma různými hodnotami z s z 1 , 
8 s 3S 2 » 

Věta« Třemi různými body P, Q, R , k t e r é n e l e ž í 
na přímce, prochází přesně jedna k r u ž n i c e . 

Důkaz* Podmínka, že flâné body n e l e ž í na přímce, 
by la nutná, neboí přímka a kružnice nemohou m í t i t ř i různé 
spo l ečné body. J e ž t o dvě různé kružnice mají n e j v ý š dva 
s p o l e č n é body, s t a č í d o k á s a t i , že e x i s t u j e aspoň jedna 
kružn ice K , o b s a h u j í c í P, Q i R • E x i s t e n c i takové 
kružn ice podává však p ř e d e š l á v ě t a , když s i v n í zvol íme 

podle r o v n i c e ; 

SP = P B Q . 

/Keni <f s 0 fflod ^ » j o ž t o P, Q, R n e l e ž í na p ř í m c e / . 

Máme v l a s t n ě dokázánu 

Tě tu . Necht P, Q, Z2 j s o u č t y ř i různé 
body na k r u ž n i c i . Pak j e 

/ 0 / P \ Q 5 P Q mod * 

To je v ě t a o obvodovém uh lu , jedna z n e j h e z č í c h a n e j p l o d -

n č j š í ó h v ě t e lementární geometr i e . Obvykle s e l o k a z u j e s 
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t í m t o doplňkem: kongruence / o / p l a t í dokonce mod 2 & 
tehdy a j en tehdy,když j s o u oba na s t e j n á s t r a n ě 
od přímky (P> Q) * Taato doplněk bychom snadno d o k á z a l i . 
Místo toho upozoradoe, že p ř i a p l i k a c í c h v ě t y o obvodovém 
úh lu z p r a v i d l a s t a č í v ě t a v tom anění , jak jame j e u v e d l i , 
p ř i čemž pro správná vedení důkazu bývá podstatný j i n ý 
f a k t / k t e r ý s e obvykle přecház í m l í k y / , že t o t i ž kon -
gruence / o / p l a t í i co do znamení / o r i e n t a c e / ú h l ů . 

§ 51 . 

Ú h l y v t r o j r o z m ě r n é m p r o s t o r u , 
x x m m m m m n x x x x y j c r a m x x x m x x r i c x x m x x x x x x x x x x 

V trojrozměrném p r o s t o r u mluvíme o t r o j í c h 
ú h l e c h : úhe l dvou přímek, úhe l přímky s rov inou , ú h e l dvou 
r o v i n . 

0 úh lu dvou přímek jsme j i ž m l u v i l i / s t r . 1 3 4 -
1 3 5 / . V s o u v i s l o s t i s t ím s e zavádí n á s l e d u j í c í d e f i j j i c e . 
J s o u - l i p ř i dané p o s i t i v n í k a r t é z s k é s o u s t a v ě souřadné dány 
dva v e k t o r y A « ( a ^ a ^ a ^ ) , B * ( b ^ b g . b j ) , pak 
v e k t o r 

( a 2 b 3 - a 3 b ? , a ^ - a ^ , a ^ - a ^ ) 

s e nazývá vnějfSí s o u č i n vektorů A, B a naznačíme j e j 
AXBB . /Tedy A X B j e v e k t o r , kdežto A.B * a - ^ 

j e ČÍ3Ío / . 

Vektor A X B n e z á v i s í na v o l b ě p o s i t i v n í 
k a r t é z s k é s o u s t a v y souřadné, nefco$ v e k t o r X & A X B 
s e dá p lně p o p s a t ! t ě m i t o v l a s t n o s t m i : /!/ AX A BI A 0 , 
t . j . X j e kolmý na obou v e k t o r e c h i , B , / 2 / X » 0 , 
když a jen když A, B j s o u mezi eebou z á v i s l é , / 3 / J s o u - l i 
A, B mezi sebou n e p á v i a l á , pak A, B, X t v o ř í p o s i t i v n í 
b a s i pro modul v ě e c h v e k t o r ů , 
/ 4 / 1 X 1 « |A| . ( £ j . l e i n t | , kde t j e ú h e l vektorů 
A, B » 

Vektor A X B z á v i s í na daná o r i e n t a c i 

p r o s t o r a a násob í s e minus jednou, změníme-l i t u t o o r i e n t a c i . 
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Z definice plyne, že 

B X A - - (A X B ) , 

takže zákon komutativní neplatí pro vektorový součin. 
Zákony distributivní zřejmě platí* 

Pro t ř i vektory A, B, C j e 

/!/ (AXB) . C » (BXC) .A « (C X A) *B t 

nebol (A X B ) je determinant se souřadnic vektorů 
A, B, C « 

Jetě si poznamenejme,že pro čtyři vektory 
A, B, C, D je 

A C B C 
/ 2 / ( A X B ) , (C V D ) -

. A D B D 
Při verifikaci formule /2/ *£tžeme předpokládat!, že posi-
tivní kartézská soustava aouřadná byla zvolena tak,že 
A « (a, 0 , 0> , B « (b^, b2 , 0) $ verifikace je pak 
snadná* 

"tihel přímky p e rovinou r ae definuje Jako 
úhel přímky p s tou přímkou pQ roviny r , která je 
ortogonální projekoí přímky p do roviny r • Je-li směr 
přímky p určen vektorem A a je-li směr roviny t určen 
basí (B^, B 2) , zaveďme ještě vektor 1 Bj J 0 kolmý k 
rovině * » Jest pak A - xi®l + x^Bg • x^B^ a směr 
přímky p0 je určen vektorem BQ - zisi+ Z2S2* Tedy pro 
úhel t přímky p s rovinou r máme vzorec 

/ V U l . lB0| . coa t s A B 0 , 
Jest A - Bq • x^Bj , B0Bj r 0 , takže ABQ » B 0

2 , tedy 
coa t i 0 „ P ř i c e l é úvaze jame mlčky předpokládali, že 
přímka p není kolmá k rov in $ r , Nastane-li tento výji-
mečný případ, Je B0 sr 0 a rovnic* /3/ neurčuje t ? 
Je zvykem v tomto případě voliti coa t • O , takže 
pak p&átí pro libovolný vektor B0 v rovině r • 



- 153 -

Přejde-li A v -A * přejde B v ~ B • 
o o F 

tedy úhel t nezávisí na orientaci přímky p . 
Přistupme konečné k uhlu dvou rovin r^* rg # Ke ztratíme 
mnoho, vylouěíme~li případ rovnoběžných rovin* Roviny r^ , 
r^ nechí se tedy protnou v přímce e » Přímka s rozdělí 
r^ ve dvě poloroviny Tjf r^' a rovinu rg ve dvě polo-
roviny rg p r 2* B u d e m e definovat! napřed úhel dvou polo~ 
rovin , třeba polorovin r^, r^ + 
Tento uhel 

/ / x / 
/ V T j r 2 

definujeme Jako uhel orientovaných přímek pg , při 
oemžs p^ leží v rovině r^ kolmo k ea a její Šipka 
ukazuje do poloroviny r^, ieži v rovině rg kolmo k 
** a J^jí šipka ukazuje 6o po i ořoviny r^ .. Tím Je určen 
iihel /4/ až na znaycnt / orientaci/ »od 2 & + 

Můžeme t a k é smamení 'uhlu /4/ urěiti Jednoznač-
n é , J e « l i dána o r i e n t a c e pr&seSnice s • Nech^ Jsou o r i e n -
t o v a n é směry p ř ímek p ^ , pg, s určeny vektory A-j, * 
Á^ o K u r č e n í znamení cihlu /4/ Je třeba zvoléii b u S t o 

A n e b o (a 2 * A^) s a b a s i v rovinS přímek p^, p^s 
volíme (k v A2) 

nebo (Ag, A^) poile toho, zda 
(A^, AJ) Je positivní base prostoru* 

tíliel t polorovin r^, r^ Je tedy při ianá 
orientaci príLeecnioe & určen Jednoznačně med 2 % / a 
ménf znamení pří mtAně orientace přímky s / • Tedy cos t 
nf»?íávi.sí avil na orientaci; s y kdežto sin t mění znamení 
pří zrnině- orientace s * Když třeba místo poloroviny r ^ 
vezmeme polorovinu i% ' , ukazuje snadná úvaha, že místo 

A.. 

t Je v z í t i % ~ t 9 t a k ž e c o s t změní znamení, kdežto 
s i n t « ů f t a u e be&tf směny* 

Často Je výhodné poSítati uhel polorovin r^, 
rg pomoci kolmic k^, kg k rovinám r^, 
Snadno s e á o k á ? e ? že 

* k g , 
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j s o u - l i k^, kg o r i e n t o v á n y tak» že t ř e b a u k^ ukaisuj«? 
š i p k a do toho z obou p o l o p r o s t o r ů určených r o v i n o u r^ , 
v e kterém l e ž í p o l o r o v i n a r 2 , k d e ž t o Q kg ukazuje Sip ~ 
k a do toho z obou p o l o p r o s t o r ů určených r o v i n o u r^ p ve 
kterém n e l e ž í p o l o r o v i n a r , • 

$ 5 2 • 

T r o j h r a n * 
x m m x x m x x m 

Bodem S vedme v trojrozměrném p r o s t o r u t ř i p o -
lopř ímky p 2 , p^ t a k , že n e l e ž í v š e c k y v e s t e j n á r o v i -
n ě . Tím v z n i k n e t r o j h r a n . Necht A-̂ , A 2 , A^ j s o u jednotková 
v e k t o r y u r č u j í c í směry n a š i c h po lopř ímek . Volme o z n a č e n i taky 
Že (A-p AG> A^} j e p o s i t i v n í b a s e . Pak také ( A 2 , KY A^) * 

(A^, A^, Ag) j s o u p o s i t i v n í b a s e , t . j . v šude v n á s l e d u j í c í m 
j e dovo lena c y k l i c k á záměna indexů* Hranová ú h l y a , b , c 
našeho t r o j h r a n u j s o u určeny v z t a h y 

a r
 A P A 3 * 0 < a < 5 t , 

b = f 0 < f 

c s A ^ A 2 , 0 < c < % , 

Mimo t o zavádíme u t r o j h r a n u s t ě n o v é 'úhly» A, B, C » 
tfhel A j e ú h e l dvou p o l o r o v i n , z n i c h ž prvá obsahuje p o l e -
přímky p^, a drahá polopřímky p^, p^ ; J e ž t o p r ů s e č -
n i c e j e o r i e n t o v a n á , j e ú h e l A jednoznačně určen (mod 
Cykl ickými záměnami dostaneme d e f i n i c i ú h l ů B, C . 

Neohi q^ j e polopřímka vedená bodem £> 
kolmo k r o v i n ě ( p ^ , p^) a l e ž í c í v e s t e j n é m z obou t o u t o . 
r o v i n o u u r č e n ý c h p o l o p r o s t o r ů jako polopřímka p ^ . C y k l i c k ý -
mi záměnami s e d e f i n u j i polopřímky q 2 , * Nec^t IT ,̂ U 2 , 

V^ j s o u j ednotkové v e k t o r y u r č u j í c í aměry polopřímek q^, 

q 5 . Pak j e 
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A1U1 > 0 , A 2 * l = 0 • A 3 U 1 = 0 , 

0 , A2U2 > 0 , A 3 U 2 = 0 , 

A 1 U 3 = 0 , A 2 U 3 - 0 ' A 3 U 3 > 0 , 

ffežto ( A ^ A^) j e p o s i t i v n í b a s e , d e t e i m i 
nant s o u ř a d n i c vektorf i A i y A 2 , A^ je k ladný . 2 / 5 / v š a k 
p l y n e , že s o u č i n t o h o t o de terminantu s determinantem s e s o u -
ř a d n i c v e k t o r ů TĴ , U 2 ? XŜ  j e k l a d n ý . Tedy t a k é ( U ^ » ! ) ^ » ^ ) 

j e h a s e , a t o ssase p o s i t i v n í b a s e . 

2 toho p l y n e , že také (q^* ^3^ 

nazývá s e polárním -L-:i,¡hraném t r e j h r a n u ( p ^ , p 2 , P j ) * 

Z pravidla v y s l o v e n é h o na konc i minulého p a r a g r a f u 

v y c h á z í , že hranové ú h l y t r o j h r a n y ( q ^ , q 2 , q ^ ) j s o u 

% - A , # - - B , £ - C , 

t a k ž e 0 < A < 5C , 0 < B < £ , 0 < C < # . 

Ze s y m e t r i e f o r m u l í / 5 / p l y n e , že po lárn ím t r o j -
hraném t r o j h r a n u (q^, q 2 , q^) j e t r o j h r a n (p^ , pg , p^) * 
Tedy s t ě n o v é ú h l y t r o j h r a n u (q^» <i2> j s o u 

% - a , 9! ~ b , 3T - c «. 

Tedy v každém v z o r c i o obeónám t r o j h r a n u j e d o -
v o l e n o p r o v é s t i s u b s t i t u c í 

/ a b o A B C 

/ 6 / A T ~ B S T - O 5T - a ST - b 3T -

n e b o $ * t a t o sufcstitrace znamená p r o s t ě přechod od t r o j h r a n u 

(p^» P2» P3) * polárnímu t r o j h r a n u (q^, q 2 , q^J 

Z d e f i n i c v y c h á z í i h n e d , ž e 

A« X A , = s i n a . U, 5 
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přechodem k polárnímu trojjhranu plyne z toho, že 

TTg X TĴ  = sin A.J^ • 

Tedy 
(A2 X A ?) ,Ax « »ln a . A ^ , (Ug X ffj)-^ - sin A . A ^ 

takže ze vzorce /l/ /str. 152/ plyne 

sin a _ yfy h _ sin o 
sin A sin B sin C 

což je t.zv. sinová věta. 
Dále jest podle vzorce /2/ /str^ 152/ 

( A x X A2) . (A5 X A x ) = 

Zde je 
2 

A^ s 1» A^A^ - cos c, = cos 1>, r 0 0 9 a ' 

A J X A J - sin o. A j X Aj - sin b̂ tTg f 
U3U2 r co® - A) s -oos A t 

takže vznikne vzorec 
cos a - cos b. cos c + sin b. sin c. cos A , 

což je t.zv» prvá oosinová věta. Substitucí /6/ dostaheme 
druhbu coslnovou větu » 

cos A r - cos B. cos O • sin B.sin C.oos a* 

-ooOoo-

V J 
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