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§7. SPOJITA ZOBRAZENT

7.1. SPOJITOST

Definice 7.1.1. BudiZ f zobrazeni prostoru P do prostoru P,.
Pravime, Ze bod a € P je bodem spojitosti zobrazeni f, jestlize

a e M = f(a) e fL(M)
pro kazdou bodovou mnoZinu M c P.

7.1.1. BudiZ f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. BudiZ
aeP.Abyabylbodemspojitostizobrazenif, ktomuje nutné
a stadi, aby pro kazdé okoli V" bodu f(a) v prostoru P, byla
mnozina f~(V) okolim bodu a v prostoru P.

Dikaz. I. Budiz a bodem spojitosti. BudiZ V okoli bodu f(a) € P,.
Jestlize U = f~1(V) neni okolim bodu a ¢ P, je a ¢ P — U. Podle defi-
nice bodu spojitosti je

f@)e P —U)=P)—VcP -V

a to je spor.

II. Neni-li @ bodem spojitosti, pak existuje takovd M c P, %e a ¢ M,
f(a) e P, — fA(M). Mnozina V = P, — fY(M) je tedy okolim bodu
fa) e P, a pro U = f~1(V) mdme U c P — M. Kdyby U byla okolim
bodu a € P, byla by podle 4.2.4 také P — M okolim bodu a € P a to je
spor.

7.1.2. BudiZ f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. Je-lia
isolovany bod prostoru P, je a bodem spojitosti zobrazeni f.

7.4.3. Budiz f funkce v oboru P, kde P je prostor. BudiZ
aeP. Aby a byl bodem spojitosti funkece f, k tomu je nutné
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astadi, abykekazdému ¢islue > Oexistovalotakovéokoli U
bodu a, e x e U = [f(z) — f(a)] < e.

71.4. Budiz f zobrazeni L-prostoru P do prostoru P,.
Necht pro bodové posloupnosti {a,} obsaZené v prostoru P
plati
(1) lim a, = a = lim f(e,) = f(a) .

Pak je a bod spojitosti zobrazeni f. Je-li M c P, ae M, pak
v L-prostoru P existuje takovd bodova posloupnost {a,}, Ze a, e M
pro viecka n, lim @, = a. Potom je v8ak f(a,) ¢ f(M) pro vSecka n,
lim f(a,) = f(a), takZe f(a)  f{(M) podle 6.3.7.

7.1.5. Budiz f zobrazeni prostoru P do prostoru P,, ktery
je H-prostorem nebo L-prostorem. BudiZ ae¢P bod spoji-
tostizobrazenif. Pakprobodovéposloupnosti{a,} obsazené
v prostoru P plati (1). BudiZ V okoli bodu f(a) ¢ P,. Podle 7.1.1 je
U = f~1(V) okoli bodu a € P. Je-li lim a, = a, existuje takovy index £k,
Zen>k=a,eU a tedy n > k= f(a,) e V. TudiZ lim f(e,) = a)
podle 6.3.5 nebo podle 6.3.10.

7.4.6. Budiz fzobrazeni L-prostoru P do prostoru P,, ktery
je H-prostorem nebo L-prostorem. Budiz aeP. Aby a byl
bodem spojitosti zobrazeni f, k tomu je nutné a staéi, aby
pro bodové posloupnosti {a,} obsa%ené v P platilo (1).

Definice 7.1.2. Zobrazeni f prostoru P do prostoru P, se nazyva
spojité, jestlize kaZdy z ¢ P je bodem spojitosti zobrazeni f, neboli
jestlize pro mnoziny M c P plati

M) c f(M) .

Budiz f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. BudiZ ¢, vnofen-do P,
a budiz fY(P) c @, c P,. Potom v definicich 7.1.1 a 7.1.2 nezaileZi na
tom, zda na f nazirdme jako na zobrazeni P do P, ¢i do @,. Proto pfi
vysettovani otdzek spojitosti je zpravidla dovoleno omezit se na pfipad
zobrazeni f prostoru P na prostor P,.

74.7. Budi% f prosté zobrazeni prostoru P na prostor P,.
Aby f bylo homeomorfni, k tomu je nutné a stadi, aby obé
zobrazeni f, f_; byla spojita.
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7.1.8. BudiZ fzobrazeniprostoru P doprostoru P,. Budi% Q
vnofen do P. Je-li ae @ bodem spojitosti zobrazeni f, je a
také bodem spojitosti jeho ztZeni f|Q. Je-li f spojité, je
také f| @ spojité.

7.1.9. Budiz f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. Budiz g
zobrazeni prostoru P, do prostoru P,  BudiZ % zobrazeni
slozené z f a g. Je-li ae¢ P bod spojitosti zobrazeni f a je-li
souc¢asné f(a) bod spojitosti zobrazeni g, je a bod spojitosti
zobrazeni h. -

7.1.10. Zobrazeni sloZené ze dvou spojitych zobrazeni je
spojité.
7.4.11. Budte w a v dvd topologie v P. Aby byla u jemné&jsf

neZ v, ktomujenutnéastadi abyidentické zobrazeni P na P
bylo spojité jakoZito zobrazeni (P, ) na (P, v).

7.1.12. Budiz fspojité zobrazeni prostoru P do prostoru P,.
Budiz V okoli mnoziny M, c P,. Pak je (V) okoli mnoZiny
jYM)c P. Viz 4.2.8 a 7.1.1.

7.1.13. BudiZ fspojité zobrazeniprostoru P do prostoru P,.
Budiz Ac P,, Bc P,. Jsou-li 4, B oddélené v prostoru P,
jsou f~}(A4), fY(B)odd&lené v prostoru P.Jsou-li A, B H-oddé-
lenevprostoru Py, jsou f1(4), {~Y(B) H-oddélené v prostoru P.
Je-li G okoli A c P, a je-li H okoli B c P, je (@) okoli f~*(4) c P
a f~1(H) je okoli f}(B)c P. Je-li GnB=HnAd : 9, je fH{Gn
NfYB)=fYH)nfY A)=9. Je-lli GnH =9, jefHGF)n fYH) =

7.1.14. BudiZ fspojité zobrazeniprostoru P do prostoru P,.
Je-li G, oteviend mnoZina prostoru P,, je f~1(,) oteviensa
mno%ina prostoru P. Viz 4.4.12 a 7.1.12.

7.1.15. Budiz f zobrazeni prostoru P do F-prostoru P,. Pro
ka%dou otevienou G, c P; necht také f-1(G,) c P je oteviené.
Pak f je spojité. Je-liae P a je-li ¥V okoli f{a) e Pl, pak podle 4.2.3
a 4.5.6 existuje takovi oteviena G, c P,, Ze f(a) e G, c V. Mnozina
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[7U(@,) je oteviena v P a obsahuje bod a. Tedy f~X(G,) je okoli a ¢ P
podle 4.4.13 a tudiz f-1(V) je okoli a e P podle 4.2.4, takZe f je spojita
podle 7.1.1.

7.1.16. BudiZ fspojité zobrazeniprostoru (P, v) doprostoru
P,. Je-li u topologie v P jemné&j&i neZ v, je f spojité i jako
zobrazeni (P, u) do P,.

7.1.17. Budiz f spojité zobrazeni prostoru (P, ») do F-pro-
storu P,. BudiZ v F-modifikace topologie w. Pak f je spojité
ijako zobrazeni (P, v) do P,. Viz 7.1.14a 7.1.15.

7.1.18. BudiZ fspojité zobrazeniprostoru P doprostoru P;.
Je-li F; uzaviend mnozina prostoru P,, je f(F,) uzaviena
mnozinaprostoru P. Mnozina P, — F, je oteviena v P,, takZe podle
71.14 je P — j~\(F,) = f-}(P — F,) oteviens v P.

7.1.19. BudiZ f zobrazeni prostoru P do F-prostoru P,. Pro
kazidou uzavienou F, c P, necht také f-1(F,) c P je uzaviend.
Pak f je spojité. Plyne ze 7.1.15, nebot f-Y(P, — F,) = P — f1(F,)).

7.1.20. BudiZ fspojité zobrazeniprostoru P doprostoru P,.
Prokazdyze P, je f~'(x) uzaviens v prostoru P. Viz 7.1.18.

Definice 7.1.3. BudiZ f zobrazeni prostoru P na prostor P,. Pra-
vime, Ze f je presné spojité, jestlize

M,cP,, M={NM)=>M,=MU).

7.1.21. Pfesné spojité zobrazeni je spojité. Je-li M,c P,
M, = f(M,), M = [~(M,), pak je Myc M a tedy f(M,) c f(H) =
=M, = f,(M,).

7.1.22. Prosté zobrazeni prostoru P na prostor P, je ho-
meomorfni pravé tehdy, jestliZze je pfesné spojité.

7.1.23. BudiZ f zobrazeni prostoru P na mnozZinu P,. Aby
v P, existovala takova topologie v, Ze jakoZto zobrazeni P
na (P, v) je f spojité, k tomu je nutné a staéi, aby pro kazdy
y ¢ P, mno%ina f~1(y) byla uzaviens v P. Je-li tato podminka
spln¥na, pak existuje v P, prdvé jedna takova topologie ,
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te jakoZto zobrazeni P na (P, u) je f pfesnd spojité; je-1i w .
jakékoli topologie v P,, je f pravé tehdy spojité jakozto
zobrazeni P na (P,, w), je-li w hrub8i neZ u.

Dikaz. I. Podminka je nutna podle 7.1.20. Necht je tedy splnéna.

II. Pro kazdou M, c P, poloime uM, = fi(M), kde M = f-1(M,).
Snadno se zjisti, Ze u je topologie v P, tj. Ze jsou splnény axiomy (I)
a (IT). Mimo to je patrné, Ze je-li v topologie v P,, je f pfesn& spo-
jité jakoZto zobrazeni P na (P,, v) pravé tehdy, jestlie v = u.

III. Je-li f spojité jakoZto zobrazeni f na (P,, w) a je-i M, c P,,
M = {~Y(M,), je w(M,) = f(HM) c wf{(M) = wM, a tudiz w je hrubsi
nez u.

IV. Je-li w hrubsi nez w a je-i M, c P, M, = f\(M,), M = [~\(M,),
jest M,c M, tedy fi(M,) c f(M)=uM, cwM, =wf(M,). Tudiz
je f spojité jakoZto zobrazeni P na (P, w).

7.1.24. Ka%dé spojité zobrazeni se dd sloZit z p¥esn& spo-
jitého a z prostého spojitého zobrazeni. BudiZ f spojité zobra-
zeni prostoru P na prostor (P,, w). Podle 7.1.23 existuje v P, topo-
logie u, ktera je jemnéjsi nezZw a ma tu vlastnost, Ze g je pfesné spo-
jité, znamend-l g totéZ zobrazeni jako f, ale pokladané za zobrazeni
Pna (P, u). Je-li k identické zobrazeni P, na P,, poklddané za zo-
brazeni (P,, #) na (P,, w), pak zobrazeni f je sloZeno z ptesné spojité-
ho zobrazeni g a z prostého zobrazeni . P¥itom % je spojité podle 7.1.11.

Ptiklad 7.1.1. Prostor P se sklddd z mnoziny N vSech celych klad-
nych é&isel, z mnoZiny N X N a z jednoho dalsiho prvku . Budeme v P
definovat tfi topologie %, v, w. Je-li M c P, pak w e uM znameni, %e
budto we M nebo M obsahuje nekoneéné mnoho sudych n e N;
o € vM znamend, %Ze budto w ¢ M nebo M obsahuje nekoneéné mnoho
n e N; je-li n e N'sudé, pak n € uM znamend, ze n € M; je-li n e N liché,
pak n e uM znamend, Ze budto n ¢ M nebo M obsahuje nekoneéné
mnoho takovych (a, b) e N X N, %e 2b — 1 = n; je-lin € N, pakn e v
znamend, Ze budto n ¢ M nebo M obsahuje nekoneéné mnoho takovych
(@,b) e N X N, e b =n; je-li ce N X N, pak ¢ e uM znamendce M
a rovnéz ¢ e vM znamend c € M. Posléze w je F-modifikace topologie v.
Polozme f(c) =c pro ce N X N, f(2n — 1) = f(2n) = n pro neN,
H{w) = w. Snadno se dokaze:
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(1) Pokladame-li f za zobrazeni prostoru (P, %) na prostor (P, v),
pak f je presné spojité zobrazeni; (P, u) je F-prostor, ale (P, v) neni
F-prostor.

(2) Pokladdme-li f za zobrazeni prostoru (P, ) na prostor (P, w),
pak (P, u), (P,w) jsou F-prostory a f jespojité; neexistuje viak Zidny
takovy F-prostor @, aby bylo moZno sloZit f z pfesné spojitého zobra-
zeni (P, u) na @ a z prostého zobrazeni @ na (P, w).

7.1.25. BudiZ f pfesné spojité zobrazeni prostoru P na
prostor P,. Aby mnoziny 4 c P,, Bc P, byly oddélené v pro-
storu Pj, k tomu je nutné a stadi, aby f-4(4), f(B) byly oddé-
lené v prostoru P. Viz 5.1.2 a definici 7.1.3. -

Definice 7.1.4. Zobrazeni f prostoru P na prostor P, nazveme
uzaviené, jestlize pro kazdou uzavienou M c P také f{(M) c f/(P) je-
uzaviena.

Definice 7.1.5. Zobrazeni f prostoru P na prostor P, nazveme polo-
uzavfené, jestlize pro kazdou M, c P, pro kterou f-1(M,) je uzaviens
v P, je M, uzavieni v P,.

7.1.26. Ka7dé uzaviené zobrazeni je polouzaviens.

7.1.27. BudiZ fzobrazenimnoZfiny Pna mno%inu P,. Budiz »
topologie v P a budiZ v jeji F-modifikace. Budi% «, topologie
v P, abudiZ v, jeji F-modifikace. Aby f bylo uzaviené (polo-
uzaviené) jakozito zobrazeni (P, ) na (P, %,), k tomu jenutné
a stadi, aby totéz platilo, pokldddme-li f za zobrazeni (P, v)
na (Py, v,).

7.1.28. Kazdé pfesné spojité zobrazeni je polouzaviené.

Jestlize v prikladé 7.1.1 pokladdme f za zobrazeni F-prostoru (P, u)
na F-prostor (P, w), pak f je spojité polouzaviené zobrazeni, ale f neni
piesné spojité.

7.1.29. Budi? f uzaviené spojité zobrazeni F-prostoru P
na prostor P,. Pak P, je F-prostor a f je pfesné spojité. Budiz
M, c P,, M = {-\(M,). Protoze P je F-prostor, je M uzaviens v pro-
storu P; protoze f je uzaviené, je f}(M) uzaviensd v prostoru Py, tj.

147

10*



(M) = f{(M), a tedy fI(M) c fl(_ Protoze fje spojité, je také obra-
cené fl(M) > fYM); tudiz f{(M) = (M), tj. M, = f{(3) a to znamens,
Ze f je presné spojité. Mlmo to jsme vidéli, Ze m = f\(M) =
tedy M, = M,, tj. P, je F-prostor.

Jestlize (P, ») neni F-prostor a jestliZe v je F-modifikace topologie u,
pak identické zobrazeni P na P, poklidané za zobrazeni prostoru
(P, ) na prostor (P,v), je spojité uzaviené zobrazeni, které neni
piesné spojité.

7.1.30. Budi? f zobrazeni F-prostoru P na mnoZinu P,. Aby
v P, existovala takova F-topologie v, Ze f jakoZto zobrazeni
P na (P,, v) jespojité, k tomu je nutnéastadi, aby pro kazdy
y ¢ P, mnoZina f(y) c P byla uzav¥ena. Je-li tato podminka
splnéna, pak v P, existuje prdvé jedna takova F-topologie u,
%e f jakozto zobrazeni P na (P, ) je spojité a polouzaviené;
jestlize pak w je F-topologie v Py, je f jakoZto zobrazeni P
na (P}, w)

[1] pravé tehdy spojité, je-li topologie w hrubsi nez u;

[2] pravé tehdy polouzaviené, je-li topologie w jemnéjsi

nez u.
Diikaz. I. Podminka je nutna podle 7.1.20. Necht tedy je splnéna.

II. Podle 7.1.23 existuje v P, zcela uréitd takova topologie u,, Ze f
jakoito zobrazeni P na (P,, #,) je pfesné spojité. BudiZ » F-modifikace
topologie u,. Je-li w F-topologie v P,, je f pravé tehdy spojité jakozto
zobrazeni P na (P), w), je-li w hrubsi nez u; to plyne ze 7.1.23, protoze
F-topologie w je (viz 4.5.15) pravé tehdy hrubsi nez u,, je-li hrubsinez .
Zejména f je spojité jakoZto zobrazeni P na (P, u). '

ITT. Podle 7.1.27 a 7.1.28 je f polouzaviené jakoZto zobrazeni P na
(Py, u). Z toho plyne (viz 4.5.13), Ze f je polouzaviené jakoZto zobrazeni
P na (P,, w), jestlize F-topologie w je jemnéjsi nez . Obracené budiz w
takova topologie v P,, ze f je polouzaviené jakoZto zobrazeni P na
(P, w). Je-li M, c P, uzaviend pii topologii u, je M, uzaviend i pfi
topologii %,. ProtoZe f je spojité vzhledem k wu,, je M = f-(M,) uza-
viena v P podle 7.1.18. ProtoZe f je polouzaviené vzhledem k w, je M,
uzaviend pii topologii w. TudiZ w je jemné&jsi nez u podle 4.5.14.
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7.1.31. Kazdéspojitézobrazenif F-prostoru Pna F-prostor
P; se dé4 sloZit z polouzavieného spojitého zobrazeni pro-
storu P na ‘F-prostor P, a z prostého spojitého zobrazeni
prostoru Py na prostor P,. Oznaéme w danou [-topologii prostoru
P,. Podle 7.1.30 existuje v P, F-topologie u jemn&ji nez w, kterd ma
tu vlastnost, Ze g je polouzaviené a spojité, znamena-li g totéZ zobra-
zeni jako f, ale poklidané za zobrazeni P na (P, «). Je-li » identické
zobrazeni P, na P,, pokladané za zobrazeni (P,, ) na (P, w), pak
zobrazeni f je sloZeno ze zobrazeni g, & a prosté zobrazeni % je spojité
podle 7.1.11.

7.1.32. Budiz P prostor; budiz aeP; budtez f, g funkece
v oboru P; necht @ je bodem spojitosti i pro fi pro g. Pro
z e P budiz

fo(x) = max [{(z), g(x)] ;
fo(®) = min [f(z), g(x)] ;

fu@) = @) + g(o)
foe) = @) — g(@);
fu@) = f(@) . g(@)
@
O = T3

Pak a je bodem spojitosti kazdé z funkei f,, fs, ..., fz. Je-li
g(e) = 0 aje-li fy takova funkce v oboru P, Ze

f(z)
zeP, g(x) + 0= fo(x) = 9@)’
jeabodemspojitostifunkee fg. Je-li [f(a)| < 1 a je-lif, takovi
funkce v oboru P, Ze
' f(x)

‘ zelP, V(x)l<1=>f°(x)=1———|f(a§|’
jeabodem spojitostifunkce f,. Sprdvnost viech tvrzeni plyne ze
7.1.3.

7.1.33. Budiz P prostor; budiZ {f,} posloupnost funkei
v oboru P; pro kazdy z e P budiz lim f,(x) = f(z), takZe také f

n—>o

149



je funkce v oboru P; necht a¢ P je bodem spojitosti viech
funkei f,. Aby a byl bodem spojitosti funkce f, k tomu je
nutné a staéi, aby ke kazdému &islu ¢ > 0 existoval takovy
index m(e) a takové okoli U(e) bodu a, Ze

z e Ule) = |fme(@) — flz)] <e.

Dikaz. I. Je-li podminka splnéna a je-li ¢ > 0, budiz m = m(} . ¢),
U, = U@} .¢). Podle 7.1.3 existuje takové okoli U, bodu a, e z ¢ U, =
= |fn(x) — fu(@)] < % .e Podle 4.2.5 je V =U, nU, okoli bodu a
a jest

"I' Ifm(a) - f(a’)l <e

(viz 4.2.3). TudiZ a je bod spojitosti pro f podle 7.1.3.

II. Necht a je bod spojitosti pro f a necht ¢ > 0. Existuje takovy
index m(e), Ze |fme(a) — f(a)] < % .e. Podle 4.2.5 a 7.1.3 existuje
takové okoli U(e) bodu a, Ze

zeU(e)= [f(@) — f@)] <}-2, limo@ — fno@)] <3 .c.
Pak je
zeU(e) > f‘m(s)(x) - f(x)l =
S frm@ (@) = fr@(@)] + |[fm@e(a) — f@)] + /(@) — f@)] <e.

7.Z. INVERSNI SPOJITOST A OBOUSTRANNA SPOJITOST

Definice 7.2.1. BudiZ f zobrazeni prostoru P na prostor P;; budiz
b e P,. Pravime, Ze b je bod inversni spojitosti zobrazeni f, je-li pro
kaZ?dou bodovou mnozinu M c P:

befi(My=f0)nM + 0.

7.2.1. BudiZ f zobrazeni prostoru P na prostor P;; budiz
beP,. Abybbylbodinversnispojitostiprof, ktomujenutné.
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a stadi, aby pro kazdé okoli U mnoziny f-2(b) c P byla mno-
Zina

V=2&, [yeP, [y)cU]
okolim bodu be P,.

Dtikaz. I. Budiz b bod inversni spojitosti pro f. Je-li U okoli mno-
%iny f1()c P, budit M = P — U. Pak je f-1(b) c P — M neboli
f~4b) n M = 9. Z toho plyne podle definice 7.2.1, Ze b ¢ P, — f* (M)
neboli, ze V = P, — f\(M) je okoli bodu b e P,. Pro y ¢ P, je viak
zifejmé: y e V<f1(y)c U.

II. Jestlize b neni bod inversni spojitosti pro f, pak existuje takova
McP, ze befi(H), {(b) n M = 9. Mnozina U =P — M je pak
okolim mnoZiny f-*(b) c P a mnoZina V =&, [fNy)c U] =P, —
"— f{M) neni okolim bodu b ¢ P,.

7.2.2. Budiz f zobrazeni prostoru P na prostor P;. Budiz
beP, bod inversni spojitosti pro f. Je-1i U okoli mnoZiny
f~4b) c P, je fA(U) okoli bodu b ¢ P,. To plyne ze 7.2.1 na zakladé
4.2.4, nebot

yelPr, [y cU=yef(U).

Ptiklad 7.2.1. Uvazujme prostory P, P; vnofené do E,; P se sklidi

z Cisel
01,23 ..,%% ...,
P,z ¢isel 0, 1, §, %, ... BudiZ f zobrazeni P na P, definované takto:
r=l=>fxz)=2; z>1=flz)=z".

Snadno se dokaze:

(1) Zobrazeni f je pfesné spojité.

(2) 0 ¢ P, neni bod inversni spojitosti zobrazeni f.

(3) Pro kazdé okoli U bodu 0 neboli mnoZiny f-1(0) v prostoru P je

fA(U) okoli bodu 0 v prostoru P;.

7.2.3. Budiz f zobrazeni prostoru P na prostor P,. Budiz
be P, bod inversni spojitosti zobrazeni f. Budiz {a,} takova
bodova posloupnost v prostoru P, Ze lim f(a,) = b. Pak ke
ka?dému okoli U mnoziny f~1(b) c P existuje takovy index £k,
%e a,eU pro viecka n > k. Neexistuje-li takovy index %k, pak
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existuje takova posloupnost {a;} vybrand z {a,}, Ze a, e M pro
viecka n, kde M = P — U. ProtoZe U je okoli mnozZiny f-(b), je
1) n M = @. Z toho plyne podle definice 7.2.1, %e b e P, — fA(M),
tj. ze P, — fY(M) je okoli bodu b € P;. Podle 6.3.3 je viak lim f(a;,) = b,

n—w

takze existuje takovy index k, Ze n > k= f(a,,) ¢ P, — f{(M). To je
spor, nebot a;, ¢ M pro viecka n.

7.2.4. Budiz f zobrazeni prostoru P na L-prostor P;; budiz
beP,.Prokazdéokoli U mnoziny f*(b) c Pnecht ke kazdé v P
obsaZené posloupnosti {a,}, pro kterou lim f(a,) = b, existuje
takovy index k, %e a, e U pro viecka n > k. Pak je b bod in-
versnispojitostizobrazenif. Neni-li b bod inversni spojitosti pro f,
pak existuje takovd M c P, Ze be fA(M), f~2(b) n M = 9. Mnozina
U=P — M je pak okolim mnoziny f-1(b) c P. Protoze b e fi(M),
existuje v L-prostoru P, takova bodova posloupnost {b,}, Ze b, € f*(M)
pro viecka n, lim b, = b. V prostoru P existuje takova bodova po-
sloupnost {a,}, Ze pro viecka n je f(a,) = b,, a, ¢ M. Nyni musi exis-
tovat takovy index %, Ze » > k = a, ¢ U; to je spor.

Definice 7.2.2. Zobrazeni f prostoru P na prostor P, nazveme
tnversné spojité, jestlize kaizdy y ¢ P, je bod inversni spojitosti pro f.

7.2.5. BudiZ f zobrazeni prostoru P na prostor P,. Aby f
bylo inversné spojité, k tomu je nutné a staéi, aby pro
viecky bodové mnoZiny M c P platilo:

(M) > (M) .

Dikaz. I. Je-li podminka splnéna a je-li b e P,, M c P, b e fi{(M),
jest b e fY(D), tj. existuje takovy bod ae M, Ze f(a) = b. Pak je
acf1(b)n M + 0 a tudiz je b bod inversni spojitosti zobrazens f.

II. Neni-li podminka splnéna, pak existuje takovy bod b ¢ P, a ta-
kovs mnoZina M c P, %e b e fi(M) — f(M). Protoze b e P; — f\(M),
je /72(0)n M = 9. AvSak b e f(M), takie b neni bod inversni spoji-
tosti pro f.

7.2.6. Budiz f prosté zobrazeni prostoru P na prostor P,.
Aby fbyloinversné spojité, k tomu je nutné a staéi, aby in-
versni zobrazeni f_;, bylo spojité.
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7.2.7. Budiz f inversn& spojité zobrazeni prostoru P na
prostor P;. Budiz Ac P,, Bc P,. Jsou-li mnoZiny f-1(4),
fi(B)oddélenévprostoru P, jsoud, Boddélené vprostoru P,.
Jsou-li f(4), f(B) H-oddé&lené v prostoru P, jsou A4, B
H-oddélené v prostoru P,. Je-li U, okoli f-}(4) c P a je-li U, okoli
f~YB)c P, plyne ze 4.2.8 a 7.24, 2e V, = &, [f~(y) c U,] je okoli
AcPiaieV,=¢&,[fy)cU,]jeokoli BcP,.JeliU,nf14)=
=9=U,nfYUB), jest VnA=9=V,nB. Jeli UnU,=19,
jest VinV, =gl

7.2.8. BudiZ f zobrazeni prostoru P na prostor P,. Budiz @,
vnoten do P, takie @ = f~1(@,) je vnoten do P a ztZeni f|Q
jezobrazeniprostoru@naprostor§,.Je-libe@; bodinversni
spojitosti pro f, je b bod inversni spojitosti také pro f|@.
Je-li zobrazeni f inversnd spojité, je také f|@Q inversné
spojité. '

Pi#iklad 7.2.2. UvaZujme prostory P, P, vnofené do E,; P se skladd
z Gisel 0,1, %, %, ...; P, = P — (1). Definujme zobrazeni f prostoru P
na prostor P, takto:

fy=0, z+1=flzy==2.
Snadno se dokéze:
(1) Zobrazeni f je spojité a také je inversné spojité.
(2) Zizeni f | P — (0) neni inversnd spojité, protoze 0 ¢ fi(P — (0))
neni bod inversni spojitosti pro f | P — (0).

7.2.9. Inversné spojité zobrazeni je uzaviené. Budiz f
inversné spojité zobrazeni prostoru P na prostor P,. MnozZina M c P
budi# uzaviend. Pak je M = M a tedy fY(M)> fi(M) podle 7.2.5,
takZe mnoZina f1(M) c P, je uzaviena.

V ptikladé 7.2.2 je f spojité a inversné spojité zobrazeni P na P,;
mno%ina G = (1) je oteviend v prostoru P, ale f}(G) = (0) neni ote-
viend v prostoru P,. -

7.2.10. Uzaviené zobrazeni f F-prostoru P na prostor P,
jeinversné spojité. Budiz M c P. Protoze P_ie F-prostor, je M c P
uzaviens mnozina. Je-li f uzaviené, je také f{(M) c P, uzaviena. Pro-
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toze fA(3) o fYM), je f{II) > Fi(H) podle 4.4.7 a zobrazeni f je in-
versné spojité podle 7.2.5.

JestliZe prostor (P, u) neni F-prostor, budiZ » F-modifikace topologie
u. Identické zobrazeni P na P jakoZto zobrazeni prostoru (P, u) na
prostor (P, v) je uzaviené, ale neni inversné spojité.

7.2.11. BudiZ f inversné spojité zobrazeni prostoru P na
prostor (P, v). BudiZ » topologie v P, jemné&j8ine% v. Pak je f
inversneé spojité téz jako zobrazeni P na (P,, u). Viz 7.2.5.

7.2.12. Budiz f inversn& spojité zobrazeni F-prostoru P
na prostor (P, v). Je-li u F-modifikace topologie v, je f in-
versnéspojité téZ jako zobrazeni P na (P, u). Viz 7.2.9 a 7.2.10.

7.2.13. BudiZ f zobrazeni prostoru P na mnoZinu P,. Exis-
tuje takova topologie v mnoZiné P,, Ze je-li w libovolna
topologie v P, pak fje pravé tehdy inversné spojité jakoZto
zobrazeni P na (P,, w), jestlize w je jemné&jsi neZ u. Zejména
jefinversnéspojité jakoztozobrazeni Pna (P,, u). Topologie
% je jednoznadné uréena. Je-li P F-prostor, je také (Py, u)
F-prostor.

Dukaz. I. Pro M c P poloime o(M) = &, [y € Py, {(y) c M]. Pro
y ¢ P, budiz B(y) soustava viech mnozZin ¢(X), kde X probiha viecka
okoli mnoZiny f-(y) c P. Snadno se zjisti, Ze soustavy B(y) (y ¢ P,)
spliiuji axiomy (IU) az (IVU) (viz 4.3.1), takZe podle 4.3.3 tyto sou-
“stavy B(y) definuji topologii » v mnoZiné P,. Snadno se také zjisti,
Ze pro y € P, je B(y) soustava viech u-okoli bodu y € P,. '

II. Ze 7.2.1 plyne pFedns, Ze f je inversnd spojité jakozto zobrazeni
P na (P,, u), a za druhé, Ze f je pravé tehdy inversné spojité jakozto
zobrazeni P na (P,, w), jestlize kazdé u-okoli libovolného bodu y « P, je
také jeho w-okolim neboli jestlize topologie w je jemndjsi ne# w. Ze
topologie « je jednoznaéné uréena, je zfejmsé.

II1. Je-li P F-prostor a je-li » F-modifikace topologie u, pak f je
podle 7.2.12 inversné spojité jakoZto zobrazeni P na (P,, v), takZe
podle IT v musi byt jemnéjsi nez u. Protoze v je hrubsi nez u, je v = u,
tj. » je F-topologie.
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Definice 7.2.3. Budiz f zobrazeni prostoru P na prostor P,. Pra-
vime, Ze f je oboustranné spojité, jestlize f je spojité a soudasné téz in-
versné spojité.

7.2.14. Budiz f zobrazeni prostoru P na prostor P,. Aby f
bylo oboustranné spojité, k tomu je nutné a staéi, aby pro
v8ecky mnoiiny M c P bylo: )

(1) = fi(M) .

Viz 7.2.5 a definici 7.1.2.
7.2.15. Oboustranné spojité zobrazeni je pfesné spojité.

7.2.16. Budiz f zobrazeni prostoru P na mnoZinu P,. Exis-
tuje nejvys jedna takovd topologie v v mnoziné P,, 7e f je
oboustranné spojité jakoZto zobrazeni P na (P,, »). Viz 7.1.23
a 7.2.15.

7.2.17. Budi% f zobrazeni F-prostoru P na prostor P,. Aby f
bylooboustranné spojité, k tomu je nutné a staéi, aby f byle
soucasné spojité i uzaviené.

Dukaz. I. Je-li f oboustranng spojité, je f spojité a:podle 7.2.9 také
uzaviené. (Predpoklad, Ze P je F-prostor, v této &isti nepotfebujeme.)
II. Je-li f spojité a uzaviensé, je f oboustranné spojité podle 7.2.10.

7.2.18. BudiZ foboustrannéspojité zobrazeni F-prostoru P
naprostor P,. Pak také P, je F-prostor. Viz 7.1.29 a 7.2.17.

7.2.19. BudizZ f oboustranné spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P,. Budiz Ac P, Bc P,. Aby 4, B bylyoddélené
v prostoru P, k tomu je nutné a staédi, aby f~1(4), fY(B) byly
oddélené v prostoru P. Aby 4, Bbyly H-oddélené v prostoru
P,k tomu je nutné a staéi, aby f~1(4), fY(B) byly H-oddélené
v prostoru P. Viz 7.1.13 a 7.2.7.

7.2.20. BudiZ? f oboustranné spojité zobrazeni normédlniho
prostoru Pnaprostor P,. Pak také P, je normalni. Podle 7.2.18
je P, F-prostor. Jsou-li A c P,, B c P, disjunktni a uzavfené, jsou
fY(4) c P, {Y(B) c P disjunktni a podle 7.1.18 uzaviené. Protoze P
je normélni, jsou f-1(4), /~X(B) H-oddglené, takie podle 7.2.19 také
A, B jsou H-oddélené.
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7.2.21. BudiZz f oboustranné spojité zobrazeni dédidéng
normélniho prostoru P na prostor P,. Pak také P, je dédiéné
norméalni. Podle 7.2.18 je P, F-prostor. Jsou-li 4 c P;, B c P, odds-
lené, jsou podle 7.2.19 f-1(4) c P, f-1(B) c P oddélené a tudiz podle
. 5.4.9 H-oddélené, takZe A, B jsou H-oddélené podle 7.2.19 a P, je
dédiéné normalni podle 5.4.9.

Definice 7.2.4. Budiz R rozklad (viz ¢lanek 1.3) prostoru P. Pra-
vime, ze R je uzavreny, jestlize kazdy péds je uzaviend mnoZina. Pra-
vime, ze R je shora spojity, jestlize ke kazdému okoli U kteréhokoli
pasu R c P existuje takové okoli W pasu R, Ze pro kaidy pis X plati
budto X n W = @ nebo X c U.

7.2.22. Budi# R rozklad prostoru P. Aby existovalo obou-
stranné spojité zobrazeni f prostoru Pnanéjaky prostor P,,
pti kterém by se R sklddal ze vSech mnoZin f(y) (y e P)),
k tomu je nutné a staéi, aby rozklad ® byl uzavieny a shora
spojity.

Dikaz. I. Budiz f takové oboustranné spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P,, Ze y € P, = f1(y) e R. Pak je R uzavieny podle 7.1.20.
Budiz R ¢ R a budiz U okoli mnoziny R. Existuje takovy bod b ¢ P,,
%e R = f-1(b). Podle 7.2.1 mnoZina V = &, [f~(y) c U] je okolim bodu
b e P,. Podle 7.1.12 je W = (V) okoli mnoZiny R c P. Je-li X ¢ R,
XnW +0,jezrejmé X c U. Tudiz rozklad R je shora spojity.

II. BudiZz X uzavieny a shora spojity rozklad prostoru P. Existuje
takové zobrazeni f prostoru P na soustavu R, Ze pro kazdy x e P je
f(x) pas rozkladu R obsahujici bod z. Pro R e R je f~}(R) = R, takze
z uzavienosti rozkladu R podle 7.1.23 plyne, Ze do R mizeme zavést
topologii tak, aby vzhledem k ni zobrazeni f bylo pfesné spojité. Podle
7.1.21 je f spojité; zbyva dokézat, Ze f je také inversné spojité. Budiz
M,c P; podle 7.2.14 mame doké,za,t, te f{(M,) = f1(M,). Budiz M, =

= f{(M = f~1(M,). Pak je /(M) = M, az definice 7.1.3 plyne, Ze
() = fl ), takZe j je tieba pouze dokazat, ze fi(M,) = fl(—ﬂ Jest
Myc M= fl(M o) C fH(I). Jestlize tedy predpokladame re f{M,) +

+ fY(M), pak existuje pas R e f{(M) — f*(M,); snadno si uvédomime,

Ze to znamend RnM#Q—RnM Protoze RnM,=9, je
U = P — M, okoli mnozZiny R v prostoru P. ProtoZe rozklad R je shora
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spojity, existuje takové okoli W mnoziny R c P, 7e pro X ¢ R je budto
Xn W =¢nebo X c U. Protoe Rn M =+ §, existujebod a ¢ Rn M.
Podle 4.2.8 je W okoli bodu a, takZe podle 4.2.9 existuje bod z¢ W n
n M. Propisf(z) obsahujiciz mime f(z)n W = 0, a tudiz f(z) c U.
Aviak z € M, takie f(zx) e f(M) = M, = f\(M,). Tedy existuje takovy
Zoe My, %e xye f(x) c U =P — M, a to je spor.

7.3. SPOJITE FUNKCE V NORMALNICH PROSTORECH

Definice 7.3.1. BudiZ M c E,, M + §. Supremum mnoZiny M,
znatka sup M, je nejmensi takové dislo «, %e z ¢ M = z < x; neexis-
tuje-li takové « € E;, polozime &« = co. Infimum mnoziny M, znatka
inf M, je rovné — B, je-li f supremum mnoZiny &, [— = € M].

Definice 7.3.2. Budiz P prostor; budiZ f funkce v oboru @ c P.
Oscilace funkee f v bodé a e P je infimum mnoZiny vSech takovych
¢isel ¢ > 0, k nim?% existuje takové okoli U bodu a, Ze

ze@nU, ye@nU= |[f(x) — )| <e;

neexistuje-li takové ¢ € E;, budiz oo oscilace funkce f v bodé a.

7.3.1. BudiZ P prostor; budiZ f funkce v oboru @ ¢ P. Ne-
ni-lia e Phromadnym bodem mnoZiny @ (zejména tedy, jestliZe
aeP — Q), pak oscilace funkce f v bod& a je rovna nule. Viz
4.2.10.

7.3.2. Budiz P prostor; budiz f funkee v oboru P; budiz
Qc P.ProkaidyaeP je oscilace f vbodé arovna nebo vétsi
nez oscilace ziZeni f | @ v bodé a.

. 7.3.3. Budiz P prostor; budiZ f funkce v oboru @ c P. Aby
bod ae® byl bodem spojitosti funkece f, k tomu je nutné
a stadi, aby oscilace funkce f v bodé a byla rovna 0. Viz 7.1.3.

7.3.4. Budiz P F-prostor; budiz f funkece v oboru @c P;
budiz ce¢E,, ¢ > 0. Mnozina @ v8ech téch x ¢ P, v nichZ osci-
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lace funkece f je menSineZc, je oteviend. Je-li a ¢ G, pak existuje
takové &islo ¢, Ze 0 << ¢ < ¢, a takové okoli U bodu a, Ze

ze@nU, ye@nU=|flx) —f(y)] <e.

Podle 4.5.1 a 4.5.5 existuje takové okoli ¥V bodu a, Ze U je okolim
kazdého z € V. Z¥ejmé V c @, takZe & je okoli bodu a podle 4.2.4. Tudiz
G je oteviend podle 4.2.8 a 4.4.12.

7.3.5. Budiz P F-prostor; budiZ f funkce v oboru @ c P.
MnoZina viechtéchx ¢ P, vnich% oscilace funkece f je rovna 0,
je Gy-mnozZina.

7.3.6. Budiz P F-prostor; budiZ f funkce v oboru P. Mno-
Zina bodu spojitosti funkce f je Gy-mnoZina.

Definice 7.3.3. BudiZ P jakakoli mnoZina. BudiZ {f,} posloupnost
funkei v oboru P. O funkei f v oboru P pravime, Ze je stejnomérnou
limitou posloupnosti {f,}, jestlize ke kazdému ¢&islu ¢ > 0 existuje
takovy index k, Ze

zeP, n>k=|f(2) —flx)| <e.
JestliZze stejnomérna limita existuje, je jednoznaéné uréena posloup-
nosti {f,}, nebot pro kazdy z ¢ P je
f(z) = lim f,() .

7.3.7. Budiz P libovolnd mnoZina. Budiz {f,} posloupnost
funkei v oboru P. Aby existovala stejnomérna limita po-
sloupnosti {f,}, k tomu je nutné a staci, aby ke kazdému
¢islu ¢ > 0 existoval takovy index %k, Ze

reP, m>k, n>k=|faulz) — falx)] <e.

7.3.8. Budiz P prostor. BudiZz {f,} posloupnost funkei
voboru P. Nechtexistuje stejnomérnalimita f posloupnosti
{fz.}. Budiz a e P. Aby a byl bod spojitosti funkece f, k tomu je
nutné a staéi, aby ke kazdému éislu ¢ > 0 existoval takovy
index k, Ze pro vSecka n > k je oscilace funkee f, v bodé a
men3i nez e.

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Je-li ¢ > 0, pak existuje
takovy index k, Ze pro viecka n > k: [1] z ¢ P = |f,(x) — f(z)| <,
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[2] oscilace funkee f, v Bod$ a je mensi nez ¢. Zvolme libovolnd n > k.
Existuje takové okoli U bodu a, Ze: x e U, y ¢ U = |fu(2) — f.()| <.
Protoze |f,(z) — f(x)| < eproviecky z ¢ P, jest: x e U, y ¢ U = |f(x) —
— f{y)| < 3e. Tedy oscilace funkee f v bodé a je =< 3e. ProtoZe ¢ > 0
bylo libovolné, je a bod spojitosti funkee f podle 7.3.3.

II. BudiZ a bod spojitosti funkee f. Je-li ¢ > 0, pak existuje takovy
index k, Ze :

zeP, n>k=|fur) — f(x)| < 3e.
Podle 7.1.3 existuje takové okoli U bodu a, Ze 2 ¢ U = |f(z) — f(a)| <
< 1e. Tudiz
zelU, yeU, n>k= |f.(2) — f.(y)] < ge.

Z toho plyne, Ze pro n > k oscilace f, v bodé a je < fe < e.

7.3.9. Necht ke kazdé dvojici (4, B) disjunktnich uzavfe-
nych mnozin F-prostoru P existuje takova spojita funkece f
v oboru P, ze

zed=>fz)=0, zeB=fz)=1.
Pak je P normélni prostor. Mdme dokdzat, Ze mnoziny 4, B jsou
H-oddélené. Poloiime-li @ = &, [f(x) < }], H = &, [f(x) > 3], jest
Ac@G BcH,GnH =0 a mnoZiny G, H jsou oteviené podle 7.1.14.
Tudi# 4, B jsou H-odd&lené podle 5.1.15.

7.3.10. Budiz P norméilni prostor. Budtez Ac P, Bc P
disjunktni uzaviené mnoZiny. Pak existuje takova spojitd
funkece f v oboru P, Ze
(1) 2eP=>0=fz) =1, zedA=>flx) =0, zeB=flz)=1.

Dikaz. I. Pro n =0, 1, 2, ... budiz H, mnoZina viech takovych
disel t, Ze 0 < £ < 1 a Ze islo 27 . ¢ je celé. Budiz H = | H,.

nal
II. Polozme G(1) = P — B; podle 4.4.13 je G(1) okoli mnoZiny A.
Podle 4.5.8 a 5.4.6 existuje takové oteviené okoli G(0) mnoZiny 4, Ze
G(0) c G(1).
ITI. Necht pro uréité n = 0, 1, 2, ... je uz kazdému ¢ ¢ H, pfifazena
mnozina G(t) tak, Ze

theH,, t,eH,, t <t,=Q(t)cq{,).
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(Pro n = 0 tomu tak je podle II.) UkaZeme, Ze takové mnoziny G(¢)
existuji té% pro t € H,,,. Je-li t ¢ H,,,, pak miie byt ¢ ¢ H,; v tomto
piipadé je mnozina G(t) uz definovana. Je-li vSak teH,,, — H,
=t -2 t, =t 4+ 2" pak je t, e H,, t,e H,, t, <, a tudif
G(t) c Q). Mnozina G(t,) je uzaviend a podle 4.4.13 je G(t,) jejim

okolim, takze existuje takova oteviend mmnozina G(¢), Ze CTtl) c Q) c
c G(t) c G(t,). Snadno se zjisti, Ze mnoziny G(¢) (¢ ¢ H,,,) maji Zddanou
vlastnost.

IV. MiZeme tudi? kazdému ¢ ¢ H takovym zplsobem ptifadit ote-

vienou mnozinu G(t), Ze G(0) 2 4, G(1) =P — B a Ze
tbeH, t,eH, t <t,=G(t,)c Q).

V. Pro kazdé n = 1, 2, 3, ... definujeme takto funkei f, v oboru P.
Pro x ¢ B budiz f,(x) = 1. Je-li x ¢ P — B, pak jisté nékteré t ¢ H, mé
tu vlastnost, Ze z € G(t) (nebot vidy ¢t = 1 m4a tuto vlastnost); budiZ
fn(x) nejmensi takové t. Pakjex e P=> 0 < f,(x) = 1,z € A = f.(2) =
=0, z e B= f,(x) = 1. Snadno se dokdze, Ze kazdy bod prostoru P
mé takové okoli U, %e budto U = P — G(1 — 2-*) nebo U = G(2-7)

nebo posléze U = G(t,) — G(t), kde ¢, e H,, t,eH,, 0 =1, — 1, <
< 2-7*1 Z definice funkee f, je patrné, Ze v kazdém p¥ipadé

er; ?/€U=>lfn(x)_fn(?/)|§2_"

Z tohe plyne, Ze v kazdém bodé je oscilace funkee f, nejvys rovna

Q—-n
27, 7

VI. Ztejmé pro kazdé n: z € P = |f,(x) — f,;1(z)| = 2-"-1. Protoze
2-n-1 = 2-%-1_ jest pro kazdé k

ne=k+l

zeP, m>k, n>k= |fu(z) — folx)| < 2-%-1.
Z toho plyne podle 7.3.7 existence stejnomérné limity f posloupnosti
{f»}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je f spojita funkce, ktera zfejmé m4a vlast-
nost (1).

7.3.11. BudiZ P F-prostor. Necht ke kazdé uzaviené bo-
dové mnoZiné FakekaZdé omezenéspojité funkei ¢ voboru
F existuje takovd spojitd funkce f v oboru P, ze ztZeni f | F
splyne s p. Pak P je normalni prostor.
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Dikaz. Jsou-li 4, B disjunktni uzaviené mnoziny, pak F = Au B
podle 4.4.6 je uzaviena. Definujme funkei ¢ v oboru ¥ takto:

reA=>opx)=0, zeB=gpkx)=1.
Ze 4.6.6 a 7.1.19 plyne, Ze funkce ¢ je spojita:. TudiZ existuje takové
spojita funkee f v oboru P, e f | F = ¢. Podle 7.3.9 je P normalni.

7.3.12. Budi%Z P norméalni prostor. BudiZz F uzavieni bo-
dovd mnoZina; budiZ ¢ spojitd funkce v oboru F. Existuje
takovd spojitd funkee f v oboru P, Ze zuzeni f | Fsplyne s .
Je-li p omezend, miZeme pozadovat, aby také f byla ome-
zend.

Dtkaz. I. Za ptedpokladu, Ze: z ¢ F = lp(x)| =1, budeme defi-
novat takovou spojitou funkei g v oboru P, Ze
2) zeF=|p(a) —g@)| <§, zeP=|ga) <}.

Za tim celem polozme
A=&,[zeF,— 1<) = —3, B=¢&,[z<F } <g@x)=<1].

MnoZiny 4, B jsou disjunktni a podle 4.6.6 a 7.1.18 jsou uzaviené.
Podle 7.3.10 existuje' takova spojits funkce b v oboru P, e z ¢ P =
=>0=Zh(z) =, zed=>h(x) =0, xe B=> h(z) = 1. BudiZ: x ¢ P =
= g(z) = } [2h(z) — 1]. Pak je g spojitd funkce v oboru P, ktera
splituje (1).

II. Podrime pfedpoklad = ¢ F = |p(x)| = 1 a definujme rekurentns
posloupnost {¢,};° spojitych funkci v oboru F a soudasné posloupnost
{g.}7 spojitych funkei v oboru P tak, aby bylo
(4) zeP=lg,(z) = 1.

Pro n =1 staéi polozit

(5) z e F = ¢:(z) = ¢(2)

a definovat g, pomoci I. JestliZe pfi urditém » funkee @, a g, jsou uz
definovany, definujeme g¢,,, takto:

(6) zelF = (p‘n+1(z) = %[‘Pn(x) — gn(2)] .
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Podle 7.1.8 a 7.1.32 je ¢,,, spojitd funkce v oboru F; podle (3) je
zeF = |p,(x)| =1, takie g,,, opét miuZeme definovat pomoci I.

ITI. Nyni polozme pron =1, 2, 3, ...

(7) weP=fole) = 5 (1) gia)
Podle 7.1.32 je f, spojita funkce v oboru P. Z (5), (6) a (7) nasleduje

(8) 2 e F = f(2) = 9@) — (§)" Puia(®) .

Ze (4) a (7) plyne podle 7.3.7 existence stejnomérné limity f posloup-
nosti {f,}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je funkece f spojita. Ze (3), (4) a (8) plyme,
e zizZeni f | F je totozné s ¢. Posléze plyne ze (4) a (7), Ze

zeP=|f(x)) = 1.

IV. Tim je dokazino, Ze ke kazdé spojité funkei@ voboru F s vlast-
nosti z € F = |p(z)| =< 1 existuje spojitd funkce f v oboru P s vlast-
nosti x € P = |f(z)| = 1, jejiZ ztZeni f | F je totozné s ¢. Jestlize funkce
@ misto vztahu |p(z)] < 1 spliiuje obecn&jsi vztah |p(x)] =c, kde
¢ > 0, polozime @y(z) = ¢ . gp(x), takZe |p,(x)] =< 1 pro viecka z ¢ F,
uréime spojité rozsifeni f, funkce @, na obor P tak, aby bylo | fo(x)| =1
pro viecka x € P a poloZime f(z) = c f(x).

V. Posléze budiz dana neomezens spojita funkce @ v oboru F. Pro
x ¢ F polozme

_ 9=
ve) =1y lp@)] -

Podle 7.1.32 je y spojita funkce voboru F; ziejmd z ¢ F = |yp(z)| < 1.
Existuje takovd spojitd funkce g v oboru P, Ze ze P = |g(z)| < 1,
z € F = g(z) = y(z). Bodovd mnoZina M = &, [|g(x)| = 1] je uzaviend
podle 7.1.18 a zfejm& F n M = §. Tudiz ze 7.3.10 plyne, Ze existuje
takové spojita funkee & v oboru P, Ze

z2eP=>0=h(x)=>1, 2eF=>h(x)=1, zeM=-h{z)=0.
Definujme funkei & v oboru P takto:

z e P = k(z) = g(z) . h(x) .
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Podle 7.1.32 funkee & je spojitd; zfejmé x e P = |k(z)| <1, 2 ¢ F =
= k(x) = y(x). Posléze necht
k()
zeP= flo) = —L .
R ey 7

Pak f je spojitd (viz 7.1.32) funkee v oboru P a zfejmé z ¢ F = f(z) =
= ¢(z). ]

7.3.13. Budiz P prostor. Budi% f spojitd funkce v oboru P.
Bodova mnoZina M = &; [f(x) = 0] je uzavieni a soudasné

je to Gs-mnoZina. M je uzavieni podle 7.1.18. Jest M = ﬁ G, kde
Nel
G, = &, [|f(x)] < n~1] je oteviend podle 7.1.14.

7.3.14. Budiz P normalni prostor. Necht uzaviend mno-
Zina M je Gs-mnoZinou. Pak existuje takovd spojitd funkce f
v oboru P, Ze e P=>0=f(z) =1, ze M < f(x) = 0. Existuji

takové oteviené mnoziny &, Zze M = () G,. Pro ka?dé n podle 7.3.10
n=1

existuje takova spojitd funkee g, voboru P,Zex e P = 0 < g,(z) < 1,
zeM=g,(x) =0, ze P — G, = g,(x) = 1. Vztah

e P = fofx) = 3 27%,(x)

i=1
definuje spojitou (viz 7.1.32) funkei v oboru P. Jest

xeP, m>k, n>k= |fulx) — ful2)| = f 2-t = 2%,

i=k+1
tak?e podle 7.3.7 existuje stejnomérnd limita f posloupnosti {f,}.
Podle 7.3.3 a 7.3.8 je f spojité funkce v oboru P. Pro z ¢ P jest 0 <
ShE)=>27%<1, tedy 0 Zlimf,(z) =f(x) = 1. Pro ze M je
im1

ziejmé f(xr) = 0. Je-li x ¢ P — M, pak existuje takovy index i, Ze
zeP — @, takze g,(x) = 1. Pro n =1 je potom f,(x) = 2% takZe
f@) = lim f,(x) = 27 > 0.

1.3.15. Budi% P F-prostor. Necht ke kaZdé uzaviené mno-
%ind Fakeka%défunkcigpvoboru Fexistuje takova funkece f
voboru P, Ze ziZeni f | F splyne s ¢ a Ze kaZdy bod mnoziny
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P — F,jakozikazdy bodspojitostifunkce ¢, je bodem spoji-
tostifunkce f. Pak prostor P je dédiénd normalni. Necht 4, B
jsou oddélené bodové mnoziny. Mdme dokéazat, Zze 4, B jsou H-odds-
lené. Protoze P je F-prostor, je mno%ina F = A U B uzavieni podle
4.4.6. Definujme funkei ¢ v oboru F takto:
reA=>q@x)=0, zeF —A=gx)=1.

Snadno se presvédéime, Ze kazdy bod z ¢ F — (4 n B) je bodem spoji-
tosti funkce @. Tudi? existuje takova funkce f v oboru P, 2e f | F = ¢
a %e ka?dy bod x ¢ P — (A n B) je bodem spojitosti funkece f. ZiZeni
f| P — (4 n B) je spojité funkce podle 7.1.8, takze ze 7.1.14 plyne,
ze mnoZiny f '

U=¢6, [z¢P— (AnB), fx) <1},

V=4¢, [xeP — (AnB), flx) >}

jsou relativné oteviené v P — (4 n B). Proto_i_e P je F-prostor, je
A n B uzaviend podle 4.4.5 a tedy P — (4 n B) je oteviend, takie
podle 4.6.7 také mnoziny U, V jsou oteviené v P. Z 5.1.2 plyne snadno,
%6 AcU, BcV. Ztejmé UnV = 9. Tudiz 4, B jsou H-oddélené
podle 5.1.15 a prostor P je dédi¢né normalni podle 5.4.9.

7.3.16. Budiz P d&dién& normalni prostor. Ke kazdé uza-
viené mnoziné F a ke kazdé funkci ¢ v oboru F existuje ta-
kovs funkee f v oboru P, Ze ziiZeni f | F splyne s ¢ a Ze kazdy
bod mnoziny P — F, jako% i kazdy bod spojitosti funkce g,
je bodem spojitosti funkce f.

Diikaz. I. BudiZz ¢ mnoZina v3ech bodi spojitosti funkce ¢ a budiz
D =F — C. Prostor P — D vnoteny do P je normalni a mnoZina
C = F n (P — D) je relativné uzaviena v P — D podle 4.6.4. ZizZeni
@ | C je spojits funkee podle 7.1.8. Tudi ze 7.3.12 plyne, %e existuje
takovd spojitd funkce g v oboru P — D, Ze: xeC = g(x) = ¢(x).
Definujme funkei f v oboru P takto:

_ xeD= flx) =p(x), xeP — D= flz) =g(x).
Ziejms f | F = ¢.

II. Budi? ae P — F. Pak je ae P — D. Je-li ¢ > 0, pak podle

7.1.3 existuje takové relativni okoli ¥ bodu a v prostoru P — D, Ze

zeV = |g(x) — gla)] < eg:>|f(z) —fa) <e.
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Podle 4.6.2 existuje takové okoli W hodu « v prostoru P, ¢ Wn
n (P — D) =V. Také P — F je okoli bodu & v prostoru P (viz. 4.4.13),
takZe podle 4.2.5téZ2 U = W n (P — F) je okoli bodu a v prostoru P.
Protoze D c F, je U c V, takze 2 ¢ U = |f(z) — f(u)| < e. TudiZ a je
bod spojitosti funkece f podle 7.1.3.

III. Budiz a ¢ C. Pak je a bodem spojitosti jak pro ¢ = f | F, tak
iprog ={f|P — D. Je-li tedy ¢ > 0; pak podle 7.1.3 existuje takové
relativni okoli ¥ bodu a v prostoru F a takové relativni okoli W bodu a
v prostori P — D, %e zeVUW= |f(x) — fa)] <e. Jest Fu
UP —D)=P,aeF n(P— D) takie podle 4.6.18 je V u W okoli
bodu a v prostoru P. TudiZ a je bod spojitosti funkee f podle 7.1.3.

7.4. DROBNE POZNAMKY

7.4.1. Budi? f spojité zobrazeni prostoru P do prostoru P,.
Budiz M, c P,, M = f~Y(M,). Pak je p(M) < y(M,). Podle definice
4.12.2 existuje takova soustava B okoli mnoZiny M, c P,, Ze moh B =
=yp(M)ate M, =NV (VeDB). Jest M = f1M,) = N[fV)(V e B).
Mnoziny f~1(V) (V € B) jsou okoli mnoZiny M c P podle 7.1.12 a tvoFi
soustavu, jejiz mohutnost je = y(M,). TudiZ (M) < p(M,).

7.4.2. Budi% P prostor; budiz a ¢ P. BudiZ% f spojité funkce
v oboru P. Je-li w(a) =1 nebo w(a) > N, pak existuje takové
okoli U bodu a, Ze: x ¢ U = f(z) = f(a). Je-li f(a) = ¢, pak pseudo-
charakter bodu c € E, je zfejmé& roven X, takZe y[f~(c)] = N, podle
7.4.1. Tudi% f-(c) = &, [f(x) = f(a)] je okoli bodu a podle 4.12.25.

7.43. Budiz P normilni prostor; budiz ae¢P. Necht ke
ka%dé spojité funkeci f v oboru P existuje takové okoli U
bodua,Zex e U= f(xr) = f(a). Pak je budto w(a) = 1 nebo w(a) >
> N,. Budiz {U,} posloupnost okoli bodu a. Ze 4.12.1 a 4.12.2 plyne

snadno, Ze stati ukédzat, Ze také F\ U, je okoli bodu a. Pro kazdé n
ne=1

podle 4.4.13 a 4.5.6 existuje takova oteﬁené mnoZina G,, Ze a e G, C
c U,. Podle 7.3.10 existuje takové spojité funkce g, v oboru P, Ze
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reP=0=g,z) =1, gula) =0, ze P — G, = g,(z) = 1. Definuj-
me funkei f, v oboru P takto:

zeP=fo(2) = 3 27gi(a) .
f=1
Funkce f, je spojita (viz 7.1.32) a jest

zeP, m>%k, n>k=lf.lzr) — fiz)| < i 2~t = 2%,

imk+1
Z toho plyne podle 7.3.7, e existuje stejnomérnd limita f posloupnosti

{f»}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je f spojitéd funkce v oboru P. Snadno se pfe-
svédéime, Ze f(a) = 0 a Ze ‘

zeP, flx)=0= xeﬁU,,.
n=1
Podle pfedpokladu existuje takové okoli U bodu a, Ze x € U = f(z) =
= f(a). Tudiz U c ﬁ U, takie F] U, je okoli bodu a podle 4.2.4.
el n=1

7.44. BudiZ f inversné& spojité zobrazeni prostoru P na
prostor P,. Budiz M, c P, M = f~Y(M,). Pak je p(M) = w(M,).
Existuje takové soustava Il okoli mnoziny M ¢ P, Ze moh Il = y(M)
ate M=NU (Uell). Prokazdé Uell budiz ¢(U)=¢&, [yeP,,
() c U]. Jest M, = N p(U) (U e U). Mnoziny ¢(U) (U € U) jsou okoli
mnoziny M, c P, podle 4.2.8 a 7.2.1 a tvofi soustavu, jejiz mohutnost

je = p(M). Tudiz y(M,) < p(M).

7.4.5. BudiZ f oboustranné spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P,. Budiz M, c P,, M = f~(M,). Pak je

WMy = 3(My), »M)=yp,), oM)=oll).

Dikaz. I. Pro X c PbudiZ ¢(X) = &, [y e P, (y) c X]. Je-li U
okoli mnoZiny M c P, je ¢(U) okoli mnoziny M, c P, podle 4.2.8
a 7.2.1.

II. Je-li V okoli M, c P,, je f-Y(V) okoli M c P podle 7.1.12.

III. Existuje takovs tplna soustava B okoli M, v prostoru P,, Ze
moh B = x(M,). Mnoziny f~Y(V) (V € B) tvoti soustavu okoli M v pro-
storu P, jejiz mohutnost je x(M,). Je-li U libovolné okoli mnoiiny M
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v prostoru P, pak ¢(U) je okoli M, v P,; protoze soustava 9B je tipln,
existuje takové V € B, ze V c ¢(U); ztejmé f-1(V) c U. TudiZ mnoZiny
{71 (V) (V € B) tvoli dplny systém okoli M v P, takie y(M) < x(M,).

IV. Existuje takova tGplni soustava 1l okoli mnoZiny M c P, Ze
moh Il = x(M). Mnoziny ¢(U) (U € ll) tvofi soustavu okoli mnoziny
M, c P, a mohutnost této soustavy je < y(H). Je-li ¥ libovolné okoli
mnoziny M, c P, jest f{~}(V) okoli mnoziny M c P a protoZe soustava
Ul je dplnd, existuje takovd Uell, Ze U c f-Y(V); ztejmé o(U)c V.
Tudiz mnoziny @(U) (U € 1) tvoii dplnou soustavu okoli mnoziny
M, c P,, takie x(M,) < x(M) a tedy podle III 4(M,) = (M).”

V. Podle 7.4.1 a 7.4.4 je (M) = p(HM,).

VI. Podle 4.4.12 a 4.12.1 je pravé tehdy (M) = 1, je-li M okolim M
v prostoru P, a je pravé tehdy w(M,) = 1, je-li M, okolim M, v pro-
storu P;. Je-li M okolim M v prostoru P, je (M) = M, okolim M,
v prostoru P;; je-li M, okolim M, v prostoru P,, je f~{(M,) =M
okolim M v prostoru P. Tudiz w(M) = 1 <w(M,) = 1.

VII. Je-li w(M,) > 1, pak existuje takova soustava B okoli mno-
#iny M, c P,, e moh-B = w(M,) a ze N,V (V ¢ V) neni okolim mno-
Ziny M, c P,. Soustava mnozin f~1(V) (V ¢ 8B) méd mohutnost w(M,)
a sklidd se z okoli mnoZiny M c P; protoze Nf~XV)=fN V),
mnozina [N f~1(V)] = N V neniokolim M, c P,, takze N f~}(V) nemize
byt okolim M c P. Tudiz w(M) < w(M,).

VIIL. Je-li w(M) > 1, pak existuje takovad soustava U okoli mno-
ziny M c P, ze moh I = w(M) aZe N U (U € 1) neni okolim .M c P.
Soustava mnoZin ¢(U) (U € 1) md mohutnost nejvys w(M) a sklads se
zokoli M, c Py; protoze N ¢(U) = (N U), jest {2 [N e(U)]cN U, takze
N ¢(U)] podle 4.2.4 neni okolim M c P a tedy N ¢(U) nemide byt
okolim M, c P,. Tudiz w(M,) < w(M) a tedy podle VII w(d,) =
= w(M).

7.4.6. Budi? C + 0. Pro ka%dé z¢ C budiZ f, zobrazeni pro-
storu R do prostoru P(z). Budiz S = PP(z) (¢ C). Budiz f
zobrazeni R do S definované tak, Ze pro kazdy z< R a pro
ka%dé ze C je f,(x) zsoutadnice bodu f(z) e S. AbybodaeEbyl
bodem spojitosti zobrazeni f, k tomu je nutné a staéi, aby

167



pro kazdé z¢C bj-fl a bodem spojitosti zobrazeni f,. Aby
zobrazeni f bylo spojité, k tomu je nutné a staci, aby vSecka
zobrazeni f, (z € C) byla spojita. '

Dikaz. I. BudiZ 2, ¢ C. Existuje talkové zobrazeni ¢ prostoru S na
prostor P(z,), ze pro kazdy b € S je ¢(b) z,-soufadnice bodu b-Ze 7.1.1
plyne, Ze zobrazeni ¢ je spojité. Zfejmé je f, zobrazeni sloZené ze
zobrazeni | a ¢. Jestlize tedy a ¢ R je bod spojitosti pro f, pak podle
7.1.2 je a bod spojitosti téz pro f, .

II. Necht bod a ¢ R je pro kaZdé z ¢ C bodem spojitosti zobrazeni f,.
BudiZ V okoli bodu f(a) = b v prostoru S. Podle definice 6.2.1 existuje
takovd koneénd mnozina K c C, Zze P, W(z) c V, kde W(z) je pro ze K
vhodné volené okoli bodu b(z) v prostoru P(z) a pro 2¢ C — K je
W(z) = P(z). ProtoZe a je bod spojitosti zobrazeni f,, plyne ze 7.1.1, Ze
pro kazdé z ¢ C je mnoZina U(z) = f; [ W(z)] okolim bodu a v prostoru R.
Ziejmé f-1(V) > N U(z) (z € K), takZe podle 4.2.4 je f-(V) okolim bodu a
v prostoru R. TudiZ je a bod spojitosti pro f podle 7.1.1.

7.5. Cvidext k §7

7.5.1. BudiZ f spojité zobrazeni prostoru P do prostoru P,. Je-li 4 F -mno-
Zina prostoru P,, je f~1(4) F,-mnoZina prostoru P. Je-li B Gy-mnoZina prostoru
P,, je j7Y(B) Gs-mnoZina prostoru P.

’

7.5.2. BudiZ f zobrazen{ prostoru P do prostoru P,. Budiz @, u @, = P,
a €@, n @,. Je-li a bod spojitosti obou zuZeni f | @, f | @, je a také bod spoji-
tosti zobrazeni f.

7.5.3. BudiZ f zobrazen{ prostoru P do prostoru P,. Budiz P = @; U @,;
mnoZiny @, — @,, @, — @, budteZ oddélené v prostoru P. JestliZe obé ztZeni
f| @y f | @2 jsou spojitd, pak také zobrazent f je spojité.

-7.5.4. Budi% f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. BudteZ @,, @, dvé uza-
viené (dvd oteviend) mnoZiny prostoru P; budi @, u @, = P. Jestlife obé
ziuZeni f| @y, f | @a jsou spojitd, pak také zobrazeni f je spojité.

7.5.5. Mno#ina boda spojitosti charakteristické funkce bodové mnoZiny
M C P jest P — Fr M.
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7.5.6. BudiZ f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. Aby f bylo spojité,
k tomu je nutné a staéi, aby bylo f~*(M) c f-1(M) pro kaZdou hodovou mnoZinu
M c P,.

7.5.7. BudiZ f spojité zobrazen{ prostoru P ne prostor P;. Pak jest
g(m,y) [zeP, ye Py, y =' ()]
uzaviend mno%ina prostoru P x P;.

7.5.8. Budi f zobrazen{ prostoru P na prostor P,. Budiz T,u T, = P,,
beT, nT,y, S, =/fYTy), S, =fYT,). Je-li b bod inversni spojitosti obhou
zaZeni f | Sy, f | S,, jo b také bod inversni spojitosti zobrazenf f.

7.5.9. Budi% f zobrazeni prostoru P na prostor P;. BudteX T, T, uzavfené,
mnoZiny prostoru P; budi¥ T, u T, = Py, §; = {-1(T,), S, = fNT,). Jestlize
obd ziZeni f | S,, }| 8, jsou inversnd spojitd, pak také zobrazeni f je inversnd
spojité.

7.5.10. Jsou-li P, @ topologické prostory a je-li f(z, ¥) = z pro (z,y) e P X Q,
pak zobrazeni f prostoru P X @ na prostor P je pfesné spojité, ale nemusi byt
uzaviensé (a tudfZ ngmusi byt inversné spojité; viz 7.2.9).
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