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§7. S P O J I T Á Z O B R A Z E N I 

7.1. SPOJITOST 

Def in i ce 7.1.1. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru P2 . 
Pravíme, že bod a e P je bodem, spojitosti zobrazení /, jestliže 

ael=> f(a) e JHM) 

pro každou bodovou množinu M c P. 

7.1.1. Budiž / zobrazen í prostoru P do prostoru Px. Budiž 
a e P. A b y a by l bodem spo j i t os t i zobrazení /, k tomu je nutné 
a stačí, aby pro každé okol í V bodu f(a) v prostoru P x by la 
množina / -1(F) oko l ím bodu a v prostoru P. 

Důkaz. I. Budiž a bodem spojitosti. Budiž V okolí bodu /(a) e Px. 

Jestliže U = / -1 (F) není okolím bodu a e P, je a e P — U. Podle defi-
nice bodu spojitosti je 

f(a) e /*(P - U) = m - V c P^V 

a to je spor. 

I I . Není-li a bodem spojitosti, pak existuje taková M c P, že a e M, 

f(a) eP1 — fHM). Množina V = Px — f^M) je tedy okolím bodu 
f(a) e Px a pro U = /_1(F) máme U c P - M. Kdyby U byla okolím 
bodu a e P, byla by podle 4.2.4 také P — M okolím bodu a e P a to je 
spor. 

7.1.2. Budiž / zobrazen í pros toru P do prostoru Pv Je- l i a 

i s o l ovaný bod prostoru P, je a bodem spo j i t o s t i zobrazení /. 

7.1.3. Budiž / funkce v oboru P, kde P je prostor . Budiž 
aeP. A b y a b y l bodem spo j i t o s t i funkce /, k tomu je nutné 
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a stačí, aby ke každému číslu e > O ex i s t ova l o t akové okol í U 

bodu a, že x e U => |f(x) — f(a)\ < e. 

7.1.4. Budiž / zobrazení ¿ -prostoru P do prostoru Pv 

Nechť pro bodové pos loupnost i {an} obsažené v prostoru P 

p la t í 

(1) lim an = a=> lim f(an) = f{a) . 

Pak je a bod spo j i t o s t i zobrazení /. Je-li McP, aeM, pak 
v ¿-prostoru P existuje taková bodová posloupnost { « „ } , že ane M 

pro všecka n, lim an = a. Potom je však f(an) e ̂ (M) pro všecka n, 

lim f(an) = f(a), takže f(a) e fHM) podle 6.3,7. 

7.1.5. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru P^ k t e r ý 
je ¿/-prostorem nebo ¿-prostorem. Budiž a e P bod spoj i-
tos t i zobrazení /. P a k p r o b o d o v é p o s l o u p n o s t i {an } obsažené 
v prostoru P p la t í (1). Budiž V okolí bodu f(a) e Px. Podle 7.1.1 je 
U = / -1(F) okolí bodu a e P . Je-li lim an = a, existuje takový index k, 

že n > k => an e U a tedy n > k=> f(an) e V. Tudíž lim f(a„) = f(a) 

podle 6.3.5 nebo podle 6.3.10. 

7.1.6. Budiž / zobrazení ¿-prostoru P do prostoru Pu k t e r ý 
je ¿/-prostorem nebo ¿-prostorem. Budiž aeP. A b y a b y l 
bodem spo j i t os t i zobrazení /, k tomu je nutné a stačí, aby 
pro bodové pos loupnost i {an} obsažené v P p la t i l o (1). 

De f in i ce 7.1.2. Zobrazení / prostoru P do prostoru P x se nazývá 
spojité, jestliže každý xeP je bodem spojitosti zobrazení /, neboli 
jestliže pro množiny M c P platí 

HM) c fW) • 

Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru P j . Budiž vnořen-do Px 

a budiž /1(P) c c Px. Potom v definicích 7.1.1 a 7.1.2 nezáleží na 
tom, zda na / nazíráme jako na zobrazení P do Pa či do Proto při 
vyšetřování otázek spojitosti je zpravidla dovoleno omezit se na případ 
zobrazení / prostoru P na prostor Pv 

7.1.7. Budiž / prosté zobrazení prostoru P na prostor Px. 

Aby / by l o homeomorfní , k tomu je nutné a stačí, aby obě 
zobrazení /, f_x by la spoj i tá . 
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7.1.8. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru Px. Budiž Q 
vnořen do P. Je- l i a e Q bodem spo j i tos t i zobrazení /, je a 
také bodem spo j i tos t i jeho zúžení / | Q. Je-l i / spoj ité, je 
také / | Q spoj i té . 

7.1.9. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru Pv Budiž g 
zobrazení prostoru P j do prostoru P2. Budiž h zobrazení 
složené z / a g. Je- l i aeP bod spo j i tos t i zobrazení / a je- l i 
současně f(a) bod spo j i tos t i zobrazení g, je a bod spo j i tos t i 
zobrazení h. 

7.1.10. Zobrazení složené ze dvou spo j i t ých zobrazení je 
spo j i té . 

7.1.11. Buďtež u & v dvě topo log ie v P. Aby by la u jemnějš í 
než v, k tomu je nutné a stačí, aby ident ické zobrazení P na P 
by lo spo j i t é j akož to zobrazení (P, u) na (P, v). 

7.1.12. Budiž / spo j i t é zobrazení prostoru P do prostoru Pv 

Budiž F okol í množ iny M1 c Pv Pak je /_1(F) okol í množiny 
f~1(M)cP. Viz 4.2.8 a 7.1.1. 

7.1.13. Budiž / spo j i t é zob razení prostoru P do prostoru Pv 

Budiž A c Plt B c P j . Jsou-l i A, B oddělené v prostoru P1; 

jsou f_1{A), /_1(P) oddělené v prostoru P. Jsou-li A, B H-oddě-
lené v prostoru Pj , jsou -fí-oddělené v prostoru P. 
Je-li G okolí A c Pí a je-li H okolí B c Px, je f~\G) okolí f~\A) c P 
a /-! (#) je okolí f-*(B) c P . Je-li G n P = # n 4 = 0, je f-^G) n 
n /-1(P) = j-\H) n f-HA) = 0. Je-li G n H = 0, je /-!((?) n /-! (#) = 
= 0. 

7.1.14. Budiž/ spo j i t é zobrazení pros toru P do prostoru Pv 

Je- l i G1 o tevřená množina prostoru Pa, je /~1((r1) otevřená 
množina prostoru P. Viz 4.4.12 a 7.1.12. 

7.1.15. Budiž / zobrazení prostoru P do P-prostoru P j . Pro 
každou otevřenou Gx c P : nechí také /-1(Cri) c P je otevřená. 
Pak / je spoj i té . Je-li a e P a je-li F okolí f(a) e Px, pak podle 4.2.3 
a 4.5.6 existuje taková otevřená Gt c. Pu že f[a) eG1<z.V. Množina 
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/-1(čři) je otevřená v P a obsahuje bod a. Tedy 1(ť3f1) je okolí a e P 

podle 4.4.13 a tudíž j~l{V) je okolí a e P podle 4.2.4, takže / je spojitá 
podle 7.1.1. 

7.1.16. Bud i ž/ spo j i t é zobrazení prostoru (P, v) do prostoru 
P j . Je- l i u t opo log i e v P j emně jš í než v, je / spo j i t é i j ako 
zobrazení (P, u) do P v 

7.1.17. Budiž / spo j i t é zobrazení prostoru (P, u) do P-pro-
storu P j . Budiž v P -mod i f ikace t opo log i e u. Pak / je spo j i t é 
i j ako zobrazení (P, v) do P x . Viz 7.1.14 a 7.1.15. 

7.1.18. Bud i ž/ spo j i t é zobrazení prostoru P do prostoru Pt. 

Je- l i P j uzavřená množina prostoru P1 ; je / - 1 (Pi ) uzavřená 
množina prostoru P. Množina P x — F x je otevřená v P l t takže podle 
7.1.14 je P - f - ^ F j ) = /-J(P - P j ) otevřená v P . 

7.1.19. Budiž / zobrazení prostoru P do P-prostoru P x . P r o 
každou uzavřenou Fx c P x nechť také /~1(P1) c P je uzavřená. 
Pak / je spo j i té . Plyne ze 7.1.15, neboť f~1(P1 — Fx) = P — /^(Pi) . 

7.1.20. Budiž / spo j i t é zobrazen í prostoru P do prostoru Pv 

Pro každý x e P x je /-1(a;) uzavřená v prostoru P. Viz 7.1.18. 

De f in i ce 7.1.3. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P v Pra-
víme, že / je přesné spojité, jestliže 

J f j c P í , J í = /^(Jfx) =• 2fx = p ( M ) . 

7.1.21. Přesně spo j i t é zobrazení je spoj i té . Je-li M0cP, 

/*(JfB), M = f-HMj, pak je M0 c M a tedy /H^o) c / W ) = 
= Jlf, = A(Jf„). 

7.1.22. P ros té zobrazení prostoru P na prostor Px je ho-
meomor fn í p rávě tehdy, j es t l i že je přesně spoj i té . 

7.1.23. Budiž / zobrazení prostoru P na množinu Pv A b y 
v P j ex i s t ova la t aková t opo log i e v, že j akož to zobrazení P 
na (Pj, u) je / spoj i té , k tomu je nutné a stačí, aby pro každý 
y e Px množina /_1(ž/) by la uzavřená v P. Je- l i t a to podmínka 
splněna, pak ex i s tu j e v P x p rávě jedna taková topo log i e u, 
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že j ako ž t o zobrazen í P na (Pv u) je / přesně spo j i t é ; j e - l i w 

j akáko l i t opo log i e v P1} je / p rávě t ehdy spo j i t é j akož to 
zobrazen í P na (P u w), j e - l i w hrubší než u. 

Důkaz. I . Podmínka je nutná podle 7.1.20. Nechť je tedy splněna. 

I I . Pro každou Mx c P1 položme uMx = /*(M), kde M - - f-^Mj. 

Snadno se zjistí, že u je topologie v P1 ; tj. že jsou splněny axiomy (I) 
a (II). Mimo to je patrné, že je-li v topologie v Plt je / přesně spo-
jité jakožto zobrazeni P na (Pl7 v) právě tehdy, jestliže v = u. 

I I I . Je-li / spojité jakožto zobrazeni / na (Pl! w) a je-li M± c Pu 

M - /^(Jf j ) , je u[Mj) = ^(M) c w f-(M) = wMx a tudíž w je hrubší 
než u. 

IV. Je-li w hrubší n ežu a je-li_Jf0 c P,MÍ = /M-^o), M = 

jest Mq C M, tedy p(M0) c ^(M) - uMx c wM1 = w f^Mo). Tudíž 
je / spojité jakožto zobrazení P na (Plt w). 

7.1.24. K a ž d é spo j i t é zobrazen í se dá s lož i t z přesně spo-
j i t ého a z prostého spo j i t ého zobrazení . Budiž / spojité zobra-
zení prostoru P na prostor (P1} w). Podle 7.1.23 existuje v P1 topo-
logie u, která je jemnější než w a má tu vlastnost, že g je přesně spo-
jité, znamená-li g totéž zobrazení jako /, ale pokládané za zobrazení 
P n a (Pj, u). Je-li h identické zobrazení Px na P1, pokládané za zo-
brazení (Pj, u) na (Pj, w), pak zobrazení / je složeno z přesně spojité-
ho zobrazení g a z prostého zobrazení h. Při tom h je spojité podle 7.1.11. 

P ř í k l a d 7.1.1. Prostor P se skládá z množiny N všech celých klad-
ných čísel, z množiny N X N a z jednoho dalšího prvku co. Budeme v P 
definovat tři topologie u, v, w. Je-li M c P, pak co e uM znamená, že 
buďto co e M nebo M obsahuje nekonečně mnoho sudých n e N; 
co e vM znamená, že buďto co e M nebo M obsahuje nekonečně mnoho 
n e N; je-li n e N sudé, pak n e uM znamená, žen e M; je-li n e N liché, 
pak n e uM znamená, že buďto n e M nebo M obsahuje nekonečně 
mnoho takových (a, b) e N X N, že 26 — 1 = n\ je-li n e N, pak n e vM 

znamená, že buďto n e M nebo M obsahuje nekonečně mnoho takových 
(a, b) e N X N, že b = n\ je-li c e N x N, pak c e uM znamená c e M 

a rovněž c e vM znamená c e M. Posléze w je P-modifikace topologie v. 

Položme /(c) = c pro c e N X N, f(2n — 1) = f(2n) = n pro n e N, 

/(co) = co. Snadno se dokáže: 
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(1) Pokládáme-li / za zobrazeni prostoru (P , u) na prostor (P, v), 

pak / je přesně spojité zobrazení; (P, u) je P-pros.tor, ale (P, v) není 
P-prostor. 

(2) Pokládáme-li / za zobrazení prostoru (P, u) na prostor (P, w), 

pak (P, u), (P, w) jsou P-prostory a / jespojité; neexistuje však žádný 
takový P-prostor Q, aby bylo možno složit / z přesně spojitého zobra-
zení (P, u) na Q a z prostého zobrazení Q na (P, w). 

7.1.25. Budiž / přesně spo j i t é zobrazení prostoru P na 
prostor P j . A b y množ iny A c P1 ; B c P x b y l y oddělené v pro-
storu P j , k tomu je nutné a stačí, aby / - 1 (P) b y l y oddě-
lené v prostoru P. Viz 5.1.2 a definici 7.1.3. 

De f in i ce 7.1.4. Zobrazení / prostoru P na prostor P x nazveme 
uzavřené, jestliže pro každou uzavřenou M c P také ^(M) c /J(P) je 
uzavřená. 

De f in i ce 7.1.5. Zobrazení / prostoru P na prostor P x nazveme pořo-
uzavřené, jestliže pro každou Mx c P1} pro kterou 1(ikf1) je uzavřená 
v P, je uzavřená v P j . 

7.1.26. K a ž d é uzavřené zobrazení je po louzavřené . 

7.1.27. Budiž / zobrazení množ iny P na množinu P x . Budiž u 

topo log i e v P a budiž v j e j í P -modi f ikace . Budiž % t o p o l o g i e 
v P j a budiž Vj j e j í P -modi f ikace . A b y / by l o uzavřené (polo-
uzavřené) j ako ž t o zobrazení (P, « ) na (Plr uj, k tomu jenutné 
a stačí, aby to též p lat i lo , pok ládáme- l i / za zobrazení (P, v) 

na (P1; v j . 

7.1.28. K a ž d é přesně spo j i t é zobrazení je po louzavřené . 

Jestliže v příkladě 7.1.1 pokládáme / za zobrazení P-prostoru (P, u) 

na P-prostor (P, w), pak / je spojité polouzavřené zobrazení, ale / není 
přesně spojité. 

7.1.29. Budiž / uzavřené spo j i t é zobrazení P-prostoru P 
na prostor P x . Pak P t je P-prostor a / je přesně spoj i té . Budiž 
Mx c P j , M = /~1(ilf1). Protože P je P-prostor, je il/ uzavřená v pro-
storu P; protože / je uzavřené, je fl(M) uzavřená v prostoru Px , tj. 



f\M) = f\M), a tedy f\M) c f{M). Protože / je spojité, je také obrá-

ceně ]i(M) o /i(3f); tudíž7HM) = f\M), tj. M[ = f^M) a to znamená, 

že / je přesně spojité. Mimo to jsme viděli, že /*(M) = f1 (M) = M l t 

tedy W 1 = M u tj. P ± je P-prostor. 
Jestliže (P, u) není P-prostor a jestliže v je P-modifikace topologie u, 

pak identické zobrazení P na P, pokládané za zobrazení prostoru 
(P, u) na prostor (P, v), je spojité uzavřené zobrazení, které není 
přesně spojité. 

7.1.30. Budiž / zobrazen í P-prostoru P na množinu Px. A b y 
v Pjl e x i s t o va l a t aková P - topo log i e v, že / j ako ž t o zobrazení 
P na (Pj, v) je spo j i té , k tomu je nutné a stačí, aby pro každý 
y e P j množina f_1(y) c P by la uzavřená. Je- l i t a t o podmínka 
splněna, pak v P j ex i s tu j e p rávě jedna t aková P - topo log i e u, 
že / j a k o ž t o zobrazen í P na (P1} u) je spo j i t é a po louzavřené ; 
j es t l i ž e pak w je P - topo log i e v Plt je / j ako ž t o zobrazení P 
na (Pj, w) 

[1] p rávě t ehdy spoj i té , j e - l i t opo log i e w hrubší než u; 
[2] p rávě t ehdy po louzavřené , j e - l i t opo l og i e w j emně jš í 

než u. 

Důkaz. I. Podmínka je nutná podle 7.1.20. Nechť tedy je splněna. 

I I . Podle 7.1.23 existuje v P x zcela určitá taková topologie u0, že / 
jakožto zobrazení P na (P l t u0) je přesně spojité. Budiž u P-modifikace 
topologie u0. Je-li w P-topologie v Pu je / právě tehdy spojité jakožto 
zobrazení P na (Plt w), je-li w hrubší než u; to plyne ze 7.1.23, protože 
P-topologie w je (viz 4.5.15) právě tehdy hrubší než u0, je-li hrubší než u. 

Zejména / je spojité jakožto zobrazení P na (Px, u). 

I I I . Podle 7.1.27 a 7.1.28 je / polouzavřené jakožto zobrazení P na 
(Pjl, u). h toho plyne (viz 4.5.13), že / je polouzavřené jakožto zobrazení 
P na (P1; w), jestliže P-topologie w je jemnější než u. Obráceně budiž w 

taková topologie v P1} že / je polouzavřené jakožto zobrazení P na 
(Px, w). Je-li M1 c P , uzavřená při topologii u, je M1 uzavřená i při 
topologii w0. Protože / je spojité vzhledem k u0, je M = /_1(ilí1) uza-
vřená v P podle 7.1.18. Protože / je polouzavřené vzhledem k w, je Mx 

uzavřená při topologii w. Tudíž w je jemnější než u podle 4.5.14. 
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7 . 1 . 3 1 . K a ž d é spo j i t é zobrazení / P-prostoru P na P-prostor 
Px se dá s lož i t z po louzavřeného spo j i t ého zobrazení pro-
storu P na P-prostor P„ a z prostého spo j i t ého zobrazení 
prostoru P 0 na prostor Pl. Označme w danou P-topologii prostoru 
Pv Podle 7 . 1 .30 existuje v P x P-topologie u jemnější než w, která má 
tu vlastnost, že g je polouzavřené a spojité, znamená-li g totéž zobra-
zení jako /, ale pokládané za zobrazeni P na (Pu u). Je-li h identické 
zobrazeni Px na Pl} pokládané za zobrazeni (P1; u) na (Pu w), pak 
zobrazení / je složeno ze zobrazení g,h a prosté zobrazení h je spojité 
podle 7 . 1 . 1 1 . 

7 . 1 .32 . Budiž P prostor ; budiž a e P; budtež f,g funkce 
v oboru P; nechť a je bodem spo j i t os t i i pro / i pro g. P r o 
x e P budiž 

k(*) = \m\; 
f2(x) = max [f(x), g(x)] ; 

fz(x) = min [/(»), g(x)] ; 

/.(®) = /(*) + 9(*V, 

f5(x) = f(x) - g{x) ; 

/«(a:) = /(») • ; 

Pak a je bodem spo j i t os t i každé z funkc í f2, . . / 7 . Je- l i 
<7(a) =t= 0 a je - l i /8 t aková funkce v oboru P, že 

xeP, g(x) * 0=>/8(«) = ^ , 

je a bodem spo j i t os t i funkce /8. Je- l i |/(a)| < 1 a je - l i /9 t aková 
funkce v oboru P, že 

* € P , [/(o;)] < 1 => fB(x) = 1 , 

je a bodem spo j i t os t i funkce /fl. Správnost všech tvrzení plyne ze 
7.1.3. 

7.1 .33 . Budiž P prostor; budiž {/„} posloupnost funkc í 
v oboru P ; pro každý xeP budiž lim fn(x) = f{x), takže také / 
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j e funkce v oboru P ; nechť aeP je bodem spo j i t os t i všéch 
funkc í /„. A b y a by l bodem spo j i t os t i funkce /, k tomu je 
nutné a stačí, aby ke každému číslu s > 0 ex i s t ova l t a k o v ý 
index m(e) a t akové okol í U(e) bodu a, že 

xeU(e)=>\fm(e)(x)-f(x)\<e. 

Důkaz. I . Je-li podmínka splněna a je-li e > 0, budiž m = . e), 
XJÍ = TJ(\ . e). Podle 7.1.3 existuje takové okolí U2 bodu a, že x e ř/2 => 

=> |fm(x) ~ fm(a) | < i • fi- Podle 4.2.5 je V = U1nUi okolí bodu a 

a jest 

zeV=> |/(*) - f(a)\ ^ |fjx) - f(x)| + |tJx) - fm(a)\ + 

+ |Ua) - /(o) 1 < £ 

(viz 4.2.3). Tudíž a je bod spojitosti pro / podle 7.1.3. 

I I . Nechť a je bod spojitosti pro / a nechť £ > 0. Existuje takový 
index m(e), že |/m(e)(a) — f(a)\ < ^ . s. Podle 4.2.5 a 7.1.3 existuje 
takové okolí U(e) .bodu a, že 

z 6 U(e) => |f(x) - f(a) | < t. e , |/m(s)(x) - /m(£)(a)| < $ . e . 

Pak je 
x e U(s) => fm(e)(x) - f(x) | ^ 

^ !/«(.,(*) - /«(.,(«)| + !/«(.,(o) - /(a)| + |/(«) - M\ < e • 

7.2. INVERSNÍ SPOJITOST A OBOUSTRANNÁ SPOJITOST 

De f in i c e 7.2.1. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P^ budiž 
b e P j . Pravíme, že b je bod inversní spojitosti zobrazení /, je-li pro 
každou bodovou množinu M c P: 

6 e / í (3fj => /-*(&) n l + í . 

7.2.1. Budiž / zobrazen í prostoru P na prostor P : ; budiž 
6 e Px . A b y 6 by l bod inversní spo j i t o s t i pro /, k tomu je nutné 
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a stačí, aby pro každé okol í U množ iny /_1(6) c P by la mno-
žina 

7 = / , [ycP^f-^cU] 

okol ím bodu b e Pv 

Důkaz. I. Budiž b bod inversní spojitosti pro /. Je-li U okolí mno-
ž iny c P, budiž M = P - U . Pak je f~\b) cP - M neboli 
f-^b) n M = 0. Z toho plyne podle definice 7 .2.1 , iebePí — fl(M) 

neboli, že F = Px— ^(M) je okolí bodu b e Px . Pro y e P x je však 
zřejmě: y e F<=>/-1(?/) c U. 

I I . Jestliže b není bod inversní spojitosti pro /, pak existuje taková 
M c P, že b e fifMj, /_1(6) n = 0. Množina Č7 = P - Jf je pak 
okolím množiny /-1(6) c P a množina F = <?„ [/-1(Í/) C U] = P x — 
— f\M) není okolím bodu b e P1. 

7.2.2. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P x . Budiž 
bePy bod inversní spo j i t os t i pro /. Je- l i ř7 okol í množ iny 
/-!(&) c P, je /!(Č7) oko l í bodu 6 e P±. To plyne ze 7 .2 .1 na základě 
4.2.4, neboť 

yeP,, f-*(y)cU=>yeKU)-

Př ík l ad 7 .2 . 1 . Uvažujme prostory P, P1 vnořené do E±; P se skládá 
z čísel 

0,1, 2, 3,..., i , i . . . , 

P1 z čísel 0, Budiž / zobrazení P na P1 definované takto: 

x 1 => f{x) = x ; x > 1 => f(x) -- x~l. 

Snadno se dokáže: 
(1) Zobrazení / je přesně spojité. 
(2) 0 e P x není bod inversní spojitosti zobrazení /. 
(3) Pro každé okolí U bodu 0 neboli množiny /-1(0) v prostoru P je 

/1(ř7) okolí bodu 0 v prostoru Px. 

7.2.3. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P x . Budiž 
b e P j bod inversní spo j i tos t i zobrazení /. Budiž {an} t aková 
bodová posloupnost v prostoru P, že lim /(»„) = b. Pak ke 
každému okol í TJ množiny /_1(6) c P ex is tu j e t akový index k, 

že aneU pro všecka n > k. Neexistuje-li takový index k, pak 

151 



existuje taková posloupnost {a^} vybraná z {an}, že a^e M pro 
všecka n, kde M = P — TJ. Protože U je okolí množiny /-1(6), je 
/-J(6) n~M = 0. Z toho plyne podle definice 7 .2.1 , že b e Px — jx{M), 
tj. že P j — ^(M) je okolí bodu b e Px. Podle 6.3.3 je však lim f(ain) = b, 

n—>00 

takže existuje takový index k, že n > k => /(aín) e P t — /1(_Zkř). To je 
spor, neboť ain e M pro všecka n. 

7.2.4. Budiž / zobrazení prostoru P na ¿-prostor Px; budiž 
6 e Px. Pro každé okol í TJ množiny f~x{b) c P nechť ke každé v P 
obsažené posloupnost i {a„}, pro kterou lim/(an) = b, ex is tu je 
t a k o v ý index k, že an eU pro všecka n > k. Pak je 6 bod in-
versní spo j i tos t i zobrazení /. Není-li b bod inversní spojitosti pro /, 
pak existuje taková M c P, že b e ]HM), /-1(6) n M = 0. Množina 
TJ = P — M je pak okolím množiny /_1(6) c P. Protože 6 e fHM), 
existuje v ¿-prostoru P x taková bodová posloupnost {bn}, že bn e /1(ilf) 
pro všecka n, lim bn = b. V prostoru P existuje taková bodová po-
sloupnost {an}, že pro všecka n je f(an) = bn, an e M. Nyní musí exis-
tovat takový index k, že n > k => an e U; to je spor. 

De f in ice 7.2.2. Zobrazení / prostoru P na prostor P x nazveme 
inversně spojité, jestliže každý y e Px je bod inversní spojitosti pro /. 

7.2.5. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P t . A b y / 
by lo inversně spoj i té, k tomu je nutné a stačí, aby pro 
všecky bodové množ iny McP p la t i l o : 

j\M) D MM) • 

D úkaz. I. Je-li podmínka splněna a je-li b e P1 ; McP,b e f^M), 
jest bef1{M), tj. existuje takový bod aeM, že f(a) = 6. Pak je 
a e /_1(ř>) n M 4= 0 a tudíž je b bod inversní spojitosti zobrazení /. 

I I . Není-li podmínka splněna, pak existuje takový bod b e Pt a ta-
ková množina M c P, že b e fHM) — fl(M). Protože beP1 — ^(M), 
je /_1(6) n M = 0. Avšak b e j1[M), takže b není bod inversní spoji-
tosti pro /. 

7.2.6. Budiž / prosté zobrazení prostoru P na prostor Px . 
A b y / by lo inversně spoj i té, k tomu je nutné a stačí, aby in-
versní zobrazení f_x by lo spoj i té . 
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7.2.7. Budiž / inversně spo j i t é zobrazení prostoru P na 
prostor Px. Budiž A c Plt B c Px. Jsou-l i množ iny f~l(A), 

/_1(-®) o d d ě l e n é v p r o s t o r u P , jsou-<4, .Boddě l enévpros t o ruP j . 
Jsou-l i f-^A), / -1 (P) íř-oddělené v prostoru P, jsou A, B 

í f -oddělené v prostoru Pv Je-li U1 okolí f~l{A) c P a je-li U2 okolí 
/-!(P) c P, plyne ze 4.2.8 a 7 .2.1 , že Vx = Sv [/-%) c Ux] je okolí 
A c P x a že F2 = ďv [/-%) c U2] je okolí B c Px. Je-li U2 n f~\A) = 

= 0 = U1 n f-^B), jest F2 n A = 0 = Fx n B. Je-li Vx n U2 = 0, 
jést Fx n F2 = 0.| 

7.2.8. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P j . Budiž Qt 

vnořen do P1} takže Q = / -1 (6i) j e vnořen do P a zúžení / ] Q 

j e z o b r a z e n í p r o s t o r u Q n a p r o s t o r Q j . Je- l i b eQx bod inversní 
spo j i t os t i pro /, je b bod inversní spo j i t os t i také pro / | Q. 

Je- l i zobrazení / inversně spoj i té , je také / | Q inversně 
spo j i té . 

P ř í k l ad 7.2.2. Uvažujme prostory P, P x vnořené do Ex; P se skládá 
z čísel 0, 1 P x = P — (1). Definujme zobrazení / prostoru P 
na prostor P x takto: 

/(1) = 0, z * 1 =>/(«) = » . 

Snadno se dokáže: 

(1) Zobrazení / je spojité a také je inversně spojité. 
(2) Zúžení / | P — (0) není inversně spojité, protože 0 e fl{P — (0)) 

není bod inversní spojitosti pro / | P — (0). 

7.2.9. Inversně spo j i t é zobrazení je uzavřené. Budiž / 
inversně spojité zobrazení prostoru P na prostor P j . Množina M c P 
budiž uzavřená. Pak je M = M a tedy fJ(M) o fHM) podle 7.2.5, 
takže množina fx(M) c P x je uzavřená. 

V příkladě 7 .2.2 je / spojité a inversně spojité zobrazení P na Px ; 
množina G = (1) je otevřená v prostoru P, ale fl{G) = (0) není ote-
vřená v prostoru 

7.2.10. Uzav ř ené zobrazení / P-prostoru P na prostor P x 

je inversně spo j i té . Budiž M c P . Protože P je P-prostor, je Jf c P 
uzavřená množina. Je-li / uzavřené, je také fx(M) c P x uzavřená. Pro-
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tože f^M) 3 fl{M), je fl(M) o ^(M) podle 4.4.7 a zobrazeni / je in-
versně spojité podle 7.2.5. 

Jestliže prostor (P, u) není P-prostor, budiž v P-modifikace topologie 
u. Identické zobrazení P na P jakožto zobrazení prostoru (P , u) na 
prostor (P, v) je uzavřené, ale není inversně spojité. 

7 . 2 . 1 1 . Budiž / inversně spo j i t é zobrazení prostoru P na 
pros tor (Plt v). Budiž w t opo l og i e v Px j emně jš í než v. Pak je / 
inversně spo j i t é též j ako zobrazen í P na (P1; « ) . Viz 7.2.5. 

7 . 2 . 1 2 . Budiž / inversně spo j i t é zobrazení P-prostoru P 
na pros tor (P l7 v). Je- l i « P -mod i f ikace t opo l og i e v, je / in-
versně spo j i t é též j ako zobrazen í P na (Pu u). Viz 7.2.9 a 7 .2 .10. 

7 . 2 . 1 3 . Budiž / zobrazen í prostoru P na množinu Px. Exis-
t u j e t aková t opo log i e « v množině Px, že j e - l i w l i bovo lná 
t opo l og i e v P1 ; pak / je p rávě t ehdy inversně spo j i t é j akož t o 
zobrazen í P na (Plf w), j es t l i že w je j emně jš í než u. Ze jména 
je / in ve rsně spo j i t é j a k o ž t o zobrazen í P na (P1; u). Topo l og i e 
u je j ednoznačně určena. Je- l i P P-prostor, je také (P1} u) 

P-prostor . 

Důkaz. I. Pro M c P položme <p(M) = ďv [y e P1} f-^y) c M]. Pro 
y ePx budiž 53 (y) soustava všech množin <p(X), kde X probíhá všecka 
okolí množiny /_1(í/) C P. Snadno se zjistí, že soustavy 93(y) (y e Px) 

splňují axiomy (IU) až (IVU) (viz 4.3.1), takže podle 4.3.3 tyto sou-
stavy 93(y) definují topologii u v množině Px. Snadno se také zjistí, 
že pro y e Px je 93(y) soustava všech w-okolí bodu y e Px. 

I I . Ze 7 .2 .1 plyne předně, že / je inversně spojité jakožto zobrazení 
P na (Pj, u), a za druhé, že / je právě tehdy inversně spojité jakožto 
zobrazení P na (P1} w), jestliže každé «-okolí libovolného bodu y e Px je 
také jeho w-okolím neboli jestliže topologie w je jemnější než u. Že 
topologie « je jednoznačně určena, je zřejmé. 

I I I . Je-li P P-prostor a je-li v P-modifikace topologie u, pak / je 
podle 7 . 2 . 1 2 inversně spojité jakožto zobrazení P na (Px, v), takže 
podle I I v musí být jemnější než « . Protože v je hrubší než u, je v = u, 

tj. u je P-topologie. 
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Def in ice 7.2.3. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P v Pra-
víme, že / je oboustranné, spojité, jestliže / je spojité a současně též in-
versně spojité. 

7.2.14. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor Pv A b y / 
by l o oboustranně spoj i té , k tomu je nutné a stačí, aby pro 
všecky množ iny McP by lo : 

HM) = JW). 
Viz 7.2.5 a definici 7.1.2. 

7.2.15. Oboustranně spo j i t é zobrazení je přesně spo j i té . 

7.2.16. Budiž / zobrazení prostoru P na množinu Pv Exis-
tu j e n e j v ý š jedna taková topo log i e u v množině P1 ; že / je 
oboustranně spo j i t é j akož to zobrazení P na (Plt u). Viz 7.1.23 
a 7.2.15. 

7.2.17. Budiž / zobrazení P-prostoru P na prostor P1# A b y / 
by lo oboustranně spoj i té , k tomu je nutné a stačí, aby / by l o 
současně spo j i t é i uzavřené. 

Důkaz. I. Je-li / oboustranně spojité, je / spojité a podle 7.2.9 také 
uzavřené. (Předpoklad, že P je P-prostor, v této části nepotřebujeme.) 

I I . Je-li / spojité a uzavřené, je / oboustranně spojité podle 7.2.10. 

7.2.18. Budiž / oboustranně spo j i t é zobrazení P-prostoru P 
na prostor Pt. Pak také P í je P-prostor. Viz 7.1.29 a 7.2.17. 

7.2.19. Budiž / oboustranně spo j i t é zobrazení prostoru P 
na prostor P j . Budiž A c Plt B c Pv A b y A, B b y l yoddě l ené 
v prostoru P1} k tomu je nutné a stačí, aby f~l(A), /_1 (P) b y l y 
oddělené v prostoru P. A b y A, B b y l y H-oddělené v prostoru 
Pj, k tomu je nutné a stačí, aby /_1(-4), / -1 (P) b y l y íř-oddělené 
v prostoru P. Viz 7.1.13 a 7.2.7. 

7.2.20. Budiž / oboustranně spo j i t é zobrazení normálního 
prostoru P na prostor Px. Pak také Px je normální. Podle 7.2.18 
je Pl F-prostor. Jsou-li A c Pu B c P1 disjunktní a uzavřené, jsou 
f - ^ A ) c P, f -\B) c P disjunktní a podle 7.1.18 uzavřené. Protože P 
je normální, jsou /-1(-4), / -1 (P) //-oddělené, takže podle 7.2.19 také 
A, B jsou ¿/-oddělené. 
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7.2.21. Budiž / oboustranně spo j i t é zobrazení dědičně 
normálního prostoru P na prostor Px. Pak také Px je dědičně 
normální. Podle 7 .2 . 18 je Px F-prostor. Jsou-li A c P1} B c Px oddě-
lené, jsou podle 7 .2 . 19 f~\A) c P, f-^B) c P oddělené a tudíž podle 
5.4.9 ^-oddělené, takže A, B jsou íř-oddělené podle 7 .2 .19 a Px je 
dědičně normální podle 5.4.9. 

Def in ice 7.2.4. Budiž SR rozklad (vizčlánek 1.3) prostoru P. Pra-
víme, že SFC je uzavřený, jestliže každý pás je uzavřená množina. Pra-
víme, že SR je shora spojitý, jestliže ke každému okolí U kteréhokoli 
pásu R c P existuje takové okolí W pásu R, že pro každý pás X platí 
buďto X n W = 0 nebo X c U. 

7.2.22. Budiž 91 rozklad prostoru P. A b y ex i s tova lo obou-
stranně spo j i t é zob razen í/prostoru P n a ně j aký prostor Pj, 
při kterém by se SR skládal ze všech množin /-1(í/) (y e Px), 
k tomu je nutné a stačí, aby rozklad SR by l uzavřený a shora 
spo j i tý . 

Důkaz. I. Budiž / takové oboustranně spojité zobrazení prostoru P 
na prostor Plt že y e P t => /_1(2/) e SR. Pak je SR uzavřený podle 7.1.20. 
Budiž R e SR a budiž U okolí množiny R. Existuje takový bod b e Plt 

že R = /_1(6). Podle 7 .2.1 množina V = ďy [f^iy) c 17] je okolím bodu 
6 e P j . Podle 7 . 1 . 1 2 je W = /-1(F) okolí množiny R c P. Je-li X e SR, 
X n W 4= 0, je zřejmě X cU. Tudíž rozklad SR je shora spojitý. 

I I . Budiž SR uzavřený a shora spojitý rozklad prostoru P. Existuje 
takové zobrazení / prostoru P na soustavu SR, že pro každý x e P je 
f{x) pás rozkladu SR obsahující bod x. Pro R e SR je /_1(P) = R, takže 
z uzavřenosti rozkladu SR podle 7 . 1 .23 plyne, že do SR můžeme zavést 
topologii tak, aby vzhledem k ní zobrazení / bylo přesně spojité. Podle 
7 . 1 . 2 1 je / spojité; zbývá dokázat, že / je také inversně spojité. Budiž 
Ma c P; podle 7 .2 . 14 máme dokázat, že P íMq) = NMo)- Budiž M1 -
= /M-Mp), M - f-T-jMj. Pak je fx{M) = M1 a z definice 7 . 1 .3 plyne, že 
/x(M) = fHMj, takže je třeba pouze dokázat, že ^(Mq ) = fiM). Jest 
M0 c M => fHMo) c HM). Jestliže tedy předpokládáme, že f^Mo) * 
4= PCM), pak existuje pás R e ̂ (M) — /1(Jtf0); snadno si uvědomíme, 
že to znamená R r\M 4= 0 = P n M0. Protože R r\M0 = 0, je 
U = P — M0 okolí množiny R v prostoru P. Protože rozklad SR je shora 
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spojitý, existuje takové okolí W množiny R c P, že pro X e SR je buďto 
X n W = 0 nebo X cU. Protože R n M + 0, existuje bod a e R n M. 
Podle 4.2.8 je W okolí bodu a, takže podle 4.2.9 existuje bod x e W n 
n M. Pro pás f(x) obsahující x máme f(x) n W = 0, a tudíž f(x) c U. 
Avšak x e M, takže f(x) e ̂ (M) = M1 = fHM0). Tedy existuje takový 
x0 e M0, že x0 e f(x) c U = P — M0 a to je spor. 

7.3. SPOJITÉ FUNKCE v NORMÁLNÍCH PROSTORECH 

Def in ice 7.3.1. Budiž M c Elf M + 0. Supremum množiny M, 
značka sup M, je nejmenší takové číslo « , že x e M => x ^ x; neexis-
tuje-li takové « e Eu položíme tx = oo. Infimum množiny M, značka 
inf M, je rovné — /9, je-li (3 supremum množiny é?x [— x e M], 

Def in ice 7.3.2. Budiž P prostor; budiž / funkce v oboru Q c P. 
Oscilace funkce / v bodě a e P je infimum množiny všech takových 
čísel e > 0, k nimž existuje takové okolí U bodu a, že 

xeQnU, yeQnU^\f(x)-f(y)\<e-, 

neexistuje-li takové e e £1; budiž oo oscilace funkce / v bodě a. 

7.3.1. Budiž P prostor; budiž j funkce v oboru Q c P. Ne-
ní-l i a e P hromadným bodem množiny Q (zejména tedy, jestliže 
a e P — Q), pak oscilace funkce / v bodě a je rovna nule. Viz 
4.2.10. 

7.3.2. Budiž P prostor; budiž / funkce v oboru P; budiž 
Q c P. P ro každý a e P je oscilace / v bodě a rovna nebo větš í 
než oscilace zúžení / | Q v bodě a. 

• 7.3.3. Budiž P prostor; budiž f funkce v oboru Q c P. Aby 
bod a e Q by l bodem spo j i tos t i funkce /, k tomu je nutné 
a stačí, aby oscilace funkce / v bodě a byla rovna 0. Viz 7.1.3. 

7.3.4. Budiž P P-prostor; budiž / funkce v oboru Q c P; 
budiž c e Ej, c > 0. Množina Cř všech těch x e P, v nichž osci-
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lace funkce / je menší než c, je o tevřená. Je-li a e G, pak existuje 
takové číslo e, že 0 < e < c, a takové okolí U bodu a, že 

xeQnU, yeQnU^\f(x)-f(y)\<e. 

Podle 4.5.1 a 4.5.5 existuje takové okolí V bodu a, že U je okolím 
každého z e V. Zřejmě V c G, takže G je okolí bodu a podle 4.2.4. Tudíž 
G je otevřená podle 4.2.8 a 4.4.12. 

7.3.5. Budiž P P-prostor ; budiž / funkce v oboru Q c P. 

Množina všech těch x e P, v nichž osci lace funkce / je rovna 0, 
je črf-množina. 

7.3.6. Budiž P P-prostor ; budiž / funkce v oboru P. Mno-
žina bodů spo j i t o s t i funkce / je ^ -množ ina . 

De f in i c e 7.3.3. Budiž P jakákoli množina. Budiž {/„} posloupnost 
funkcí v oboru P . O funkci / v oboru P pravíme, že je stejnoměrnou 

limitou posloupnosti {/„}, jestliže ke každému číslu e > 0 existuje 
takový index h, že 

xeP, n > k ^ \fn(x) - f(x)\ < e . 

Jestliže stejnoměrná limita existuje, je jednoznačně určena posloup-
ností {/„}, neboť pro každý x e P je 

f(x) = lim fn(x) . 
«—»•00 

7.3.7. Budiž P l i bovo lná množina. Budiž {/„} pos loupnost 
funkc í v oboru P . A b y ex i s t ova la s te jnoměrná l imi ta po-
s loupnost i {/„}, k tomu je nutné a stačí, aby ke každému 
číslu e > 0 e x i s t o va l t a k o v ý index k, že 

xeP, m>k, n > A => \fm(x) — fn(x)\ < e . 

7.3.8. Budiž P prostor . Budiž {/„} pos loupnost funkc í 
v oboru P. Nech ť ex i s tu j e s te jnoměrná l imi ta / pos loupnost i 
{/„}. Budiž a e P. A b y a b y l bod spo j i t o s t i funkce /, k tomu je 
nutné a stačí, aby ke každému číslu s > 0 ex i s tova l t a k o v ý 
index k, že pro všecka n > k je osci lace funkce /„ v bodě a 

menší než e. 

Důkaz. I. Nechť podmínka je splněna. Je-li e > 0, pak existuje 
takový index k, že pro všecka n > k: [1] x e P =>• \fn(x) — f(x)\ < e, 
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[2] oscilace funkce /„ v Bodě a je menší než e. Zvolme libovolně n > k. 

Existuje takové okolí U bodu a, že: x e U, y e U => \fn(x) — f„(y)\ < e. 

Protože |fn (x) — f(x)\ < e pro všecky x e P, jest: x e U, y e U => \f(x) — 

— f(y) | < 3e. Tedy oscilace funkce / v bodě a je 3e. Protože e > 0 
bylo libovolné, je a bod spojitosti funkce / podle 7.3.3. 

I I . Budiž a bod spojitosti funkce /. Je-li e > 0, pak existuje takový 
index k, že 

xeP, n > k=> \fn(x) - f{x)\ < \e . 

Podle 7 . 1 . 3 existuje takové okolí U bodu a, že x e U => \f(x) -f(a)\ < 

< ie. Tudíž 
xeU, yeU, n>k^\fn(x)-fn(y)\<ie. 

Z toho plyne, že pro n > k oscilace /„ v bodě a je < e. 

7.3.9. Nech ť ke každé d v o j i c i (A, B) d i s junktn ích uzavře-
ných množin P-prostoru P ex i s tu j e t aková spo j i tá funkce / 
v oboru P, že 

x z A=> f(x) = 0 , xtB=>f(x) = \. 

Pak je P normální prostor . Máme dokázat, že množiny A, B jsou 
H-oddělené. Položíme-li G = ďx [f(x) < H = Sx [/(x) > £], jest 
AcG,BcH,GnH = 0 a množiny G, H jsou otevřené podle 7 . 1 . 1 4 . 
Tudíž A, B jsou ¿/-oddělené podle 5 . 1 . 1 5 . 

7 .3.10. Budiž P normální prostor. Budtež A c P, BcP 

dis junktní uzavřené množiny. Pak ex i s tu j e t aková spo j i tá 
funkce / v oboru P, že 

(1) x e P => 0 ^ f(x) ^ 1, x e A => /(x) = 0, xeB=> f(x) = 1 . 

Důkaz. I. Pro n = 0, 1, 2, ... budiž H n množina všech takových 

čísel ř, že 0 ^ t ^ 1 a že číslo 2» . ř je celé. Budiž H = Ů 

n-l 
I I . Položme (?(1) = P — B; podle 4.4.13 je G(l) okolí množiny A. 

Podle 4.5.8 a 5.4.6 existuje takové otevřené okolí G(0) množiny A, že 
G(0) c Cř(l). 

I I I . Nechť pro určité n = 0, 1, 2, ... je už každému teHn přiřazena 
množina G(t) tak, že 

tieHn, ř2 e Hn, ty<t^G(tjcG{tt). 
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(Pro n = 0 tomu tak je podle I I . ) Ukážeme, že takové množiny G(ť) 

existují též pro t e Hn+1. Je-li t e Hn+1, pak může být t e Hn\ v tomto 
případě je množina G(t) už definována. Je-li však t e Hn+1 — Hn, 

h - t - 2_n_1, t2 = t + 2-"-1, pak je e H„, t2 e Hn, < í2, a tudíž 
G^) c G(t2). Množina G(tj) je uzavřená a podle 4 .4.13 je G(t2) jejím 
okolím, takže existuje taková otevřená množina G(t), že c G(t) c 
c G(t) c G(t2). Snadno se zjistí, že množiny G(t) (t e Hn+1) mají žádanou 
vlastnost. 

IV. Můžeme tudíž každému t e H takovým způsobem přiřadit ote-
vřenou množinu G(t), že (r(0) 3 A, G(l) = P — B a že 

í, e H, t2 € H, t, < t2 G[tJ c G(t2) . 

V. Pro každé n = 1, 2, 3, ... definujeme takto funkci /„ v oboru P. 

Pro x e B budiž fn(x) = 1. Je-li x e P — B, pak jistě některé t e Hn má 
tu vlastnost, že x e G(t) (neboť vždy t = 1 má tuto vlastnost); budiž 
fn{x) nejmenší takové t. Pak je x e P => 0 íS f„(x) ^ 1, x e A => fn(x) = 

= 0, x e B => fn(x) = 1. Snadno se dokáže, že každý bod prostoru P 

má takové okolí U, že buďto V = P — G( 1 — 2-") nebo U = G(2-") 

nebo posléze U = (?(ř2) — G^), kde e Hn, t2 e 0 ^ t2 — fx ^ 

2~n+1. Z definice funkce f n je patrné, že v každém případě 

xeU, yeU^\fn(x)-fn(y)\ ^2-. 

Z toho plyne, že v každém bodě je oscilace funkce /„ nejvýš rovna 
9—71 
" • / 

VI. Zřejmě pro každé n: x e P => |/„(a;) — /n+1(x)| ^ 2—-1. Protože 
oo 
2 2-"-1 = 2-4-1, jest pro každé k 

n =.&+1 

Z toho plyne podle 7 .3.7 existence stejnoměrné limity / posloupnosti 
{/„}. Podle 7 .3.3 a 7.3.8 je / spojitá funkce, která zřejmě má vlast-
nost (1). 

7 . 3 . 1 1 . Budiž P P-prostor. Nech ť ke každé uzavřené bo-
dové množině P a ke každé omezené spo j i t é funkc i cp v oboru 
P ex i s tu j e t aková spo j i tá funkce / v oboru P, že zúžení / | P 
splyne s <p. Pak P je normální prostor . 
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Důkaz. Jsou-li A, B disjunktní uzavřené množiny, pak P = A u B 

podle 4.4.6 je uzavřená. Definujme funkci <p v oboru F takto: 

x e A cp(x) = 0 , x e B => cp(x) = 1 . 

Ze 4.6.6 a 7 . 1 . 1 9 plyne, že funkce <p je spojitá. Tudíž existuje taková 
spojitá funkce / v oboru P, že / | F = <p. Podle 7.3.9 je P normální. 

7.3.12. Budiž P normální prostor . Budiž P uzavřená bo-
dová množina; budiž y spo j i tá funkce v oboru P. Ex i s tu j e 
t aková spo j i tá funkce / v oboru P, že zúžení / | P s p l y n e s <p. 

Je- l i 9? omezená, můžeme požadovat , aby také / by la ome-
zená. 

Důkaz. I. Za předpokladu, že: x e P = > \q>(x)\ íS 1, budeme defi-
novat takovou spojitou funkci g v oboru P, že 

(2) X€F=>\tp(x)-g(x) | r g f , x e P => \g(x)\ ^ ^ . 

Za tím účelem položme 

A = *x[xcF,~ 1 ^ ?(*) ^ - , B = *.[xcF,l£ <p(x) ^ 1] . 

Množiny A, B jsou disjunktní a podle 4.6.6 a 7 . 1 . 1 8 jsou uzavřené. 
Podle 7 . 3 . 1 0 existuje taková spojitá funkce h v oboru P, že x e P = > 
=> 0 ^ h(x) ^ 1, x e A => = 0, x e B => h(x) = 1. Budiž: x e P => 

=> g(x) = ^ [2h(x) — 1], Pak je g spojitá funkce v oboru P, která 
splňuje (1). 

I I . Podržme předpoklad x e F => \<p(x)\ 1 a definujme rekurentně 
posloupnost {«Pn}™-spojitých funkcí v oboru P a současně posloupnost 
{gn)x spojitých funkcí v oboru P tak, aby bylo 

(3) x e F ^ \<pn(x) - gn(x) 

(4) xeP^ \gn(x)\ 

Pro n = 1 stačí položit 

(5) x e F => <px{x) = <p{x) 

a definovat gx pomocí I. Jestliže při určitém n funkce <pn a gn jsou už 
definovány, definujeme <pn+1 takto: 

(6) x e F => <pn+i(x) = ![?>«(«) - • 
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Podle 7 . 1 . 8 a 7 . 1 . 3 2 je q>n+1 spojitá funkce v oboru P; podle (3) je 
x e F => |<p„+i(x)| ^ 1, takže gn+1 opět můžeme definovat pomocí I. 

I I I . Nyní položme pro n = 1, 2, 3, ... 
n 

(7) x e P ^ f n ( x ) = 2 i a y - i g i ( x ) . 
ť = i 

Podle 7 . 1 . 3 2 je fn spojitá funkce v oboru P. Z (5), (6) a (7) následuje 

(8) x <r F => fn(x) = <p(x) - ( f ) " <pn+1(x) . 

Ze (4) a (7) plyne podle 7 .3.7 existence stejnoměrné limity / posloup-
nosti {/„}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je funkce / spojitá. Ze (3), (4) a (8) plyne, 
že zúžení / | F je totožné s cp. Posléze plyne ze (4) a (7), že 

xeP=> \f(x)\ ^ 1 . 

IV. Tím je dokázáno, že ke každé spojité funkci <p v oboru F s vlast-
ností x e í = > 199(2;)| fS 1 existuje spojitá funkce / v oboru P s vlast-
ností x e P => \f(x) | íS 1, jejíž zúženi / | F je totožné s cp. Jestliže funkce 
cp místo vztahu \<p{x)\ ^ 1 splňuje obecnější vztah |<p(x)| ̂  c, kde 
c > 0, položíme <p0{x) = c - 1 . <p(x), takže \<Po(x)\ 1 pro všecka x e F, 

určíme spojité rozšíření /„ funkce <p0 na obor P tak, aby bylo |f0(x) \ ^ 1 
pro všecka x e P a položíme f{x) = c f0(x). 

V. Posléze budiž dána neomezená spojitá funkce <p v oboru F. Pro 
x e F položme 

<p{x) 
f { x ) 

1 + \<p(x) | 

Podle 7 . 1 . 3 2 je tp spojitá funkce v oboru F; zřejmě x e F => |y)(a;)| < 1. 
Existuje taková spojitá funkce g v oboru P, že 2; e P => \g(x)\ ^ 1, 

x e F => g(x) = ip(x). Bodová množina M = Sx [|gf(»)| = 1] je uzavřená 
podle 7 . 1 . 1 8 a zřejmě P n M = 0. Tudíž ze 7 . 3 . 1 0 plyne, že existuje 
taková spojitá funkce h v oboru P, že 

x e P => 0 ^ h(x) => 1 , x e F => h(x) = 1 , x e M => h(x) = 0 . 

Definujme funkci k v oboru P takto: 

x e P => k(x) = g(x) . h(x) . 
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Podle 7 . 1 . 3 2 funkce k je spojitá; zřejmě £ e P = > < 1 , x e F => 

=> k(x) = y(x). Posléze nechť 

Pak / je spojitá (viz 7 .1 .32) funkce v oboru P a zřejmě x e F => f(x) = 

= 9>(z)-

7.3 . 13 . Budiž P prostor. Budiž / spo j i tá funkce v oboru P. 

Bodová množina M = Sx [f(x) = 0] je uzavřená a současně 
00 

je to čři-množina. M je uzavřená podle 7 . 1 . 1 8 . Jest M = f | Gn, kde 
n - l 

Gn = Sx [|/(x)| < j© otevřená podle 7 . 1 . 1 4 . 

7.3.14. Budiž P normální prostor. Nechť uzavřená mno-
žina M je Cřj-množinou. Pak ex is tu je taková spoj i tá funkce / 
v oboru P, že x e P => 0 ^ f(x) ^ 1, xeMof(x) = 0. Existují 

00 

takové otevřené množiny Gn, že M = f | Gn. Pro každé n podle 7 .3 . 10 
n-l 

existuje taková spojitá funkce gn v oboru P, že x e P => 0 sS gn(x) = 1» 
x e M => gn{x) = 0, a; e P — (?n => gn(x) = 1. Vztah 

z e P =>/„(*) = 2 2 - ^ ) 
i - l 

definuje spojitou (viz 7 .1 .32) funkci v oboru P. Jest 

x 6 P , m>k, n>k=>\fm(x)-fn(x)\£ | 2 - ' = 2-», 
i-fc+1 

takže podle 7 .3.7 existuje stejnoměrná limita / posloupnosti {/„}. 

Podle 7 .3 .3 a 7.3.8 je / spojitá funkce v oboru P. Pro x e P jest 0 íS 
n 

^ /„(a) ^ ^ 2 - < < x> t e d y 0 ^ lim /„(») = f{x) ^ 1. Pro a; <r M je 
> - i 

zřejmě f(x) = 0. Je-li x e P — M, pak existuje takový index i, že 
xeP - Gi} takže g^x) = 1. Pro n S: i je potom fn(x) ¡2; 2_ť, takže 
f(x) = lim fn(x) ^ 2-' > 0. 

7.3 . 15 . Budiž P P-prostor. Nechť ke každé uzavřené mno-
žině P a ke každé funkc i cp v oboru P ex is tu je taková funkce / 
v oboru P, že zúžení / | P splyne s (p a že každý bod množiny 
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P — F, j a k o ž i k a ž d ý b o d s p o j i t o s t i f u n k c e rp, j e b o d e m s p o j i -
tos t i funkce /. Pak pros tor P je dědičně normální . Nechť A, B 

jsou oddělené bodové množmy. Máme dokázat, že A, B jsou ií-oddo-
lené. Protože P je P-prostor, je množina F = A U B uzavřená podle 
4.4.6. Definujme funkci q> v oboru F takto: 

x e A =>~ <p.(x) = 0, x e F — A => <p(x) = 1 . 

Snadno se přesvědčíme, že každý bod x e F — (A n B) je bodem spoji-
tosti funkce <p. Tudíž existuje taková funkce / v oboru P, že / | F = <p 

a že každý bod x e P — {A n B) je bodem spojitosti funkce /. Zúžení 
/ | P — (A n B) je spojitá funkce podle 7.1.8, takže ze 7.1.14 plyne, 
že množiny ' 

U = £x [z e P — (Z n B), f(x) < i ] , 

V =ďx [x e P - (A n B), f{x) > « 

jsou relativně otevřené v P — {A n B). Protože P je P-prostor, je 
A n B uzavřená podle 4.4.5 a tedy P — {A n B) je otevřená, takže 
podle 4.6.7 také množiny U, V jsou otevřené v P . Z 5.1.2 plyne snadno, 
že A c U, B c F. Zřejmě U n V = 0. Tudíž A, B jsou H-oddělené 
podle 5.1.15 a prostor P je dědičně normální podle 5.4.9. 

7.3.16. Budiž P dědičně normální prostor . K e každé uza-
vřené množině P a ke každé funkc i cp v oboru P ex i s tu j e ta-
ková funkce / v oboru P, že zúžení / | P splyne s <p a že každý 
bod množ iny P — P, jakož i každý bod spo j i t os t i funkce (p, 

je bodem spo j i t o s t i funkce /. 

Důkaz. I . Budiž G množina všech bodů spojitosti funkce <p a budiž 
D = F — C. Prostor P — D vnořený do P je normální a množina 
G = F n (P — D) je relativně uzavřená v P — D podle 4.6.4. Zúžení 
<p | C je spojitá funkce podle 7.1.8. Tudíž ze 7.3.12 plyne, že existuje 
taková spojitá funkce g v oboru P — D, že: x e C => g(x) = <p(x). 

Definujme funkci / v oboru P takto: 

x e D => f{x) - cp{x), zeP-í>=> f(x) - g(x) . 

Zřejmě / | P = <p. 

I I . Budiž ae P — F. Pak je a e P — D. Je-li e > 0, pak podle 
7.1.3 existuje takové relativní okolí F bodu a v prostoru P — D, že 

x e F => |g{x) - g(a) | < e o \f(x) - /(o) | < e . 
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Podle 4.6.2 existuje takové okolí W bodu a v prontoru 1', '/m W N 
n (P - D) = V. Také P — F je okolí bodu a v prostoru P (víz 4.4.13% 
takže podle 4.2.5 též U = W n (P — F) je okolí bodu a v prostoru P. 

Protože D c F, je U c F, takže x e U => \f(x) - f(a) | < e. Tudíž a je 
bod spojitosti funkce / podle 7.1.3. 

I I I . Budiž aeC. Pak je a bodem spojitosti jak pro <p — f \ F, tak 
i pro g = f | P — D. Je-li tedy e > 0; pak podle 7.1.3 existuje takové 
relativní okolí V bodu a v prostoru F a takové relativní okolí W bodu a 

v prostoru P — D, že x e V U W => \f(x) — f(a)\ < e. Jest F U 
U (P - D) = P, a e F n (P — D), takže podle 4.6.18 je F u W okolí 
bodu a v prostoru P. Tudíž a je bod spojitosti funkce / podle 7.1.3. 

7.4. DROBNÉ POZNÁMKY 

7.4.1. Budiž / spo j i t é zobrazen í prostoru P do pros toru P, . 
Budiž Mx c P j , M = f-^MJ. Pak je f(M) ^ y(-^i)- Podle definice 
4.12.2 existuje taková soustava 93 okolí množiny c P1 } že moh 98 = 
= v(-Mi) a že = n F (F € 93). Jest J í = /^(¿Wi) = D « 
Množiny / -1(F) (F e 93) jsou okolí množiny M c P podle 7.1.12 a tvoří 
soustavu, jejíž mohutnost je ^ ^(M^). Tudíž ip(M) ^ ^(Jfj). 

7.4.2. Budiž P pros tor ; budiž a e P. Budiž / spo j i tá funkce 
v oboru P . Je- l i to(o) = 1 nebo a>(a) > x0, pak ex i s tu j e t a k o v é 
okol í U bodu a, že: x e U => /(x) = f(a). Je-li f(a) = c, pak pseudo-
charakter bodu c e E1 je zřejmě roven N0, takže y[/ - i ( c ) ] = S0 podle 
7.4.1. Tudíž /-1(c) = Sx [f(x) = /(o)] je okolí bodu a podle 4.12.25. 

7.4.3. Budiž P normální prostor ; budiž a e P . N e c h ť ke 
každé spo j i t é funkc i / v oboru P ex is tu je takové okol í U 

bodu a, že x e Z7=> f(x) = f(a). Pak je buďto co(á) = 1 nebo m(a) > 

> N0. Budiž {Un} posloupnost okolí bodu a. Ze 4.12.1 a 4.12.2 plyne 
00 

snadno, že staěí ukázat, že také p| JJn je okolí bodu a. Pro každé n 
n -1 

podle 4.4.13 a 4.5.6 existuje taková otevřená množina Gn, že a e Gn c 
c Un. Podle 7.3.10 existuje taková spojitá funkce g„ v oboru P , že 

165 



x € P => O ̂  gn{x) ^ 1, gn(a) = O, x e P - Gn=> ř n (s ) = 1. Definuj-
me funkci /„ v oboru P takto: 

n 

xeP^fn(x) = 22~igi(x). 
i "l 

Funkce /„ je spojitá (viz 7 . 1 .32) a jest 
CD 

xeP, m>k, n > k=>'\tJp) -fn{x)\ < ^ 2-< = 2-*. 
ť-fc+i 

Z toho plyne podle 7.3.7, že existuje stejnoměrná limita / posloupnosti 
{/„}. Podle 7 .3.3 a 7.3.8 je / spojitá funkce v oboru P. Snadno se pře-
svědčíme, že f(a) = 0 a že 

xeP, f(x) = 0^xer\Un. 
n = 1 

Podle předpokladu existuje takové okolí U bodu a, že x e U => f(x) = 
CO CO ' 

= /(a). Tudíž U c f l TJn, takže f | Un je okolí bodu a podle 4.2.4. 
n = 1 n = 1 

7.4.4. Budiž / inversně spo j i t é zobrazení prostoru P na 
pros tor Px. Budiž Mx c P „ M = f-^Mj. Pak je y>(M) ^ f(Mx). 

Existuje taková soustava U okolí množiny M c P, že moh U = yi(M) 

a že M= p[U (U e U). Pro každé C7 e U budiž <p(U) = /„ [y e P t , 
/_1(2/) c Č7]. Jest M1 = fl <p(ř7) (¡7 e U). Množiny <p(U) (U e U) jsou okolí 
množiny M1 c P1 podle 4.2.8 a 7 .2 . 1 a tvoří soustavu, jejíž mohutnost 
je ^ ip{M). Tudíž rp^Mj) ^ y>(M). 

7.4.5. Budiž / oboustranně spo j i t é zobrazení prostoru P 
na prostor Px. Budiž M1 c P1} M = f-^MJ. Pak je 

X(M) = X ( M l ) , # ) = # , ) , a>(M) = < » m . 

Důkaz. I . Pro X c P budiž q>(X) = ďv [y e Plr f~l(y) c X]. Je-li U 

okolí množiny M c P, je <p{TJ) okolí množiny M1 c Px podle 4.2.8 
a 7.2.1. 

I I . Je-li V okolí Mx c P1 ; je okolí McP podle 7 . 1 . 1 2 . 

I I I . Existuje taková úplná soustava 33 okolí Mx v prostoru P1 ; že 
moh 33 = x(Mx). Množiny /_1(F) (V e 33) tvoří soustavu okolí M v pro-
storu P, jejíž mohutnost je x ( ^ i ) - Je-li U libovolné okolí množiny M 
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v prostoru P, pak <p(U) je okolí Mx v Px\ protože soustava 93 je úplná, 
existuje takové V e 93, že F c <p(U); zřejmě /_1(F) c U. Tudíž množiny 
/-X(F) (F e 93) tvoří úplný systém okolí M v P, takže %(M) ^ ^ ( i f j ) . 

IV. Existuje taková úplná, soustava U okolí množiny M c P, že 
moh U = %{M). Množiny cp{U) (U e U) tvoří soustavu okolí množiny 
Mx c P1 (a mohutnost této soustavy je ží %{M). Je-li F libovolné okolí 
množiny Mx c Px, jest /_1(F) okolí množiny M c P a protože soustava 
U je úplná, existuje taková U e U, že U c /-1(F); zřejmě <p(ř7) c F. 
Tudíž množiny <p(U) (U e U) tvoří úplnou soustavu okolí množiny 
Mx c Px , takže ^ i ^ i ) rg %(M) a tedy podle I I I %(MX) = ^(ilí).-

V. Podle 7 .4.1 a 7.4.4 je ip(M) = v(-^i)-

VI . Podle 4 .4 . 12 a 4 . 1 2 . 1 je právě tehdy <o(M) = 1, je-li M okolím M 

v prostoru P, a je právě tehdy co(Mj) = 1, je-li Mx okolím Mx v pro-
storu P j . Je-li ikf okolím M v prostoru P, je (p(M) = Mx okolím Mx 

v prostoru Px; je-li J f j okolím ikfx v prostoru P1 ; je f~1[Mx) = M 

okolím M v prostoru P . Tudíž to(M) = 1 <=><ti{Mx) = 1. 

VII . Je-li oj(Mx) > 1, pak existuje taková soustava 93 okolí mno-
žiny Mx c Px, že moh 93 = co(Mx) a že fl|F (F e 93) není okolím mno-
žiny Mx c P x . Soustava množin /_1(F) (F e 93) má mohutnost co(Mx) 

a skládá se z okolí množiny iW c P ; protože fl = / -1(fl 
množina <p[f") = fl F není okolím J ^ c P l 5 takže fl / -1(F) nemůže 
být okolím Jlf c P . Tudíž a>(M) S w(Mx). 

VI I I . Je-li oj(M) > 1, pak existuje taková soustava U okolí mno-
žiny M c P, že moh U = m(M) a že f| U {U e U) není okolím M c P . 
Soustava množin <p(U) (U e U) má mohutnost nejvýš w{M) a skládá se 
z okolí Mx c Px, protože f| <p(ř7) = <p(H jest /-J[n <p(U)] cC\U, takže 
/ -1 [fl <p(U)] podle 4.2.4 není okolím M c P a tedy f l <p{U) nemůže být 
okolím Mx c Px. Tudíž co{Mx) ^ m{M) a tedy podle V I I co(Mx) = 

= oj(Jbf). 

7.4.6. Budiž C + 0. P r o každé z <= C budiž fz zobrazení pro-
storu P do pros toru P(z). Budiž S = tyP(z) (zeC). Budiž / 
zobrazen í R do S d e f i nované tak, že pro každý x e R a pro 
každé ze C j e fz{ x) z-souřadnice bodu f{x) e S. Aby bod a e R b y l 
bodem spo j i t o s t i zobrazen í /, k t omu je nutné a stačí, aby 
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pro každé z e C by l a bodem spo j i t o s t i zobrazení fz. A b y 
zobrazen í / b y l o spoj i té , k tomu je nutné a stačí, aby všecka 
zobrazen í fz (z e C) byla spojitá. 

Důkaz. I. Budiž z0 e C. Existuje takové zobrazení cp prostoru S na 
prostor P(z0), že pro každý b e S je <p(b) z0-souřadnice bodu 6-Ze 7 . 1 . 1 
plyne, že zobrazení <p je spojité. Zřejmě je fz zobrazení složené ze 
zobrazení f a, <p. Jestliže tedy a e E je bod spojitosti pro /, pak podle 
7 . 1 . 9 je a bod spojitosti též pro fz. 

I I . Nechť bod a e E je pro každé z e C bodem spojitosti zobrazení fz. 
Budiž F okolí bodu f(a) = b v prostoru S. Podle definice 6.2.1 existuje 
taková konečná množina K c C, že tyzW(z) c F, kde W[z) je pro z e K 
vhodně volené okolí bodu b(z) v prostoru P(z) a pro z e C — K je 
W(z) = P(z). Protože a je bod spojitosti zobrazení fz, plyne ze 7 . 1 . 1 , že 
pro každé z e C je množina TJ(z) = f~\ W(z)] okolím bodu a v prostoru E. 
Zřejmě /_1(F) D f] U(z) (z e K), takže podle 4.2.4 je / -1 (F) okoHm bodu a 
v prostoru E. Tudíž je a bod spojitosti pro / podle 7 . 1 . 1 . 

7 . 5 . CVIČENÍ k § 7 

7.5.1. Budiž / spojité zobrazení prostoru P do prostoru Px. Je-li A P^-mno-
žiňa prostoru P 1 ; je f~x(A) Pg.-množina prostoru P . Je-li B Cřj-množina prostoru 
Pi> í e /_1(P) ffj-množina prostoru P . 

7.5.2. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru P j . Budiž u Q2 = P . 
a e Qx n Q2. Je-li a bod spojitosti obou zúžení f \ Qlt f | Q2, je a také bod spoji-
tosti zobrazení /. 

7:5.3. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru P x . Budiž P = u Q2; 
množiny Qí — Q2, Q2 — Q1 budtež oddělené v prostoru P . Jestliže obě zúžení 
í I Qi> í I Q2 jsou spojitá, pak také zobrazení f je spojité. 

7.5.4. Budiž / zobrazeni prostoru P do prostoru Px. Budtež Qlt Q2 dvě uza-
vřené (dvě otevřené) množiny prostoru P; budiž u Q2 = P- Jestliže obě 
zúžení / | Qlt f \ Q2 jsou spojitá, pak také zobrazení / je spojité. 

7.5.5. Množina bodů spojitosti charakteristické funkce bodové množiny 
M c P jest P — Fr M. 
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7.5.6. Budiž / zobrazení prostoru P do prostoru Pv Aby / bylo «pojité, 
k tomu je nutné a stačí, aby bylo f~l(M) c f~1(M) pro každou bodovou množinu 
M c Px . 

7.5.7. Budiž / spojité zobrazení prostoru P na prostor Pv Pak jest 

<?(x,v) l> e p> y*pi> V = /(*)] 

uzavřená množina prostoru P X Px. 

7.5.8. Budiž / zobrazení prostQru P na prostor P t . Budiž Tx u T2 = Plr 

b e Tx n T2, jSí = /_1(T1), S2 = f-^Tt). Je-li b bod inversní spojitosti obou 
zúžení / | / | S2, je 6 také bod inversní spojitosti zobrazení /. 

7.5.9. Budiž / zobrazení prostoru P na prostor P,. Budtež Tlt Tt uzavřené, 
množiny prostoru Px; budiž T1u T2 = Px, Sx = f-^Tj), S2 = f~HT2). Jestliže 
obě zúžení / | Sx, f \ S2 jsou inversně spojitá, pak také zobrazení / je inversné 
spojité. 

7.5.10. Jsou-li P , Q topologické prostory a je-li f(x, y) — x pro (x, y) e P X Q, 
pak zobrazení / prostoru P x Q na prostor P je přesně spojité, ale nemusí být 
uzavřené (a tudíž nemusí být inversně spojité; viz 7.2.9). 
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