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§9. M E T R I S O V A T E L N É P R O S T O R Y 

9.1. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI METRISOVATELNÝCH PROSTORŮ 

De f in i c e 9.1.1. Budiž P libovolná množina. Odchylkou v množině P 

nazveme funkci g V oboru P X P, která vyhovuje těmto dvěma 
axiomům (ve kterých x e P, y e P) : 

(ií?) q(x, x) = 0. 

(Lig) X 4= y => Q(x, y) > 0. 

Prvky x e P budeme zvát body. 

Def in i ce 9.1.2. Budiž g odchylka v množině P a budiž a e P. Je-li e 

kladné číslo, nazveme množinu ďx [g(<z, x) < e] (g, e)-okolím bodu a\ 

Q-okolím bodu a nazveme každou množinu, která při nějakém e > 0 
je (g, e)-okolím bodu a. 

Je-li g odchylka v množině P a znamená-li U(a) pro každý a e P 

soustavu všech g-okolí bodu a, jsou splněny axiomy (IU) až (IVU), 
neboť axiomy (IU) a (IVU) jsou zřejmé a jest: (Ip) => (IIU), (II{>) => 
=> (IIIU). Jestliže tedy pro každý a e P pokládáme U(a) za soustavu 
definujících okolí bodu a, vznikne podle 4.3.3 topologie v množině P. 

De f in i ce 9.1.3. O právě popsané topologii v P pravíme, že je vytvo-

řena odchylkou q. 

9.1.1. Budiž Q vnořen do P. Je- l i t opo log i e prostoru P 
v y t v o ř e n a odchy lkou g, pak topo log i e prostoru Q je v y t v o -
řena odchy lkou q \ Q X Q. 

9.1.2. Jest l i že t opo l og i e prostoru P je v y t v o ř e n a od-
chylkou, je v P splněn p rvn í ax i om spočetnost i . Neboť (g, n~x)-

okolí (n = 1, 2, 3, ...) bodu a tvoří úplnou soustavu okolí bodu a. 
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Def in ice 9.1.4. Dvě odchylky g1} g2 V množině P nazveme ekviva-

lentní, jestliže obě vytvářejí touž topologii. 

9.1.3. A b y odchy lky gu g2v množině P by l y ekv iva lentn í , 
k tomu je nutně a stačí, aby každému bodu aeP a každému 
číslu e > 0 by l o lze p ř i řad i t t aková kladná čísla = d^a, e), 

d2 = d2(a, e), že 

xeP , eÁa> x) <d1=> g2{a, x) < e , 

x e P, g2(a, x) < d2 => g^a, x) < e . 

Def in ice 9.1.5. Odchylku g v množině P nazveme symetrickou, 

je-li pro x e P, y e P splněn axiom 

(IIIp) g(x, y) = g(y, x). 

Def in ice 9.1.6. Metrika v množině P je symetrická odchylka q, 
která pro xeP,yeP,zeP splňuje tzv. trojúhelníkový axiom 

(IVÉ?) g(x, y) + g(y, z) ^ g(x, z). 

9.1.4. Budiž Q vnořen do P. Je- l i t opo log i e prostoru P vy -
tvořena metr ikou g, je t opo log i e prostoru Q v y t v o ř e n a 
metr ikou g | Q X Q. 

9.1.5. Nech ť t opo log i e prostoru P je v y t v o ř e n a metr ikou g. 
Pak P je PJíP-prostor. A b y by l o lima„ = a, k tomu je nutné 
a stačí, aby by lo lze každému e > 0 př iřadit t a k o v ý index k, 

že n > k => g(a, an) < e. 

Důkaz. I. Je-li aeP, b e P, a #= b, jest g(a, b) > 0. Množina 
U = Sx \2g{a, x) < g(a, 6)] je okolí bodu a; podle ( IHg) je množina 
V = Sx [2g{x, b) < g(a, 6)] okolí bodu b; podle (IVp) je U n V = 0. 
Tudíž P je ¿/-prostor. 

II. Je-li Km a„ = a a je-li e > 0, jest Sx [g{a, x) < e] okolí bodu a, 

takže existuje takový index k, že n > k=> g(a, a„) < e. 

I I I . Každému e > 0 budiž přiřazen takový index k(e), že n > 

> k(e) => g(a, an) < e. Je-li U okolí bodu a, existuje takové e > 0, že 
g(a, x) < e => x e U; pak je n > k(e) => an c U. Tudíž lim an = a podle 
I a 6.3.5. 
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IV. Budiž a e M. Pro n = 1, 2, 3, ... je Sx [e(a, x) < n"1] okolí 
bodu a; podle 4.2.9 tudíž existuje takový an e M, že g(a, an) < TI-1. 

Podle I I I je lim an = a. Tudíž P je ¿-prostor. 

V. Budiž a e M. Podle 4.2.9 existuje nejprve takový bn e M, ža 
g(a, b„) < n~x a potom takový an e M, že g(bn, a„) < TI-1. Podle axiomu 
(IVe) je g(a, an) < 2 . n~x. Tudíž lim an = a podle I I I , takže a e M 

podle 6.3.7; tedy P je P-prostor. 

De f in i ce 9.1.7. Prostor P nazýváme metrisovatélný, jestliže jeho 
topologii lze vytvořit metrikou. Jestliže je dána určitá vytvářející 
metrika g, pravíme, že P je metrický prostor; je-li a e P, b e P, pak číslo 
g(á, b) se nazývá vzdáleností bodů, a, b v metrickém prostoru P. 

De f in i c e 9.1.8. Budiž P metrický prostor s metrikou g. Budiž 
0 + M c P, a e P. Infimum množiny čísel g(a, x) (x e M), značka 
d(a, M), nazveme vzdáleností bodu a od množiny M (v metrickém pro-
storu P). Je tudíž d(a, M) = g(a, b), jestliže M = (6) je jednobodová 
množina. 

9.1.6. Budiž P me t r i cký prostor ; budiž e > 0 a budiž S 

(g, e ) -okol í bodu a. Pak S je o tev řená množina. 

Důkaz. Je-li x0 e S, jest g(a, x0) < e. Existuje takové ó > 0, že 
g(a, x0) + <5 < e. Je-li g(x0, x) < 6, jest x e S podle trojúhelníkové ne-
rovnosti. Tudíž S je okolí bodu x0, takže množina S je otevřená podle 
4.2.8 a 4.4.12. 

9.1.7. Budiž P me t r i cký prostor . Je- l i a e P, 0 4= M c P, jest 
0^d{a,M)<co. Jest M = Sx [d(x, M) = 0], Jest d{a, M) = 

= d(a, M). Je- l i j eš tě b e M, j est \d(a, M) -r- d{b, M)\ ^ g{a, b). 

Je- l i x € P => f(x) = d(x, M), je / spo j i tá funkce v oboru P. 

Důkaz. I. Že 0 rg d(a, M) < oo, je zřejmé. 
I I . Aby bylo x0 e P — M, k tomu podle 4.3.2 je nutné a stačí, aby 

při vhodném e > 0 bylo g{x0, x) <C e => x e P — M. Z toho plyne, že 
M = Sx [d(x, M) = 0], 

I I I . Protože M c M, je zřejmě d(a, M) ^ d(a, M). Kdyby bylo 
d{a, M) > d(a, M), pak by existoval takový bod x1 e 'M, že g(a, xx) < 

< d(a, M). Existovalo by takové e > 0, že g{a, xj + e < d(a, M). 

Protože x1 e M, existoval by podle I I takový bod x2 e M, že g(xv x2) < 
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< e. Potom by však bylo g(a, x2) 5Ï g(a, + Q(XU X2) < D(a, 31) a to 
je spor, neboť x2 e M. 

IV. Pro x e M je d(a, M) ^ ç(a, x) ^ s(a, b) + g(b, x) neboli o(b, x) > 

>z d(a, M) — g(a, b). Tudíž d(b, M) > d(a, M) — g(a, b) a podobně 
také d(a, M) ^ d(b, M) - Q(a, b), takže \d(a, M) - d(b, M)\ ^ o(a, h). 

V. Budiž f(x) = d{x, M) pro x e P. Je-li e > 0, budiž U(e) (o, e)-

okolí bodu a eP. Podle IV je x e U(e) => |f{x) - f{a)\ ^ e, takže funkce 
/ je spojitá podle 7.1.3. 

9.1.8. Me t r i s o va t e lný prostor P je dědičně normální . Podle 
9.1.4 stačí dokázat, že P je normální. P je P-prostor podle 9.1.5. 
Budtež P j , P 2 disjunktní uzavřené množiny; máme dokázat, že P 2 

jsou //-oddělené. Budiž P x =# 0 4= P2, neboť jinak je věc triviální. Pro 
xeP budiž f(x) = d{x, P x ) — d(x, P2 ). Podle 7.1.32 a 9.1.7 je / spojitá 
funkce v oboru P. Mimo to plyne z 9.1.7, že P j c Glr P 2 c G^ kde Gx = 
= čx [/(z) < 0], G2 = S x [f{x) > 0], Zřejmě n G2 = 0 a množiny 
6?1; (?2 jsou otevřené podle 7.1.14. Tudíž P1 } P 2 jsou Zř-oddělené podle 
5.1.15. 

9.1.9. V met r i sova te lném prostoru je každá uzavřená 
množina čřf-množinou a každá o tevřená množina je P^-mno-
žinou. Podle 4.4.19 stačí dokázat, že uzavřená množina P je Gj-mno-
žinou. Triviální případ P = 0 můžeme vyloučit. Podle 9.1.7 je P = 

00 
= n kde Gn = êx \d(x, F) < « - 1 ] . Množiny Gn jsou otevřené podle 

7 1 = 1 

7.1.14 a 9.1.7. 

Poznámká. Podle 9.1.8 a 9.1.9 metrický prostor je dokonale nor-
mální. 

9.1.10. Budiž C 4= 0 n e j v ý š spočetná množina. P r o každé 
z eC budiž P(z) me t r i sova te lný prostor. Budiž R — tyP{z) 

(z e C). Pak R je me t r i sova t e lný prostor. 

Důkaz. I . Je-li metrika v prostoru P , (1 i ^ m) a je-li R = 
m 

= P ť , zjistíme snadno, ze q je metrika v prostoru R, jestliže o(x, y) = 
i-1 ' 
m 

— 2 Qi(xi> Vi)> kde x{ (yt) jsou souřadnice bodu x e P (y e P). 
< - i 
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I I . Je-li R = P , a je-li q{ metrika v prostoru Pu položme o(x, y) = 
» - i 

co 

= 2 e?(xí> Vi)< kde xt (y{) jsou souřadnice bodu x e P {y e P) a 
ť - i 

qfi^i, yi) = min [_Qi{xu yt), 2_ i ] , Snadno zjistíme, že q je metrika 
v prostoru P. 

9.1.11. To tá ln í charakter met r i sova te lného prostoru P je 
r oven ne jmenší možné mohutnost i husté bodové množiny. 
Je-li P konečný, plyne tvrzení ze 4.1.6 a 4.12.17. Je-li P nekonečný, je 
totální charakter ¿ ť (P ) nekonečný podle 4.12.17. Ze 4.12.21 plyne, že 
stačí dokázat, že mohutnost každé husté množiny je ^ %t{P)- Budiž 
naopak H c P hustá, moh H = fy < %ť(P). Ze 4.1.6 plyne, že mohut-
nost fy je nekonečná. Pro y e H, n e N budiž Sn(y) = <ax [q(x, y) < TI - 1 ] ; 

množiny Sn(y) jsou otevřené podle 9.1.6. Budiž <3 soustava všech 
množin Sn(y) (y e H, n e N); ze 3.7.10 plyne, že moh © ^ fj, tedy 
moh © < %*{P)- Je-li však U okolí bodu a e P, existuje takové n e N, 

že q(a, x) < n-1 x e U. Podle 4.9.4 existuje takový y e H, že g(a, y)<. 

< (2n)-1. Jest a e S2n(y) a z trojúhelníkové nerovnosti plyne S2n(y) c U. 

Tudíž © je podle 4.5.17 otevřená base prostoru P a to je spor, neboť 
moh © < 2ř(P). 

9.1.12. A b y me t r i s ova t e lný pros tor P sp lňova l druhý 
ax i om spočet nos ti, k tomu je nutné a stačí, aby v něm existo-
va la n e j v ý š spočetná hustá množina. 

De f in i ce 9.1.9. Budiž P metrický prostor. Je-li e > 0, pak e-sít 

v prostoru P je taková bodová množina M, že předně x e M, y e M, 

x =t= y => q(x, y) > e a že za druhé ke každému z e P existuje takový 
x e M, že q(x, z) e. 

9.1.13. V met r i ckém prostoru P pro každé e > 0 ex i s tu j e 
£-s í ť. Označme 9JÍ soustavu všech těch bodových množin M, pro které 

xe M, y e M , x #= y => q(x, y) > e . 

Zřejmě Spí #= 0, neboť 0 e Mimo to je zřejmé, že pro každou ne-
prázdnou monotonní 5D?0 c SD? také sjednocení všech M e 5J?0 náleží do 
SK. Z toho plyne podle 3.9.2, že existuje taková A e SK, pro kterou ne-
existuje Metyl, A cM + A. Zřejmě A je e-síť. 
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9.1.14. Budiž P me t r i cký prostor ; budiž e > 0; budiž M 

£-síť v prostoru P. Pak je moh M ^ ^'(-P). Existuje taková ote-
vřená base 33, že moh 33 = y*{P). Podle 4.5.17 můžeme každému 
x e M přiřadit množinu cp{x) e 58 tak, že předně x e ip(x) a za druhé 
z e q>[x) => q{x, z) < Je-li x e M,y e M,z e <p(x) n <p(y), jest q(x,z) < 
< Je, g(z, y) < £, a tedy podle trojúhelníkové nerovnosti q(x, y) < e, 
takže x = y podle definice e-sítě. Z toho plyne, že <j> je prosté zobrazení 
množiny M do 23, takže moh M S moh 23 = x^P). 

9.1.15. Budiž P hustě roz ložený met r i sova te lný prostor . 
Pak ex i s tu j e t aková A c P, že obě množ iny A, P — A jsou 
husté. 

Důkaz. I. Zavedeme rekurentně posloupnost bodových množin 
{ M „ } takto. budiž 1-síť v prostoru P (viz 9.1.13). Je-li Mn už 

n 

určena, budiž M n + 1 (n + l)_1-síť ve vnořeném prostoru P — U M i 

(viz 9.1.4 a 9.1.13). 
I I . Pro z e P, e > 0 budiž S(z~, e) = gx [q(z, x) < e]. Budiž U okolí 

bodu aeP. Existuje takový index k, že S(a, k'1) c U. Množina V = 

= S[a, (4A)-1] je nekonečná podle 4.2.11 a 4.7.6. Je-h xi € V, x2 € r , 
jest g(x1; x2) < (2k)~1 podle trojúhelníkové nerovnosti, takže pro 
1 n ^ 2fc nemůže do V náležet víc než jeden bod množiny Mn\ 

2 k 

tudíž existuje bod z e V — U M{. K bodu z musí existovat takový 
«'-i 

y e j, že g(y, z) ^ (2 k + l ) - 1 . Protože ze V, jest q(z, a) < 
z trojúhelníkové nerovnosti tudíž plyne, že g(y, a) < k~\ takže y e U n 

® CD 

n M2k+1 c U n u M2„_!. Množina A = \J M2n_x je tedy hustá podle 
n = 1 n = 1 

oo 
4.9.3. Podobně se dokáže, že také B = U M2n je hustá. Zřejmě A n 

7 1 - 1 

n B = 0, takže P — A je hustá podle 4.9.1. 

9.1.16. Budiž P me t r i sova te lný prostor ; budiž Q c P. A b y 
ex i s tova la funkce / v oboru P, j e j í ž množinou bodů spoji-
tost i je Q, k tomu je nutné a stačí, aby předně každý i so lovaný 
bod prostoru P náleže l do Q a aby za druhé Q by la črj-mno-
žina. 
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Důkaz. I . Podmínka je nutná podle 7.1.2 a 7.3.6. Předpokládejme 
OD 

tedy, že je splněna. Podle 4.4.19 je P — Q = U P„, kde množiny P „ 
n-l 

jsou uzavřené a neobsahují žádný isolovaný bod prostoru P . Budiž 
71 - 1 CO 

A1 = P1 ; An = Fn — U Fu takže P — Q = \J An a množiny An 
i -1 n-l 

(n e N) jsou disjunktní. 

I I . Podle 4.7.10 můžeme položit An = Bn u Cn, kde Bn n C„ = 0, 
Bn je relativně uzavřená v A„, Bn je buďto prázdná nebo hustě roz-
ložená a C„ je řídce rozložená. Podle 9.1.15 existují takové dvě mno-
žiny Hn, Kn, že Hn n Kn = 0, Hn u Kn = Bn a každá z obou množin 

je hustá v Bn. 

I I I . Každý bod x eP náleží do právě jedné z množin 

Q, Hn, Kn, Cn (neN). 

Proto můžeme definovat funkci / v oboru P takto: 

xeQuHn=> f(x) = 0 , x e Kn u Cn => f(x) = TI-1 . 

Máme dokázat, že množina všech bodů spojitosti funkce / splyne 
s množinou Q. Je-li nejprve a e Q, tedy f(a) = 0, a je-li e > 0, pak 

n 
existuje takové n e N, že n . e > 1. Množina U P ť c P — Q je uzavřená 

t - i 
71 

podle 4.4.6, takže podle 4.4.13 je U = P — U P , okolí bodu a. Zřejmě 
i-1 

xeU=> |f(x) — f(a)| < n-1 < e, takže a je bod spojitosti funkce / 
podle 7.1.3. 

IV. Je-li a e P — Q, pak existuje takové n e N, že buďto a e Bn nebo 
a e Cn. Je-li a e Bn a je-li U okolí bodu a, pak jelikož Hn i Kn je hustá 
v Bn> soudíme ze 4.9.4, že existují dva body xx e U n Hn, x2 e U n Kn. 

Jest ¡(xj) = 0, f(x2) = n~\ mimo to je buďto f(a) = 0 nebo f(a) = 

Proto implikace x e U => \f(x) — f(a) \ < TI-1 je nesprávná, takže podle 
7.1.3 není a bod spojitosti funkce /. 

V. Posléze nechť a e Cn; budiž U okolí bodu a. Protože Bn = A„ — 

— C„ je relativně uzavřená v A„, je C„ podle 4.4.13 relativním okolím ' 
bodu a ve vnořeném prostoru A„, takže podle 4.6.2 v prostoru P exis-
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tuje takové okolí V bodu a, že An n V = Cn. Podle 4.2.5 je (J n V 

okolí bodu a. Protože P je i1-prostor (viz 9.1.5), existuje podle 4.4.13 
a 4.5.6 taková otevřená množina G, že a e G c U n V. Je tedy G n 
n C„ 4= 0; jelikož Cn je řídce rozložená, existuje isolovaný bod b 

množiny G n Gn\ množina (6) je tedy relativně otevřená v G n Cn, 

takže podle 4.6.13 existuje v prostoru P taková otevřená r, že Gn n 
n T n G = (b). Podle 4.4.11 a 4.4.13 je T n G okolí bodu b. Protože 
b e Cn c P — Q, není b isolovaný bod prostoru P, takže podle 4.7.1 
existuje bod c e T r\ G, c #= 6. Protože C„ n r n G = (b), G c V, 

A„ n V = G„, jest ce P — A„, a tedy /(c) 4= n-1 = f(a), takže |/(c) — 
— f(a) | ^ n-1 — (n + l ) - 1 . Protože ceU, je implikace x e U => 

=> |f{x) — /(o) | < e jistě tehdy nesprávná, jestliže 0 < e < n-1 — 

— (n + l ) - 1 . Tudíž podle 7.1.3 a není bodem spojitosti funkce /. 

De f in i c e 9.1.10. Metrický prostor P nazveme totálně omezený, jest-
liže v něm pro každé e > 0 existuje konečná e-síť. 

9.1.17. Je- l i me t r i cký prostor P t o tá lně omezený, pak P 

splňuje druhý ax iom spočetnost i . Existuje taková posloupnost 
{An} konečných bodových množin, že každá An je n-1-síť v prostoru P. 

' co 
Množina Q — U A„ je nejvýš spočetná. Je-li U okolí bodu ae P, exis-

n - l 

tuje takové ne N, že g(a, x) íS TI-1 => x e U. Protože A„ je N_1-síť, 
existuje x e A„, q{a, x) ^ vr1, tedy x e Q n U. Tudíž Q je hustá podle 
4.9.3 a P splňuje druhý axiom spočetnosti podle 9.1.12. 

9.1.18. (S-kompaktní me t r i s o va t e lný pros tor P je t o tá lně 
omezený př i každé vo lbě v y t v á ř e j í c í me t r i k y g. Budiž e > 0. 

Podle 9.1.13 existuje e-síť M v prostoru P. Stačí ukázat, že M je ko-
nečná množina. Je-li M nekonečná, pak podle 8.2.6 existuje hromadný 
bod a e P množiny M. Množina U = Sx [g(a, x) < Je] je okolí bodu a. 

Podle 4.2.11 existují body xy e U n M, x2 e U n M, xx + x2. Z troj-
úhelníkové nerovnosti plyne q(xlt x2) < e a to je nemožné. 

9.1.19. ¿ -kompaktn í me t r i sova t e lný prostor sp lňuje druhý 
axiom spočetnosti. Viz 9.1.17 a 9.1.18. 

9.1.20. ^ -kompaktn í me t r i s o va t e l nýp ro s t o r je kompaktní . 
Viz 8.3.5 a 9.1.19. 
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9.1.21. Me t r i cký prostor P (s metrikou g) budiž t o tá lně 
omezený. Budiž Q c P. Pak také Q (s metrikou g \ Q X Q) je 
t o tá lně omezený. Budiž e > 0. Existuje konečná množina A, která 
je ^e-sití v prostoru P. Podle 9.1.13 existuje e-síť M v prostoru Q. 

Stačí ukázat, že množina M je konečná. Nechť naopak M je nekonečná. 
Ke každému z e M existuje takový x e A, že g(z, x) |E. Protože M je 
nekonečná a, A je konečná, existují takové body z1 e M, z2e M, 

x e A, že z1 =|= z2, q[zx, x) ^ \e, g(x, z2) íS \e. Z trojúhelníkové nerov-
nosti plyne g(zlt z2) e a to je nemožné. 

9.1.22. P ros to r £n je met r i sova te lný . Je-li g(x, y) = \x — y\ pro 
x e Elfy e £1; je zřejmé, že g je metrika v Ev Tudíž E n je metrisovatelný 
podle 9.1.10. 

9.1.23. Zák ladní kvádr Q dimense m je p rávě t ehdy metri-
sovate lný , j es t l i ž e m ^ N0. 

Důkaz. I. Interval St [0 ^ t ^ 1] je metrisovatelný podle 9.1.4 
a 9.12.2. Tudíž pro m ^ N0 je Q metrisovatelný podle 9.1.10. 

I I . Je-li m > H0, a e Q, jest x(a) = m podle 6.2.14, takže Q podle 
9.1.2 není metrisovatelný. 

9.1.24. Piž-prostor P s druhým ax iomem spočetnost i je 
met r i sova te lný . P je normální podle 8.1.11, tedy úplně regulární 
podle 8.4.3. Tudíž z 8.4.6 plyne (pro nekonečný P a je zřejmé pro ko-
nečný P), že P je homeomorfní s podmnožinou základního kvádru Q 

dimense X0. Tudíž P je metrisovatelný podle 9.1.4 a 9.1.23. Jiný důkaz 
poznáme v článku 9.2. 

9.1.25. Nech ť t opo log i e prostoru P je v y t v o ř e n a metr ikou 
Jest l i že P sp lňuje druhý ax iom spočetnost i , lze na j í t 

metr iku g2 e k v i va l en tn í s gu v zh l edem k níž P je t o tá lně 
omezený. Podle předcházejícího důkazu existuje homeomorfní 
zobrazení / prostoru P do základního kvádru Q dimense N0. Q je metri-
sovatelný; budiž g vytvořující metrika prostoru Q. Podle 8.3.3 a 8.4.5 je 
Q ¿»-kompaktní, tedy totálně omezený podle 9.1.18. Z 9.1.21 plyne 
snadno, že stačí položit g2(x, y) = QÍf(x), f(y)] pro x e P, y e P. 
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9.2. KRITERIA METRISOVATELNOSTI 

9.2.1. Topo l og i e prostoru P budiž v y t v o ř e n a symet r i ckou 
odchy lkou g. P ro x e P, y e P, z e P budiž 

(1) q{x, z)£ 2 max [e(x, y), e(y, z)] . 

Pak P je me t r i sova t e lný prostor . 

Důkaz. I . Nejprve dokážeme, že pro každou konečnou bodovou 
posloupnost {Xi)\J (n ^ 3) jest 

n -1 
(2) e(xi, -e(«ť, ®<+i) — 2e(xu xt) — 2e(xn_lt x„). 

í-i 

To je triviální pro n = 3; můžeme tedy předpokládat, že při určitém 
fc Sí 4 platí (2) pro 3 - 1 a máme dokázat, že (2) platí též 
pro n = k. Budiž naopak 

k-1 
(3) e(ai, o*) > 4 2 a<+i) _ 2e(ai> — 2e(®*-i> • 

i - l 
Protože q(x, y) ^ 0, plyne ze (3), že 

(4) e(ai, ak) > mp>i, a2), Q{<h, ak) > 2e(a*-i> ak) . 

Podle (1) plyne ze (4j), že ak) ^ 2g(a2, ak)\ porovnáme-li se (42), 
vidíme, že existuje takový index h (2 ^ h SÍ k — 2), že sice g(a1; ak) ^ 

^ 2eK , avšak a,,) > 2g(aft+1, at), a tedy podle (1) ak) ^ 

^ 2g(a1, aft+1). Tudíž 

(5) e(ai, %) ^ eK, «*) + • 

Protože protože (2) platí pro 3 sS w íS A — 1, jest 
h 

(6) aft+1) ^ 4 2 e(ai, ai+1) — 2eK> — 2 e K , , 
»-1 

ft-1 
(7) ofc) ^ 4 2 a i+1) — — 2e(afc_1, ak) . 

i = h 

Z (5), (6) a (7) vyjde sečtením spor proti (3). 
I I . Pro xeP, yeP budiž a(x,y) infimum množiny všech čísel 

n-l 2 QÍ%i, 1), kde { x ť } i probíhá všecky takové konečné bodové po-
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sloupnosti, pro které n S: 2, xx = x, xn = y. Zřejmě 0 a(x, y) ^ 

^ g(x, y), a(x, y) = a{y, x) a mimo to z I plyne g(x, y) <L 4a(x, y). 

Proto je a symetrická odchylka v množině P, která podle 9.1.3 je 
ekvivalentní s q. Zbývá zjistit, že a splňuje trojúhelníkovou nerovnost. 
Pro každé e > 0 můžeme každé trojici bodů (x, y, z) přiřadit takové 
dvě konečné posloupnosti {x,}", že předně x1 = x, xn = y, 

xn +m = z a za druhé 
n —1 
2 Q(xí> x m ) < a(x> v) + e > 
i-1 

n +m — 1 
2 e(«ť, x u i) < i, z) + e . 

i-n 
Potom jest 

n + m - l 

o(x, z) ^ 2 < a(x> y) + a(y>z) +2e 

¿=i 

a protože e > 0 bylo libovolné, splňuje tr trojúhelníkovou nerovnost. 

9.2.2. A b y prostor P b y l met r i sova te lný , k tomu je nutné 
a stačí, aby ex i s t ova la pos loupnost {2l„}® neprázdných 
soustav b o d o v ý c h množ in s t ě m i t o v las tnos tmi : 

A. P r o každé n je P = U X (X e 2l„). 
B. Je- l i Xx e 2ín+1, X2 e 2In+1, Xj n X2 H= 0, pak ex i s tu j e ta-

ková X e 2Í„, že í j u I ž c X. 

C. P r o a e P budiž W„(a) = U X {X e 2Í„, a e X). Pak členy 
pos loupnost i {Wn(a)}x t v o ř í úplnou soustavu okol í bodu a. 

Důkaz. I. Nechť topologie prostoru P je vytvořena metrikou q. Pro 
každý bod a e P a pro každé n 1 budiž U„(a) (g, 2-")-okolí bodu a. 

Budiž 2ín soustava všech množin Un(x) (x e P). Protože x e Un(x), platí 
A. Je-h a e Un+1(xx) n Un+1{x2) a je-li xeUn+1(xx), jest g(a, xx) < 

< 2-"-1, g(x, xx) < 2-"-1, a tudíž g(x, a) ^ g(x, xx) + g{xX) a) < 2~n. 

Tedy Un+1(xx) c Un(a) a stejně se dokáže též Un+1(x2) c Un(a), takže 
platí B. Pro a e P je Un(a) c Wn(a) a podle právě řečeného je Wn+1{a) c 
c Un(a); tedy platí C. 

I I . Nechť posloupnost {3l„} má vlastnosti A, B, C. Pro x e P, y eP 

definujme Číslo g(x, y) takto. Předně budiž g(x, x) = 0. Je-h za druhé 
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x 4= y, pak z C plyne podle 4.2.6, že existuje takové ke N, že žádná 
X e Sít neobsahuje současně oba body x, y\ podle B potom platí totéž 
i pro X e 2Í„, n > k; je-li m nejmenší takový index, že žádná X e 2lm 

neobsahuje současně oba body x, y, budiž g(x, y) = 2~m. Snadno se 
zjistí, že g je symetrická odchylka v množině P. Dokážeme, že pro 
x e P, y e P, z e P je buďto g(x, z) ^ 2g(x, y) nebo q(x, z) ^ 2g(y, z). To 
je zřejmé pro y = x i pro y = z. Budiž tedy x 4= y 4= z, g(x, y) = 2-m, 
g(y, z) = 2 -n . Protože odchylka q je symetrická, stačí dokázat: m ^ 
f^n=> g{x, z) f^ 2g(x, y). Je však jistě g(x, z) ^ 2_1; je-li tedy to ^ 2, 
je jistě g(x, z) ^ 2g(x, y). Je-li však m S: 3, pak protože g(x, y) = 

= 2~m, existuje taková X1 e 2ím_j, že x e Xu y e Xlt a protože g(y, z) ^ 
^ 2~m, existuje taková X2 e 2Im_1, že y e X2, z e X2. Protože y e Xt n 
n X2, plyne z B, že existuje taková X e 3Im_2, že I , u l 2 c X. Potom 
je xeX, zeX, X e 2ím_2, takže g(x, z) ^ 2-(n'-1) = 2g(x, y). Nyní 
z 9.2.1 plyne, že g vytvořuje metrisovatelný prostor. Zbývá dokázat, 
že původní topologie u prostoru P splyne s topologií v, která je vytvo-
řena odchylkou g. To je však zřejmé, neboť z definice množiny Wn(a) 

a z definice g plyne, že W„(a) = ďx [q{a, x) < 2~n], takže množiny 
Wn(a), které podle C tvoří při topologii u úplnou soustavu okolí bodu a, 

tvoří takovou soustavu i při topologii v. 

9.2.3. Budiž P me t r i sova te lný prostor. P ro každý xeP 

budiž U(x) úplná soustava okol í bodu x. Pak pro každý x e P 

ex istuje t aková posloupnost {Un(x)}, že Un(x) e U(a;), Un+1(x) c 
c Un(x), že č leny pos loupnost i {Un(x)} t v o ř í úplnou soustavu 
okolí bodu x, aže každému x e P a každému indexu n lze při-
řadit t a k o v ý index <p{x, n) > n, že 

XeP, yeP, m = <p(x,n), Um(x) u Um(y) 4= 0 => Um(y) c Un(x) . 

Budiž g metrika prostoru P a pro e > 0 budiž S(x, e) (g, e)-okolí bodu 
xeP. Zvolme U^x) e U(x) tak, že U^x) c S(x, 1). Je-li už určena 
Un(x) e U(x), pak podle 4.2.5 je Un(x) n S(x, 3-") okoK bodu x, takže 
existuje taková Un+1(x) e U(a;), že Un+1{x) c Un{x) n S{x, 3-"). Máme 
tedy Un(x) c S(x, 3-"+1 ) pro všecka n, takže množiny U„(x) (n e N) 

tvoří takovou úplnou soustavu okolí bodu x, že Un+1(x) c U„(x) c 
c S(x, 3-"+1) pro ne N. Při daných x, n je Un(x) okolí bodu x, takže 
existuje takový index m = <p(x, n) > n, že S(x, 3"m+2) c Un{x). Je-li 
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nyní x e P, y e P, m = <p(x, n), a e UJx) n Um(y) a je-li z e Um(y), pak 
všecka tři čísla q(x, a), g(a, y), g(y, z) jsou menší než 3_m+1, takže troj-
úhelníková neronost dá q(x, Z) < 3 - m + 2 a z toho plyne, že z E Un(x), tj. 
máme Um(y) c U„(x). 

9.2.4. K a ž d é m u bodu x prostoru P budiž př i řazena po-
sloupnost {Un(x)}, j e j í ž č leny t v o ř í úplnou soustavu okol í 
bodu x. P r o každou d v o j i c i x e P, n e N nechť ex i s tu j e t a k o v ý 
index <p(x, n) > n, že 

x e P , yeP, m = <p{x, n), Um{x) n UJy) * 0 => UJy) c U„(x) . 

(8) 

Pak P je me t r i s ova t e lný prostor . 

Důkaz. I . Můžeme předpokládat, že Un+Í(x) c Un(x), neboť jinak 
n 

by stačilo místo Un(x) vzít U*(x) = f ) Ut(x) a místo <p(x, n) takový 
t- i 

index <p*(x, n), pro který 

1 i n => <p*(x, n) > <p(x, i) . 

I I . Definujme rekurentně posloupnost indexů {rn(x)}\ r1(x) = 1, 
rn+1(x) = (p\x, rn(x)~\. Položme V„(x) = Ur(x), kde r = rn(x) a označme 
2Í„ soustavu množin Vn(x) (xeP). Stačí dokázat, že posloupnost 
{2Í„} má vlastnosti A, B, C vyslovené v 9.2.2. Vlastnost A je zřejmá, 
neboť podle 4.2.3 je x e ř7,(x). 

I I I . K důkazu vlastnosti B předpokládejme, že Vn+1(xí) n 
n Vn+1(x2) + 0. Nechť nejprve p £ q, kde p = r ^ x j , q = rn+1(x2). 

Máme tedy Uv{x-y) n UQ(x2) 4= 0, p rgi q, takže podle I Uv(Xj) n 
n Uj,{x2) 4= 0. Avšak p = (p[xu r^xj], takže podle (8) Uv(x2) c Vn{xx) 

a tím spíše Ua(x2) cV^xJ. Protože p>rn{x1), máme též UJx^c 

c VJxJ. Tudíž Vn+1{x1) u Vn+1(x2) c VJxJ, jestliže rn+í{xx) ^ rn+1(a;2). 
Podobně vyjde F„+1(a;1) u Vn+1(x2) c Vn(x2), jestliže rn+1(x2) ^ rn+1(xx). 
Vlastnost B je tedy splněna. 

IV. Budiž Wn{a) = (J Vn(x) [a e F„(x)]. Máme dokázat, že množiny 
Wn(a) (n e N) tvoří úplnou soustavu okolí bodu a. Podle 4.2.4 jsou 
množiny Wn{a) okolími bodu a, neboť Wn(a) o Vn(a) = UT{a), kde 
r = r„(a). Je-li H hbovolné okolí bodu a, existuje takové n, že Un(a) c 
c H. Budiž m = <p(n, a); stačí dokázat, že Wm(a) c Un(a). Je-li z e 
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e WJfl), pak existuje takový x e P, že a e Vm(x), z e Vm{x). Jest 
Vm(x) = UT(x), kde r = rm(x) ^ m; podle I je tedy VJx) c Um(x), 

tudíž a e Um(x), z e UJx). Protože také a e Um(a), jest Um(a) n 
n Um(x) =|= 0; avšak m = <p(n, a), takže podle (8) Um(x) c Un(a). Tudíž 
zeUn(a), t j . WJa) c Un(a). 

9.2.5. T o p o l o g i e pros toru P budiž určena odchy lkou g. 
Nechť každé d v o j i c i x e P, e e Eu e > 0 lze p ř i řad i t číslo 
6(z, e) > 0 tak, žé pro xí e P, x2 e P, x3 e P, 6 = ó(x, e) jest 

e(x, x,) < d, e(x2, xj < <5, g(x2, x3) < 6 => e(x, xs) < £ . 

Pak P je me t r i s ova t e lný . Pro a e P, n e N budiž TJn{a) = Sx 

[P(A, x) < TJ-1]. Pro xeP, ne N zvolme cp(x, n) > [d(x, N -1)] -1, 
<p(x, n) > n. Snadno se zjistí, že jsou splněny předpoklady věty 9.2.4, 
takže P je metrisovatelný. 

9.2.6. T o p o l o g i e pros toru P budiž určena symet r i ckou 
odchy lkou q. N e c h ť pro každou d v o j i c i xeP, e e Eu e > 0 
ex is tu je t a k o v é č ís lo a(x, e) > 0, že pro x e P, y eP, ze P, « = 

= <x{x, e) j es t 

q(x, y) < oí , e(y, z) < « => g(x, z) < e . 

Pak P j e me t r i s ova t e lný . 

Podáme nyn í n o v ý důkaz věty 9.1.24, opřený o 9.2.4. Dřívější 
důkaz se opíral o věty 7.3.10 a 8.1.11, kterých se v novém důkaze ne-
používá. 

Druhý důkaz v ě t y 9.1.24. Existuje posloupnost {(?„} otevřených 
množin, jejichž členy tvoří otevřenou basi prostoru P. Budiž x e P. 

Ze 4.2.5, 4.4.13 a 4.5.17 plyne, že pro každé n e N existuje okolí Un(x) 

bodu x s těmito vlastnostmi: 

[1] Existuje takový index h, že Un(x) = Oh. 

[2], Je-li i f^n, x e Gi, jest Un(x) c G{. 

[3] Je-li i ^ n, xeP — Gi, jest Un(x) n Gt = 0. 

Ze [2] a 4.5.17 plyne, že množiny Un(x) (n e N) tvoří úplnou soustavu 
okolí bodu x. Budiž Un(x) = Gh. Ze 4.5.17 a z fakta, že x e P je P-bod, 
soudíme, že existuje takový index k, že x e Gk, Gk c Gh. Zvolme index 
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m = <p{x, n) tak, že m > n, m ^ h, m ^ k. Budiž Um(x) n Um(y) 4= 0. 
Podle 9.2.4 stačí dokázat, že Um(y) c JJn{x). Protože x e Gk, k ^ m, 
je Um(x) c Gk podle [2], Jelikož U„(x) n UJy) 4= 0, je tudíž Um(y) n 
n Gk + 0, takže podle [3] je y e č?t. Protože Gk c Gh, h ^ m, je podle [2] 
C7m(i/) c Gh, tj. máme skutečně Um(y) c Un(x). 

9.3. DISKONTINUUM 

De f in i c e 9.3.1. Nechť pro n e N prostor Pn c £x se skládá pouze 
00 

ze dvou bodů O, 1. Kartézský součin Pn se nazývá diskontinuum. 
n-X 

9.3.1. D iskont inuum je kompaktn í me t r i s ova t e lný pro-
stor. Viz 8.2.13, 9.1.10 a 9.1.20. 

9.3.2. Budiž P #= 0 kompaktn í me t r i s ova t e lný prostor. 
Pak ex i s tu j e spo j i t é zobrazen í d iskont inua D na pros tor P. 

Důkaz. I . Budiž q metrika v prostoru P. Pro xeP, e > 0 budiž 
S(x, e) (q, e)-okolí bodu x v prostoru P. Z 8.3.3 a 9.1.18 plyne, že pro 
každé e > 0 existuje taková konečná bodová posloupnost {ak}že 

771 

(J S(ak, e) = P. Zvolme h e N tak, že m 2ft (při tom můžeme h 
k-i 
zvolit libovolně veliké) a položme ak = am pro m + 1 ^ k ^ 2h. Pak 

2* 
jest U S(ak, e) = P. Pro body ak (1 ^ k ^ 2h) můžeme zavést označení 

4 - 1 

i k d e každý z indexů ilt i2, ..., ih nabývá dvou hodnot 0,1. 
Položme S(b

ilU
...

ik
,B) = PilU...ih. Pak je P = U P

ilU
...i

h
, množina 

-?»,»,•••<* + 0 je uzavřená v prostoru P a tvoří kompaktní metrisova-
telný prostor (viz 8.3.1 a 9.1.4); mimo to 

* e . . i * > yepí,H...<»=> e(x>y) = 2 b* 

I I . Vycházejíce z daného prostoru P provedeme konstrukci popsa-
nou v i s volbou e = 2-2; příslušné číslo h označme hv Vycházejíce 
z každého z 2ftl prostorů P t li,...»», provedeme stejnou konstrukcisvol-
bou e = 2~3; při tom můžeme předpokládat, že číslo h má ve všech 2h' 
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případech touž hodnotu, kterou označíme h2 — hx. Ke každému pro-
storu Pť.ij...ť»i obdržíme přitom 2ft»~ftl prostorů, které označíme Pí.í,. . .¿4. 
Vycházejíce z každého z 2h' nových prostorů, můžeme provést stejnou 
konstrukci s volbou e = 2~4 tak, aby číslo h mělo ve všech případech 
touž hodnotu h3 — h2. Pokračujíce ̂ stejně dále dostáváme celá kladná 
čísla < h2 < h3 < ... a takové neprázdné kompaktní Pť.i,...«^cP 

(kde každý z indexů i1} i2, i3... nabývá hodnot 0, 1), že 

(1) x e y e Pí^...¿^ => q(x, y) ^ 2~", 
(2) P = UPw, . . .4 , , 
(3 ) PilÍ2...iK = U Pili,. ••hn+!> 

kde ve (3) napravo sjednocení má 2hh+1~hn členů, odpovídajících volbám 
0, 1 pro každý z indexů iK+1> iK+2, ..., iK+v 

I I I . Je-h dán bod t e D, označme ilt i2, i3, ... jeho souřadnice. 
co 

Bodová množina f| c P nemůže podle (1) obsahovat více než 
n =1 " 

jeden bod, ale podle 8.3.10 není prázdná, takže obsahuje právě jeden 
bod, který označíme f(t). Je tedy / zobrazení D do P ; z (1), (2) a (3) 
plyne snadno, že / je zobrazení D na P . 

IV. Budiž t e D, a = f(t) e P a budiž V okolí bodu ae P. Existuje 
takový index n, že: g(a, x) SS 2 - n => x e V. Buďtež i1, i2} i3, ... souřad-
nice bodu t. Budiž T množina těch bodů prostoru D, jejichž prvních h„ 

souřadnic se shoduje s příslušnými souřadnicemi bodu t. Množina 
T c D je podle 6.2.6 otevřená, takže podle 4.4.13 T je okolím bodu 
teD. Zřejmě fl{T) c PŽ^...^, takže podle (1) je PÍ.Ž,...,^ C V. Tudíž 
T c /-1(F), takže množina / -1 (F) je podle 4.2.4 okolím bodu teD a 
zobrazení / je spojité podle 7.1.1. 

9.3.3. Bud i ž / spo j i t é zobrazen í kompak tn ího metriso-
va te lného pros to ru P na íř-prostor P x . Pak také P x je kom-
paktní m e t r i s o v a t e l n ý prostor . Prostor P x je kompaktní podle 
8.3.15. Podle 8.3.3 a 9.1.19 P splňuje druhý axiom spočetnosti. Podle 
8.3.23 zobrazení / je oboustranně spojité. Podle 9.1.5 P je Píř-prostor, 
takže podle 8.3.19 P je normální; podle 7.2.20 také P j je normální, 
takže podle 5.3.4 a 5.4.5 Px je Píř-prostor. Podle 8.3.27 splňuje Px 

druhý axiom spočetnosti, takže Px je metrisovatelný podle 9.1.24 
(viz též 5.4.5). 
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9.3.4. Budiž P =|=0 ¿/-prostor. A b y ex i s t o va l o spo j i t é 
zobrazen í d iskont inua na prostor P, k tomu je nutné a stačí, 
aby P by l kompaktn í a met r i sova te lný . 

9.3.5. Mohutnost d iskont inua D je rovna exp N0. Je-li t e D, 

budiž <p(t) množina těch n e N, pro něž n-tá souřadnice bodu t je rovna 1. 
Zřejmě <p je prosté zobrazení prostoru D na soustavu všech částí mno-
žiny N. 

9.4. ÚPLNÉ PROSTORY 

De f in i c e 9.4.1. Budiž P metrický prostor s metrikou g. Cauchyov-

ská posloupnost je taková bodová posloupnost { « „ } , že ke každému 
e > 0 existuje takový index k, že 

(1) m>k, n > k=> g(am, an) < e . 

9.4.1. Pos loupnost v yb raná z Cauchyovské pos loupnost i 
je Cauchyovská. 

9.4.2. V met r i ckém prostoru každá konve rgen tn í po-
s loupnost je Cauchyovská. Budiž lim an = a. Je-li e > 0, pak 
podle 9.1.5 existuje takový index k, že: n > k => g(an, a) < \e. Z troj-
úhelníkové nerovnosti plyne (1). 

De f in i c e ,9.4.2. Metricky úplný prostor je metrický prostor, ve 
kterém každá Cauchyovská posloupnost je konvergentní. 

9.4.3. P r o a; e E1} y e Ex budiž q(x, y) = \x — y\. Pak E1 je metric-
ky úplný prostor . To je známo z elementů matematické analysy. 

9.4.4. Budiž C =|=0 n e j v ý š spočetná množina. P r o každé 
z e C budiž P(z) me t r i cky úplný prostor . Pak také prostor 
P = 5))P(z) (z e C) př i vhodné vo lbě v y t v o ř u j í c í me t r i ky je 
me t r i cky úplný. 

Důkaz. I . Budiž gť metrika metricky úplného prostoru P , (1 ^ i ^ 
m 

^ m). Zvolme metriku q prostoru P = P ť stejně jako v části I 
• - i 
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důkazu věty 9.1.10. Budiž {a„ } Cauchyovská posloupnost v prostoru R; 
ani (1 ^ i ^ m) budtež souřadnice bodu an. Ke každému e > 0 exis-
tuje takový index k, že n1> k, n2> A => g(ani, a„t) < e. Protože 

m 
eian,, an,) = 2 an,i) ^ Qi{an]i, O»,i) , 

i - l 

je {®ni}"_i Cauchyovská posloupnost v prostoru P, (1 ^ i ^ m). 
Protože P ť je metricky úplný, existuje takový bod b{ e Pit že hm ani = 

n—•cd 
= 6ť. Budiž b e P bod se souřadnicemi &,- (1 ig i ^ TO). Ke každému 
e > 0 existuje podle 9.1.5 takový index ku ie n > k{=> Qi(ani, b{) < 
< e . m -1. Zvolíme-li index h tak, že 1 ^ i ^ m => h ^ ki, jest n > 

m 
> h =>- g(a„, 6) = 2 É?i(®ni. &>) < Tudíž Um an = 6 v prostoru P 

i - i . 

podle 9.1.5. 
I I . Pro i e N budiž Qí metrika metricky úplného prostoru P,. 

, 00 

Zvolme metriku q prostoru R = ty P( stejně jako v části I I důkazu 
i - l 

věty 9.1.10, tedy 
00 

e(x, y) = 2 q*(xí, Ví) > e?(** Ví) = min Ví), 2_1] • 
» - i 

Budiž {an} Cauchyovská posloupnost v prostoru iž; ani (i e N) budtež 
souřadnice bodu an. Protože g(am, a„) Si gf(ami, ani), musí při pevně 
zvoleném i ke každému takovému e, že 0 < e < 2_ i, existovat index k 
s vlastností: m > k, n> k=> Q{(am, an) < e. Potom však zřejmě ke 
každému e > 0 vůbec existuje takový index k, takže z metrické úpl-
nosti prostoru Pt plyne existence bodu bt e P „ pro který lim ani = b{. 

n—>oo 
Budiž b e P bod se souřadnicemi b{ (i e N). Ke každému e > 0 existuje 
podle 9.1.5 takový index ku že: n > k{ => g,(an»> bt) < e . 2~,_1. 

m 
Existují takové indexy p, h, že 2 2 _ i < hE> 1 ^ i ^ P h = Pro 

{ - ® + i 
n > h jest 

Qifln, b) = i <??(«„* b<) ^ 2 b<) + 2 2 _ ť < £ > 
i - l t = l i -J>+l 

takže Um an = b v prostoru P podle 9.1.5. 
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9.4.5. Budiž P me t r i cký prostor (s metrikou g). Budiž Q c P 

met r i cky úp lný prostor (s metrikou g \ Q X Q). Pak množina Q 

je uzavřená v prostoru P. Budiž a e Q\ máme dokázat, že aeQ. 

Podle 9.1.5 je P L-prostor, takže existuje taková posloupnost { « „ } , že 
an e Q pro všecka n, lim an = a v prostoru P. Podle 9.4.2 je {a„ } 
Cauchyovská posloupnost v prostoru P a tudíž zřejmě též v prostoru 
Q. Protože Q je metricky úplný, je posloupnost {a„} konvergentní 
v prostoru Q, takže aeQ podle 6.3.4. 

9.4.6. Budiž P me t r i cky úplný pros tor (s metrikou g). Budiž 
Q c P uzavřená množina. Pak také Q je me t r i cky úplný 
prostor (s metrikou g \ Q X Q). Budiž {an} Cauchyovská posloupnost 
v prostoru Q. Zřejmě {an} je Cauchyovská též v prostoru P; protože P 

je metricky úplný, existuje takový a e P, že lim an = a v prostoru P. 

Podle 6.3.7 je aeQ, takže posloupnost {a„} je konvergentní v prostoru 
Q podle 6.3.4. 

9.4.7. Budiž P met r i cky úplný prostor. Budiž {<5„} t aková 
posloupnost k ladných čísel, že lim <5„ = 0. Buďtež {An}, {Kn} 

dvě pos loupnost i bodových množin. Budiž A„ 4= 0, A„ d An+1; 

Kn =# 0 budiž konečná množina; budiž : x e An => d(x, Kn) ^ dn. 
CO 

Pak množina je neprázdná a kompaktní . 
n = 1 

Důkaz. I . Zvolíme ane An a dokážeme, že. z posloupnosti {an} lze 
vybrat konvergentní posloupnost. Pro každé n je an e A±; tudíž pro 
každé n existuje takový x e K1, že o(an, x) ^ Protože množina Kx 

je konečná, existuje bod x1 e K1 a taková posloupnost {aln} vybraná 
z {an}, že g{aln> xx) ói pro všecka n; protože an e An, A„ d An+1, je 
patrné, že aln e A„ pro všecka n. Předpokládejme nyní, že při určitém 
i e N máme určen bod xte Kt a posloupnost {a i n}n- i tak, že pro všecka 
n je ain e A„, g(ain, x{) ^ <5̂  (Tak tomu je pro i = 1.) Pro n > i jest 
ain e A„ c Ať+1, takže ke každému n > i existuje bod x e Ki+1, pro 
který g(ain, x) ^ (5i+1. Protože množina Ki+l je konečná, existuje 
bod xi+1 e Ki+1 a taková posloupnost {&í+t.n}n-1 vybraná z 
že g(ai +i,n> xí+1) šs ¿i+i pro všecka n; zřejmě ai+1,n e An pro všecka n. 

Nyní můžeme pokračovat dále berouce i -(- 1 místo i. Máme pak reku-
rentně určeny bodové posloupnosti { a i n }®_Po ložme bn = ann, takže 
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posloupnost {&„} je vybrána z posloupnosti { « „ } . Naším cílem je do-
kázat, že {&„} je konvergentní; protože P je metricky úplný, stačí do-
kázat, že {bn } je Cauchyovská. Budiž e > 0; existuje takové i, že 
2dt < e. Posloupnost {6„}™_ť je vybrána z {ain}™_1. Tudíž máme 
n Sí i => g(bn, Xi) ^ ¿ ¡ a v důsledku trojúhelníkové nerovnosti m>. i, 

e(bm, b„) < e. 

I I . Podle I existuje konvergentní {&„}, pro kterou bn e A„ pro všecka 
n. Budiž lim b„ = b. Při daném n máme i > n => ai e An+1, takže 

co 
b e An+1 c A„ podle 6.3.3 a 6.3.7. Tudíž C = f) A„ + 0. Mimo to jsme 

n _ l 

dokázali, že z každé posloupnosti {an}, pro kterou platí a„ e A„ pro 
všecka n, lze vybrat konvergentní {&„} tak, že lim bn e C. Budiž nyní 
{an } bodová posloupnost obsažená v C. Pak je an e A„ pro všecka n, 

takže existuje bod b e C a taková {bn} vybraná z {a„} , že lim bn= b 

v prostoru P a tudíž podle 6.3.4 také v prostoru C. Prostor C je tedy 
kompaktní podle 8.2.7 a 8.3.20. 

9.4.8. Budiž P met r i cký úplný prostor. Budiž {<5n} t aková 
posloupnost k ladných čísel, že lim <5„ = 0. Budiž {An} t aková 
posloupnost bodových množin, že A„ =|= 0, A„dA„+1 a že 

CO 

x e A„, y e A„ => g(x, y) < <5„. Pak množina f| -An obsahuje právě 
Ti = 1 

jeden bod. Zvolíme a„ e An, položíme Kn = (an) a užijeme 9.4.7. 
00 

Dostaneme, že C = f) A„ + 0. Je-li však xeC, yeC, je pro všecka n: 
71 = 1 

xe An, y e An, a tedy g(x, y) < dn. Protože lim dn = 0, je o{x, y) = 0, 
tudíž x = y. 

9.4.9. Budiž P me t r i cký prostor. A b y P by l to tá lně ome-
zený, k tomu je nutné a stačí, aby z každé bodové posloup-
nosti by l o lze v y b r a t Cauchyovskou posloupnost. 

Důkaz. I . Nechť podmínka je splněna. Budiž e > 0. Podle 9.1.13 
existuje e-síť A v prostoru P. Stačí dokázat, že A je konečná množina. 
Předpokládáme-li opak, existuje v A prostá posloupnost {a„}. Pak je 
m + n => g(am, an) > e, takže z { « „ } nelze vybrat Cauchyovskou 
posloupnost. To je spor. 
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I I . Nechť P je totálně omezený. Budiž {an} bodová posloupnost. 
Existuje taková posloupnost { P „ } konečných bodových množin, že K n 

je 7i-1-síť v prostoru P. Protože je 1-síť, existuje ke každému n 

takový x e Ku že g(a„, x) ^ 1. Protože Kx je konečná, existuje bod 
x x e K 1 a taková posloupnost {a l n } vybraná z {a„}, že g(aln, xx) 1. 
Obecněji předpokládejme, že při určitém i e N je dána posloupnost 

i vybraná z {a„ } . Protože K i + 1 je (i + l)_1-síť, existuje ke kaž-
dému n takový x e Ki+1, že g(ain, x) ^ (i + l) -1- Protože Ki+1 je ko-
nečná, existuje bod xi+1eKi+1 a taková posloupnost {a,+i,n}n.i vy-
braná z {ain}™_j, že g(a i+1)n, x t+1) ^ (i + 1)_1- Takto dostáváme reku-
rentně pro každé i e N bod xť a bodovou posloupnost { » , „ } "_ i tak, že 
{ a l n } je vybrána z {a„}, {>,+!,„}"_! je vybránaz { a , , } ; . ^ že g(ain, x{) ^ 

sS i - 1 pro všecka n a i. Položme bn = ann. Pak posloupnost {&„} je 
vybrána z {a„ } a zbývá dokázat, že {bn} je Cauchyovská. Budiž e > 0. 
Existuje takové i, že 2 . i - 1 < e. Protože {&„}"_,• je vybrána z {a,„}®_i, 
máme n i => q(bn, xt) ^ i - 1 a trojúhelníková nerovnost dává m i, 

n ^ i => e(6m, &n) < 

9.4.10. Budiž P me t r i cký prostor . A b y P byl kompaktní , 
k tomu je nutné a stačí, aby P by l t o tá lně omezený a metric-
k y úplný. 

Důkaz. I. Nechť P je kompaktní. Podle 9.1.5 P je L-prostor, takže 
podle 8.2.8 a 8.3.3 lze z každé bodové posloupnosti vybrat konver-
gentní bodovou posloupnost. Tudíž P podle 9.4.2 a 9.4.9 je totálně 
omezený, což ostatně j e obsaženo ve větě 9.1.18. Je-li { an} Cauchyovská 
posloupnost, vyberme z ní konvergentní {» ,„ } a položme lim ain = a. 

71—>CD 

Abychom zjistili, že P je metricky úplný, stačí dokázat, že lim an = a. 

Budiž e > 0. Protože {an} je Cauchyovská, existuje takový index k, že: 
m > k, n > k => g(am, an) < Podle 9.1.5 existuje takový index p, 
že iv > k a e(a, aip) < Pak jest: n > k=> g(a, an) ^ q(cl, aip) + 

+ g(at , an). < e, takže lim an = a podle 9.1.5. 

I I . Nechť P je totálně omezený a metricky úplný. Z libovolné po-
sloupnosti {an} lze podle 9.4.9 vybrat Cauchyovskou {« ,„ } ; protože P 
je metricky úplný, je {a,B} konvergentní a P je kompaktní podle 
8.2.7 a 8.3.20. 
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De f in i c e 9.4.3. Metrický prostor P se nazývá úplným obalem 

metrického prostoru Q, je-li množina Q c P hustá a je-li P metricky 
úplný. 

9.4.11. K e každému metr ickému prostoru Q ex is tu je úplný 
obal. 

Důkaz. I . Budiž g metrika prostoru Q. Budiž M množina všech 
těch Cauchyovských posloupností prostoru Q, které v Q nejsou konver-
gentní. Je-li {a„ } e M, {&„} e M, pak necht [{an}, {&„}] e g znamená, že 
lim g{a„, bn) = 0. Zřejmě [{a„}, {on } ] e g pro každou {an} e M, [{a„}, 
-{&„}] e g => [{&„}, {a„ } ] e g. Z trojúhelníkové nerovnosti snadno plyne 

[{an }, {6„} ] 6 g , [{&„}, {cn } ] 6 g => [{an}, {c„ } ] 6 g . 

Tudíž g je vztah ekvivalence v množině M, který vytvořuje rozklad 
množiny M. Zvolme T c M tak, aby T obsahovala právě jeden prvek 
z každého pásu tohoto rozkladu. Položme P = Q u T. 

I I . Pro přehlednost budeme značit prvky množiny Q malými latin-
skými a prvky množiny T malými řeckými písmeny. Definujme funkci 
g0 v oboru P X P následujícími předpisy [1], [2], [3]. 

[1] aeQ, beQ=> g0(a, b) = g(a, b). 

[2] Je-li x = {an} eT,beQ, budiž g0(x, b) = g0(b, x) = lim g(an, b). 

Aby tento předpis měl smysl, musíme dokázat, že číselná posloupnost 
{g{an, b)} je konvergentní. Budiž e > 0. Protože {an} je Cauchyovská 
posloupnost v prostoru Q, existuje takový index 1c, že m > k, n > k => 

=> g(am, an) < e. Je-li m > k, n > k, soudíme z trojúhelníkové nerov-
nosti, že g(am, b) ^ g(a„, b) + g(am, an) < g{an, b) + e a stejně vyjde 
g{an, b) < g(am, b) + e. Tudíž: m > k, n> k=> \g(am, b) — g{an, b| < 

< e a posloupnost {g(an, b)} je konvergentní v £2 podle 9.4.3. 

[3] Je-li x = {an} eT, 13 = {6„} e T, budiž g0(x, fi) = lim g(an, bn). 

Opět musíme dokázat, že číselná posloupnost {g(a„, b„)} je konver-
gentní. Budiž e > 0. Protože {an }, {&„} jsou Cauchyovské posloup-
nosti v prostoru Q, existuje takový index k, že m > k, n> k=> 

=> Q{am, an) < Je, g(bm, bn) < Je-h m > k, n>k, plyne z troj-
úhelníkové nerovnosti, že g{am, bm) ^ g(am, a„) + g(a„, bn) + g(bn, bm)< 

< e(an, K) + e a podobně je též g(a„, b„) < g(am, bm) + e. Tudíž: 
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m > k, n> k=> \g{am, bm) — g(an, 6„)| < e a posloupnost {g{an, &„)} 

je konvergentní v Ex podle 9.4.3. 

I I I . Dokážeme, že g0 je odchylka v množině P. Zřejmé je g0(a, a) = 

= 0, g0(<x, a) = 0 a rovněž: a + b => g0(a, b) > 0. Je-li tx =t= /3, jest 
g0(oc, (3) = lim g(an, bn) =t= 0 (tedy > 0), neboť posloupnosti « = {an}, 

(3 = {&„} podle definice množiny T nemohou být ekvivalentní. Posléze 
máme g0(a, b) = g0(b, « ) = lim g(an, b) + 0 (tedy > 0), neboť jinak 
by bylo lim an = b podle 9.1.5, ačkoli posloupnost a = {an} e M není 
konvergentní v prostoru Q. 

IV. Odchylka g0 je zřejmě symetrická. Abychom ukázali, že splňuje 
trojúhelníkovou nerovnost, označme « , y libovolné tři prvky mno-
žiny P. Je-li « e T, existuje v Q taková posloupnost { « „ } , že a = {a„} ; 
je-li a e Q, položme an = a pro všecka n. Podobně definujme posloup-
nosti {&„}, {c„}. Potom máme g0(oc, ¡3) = lim g(an, bn) a podobné vztahy 
platí pro g0(P, y) i pro g0(oc, y). Protože g(an, bn) + g(bn, c„) ^ g(an, c„) 

pro všecka n, jest g0(<x, 0) + g0(/3, y) ^ g0(a, y). Zjistili jsme, že g0 je 
metrika v množině P, která v ní vytvořuje topologii. Protože g = 

= ť?o I Q X <2, je Q prostor vnořený do P. 

V. Ukážeme, že množina Q je hustá v P . Budiž <x = {«„} e T\ podle 
6.3.7 stačí ukázat, že v prostoru P jest lim an = <x. Budiž e > 0, 
e' > 0, e > e'. Pak existuje takové k, že: m > k, n > & => g(am, a„) < 

< e'. Protože p0(am, « ) = lim g(am, an), jest: m > k => g(am, <x) fS 

^ e' < e. Tudíž lim an = <x v prostoru P podle 9.1.5. 

VI. Zbývá ukázat, že prostor P je metricky úplný. Budiž {a„ } 
Cauchyovská posloupnost v prostoru P. Protože množina Q c P je 
hustá, existuje podle 4.9.3 pro každé n takový an e Q, že g0(«„, an) < 
< n -1 . Je-li e > 0, pak existuje takový index k(e), že m > 
> &(e), TO > fc(e) => g0(ocm, ex„) < můžeme předpokládat, že 
e . &(e) > 3. Pro m > k(e), n > k(e) máme g(am, an) ^ g0{am, <xm) + 

+ Po ( « » «n) + 0o(«n, « « ) < + + < Tudíž {a„ } je Cau-
chyovská posloupnost v prostoru Q. Stačí dokázat, že {an } je konver-
gentní v prostoru P, neboť je-li lim an = ¡3, pak podle 9.1.5 je též 
lim « „ = ¡3, protože g0(<x„, f3) ̂  g0(ocn, a„) + g0(an> §) < g0{an, fi) + n~l. 

Je-li {a „ } konvergentní v prostoru Q, jsme hotovi, neboť pak podle 
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9.1.5 je {an} konvergentní též v prostoru P . Jestliže {an} není konver-
gentní v prostoru Q, plyne z definice množiny T, že existuje taková 
posloupnost {bn} = p e T, že lim g(an, bn) — 0. Jak jsme poznali v V, 
existuje ke každému e > 0 takový index k, že m > k => g„(bm, /?) ^ e, 
t j . máme lim g0(bn, P) = 0. Protože 0 ^ g0(an, P) ^ g0(an, bn) + 
+ eo(K, P) = 0(a„, bn) + g0{bn, P), jest lim g0(an, P) = 0, a t e d y l i m a „ = 
= P podle 9.1.5. 

9.4.12. B u d t e ž Plt P2 d v a ú p l n é o b a l y m e t r i c k é h o p r o s t o r u 
Q. P a k e x i s t u j e t a k o v é p r o s t é z o b r a z e n í / p r o s t o r u na 
p r o s t o r P 2 , ž e xeQ=> f(x) = x a ž e g2[f(x), /(?/)] = g^x, y) p r o 
x e P 1 } y e P x , j e - l i g1 (g2) m e t r i k a p r o s t o r u Pt (P2 ) . 

D ů k a z . I . Budiž g metrika prostoru Q, takže | Q X Q = g = 

— Qi I Q X Q- Podle 9.1.5 je Pt ¿-prostor. Protože množina Q je hustá 
v prostoru Pu existuje podle 6.3.8 ke každému a e Px — Q taková po-
sloupnost {an}, že aneQ pro všecka n a že lim an = a v prostoru Pv 

Pro každý bod a e P x — Q zvolme takovou posloupnost {an} = <p(a). 
Podle 9.4.2 je pro a e P x — Q posloupnost { « „ } = cp{a) Cauchyovská 
v prostoru P ^ zřejmě je { a n } Cauchyovská též v prostoru P 2 ; protože P 2 

je metricky úplný, existuje takový bod a* e P2, že lim an = a* v pro-
storu P 2 . Položme f(a) = a* pro a e P t — Q\ pro ae Q budiž f(a) = a. 

Je tedy / zobrazení prostoru P x do prostoru P 2 a jest x e Q f{x) = x. 

I I . Jestliže při libovolně daném y eP1 položíme g{x) = g^x, y) pro 
x e Plt jest g spojitá funkce v oboru P 1 ; jak plyne např. z vě ty 9.1.7, 
vezmeme-li tam Px a (y) místo P a M. Podobný-fakt platí ovšem i o pro-
storu P 2 . Z toho se snadno odvodí, že 

(2) aePlt beP1=>g2[f(a),f(b)] = g1(a,b). 

Neboť vztah (2) jistě platí pro aeQ, b e Q. Budiž b e Q, aeP1 — Q, 

{an} = <p(a). Pak je g2[f{an), f(b)] = b) a mimo to je lim an = a, 
lim f(an) = f{a). Z toho plyne (2) podle 7.1.5. Tudíž (2) platí pro a e P x , 
beQ. Je-li konečně aeP1,beP1 — Q, {bn} = <p{b), jest g2[f(a), f(bn)] = 
= Qi(a, t>), l im bn = b, l im f{bn) = f(b), takže (2) opět plyne ze 7.1.5. 
Vztah (2) je tudíž správný obecně. 

I I I . Protože P x je metricky úplný prostor, pijme ze (2), že také 
/M-Pi) c P 2 je metricky úplný prostor. Podle 9.4.5 je tedy množina 
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/1(P1) uzavřená v prostoru P 2 . Mimo to je podle 4.9.1 množina /1 (P i ) 
také hustá v prostoru P 2 , takže podle 4.9.2 je /1(P1) = P 2 , t j . / je 
zobrazení prostoru P j na prostor P 2 . Že / je prosté, je důsledek vzta-
hu (2). 

D e f i n i c e 9.4.4. Prostor Q nazveme topologicky úplný, existuje-li 
takový kompaktní FH-prostor P , že Q je GV množina v P . 

9.4.13. T o p o l o g i c k y ú p l n ý p r o s t o r j e ú p l n ě r e g u l á r n í . V iz 
8.4.7. 

9.4.14. B u d i ž Q v n o ř e n do P . J e - l i P t o p o l o g i c k y ú p l n ý 
a j e - l i Q u z a v ř e n á m n o ž i n a v p r o s t o r u P , j e t a k é Q t o p o l o -
g i c k y ú p l n ý p r o s t o r . Existuje takový kompaktní Pi i -prostor P , 
že P je (rj-množina v P . Tudíž existují takové otevřené Gn c P , že 

00 
P = H Gn. Podle 4.6.13 existuje taková uzavřená S c P , že Q = P n S. 

n = 1 

Podle 4.6.10, 5.2.1 a 8.3.1 je S kompaktní FH-prostor. Jest Q = 
00 

= f l (Gn n S) a množiny Gn n S jsou podle 4.6.5 otevřené v prostoru S, 
n = 1 

takže Q je (?,$-množina v S. 

9.4.15. B u d i ž Q v n o ř e n do P . J e - l i P t o p o l o g i c k y ú p l n ý 
a j e - l i Q č r j -množ ina v P , j e t a k é Q t o p o l o g i c k y ú p l n ý p r o s t o r . 
Existuje kompaktní Piř-prostor P a takové Gn otevřené v R, že P = 

00 CD 

= n Gn. Existují takové Kn otevřené v P , že Q = f| Kn. Podle 4.6.13 
7 1 - 1 71 = 1 

00 

existují takové Hn otevřené v P , že Kn = P n Hn. Pak je Q = f l Gn n 
71 = 1 

00 

n f"| takže Q je Gj-množina v P . 
71 = 1 

9.4.16. B u d i ž fi(Q) k o m p a k t n í /5-obal ú p l n ě r e g u l á r n í h o p ro -
s t o r u Q. A b y Q b y l t o p o l o g i c k y ú p l n ý , k t o m u j e n u t n é 
a s tač í , a b y Q b y l a třa-množina p r o s t o r u fl(Q). 

D ů k a z . I . Je-li Q čřj-množma prostoru p{Q), je Q topologicky úplný 
prostor, neboť podle definice 8.4.3 je (}(Q) kompaktní FH-prostor. 

I I . Budiž Q topologicky úplný. Pak existuje takový kompaktní 
Piř-prostor P , že Q je Gj-množina v P . Budiž P 0 uzávěr množiny Q 
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v prostoru P . Podle 4.6.10, 5.2.1 a 8.3.1 je P 0 kompaktní Píř-prostor 
a podle 4-6.9 je Q GV množina v P 0 . Mimo to množina Q je hustá v P 0 , 
takže podle 8.4.10 existuje takové spojité zobrazení h prostoru P(Q) na 
prostor P 0 , že h~1(Q) == Q. Protože Q je GVmnožina v P 0 , existují 

• CD 

takové v P 0 otevřené G„, že Q = f\ Gn. Protože Q = h-^Q), je Q = 
n - l 

= n h~^{Gn). Množiny h~\Gn) jsou podle 7.1.14 otevřené v P(Q). Tudíž 
n - l 

Q je (rf-množina v P(Q). 

9.4.17. B u d i ž P ú p l n ě r e g u l á r n í p r o s t o r . B u d i ž Q c P t o p o -

l o g i c k y ú p l n ý p r o s t o r . P a k e x i s t u j e t a k o v á m n o ž i n a T c P , 

že T j e č ř j -množ ina vPa,žeQ = Tr\Q. Při tom Q znamená ovšem 

uzávěr množiny Q v prostoru P . Označme /3(Q), (3(P) kompaktní 

/¡-obaly prostorů Q, P (viz 8.4.9). Budiž Q0 uzávěr množiny Q v pro-

storu p(P), takže Q = Q0 n P . Podle 4.6.10, 5.2.1 a 8.3.1 je Q0 kom-

paktní FH-prostor a množina Q je hustá v Q0. Tudíž podle 8.4.10 exis-

tuje takové spojité zobrazení h prostoru P(Q) do Q0, že h^PiQ) — Q] = 

= Qo — Q- Podle 4.4.19 a 9.4.16 existují v prostoru P(Q) takové uza-

vřené P „ , že P(Q) - Q = U Fn. Tudíž Q0 - Q = Ů ^ ( P „ ) a podle 7.2.9 
n-1 n- l 

a 8.3.23 jsou množiny h l { F n ) uzavřené v prostoru Q0. Podle 4.4.19 tedy 
00 

existují takové H„ otevřené v prostoru Q0, že Q = f| Hn. Podle 4.6.13 
n = l 

existují v prostoru P(P) takové otevřené Gn, že Hn = Q0 n Gn. 

Budiž K = ň Gn, T = P n K. Podle 4.6.9 je T GVmnožina v P . Pro-
n - 1 _ 

tože Q = Q0C[P,Q = Q<>nK<zP,]eQ = Tr\Q. 

9.4.18. B u d i ž P t o p o l o g i c k y úpl ixý p r o s t o r a b u d i ž Q v n o ř e n 
do P . A b y Q b y l t o p o l o g i c k y ú p l n ý p r o s t o r , k t o m u je n u t n é 
a s tač í , a b y Q b y l p r ů n i k u z a v ř e n é m n o ž i n y p r o s t o r u P s Gs-

m n o ž i n o u p r o s t o r u P . 

D ů k a z . I . Budiž Q = P n H, kde P je uzavřená a H je GVmnožina 
prostoru P. .Podle 9.4.15 je H topologicky úplný prostor. Množina Q je 
relativně uzavřená v H podle 4.6.4, takže Q je topologicky úplný pro-
stor. 
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I I . Budiž Q topologicky úplný prostor. Podle 9.4.13 a 9.4.17 je 
Q = T n Q, kde Q je uzavřená a T je črj-množina. 

9.4.19. B u d i ž Q t o p o l o g i c k y ú p l n ý p r o s t o r . B u d i ž A bo-
d o v á m n o ž i n a p r v n í k a t e g o r i e . P a k Q — A j e hus tá m n o ž i n a ^ 
Budiž (3(Q) kompaktní /J-obal prostoru Q (viz 8.4.9). Podle 5.4.5, 8.3.3 
a 8.3.19 je ^-kompaktní FR-prostor, takže tvrzení plyne z 8.2.21 
a 9.4.16. 

9.4.20. B u d i ž P m e t r i c k y ú p l n ý p r o s t o r . P a k P j e t o p o l o -
g i c k y ú p l n ý . 

D ů k a z . I . Budiž g metrika v P. Můžeme předpokládat, že g(x, y) -ěL 
1 pro x e P, y e P. Jinak by totiž stačilo nahradit g ekvivalentní 

metrikou gQ, kde 

q{x, y) ^ 1 => q0(x, y) = e(x, y), 

e{x, y)> 1 => g0(x, y) = 1 . 

I I . Prostor P je podle 8.4.3 a 9.1.8 úplně regulární, takže podle 
8.4.9 existuje kompaktní /3-obal /9(P). Budiž a e P. Budiž: x e P => 

=> fa(x) = g(a, x) = d[x, (a)]. Podle I a 9.1.7 je fa omezená spojitá 
funkce v oboru P. Tudíž podle definice 8.4.3 existuje taková spojitá 
funkce <pa v oboru ¡3(P), že: x e P => <pa(x) = g(a, x). 

I I I . Je-li <p spojitá funkce v oboru /3(P), je-li množina U relativně 
otevřená v P a jestliže x e P, q>(x) < e => x e U, pak x e fí(P), cp(x) < 
< e => x e U. [Zde a v dalším je /9(P) základní prostor.] Neboť množina 
W = £x [x e P(P), <p(x) < e] je podle 7.1.14 otevřená; protože P je 
hustá v 0(P), je P n W hustá ve W podle 4.9.12, t j . P n W D W; na 
druhé straně je P n W c U, takže IV c U. 

I V . Budiž a e P, b e P. Dokážeme, že ya{x) + <pb(x) ^ g(a, b) pro 
všecky x e 16(P). Je-li T = ďx [cpa{x) + <pb(x) ^ g(a, 6)], plyne z troj-
úhelníkové nerovnosti, že P c P , takže množina T je hustá podle 4.9.1. 
Avšak ze 7.1.18 a 7.1.32 odvodíme snadno, že množina T je uzavřená. 
Tudíž T = P(P) podle 4.9.2. 

V. Pro aeP, neN budiž P(a, n) = £ x [x e j8(P), <pa(x) < n-1]. 

Podle 7.1.14 je P (a , n) otevřená, takže také Gn = (J r(x, n) (x e P) je 
CO 

podle 4.4.10 otevřená. Stačí tedy dokázat, že P = f I G„. Protože 
n-1 
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a e P => a e r(a, n) => a e Gn, je P c f| Gn- Obráceně budiž bef\G„-, 
n - l n - 1 

máme dokázat, že b e P. Z definice množiny Gn plyne, že pro každé n 

existuje takový bod an e P, že 

(3) V o j t ) < n - 1 . 

Ze I V nyní plyne 

(4) e(am, an) ^ <Pam(b) + 9><,„(&) < + » -1 , 

a z toho soudíme, že {a„} je Cauchyovská posloupnost prostoru P. 

Protože P je metricky úplný, existuje takový ae P , že 

(5) l im an = a . 

Stačí dokázat, že b = a. 

V I . Předpokládejme, že b =# a. Podle 5.1.15 existují takové ote-
vřené U, V, že a e U, b e V, U n V = 0. Podle 4.4.15 je Ú n V = 0. 
Podle 4.4.13 a 4.6.2 je P n U relativní okolí bodu a v metrickém pro-
storu P . Tudíž existuje takový index k, že: x eP, g(a, x) < 2 . k-1 => 

x e U. Podle I I I máme: x e /9(P), <pa(x) < 2 . &-1 x eU. Protože 
beV, Ú n V = 0, jest 

(6) <pa(b) ^ 2 . fc-i. 

Nyní (4) dává £>(%., a„ ) < -f- A -1, takže podle (5) máme g(ak, a) ^ 

^ i;-1. Pro xeP jest: x) <; ak) + q{ak, x) ^ k-1 + q{ak> x), 
tj.: P c T = Sx [q>a(x) — <Pakix) = A -1]- Z toho soudíme stejnou úvahou 
jako ve IV , že T = /?(P). Je tedy zejména 6 e P , což podle (3) a (6) je 
nemožné. 

9.4.21. B u d i ž P ú p l n ý o b a l m e t r i c k é h o p r o s t o r u Q. A b y Q 

b y l t o p o l o g i c k y ú p l n ý , k t o m u j e n u t n é a s tač í , a b y Q b y l 
G j - m n o ž i n o u v P . 

D ů k a z . I . Budiž Q c P 6Vmnožina v P . Podle 9.4.20 existuje ta-
kový kompaktní P i i -prostor R, že P je Gj-množina v R. Podle 4.6.16 
existuje taková G^-množina S v prostoru R, že Q = P n S. Podle 
4.4.21 je tedy Q G j -množ inavP , a tudíž Q je topologicky úplný prostor. 

I I . Budiž Q topologicky úplný. Podle 8.4.3 a 9.1.8 je P úplně regu-
lární prostor, takže podle 9.4.17 existuje taková (? rmnožina T pro-
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storu P , že Q = T n Q. Podle definice 9 . 4 . 3 je množina Q hustá v P , 
t j . Q = P, t edy Q = T. 

9.4.22. B u d i ž Q t o p o l o g i c k y ú p l n ý m e t r i s o v a t e l n ý p ro -
s t o r . T o p o l o g i e p r o s t o r u Q se dá v y t v o ř i t t a k o v o u m e t r i k o u 
g0, p ř i k t e r é j e Q m e t r i c k y ú p l n ý . 

D ů k a z . I . Podle 9.4.11 a 9.4.21 existuje takový metricky úplný 
prostor P , že Q je (rj-množina v P . Označme g metriku prostoru P . 
Podle 4.4.19 existují v P takové uzavřené množiny Fn, že P — Q = 

co 
= U P „ . Protože případ Q = P je triviální, můžeme předpokládat, že 

n - l 

Fn + 0 pro všecka n. 

I I . P r o xeQ,yeQ,neN budiž (viz definici 9.1.8) 

(7) /„(*, y) = q{x, y) + d(x, Fn) + d(y, Fn), 

(9) Qo(*/y) = e(a, 2/) + i 2 - « . y„(a!, y ) . 
n - l 

Protože x e Q, Fn = Fn c P — Q, je d(x, P n ) > 0 podle 9 . 1 . 7 a podobně 
saké d(y, F„) < 0. Tudíž 0 ^ q(x, y) < fn(x, y), takže definice (8) má 
tmysl a jest 

(10) 0 ^ gn(z, y)< 1 . 

Nekonečná řada napravo v (9) je tedy konvergentní. Mimo to 

(11) 0 ^ q(x, y) < g0(x, y) . 

Pro x = y je zřejmě g0(x, y) = 0; pro x + y je zřejmě g0(x, y) > 0. 

Také q0{x, y) = Q0{y, x) je zřejmé. 

Jelikož pro c > 0, 0 ^ t1 ^ řa, jest 

c + řx c + t2 

a jelikož pro x eQ, y e Q, z e Q jest g(x, z) g(x, y) + g(y, z), máme 

(12) a (x z) < Q{X' V) + eiy> Z) 

1 > 9n{~ ' ' = q(x, y) + d(x, Fn) + Q(y, z) + d(z, Fn)" 
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Avšak podle 9 . 1 . 7 jest 

d(y, Fn) ^ g(x, y) + d(x, Fn), 

d(y, Fn) ^ q{y, z) + d(z, Fn), 

takže žádné z obou čísel 

e(x, y) + d(x, Fn) + d(y, Fn), g(y, z) + d(y, Fn) + d(z, Fn) 

není větší než jmenovatel ve (12). Tudíž ze (12) plyne 

gn{x, z) ^ gn(x, y) + gn{y, z) , 

takže podle (9) g0{x, z) ^ g0{x, y) + g0(y, z). 

I I I . T ím je dokázáno, že g0 je metrika v Q. Dokážeme, že g0 je ekvi-
valentní s g | Q X Q. Podle (11) a podle 9 . 1 . 3 máme ukázat, že ke 
každému bodu a e Q a ke každému číslu e > 0 existuje takové číslo 
<5 > 0, že x e Q, g{a, x) < ó=> g0(a, x) < e. Jestliže při určité volbě 
bodu a a čísla e tomu tak není, pak existuje v prostoru Q taková bodová 
posloupnost {xn}, že l im g(a, xn) = 0, avšak g0(a, x„) S: e pro všecka n. 

Existuje takový index k, že 2 - f t + 1 < e. Podle (10) je pro všecka n 

| 2-*. gi(a, xn) ^ | 2-< = 2 - * < £ e , 
i-k+1 i-k+l 

tedy 
k 

Qolfl, xn) < Q{a, Xn) + 2 2_< • 9i(a> ®n) + ¥ > 
ť -1 

takže podle (7) a (8) 

k 

(13) gQ{a, xn) < g(a, xn) + g 2 - ^J^d^F,) + ' 

Protože l im g{a, xn) = 0, existuje takový index n, že pravá strana ve 
(13) je menší než e. T o je spor, neboť g0(a, xn) ¡2; e pro všecka n. 

IV . Zbývá dokázat, že při metrice g0 prostor Q je metricky úplný. 
Budiž { x n } posloupnost Cauchyovská při metrice g0. Máme dokázat, 
že existuje takový bod a e Q, že lim g0(a, xn) = 0 (viz 9.1.5). Protože 
už víme, že g0 a g \ Q X Q jsou ekvivalentní metriky prostoru Q, 

stačí dokázat, že lim g(a, x„) = 0. Avšak z (11) plyne, že posloupnost 
{ x „ } je Cauchyovská i při metrice g. Protože prostor P při metrice g 
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j e metr icky úplný, existuje t akový bod a e P, že l im g(a, xn) = 0, 

a potřebujeme pouze dokázat, že a e Q. Budiž naopak a e P — Q = 
co 

= U P a k existuje t akový index 1c, že a e Fk. Podle definice 9 . 1 . 8 je 
n - l 

0 ^ d(x„, Fk) ^ g(a, xn). Pro tože l im g(a, xn) = 0, jest 

(14) l im d(xn, Fk) = 0 . 

Podle (9) je g0(xm, xn) ^ 2~k . gk(xm, xn), takže ze (7) a (8) plyne 

(15) eo(xm, xn) ^ e(XmtXn)+l\x™Fk)+d{Xn>Fk) • 

Pod le 9 . 1 . 7 jest 

d(xm, Fk) ^ g(xm> xn) + d(x„, Fk), 

takže z (15) p i jme 

( i 6 ) ^ ^ ^ ě i ^ + d i ^ y 

Protože posloupnost { x „ } j e Cauchyovská při metrice g0, existuje 

takový index p, že m > p, n> p=> g0(xm, x„) < 2-k~2. Z (16) nyní 
dostaneme snadným výpoč t em 

m > p, n> p=> g(xm, xn) < d{xn, Fk) . 

Protože g(xm, a) ^ g(xm, xn) + g{xn, a), je t edy 

m > p, n > p => g(xm, a) ^ g(a, x„) + d(xn, Fk) . 

N y n í máme l im g(a, xn) = 0 a podle 9 . 1 . 7 též l im d(xn, F.k) = d(a, Fk) = 
n—>oo 

= 0. Tudíž : m > p => g(xm, a) ^ 0 => a = xm. T o je spor, neboť 

xmeQ, ae P — Q. 

9.4.23. B u d i ž K m n o ž i n a v š e c h i r a c i o n á l n í c h č í s e l . B u d i ž 
00 

K = U A„. P a k e x i s t u j e t a k o v é n, že m n o ž i n a An o b s a h u j e 
71-1 

i n t e r v a l . ( A n je uzávěr v prostoru E±.) Té to v ě t y jsme užili v příkla-

dech 6.4.7 až 6.4.9. 

D ů k a z . Pod le 9.4.3 a 9.4.20 je £x topologicky úplný prostor. Jest 
CO 

J E C ( J An. K d y b y žádná z množin An neobsahovala interval, pak by 
n - l 
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podle 4.10.8 množiny An by ly řídké. Protože také (a) je řídká pro každý 
bod a spočetné množiny E± — K, byla by množina E1 první kategorie 
v £x a to je spor proti 9 . 4 . 1 9 . 

9 . 5 . FUNKCE PRVNÍ TŘÍDY 

D e f i n i c e 9.5.1. Budiž P prostor; budiž / funkce v oboru P. Pra-
víme, že / je funkce první třídy, existuje-li taková posloupnost {/„}® 
spojitých funkcí v oboru P, že lim fn{x) = f[x) pro každý xe P. 

N—KD 

9.5.1. B u d i ž P p r o s t o r ; b u d i ž / s p o j i t á f u n k c e v o b o r u P . 
P a k / j e f u n k c e p r v n í t ř í d y . 

9 . 5 . 2 . B u d i ž Q v n o ř e n d o P ; b u d i ž / f u n k c e p r v n í t ř í d y 
v o b o r u P . P a k / | Q j e f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u Q. Viz 7 . 1 . 8 . 

9.5.3. B u d i ž P p r o s t o r ; b u ď t e ž f,g f u n k c e p r v n í t ř í d y 
v o b o r u P . P r o x e P b u d i ž 

/i(*) = l/(* ) l ; 

f2(x) = max [f{x), g{x]\ ; 

f3(x) = min [/(«), g{x)] ; 

Ux) = f(x) + g(x) ; 

/B(*) = /(*) - ? ( * ) ; 
/6(x) = f(x) . g{x) ; 

H z ) - - ™ — 

P a k f1} f2, ..., /7 j s o u f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u P . Viz 7 . 1 . 3 2 . 

9.5.4. B u d i ž P p r o s t o r ; b u ď t e ž f,g f u n k c e p r v n í t ř í d y 
v o b o r u P . P r o x e P b u d i ž ^(x) * 0. P r o xeP p o l o ž m e h(x) = 

= P a k j e h f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u P . Existují takové 
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posloupnosti {/„ } , {gn} spojitých funkcí v oboru P, že lim fn(x) = f(x), 
n—y® 

lim gn(x) = g(x) pro všecky x € P . Pro x <= P položme 
n—>cr> 

= /«(«) • 9n(x) , \pn(x) = max [W-1, lgn{x)Y] , qn(x) = . 

Ze 7.1.32 plyne, že <pn, y>n, qn jsou spojité funkce v oboru P. Stačí tedy 
dokázat, že lim qn(x) = h(x) pro každý x e P. Je však lim (gn(x))2 = 

n—>co 

— (9(x ) )2 > 0) takže existuje takový index k(x), že: n > k(x) => 

=> (9n(z))2 > n-1. Pro n > k(x) jest ipn(x) = (gn(x))2; tudíž Um fn(x) = 
= (9{x))2 > 0. Protože lim <pn(x) = f(x) . g(x), lim \pn(x) = (g(x))2, 

* ( « ) = . j ^ t lim ?„ ( * ) = h(x). 

9.5.5. B u d i ž P p r o s t o r ; b u d i ž / f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u 
.P; b u d i ž |/(x)| < 1 p r o v š e c k y x e P. P r o x e P b u d i ž 

Q ( x ) - / (« ) 
m ~ i - \ n x r 

P a k j e g f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u P. Existuje taková posloup-
nost {/„ } spojitých funkcí v oboru P, že lim fn(x) = f(x) pro každý 

n— 
x e P. Pro x e P budiž 

\fn{x)\ < 1 - n-^Kn{x)=ín{x), 

fn(x) ^ 1 -»-i=> hn(x) = 1 - »-i, 

fn(x) ^ - 1 + n-1 =>• An(x) = - 1 + n-1 . 

Ze 7.1 .32 plyne, že h„ jsou spojité funkce v oboru P. Protože |/(x)| < 1, 
zjistíme snadno, že lim hn(x) = f(x) pro každý x e P. Protože x e P => 

=> \hn{x)\ < 1, plyne ze 7.1.32, že také kn jsou spojité funkce v oboru P, 
jestliže 

hn(x) 
x e P => kn(x) 

x e P => lim kn(x) 

1 - \hn(x)\ • 

Zřejmě 

/(«) 
i - mv 
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9.5.6. B u d i ž P p r o s t o r . B u d i ž {/ n } f p o s l o u p n o s t f u n k c í 
p r v n í t ř í d y v o b o r u P. N e c h ť e x i s t u j e s t e j n o m ě r n á l i m i t a / 
(viz definici 7.3.3) p o s l o u p n o s t i {/„}. P a k t a k é / j e f u n k c e p r v n í 
t ř í d y v o b o r u P. Existují takové indexy nx < n2 < n3 < ..., že 

x e P => \fn{x) — f(x)\ < 2 - i _ 1 (¿ = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

Jest 

m^niy n^rii, x e P => \fm(x) - fn(x)\ < (i = 1 ,2 ,3 , . . . ) . 

Položme 

g(x) = f(x) - fni(x), gt(x) = fn(+1(x) - fnt(x) (z e P; i = 1, 2, 3, ...) . 

Podle 9 . 5 . 3 staěí dokázat, že g je funkce první třídy. Existují takové 
spojité funkce <pin (i, n =• 1, 2, 3, . . . ) v oboru P , že x e P => lim cpin{x) = 

71— 

= gt{x) pro i = 1, 2, 3, . . . Budiž 

\<Pin{%)\ < 2-ť => y>tn(x) = <pin{x), 

<pin(x) ^ 2-í => fin(x) = 2-', 
<pin{x) ^-2-ť => yin{x) = - 2 - , 

Funkce ipin jsou spojité podle 7.1.32; protože x e P => |gť(a;)| < 2-*, 
jest 

x e P => |VÍ„(X) - ^Í(ÍC)| ^ |<pin(x) - g({x)\ 

tedy lim y>{„(x) = ¡7ť(x). Budiž 
n—»-co 

n 

xeP=>hn(x) = 2v>in(x) . 
i-1 

Funkce /in jsou spojité podle 7.1.32; stačí tedy dokázat, že lim h„(x) = 
= g(x) pro x e P. Budiž a e P , e > 0. Existuje takový index k, že 
3 . 2 < e a 

|ř(o) - 5>ť(a)| = |/(o) - UM(a) | < J . £ . 
i - l 

Protože hm rpin(a) = g{(a), existuje takový index m, že m > k a 
71—>00 

£ 
i , n> m=> \y>in(a) — < ^r . 
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Pro n > m jest 
k k 

K(o) — 9Ía)I ^ y^gAa) — 9(a)\ + 2 — + 
ť - 1 i - 1 

ť - i + l { - « + 1 

t j . ti > m => |hn(a) — < e, takže 

l i m hn(a) = g(a) . 

D e f i n i c e 9.5.2. Bodovou množinu P c P nazveme dokonale uza-
vřenou (v prostoru P), existuje-li spojitá funkce / v oboru P, pro kterou 
je F = Sx [/(x) = 0], Bodovou množinu G c P nazveme dokonale ote-
vřenou (v prostoru P), jestliže P — G je dokonale uzavřená. 

9.5.7. D o k o n a l e u z a v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a j e u z a v ř e n á . 
D o k o n a l e o t e v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a j e o t e v ř e n á . Viz 7.1.20. 

9.5.8. P r ů n i k n e j v ý š s p o č e t n é s o u s t a v y <5 4= 0 d o k o n a l e 
u z a v ř e n ý c h b o d o v ý c h m n o ž i n j e d . okona l e u z a v ř e n á mno-
ž i n a . S j e d n o c e n í n e j v ý š s p o č e t n é s o u s t a v y © 4= 0 d o k o n a l e 
o t e v ř e n ý c h b o d o v ý c h m n o ž i n j e d o k o n a l e o t e v ř e n á m n o -
ž i n a . 

D ů k a z . I . Budiž { P „ } f posloupnost dokonale uzavřených bodových 
množin prostoru P . Existuje taková posloupnost { / „ } " spojitých 
funkcí v oboru P , že P „ = Sx [fn(x) = 0]. Budiž 

|/„(x)| < 2 - => <pn(x) = /„ (x ) , 
fn[x) ^ 2~* => <pn{x) = 2-» , 

/„(*) ^ - 2 - =• 9>n(x) = - 2 - » . 

Podle 7.1.32 jsou <pn spojité funkce v oboru P . Zřejmě P „ = <£x [<p„(x) = 
= 0]. Položme 

n 

&.(*) = 2 M*)l • 
ť - 1 

Podle 7.1 .32 jsou gn spojité funkce v oboru P . Jest 
00 

x e P , m>k, n> k^ \gm{x) - gn{x)\ ^ 2 2~'= 2~*> 
i-k + l 
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takž© podle 7 . 3 . 7 existuje Btejnoměrná limita h posloupnosti funkcí 
{gn}?. Podle 7 . 3 . 3 a 7 . 3 . 8 jest h spojitá funkce v oboru P . Snadno se 

9 CD 

dokáže, že f| Fn = gx [h(x) = 0]. Množina f ) Fn je tedy dokonale 
n - l T i - l 

uzavřená. 

I I . Jsou-li bodové množiny Gn dokonale otevřené, jsou množiny 
CD 

P — Gn dokonale uzavřené. Podle I je množina f"| (P — @n) dokonale 
n - l 

00 ® 

uzavřená, takže U Gn = P — f| (P — Gn) je dokonale otevřená. 
n - l n - l 

9.5.9. S j e d n o c e n í k o n e č n é s o u s t a v y <5 4= 0 d o k o n a l e uza -
v ř e n ý c h b o d o v ý c h m n o ž i n j e d o k o n a l e u z a v ř e n á m n o ž i n a . 
P r ů n i k k o n e č n é s o u s t a v y <3 4= 0 d o k o n a l e o t e v ř e n ý c h bo-
d o v ý c h m n o ž i n j e d o k o n a l e o t e v ř e n á m n o ž i n a . 

D ů k a z . I . Jsou-li bodové množiny F{ (1 ^ i ^ n) dokonale uza-
vřené v prostoru P , pak existují takové spojité funkce /,• (1 fš, i f^n) 

v oboru P , že F{ = ďx [f^x] = 0]. Je-li 

xeP=>cp(x) = n/ť(x), 
ť = i 

n 
jest (p spojitá funkce v oboru P podle 7.1.32. Zřejmě U P ť = £a \<p{x) = 

i — 1 
n 

= 0], takže množina U Ft je dokonale uzavřená. 
ť = i 

I I . Jsou-li Gi (1 i n) dokonale otevřené, jsou P — Gt dokonale 
n . « 

uzavřené, podle I je U ( P — Gt) dokonale uzavřená, takže f| <2. = 
ť - i ' - 1 

n 
= P — U ( P — G^ je dokonale otevřená, 

t - i 

9.5.10. B u d i ž P p r o s t o r ; b u d i ž / s p o j i t á f u n k c e v o b o r u P; ' 

b u d i ž c e E±. B o d o v é m n o ž i n y 

A = ďx [/(*) ^ c ] , B = £x [f(x) ^ c] 

j sou d o k o n a l e u z a v ř e n é . B o d o v é m n o ž i n y 

C. = ďx [f(x) > c ] , D = £x [f(x) < c] 
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j s o u d o k o n a l e o t e v ř e n é . P r o x e P budiž 

fi(x) = — c + min [f(x), c] ; f2(x) = — c + max [f(x), c] . 

Podle 7.1.32 jsou flf f2 spojité funkce v oboru P. Zře jmě 

A = *x [f1(x) = 0]; B = *x [/,(*) = 0] . 

Množ iny A, B jsou t edy dokonale uzavřené a množiny C = P — B, 

D = P — A jsou dokonale otevřené. 

D e f i n i c e 9.5.3. Bodovou množinu A c P nazveme dokonalou 
F„-množinou ( v prostoru P ) , existuje-li taková posloupnost { P „ } 

m 
dokonale uzavřených množin, že A = U P „ ; A c P nazveme dokonalou 

n_ l 
Gs-množinou ( v prostoru P ) , existuje-li taková posloupnost {Gn} 

CD 

dokonale otevřených množin, že A = f| Gn. 
n - l 

9.5.11. A b y AcP b y l a d o k o n a l á Cr^-množina, k t o m u j e 

n u t n é a s t a č í , a b y P — A b y l a d o k o n a l á P ^ - m n o ž i n a . 

9.5.12. D o k o n a l e u z a v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a j e d o k o n a l á 

P ^ - m n o ž i n a . D o k o n a l e o t e v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a j e d o k o -

n a l á G v - m n o ž i n a . 

9.5.13. D o k o n a l e u z a v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a j e d o k o n a l á 
£?,s-množina. D o k o n a l e o t e v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a j e d o k o -
n a l á P ^ - m n o ž i n a . 

D ů k a z . I . Je-li P dokonale uzavřená, pak existuje taková spojitá 

funkce / v oboru P , že P = Sx [f(x) = 0], P r o n = 1, 2, 3, . . . budiž 

An = [f{x) < n-1] ; Bn = gx [f(x) > - n-l] . 

Pod l e 9.5.10 jsou An, Bn dokonale otevřené, takže podle 9.5.9 také 
CO 

An n B„ j e dokonale otevřená. Avšak F = f"| (An n Bn), takže F je 
n - l 

dokonalá G^-množina. 

I I . Je-li G dokonale otevřená, je G dokonalá PCT-množina podle I 
a podle 9 . 5 . 1 1 . 
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9.-5.14. S j e d n o c e n í n e j v ý š s p o č e t n é s o u s t a v y @ 4= 0 d o k o -
n a l ý c h P ^ - m n o ž i n j e d o k o n a l á P^ -množ ina . P r ů n i k n e j v ý š 
s p o č e t n é s o u s t a v y <3 =4= 0 d o k o n a l ý c h G V m n o ž i n j e d o k o n a l á 
{ ? r m n o ž i n a . 

9.5.15. P r ů n i k k o n e č n é s o u s t a v y © 4= 0 d o k o n a l ý c h Fa-
m n o ž i n j e d o k o n a l á P ^ - m n o ž i n a . S j e d n o c e n í k o n e č n é 
s o u s t a v y © 4= 0 d o k o n a l ý c h Cra-množin j e d o k o n a l á ( r j -mno-
ž ina . Druhé tvrzení se odvodí z prvního na základě 9.5.11. První 
tvrzení stačí dokázat pro případ dvou dokonalých P^-množin Mx, M2. 

Je-li Mx = U Fu, M2 = Ů F2k, jest Mx n Mt = U Ů (Fu n F2k). 

Jsou-h Fu, F2k dokonale uzavřené, je také Fu n F2k dokonale uzavře-
ná podle 9.5.8. 

9.5.16. B u d i ž A c P d o k o n a l á G^-množ ina ; b u d i ž BcP do-

k o n a l á P ^ - m n o ž i n a ; b u d i ž A cB. P a k e x i s t u j e t a k o v á C c P , 

ž e : 

[1] C j e d o k o n a l á č ř j -množ ina ; 
[2] C j e d o k o n a l á P ^ - m n o ž i n a ; 
[3] A c C c B . 

D ů k a z . I . Existuj í takové dokonale otevřené G„ c P a takové 

dokonale uzavřené P „ c P , že 

A = f\Gn; B = \jFn. 
71-1 71-1 

Definujme rekurentně bodové množiny H„ , K „ : 

Hi = Qi, Kí = Oír\F1, 
(1) 71 + 1 71 + 1 

Bn+1 = KnúríOit Kn+1 = Hn+1 n u Fi' 
i - i » - i 

Položme 

(2) H=C\Hn, K = ŮKn. 
7i-l n-1 

Z 9.5.12, 9.5.13, 9.5.14 a 9.5.15 odvodíme indukcí, že každá z množin 
Hn, Kn je dokonalou P^-množinou a také dokonalou Gs-množinou; 
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z 9.5.14 potom plyne, že H je dokonalá 6Vmnožina, K je dokonalá 
.FVrrmožina. Stačí tudíž dokázat, že 

AcH = Kc B. 

Z (1) plyne 

(3) Kn c Hn . -

Mimo to je 
n +1 n 
n Qt c n Gi c H n , 
» . i <-i 

takže 

(4) Hn+1 c Hn . 

Posléze je Z „ c U F, c U F ( , Kn c Hn+1, takže 
<- i 

(5) X n + 1 D . 

I I . Budiž x e A. Pak je x e Gt pro všecka i, tedy podle (1) x e Hn pro 
všecka n, tudíž x e H. Je tedy AcH. 

m 
I I I . Budiž x e K. Pak existuje takové TO, že x e Km\ jest Km c U Fiy 

i-1 

tudíž x e G Fi = B. Je tedy K c B. 
i-1 

I V . Budiž x e K. Pak existuje takové TO, že x e Km\ podle (5) n ^ 

^ m=> x e Kn, takže podle (3) n ^ TO x e Hn, a tudíž podle (4) 

x e ň Hn = H. Je tedy K c H. 
n -1 

n + 1 
V . Budiž x e H — K. Pak je pro všecka n: x e Hn+1 — K„ c f| 

i - i 
00 ® fTl 

tedy xe f|G ! n = - 4 c 5 = U jF„. Tudíž existuje takové m, že x e U 
n - l 71-1 n -1 

m 
Mimo to je však x e Hm) tedy x e Hm n U = Km c K a to je ne-

n -1 
možné. Tudíž tf — K = 0, t j . 2f c K. 

9.5.17. B u d i ž P p r o s t o r ; b u d i ž / f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u 
P; b u d i ž c € Ev B o d o v é m n o ž i n y 

A = SX [/(» ) ^ c ] , P = [ / ( « ) ^ c ] 
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j s ou d o k o n a l é O j - m n o ž i n y . B o d o v é m n o ž i n y 

C = gx [/(x) > c], D = gx [f(x)<c] 

j s ou d o k o n a l é P ^ - m n o ž i n y . 

D ů k a z . I . Existuje taková posloupnost { / „ } " spojitých funkcí 
v oboru P, že lim /„(x) = f(x) pro každý x e P. Pro i,n = 1,2,3, ... 

budiž 

Min = gx [fn(x) ^ c + i-*] . 

Je-h x eC, pak existuje takový index i, že x e Min pro všecka n i. 

Obráceně se z existence takového i snadno odvodí, že x e C. Tudíž 

C = Ht = ňMin. 
ť - 1 n - ť 

Avšak množiny Min podle 9.5.10 jsou dokonale uzavřené, takže podle 
9 . 5 . 8 také H( jsou dokonale uzavřené a tedy C je dokonalá -FVmnožma. 

I I . Je-h g(x) = — f(x) pro všecky x e P, je zřejmě také g funkce 

první tř ídy a jest D = gx [g(x) > — c], takže podle I je D dokonalá 

.FV-množina. 

I I I . Jest A = P — D, B = P — C, takže A, B jsou dokonalé 

č?¿-množiny podle 9.5.11. 

9.5.18. G c P b u d i ž d o k o n a l á .F^-množina a s o u č a s n ě t é ž 
d o k o n a l á č r j -množ ina . B u d i ž 

x e C /(x) = 1 , x e P — C => f{x) = 0 . 

P a k j e / f u n k c e p r v n í t ř í d y v o b o r u P. Existují takové dvě po-
sloupnosti {Fn}i, { ( ? „ } " bodových množin, že každá Fn je dokonale 
uzavřená, každá G„ je dokonale otevřená a že 

G = LI Fn = ň Gn • 
n ~ 1 n - 1 

n n 

Podle 9 . 5 . 9 jsou množiny U F( a P — f | Gt dokonale uzavřené; tudíž 
i -1 ť -1. 

existují takové spojité funkce cpn, ipn v oboru P, že 

Ů Ft = gx [<pn(x) = 0], }\Ot = g, [fn{x) * 0] . 
» - i ť=i 
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Protože U P ť c G c f| jest \<pn{x)\ + |y»(z)| > 0 pro každý x e P. 
i = 1 i-1 

Proto existuje taková funkce /„ v oboru P, že 

\Vn{x)\ xcP=>fn(x) = 
M ® ) I + ' 

funkce /„ je podle 7.1.32 spojitá. Je-li x e C, pak existuje takové ra, že 
n 

B^m^ieUíj^ fn(x) = 1 . 
» - i 

Je-li x e P — C, pak existuje takové m, že 
n 

n^m=>xeP — fl =>- fn{x) = 0 . 
« - i 

Tudíž lim /„(x) = f(x) pro každý x e P a funkce / je první třídy. 
9.5.19. B u d i ž P p r o s t o r ; b u d i ž / f u n k c e v o b o r u P. J e s t l i ž e 

p r o k a ž d é CE£, j s o u 

Sx [f(x)^c], ďx [f(x)^c] 

d o k o n a l é í ř j - m n o ž i n y , p a k f j e f u n k c e p r v n í t ř í d y . 

9.5.20. B u d i ž P p r o s t o r ; b u d i ž / f u n k c e v o b o r u P. J e s t l i ž e 
p r o k a ž d é c e E1 j s o u 

Sx [f(x)>c], Sx [f(x) < c] 

d o k o n a l é P ^ - m n o ž i n y , p a k / j e f u n k c e p r v n í t ř í d y . 

D ů k a z y vět 9.5.19, 9.5.20.1. Předpoklady v 9.5.19 jsou podle 9.5.11 
ekvivalentní s předpoklady v 9.5.20, takže máme pouze ukázat, že / 

j e funkce první třídy, jsou-li splněny předpoklady obou vět . 

I I . Ne jprve předpokládejme 

xeP=> \f{x)\ < 1 . 

Budiž n e N. P ro — n SS i ^n, i celé, budiž 

At = ]j{x) 5S , Bt = *a [/(X) < i ± l ] . 

Pak jsou At dokonalé G^-množiny, P ť jsou dokonalé P „.-množiny a jest 
A( c B{. Tudíž podle 9.5.16 existují takové množiny Ci(— n rsS i n), 
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že A t c (7ť c Bf a že každá Cf je dokonalá čra-množina a současně též 
n n 

dokonalá P^-množina. Zřejmě je U At = P, a tedy také U Oi = P. 
i - -n t = -71 

Budiž 

D^ = C_n, -n + 1 = C,- líc, . 
i - -n 

71 

Pak množiny D» (— n f^i f^n) jsou disjunktní a jest U X), = P. 
i 71 

Z 9.5.14 a 9.5.15 plyne snadno, že každá D f je dokonalá črj-množina 
a současně též dokonalá í^-množina. Podle 9.5.18 je tedy <p{ funkce 
první třídy, jestliže 

x e D ť => <Pi{x) = 1 , x e P — Di=> <Pi{x) - 0 . 

Budiž 

x e P => fjx) = V 1 . cp^x) . 
' ' 71 n 

i - -71 

Z 9 . 5 . 3 plyne, že fn je funkce první třídy v oboru P. Je-li x e P, budiž A 
nejmenší hodnota indexu i (— n i n), pro kterou x e At. Pak jest 
(užíváme předpokladu, že |/(x)| < 1) 

n n 

Protože Ax c CA l jest x e Č7A; je-li — n ^ i ^ X — 2, jest x e P — Bu 

a tudíž x e P — C „ neboť Ct c P j . Z toho plyne snadno, že je buďto 

x e Z)A nebo a; e DÁ_X, takže je buďto f(x) = — nebo fn(x) = - . 
7b 7b 

Tím je dokázáno, že 

1 
n 

Tudíž / je stejnoměrná limita posloupnosti {/„ } a podle 9 . 5 . 6 je / funkce 
první třídy. 

I I I . Je-li / libovolná funkce splňující předpoklady vět 9.5.19 a 
9.5.20, budiž 

xeP^ \fn(x)-f(x)\ ^ 
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Snadno se zjistí, že g splňuje tytéž předpoklady jako /. Avšak 

xeP^ < 1 , 

takže g je funkce první tř ídy podle I I . Podle 9 . 5 . 5 je také / funkce první 
třídy, neboť 

9.5.21. B u d i ž P m e t r i s o v a t e l n ý p r o s t o r . K a ž d á u z a v ř e n á 
m n o ž i n a j e d o k o n a l e u z a v ř e n á , k a ž d á o t e v ř e n á m n o ž i n a j e 
d o k o n a l e o t e v ř e n á , k a ž d á P ^ - m n o ž i n a j e d o k o n a l á í r - m n o -
ž ina , k a ž d á G^-množ ina j e d o k o n a l á G^-množ ina . Prvn í tvrzení 
plyne ze 7.3.14, 9.1.8, 9.1.9; ostatní tvrzení se snadno odvodí z prvního. 

9.5.22. B u d i ž T 4= 0 d o b ř e u s p o ř á d a n á m n o ž i n a ; b u d i ž e 
k l a d n é č í s l o ; b u d i ž P m e t r i c k ý p r o s t o r s m e t r i k o u g. P r o 
k a ž d é t e T b u d i ž G(t) o t e v ř e n á a F(t) u z a v ř e n á m n o ž i n a p ro -
s t o r u P. B u d i ž 

(1) teT, x e F(t), yeP, g(x, y) < e => y e G(t), 
(2) t e T , r e T , r před t => F(t) n 0(r) = 0 . 

B u d i ž M = U F(t) ( t e T ) . P a k j e M u z a v ř e n á m n o ž i n a p r o -
s t o r u P. P ro x e P, « > 0 budiž S(x, « ) (g, a)-okolí bodu x. Jestliže M 

není uzavřená, pak existuje bod y e M — M. Podle 4 . 2 . 9 je M n 
n 8(y, e) 4= 0- Protože T je dobře uspořádaná, plyne z definice mno-
žiny M, že existuje takové t0 e T, že F(t0) n 8(y, s) 4= 0, avšak 

teT, t před f0 => F(t) n 8(y, e) = 0 . 

Budiž x0 e F(t0) n S{y, e); je tedy x0 e F(t0), g(x0> y) < e, takže y e G(t0) 

podle (1). Podle 4.4.13 je G(t0) okolí bodu y, takže existuje takové 
« > 0, že S(y, oí) c G(t0). Jestliže teT leží před f„, jest F(t) n S{y, e) = 
= 0. Jestliže t e T leží za t0, jest F{t) n G(t0) = 0 podle (2), a tedy 
F(t) n S(y, <x) =' 0. Protože i^í,,) c M, y e M — M, jest yeP — F(t0). 
Podle 4.4.13 je P — F(t0) okolí bodu y, takže existuje takové ¡3 > 0, že 
F(t0) n S(y, (3) = 0. Existuje takové y > 0, že y < e, y < y < (3. 

Pro každé teT je F{t) n S(y, y) = 0\__ tudíž M n S(y, y) = 0.- T o je 
však podle 4 . 2 . 9 nemožné, neboť y e M. 
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9.5.23. B u d i ž T -1= 0 d o b ř e u s p o ř á d a n á m n o ž i n a ; b u d i ž P 
m e t r i s o v a t e l n ý p r o s t o r . P r o k a ž d é teT b u d i ž G(t) o t e v ř e n á 
m n o ž i n a a A{t) P ^ - m n o ž i n a p r o s t o r u P ; b u d i ž A{ť) c G(t) p r o 
k a ž d é t e T . B u d i ž 

(3) teT, r e T, r před t => A(t) n G{t) = 0 . 

B u d i ž M = U -4(0 (teT). P a k j e M P ^ - m n o ž i n a p r o s t o r u P . 
Budiž q metrika v P . Pro každé teT existuje taková posloupnost 

{B„(t)}f uzavřených množin, že ( j Bn{t) = A(t). Je-li G(t) = P , po-
n -1 

ložme Fni{t) = Bn(t) pro n, i = 1, 2, 3, ... Je-h G(t) * P , budiž (viz 
definici 9.1.8) 
(4) Fni(t) = Bn(t) n [d(x, P - G(t)) ^ i-*] . 

Množiny Fni(t) jsou uzavřené podle 4.4.5, 7.1.18 a 9.1.7. Protože 

B„(t) c A(t) c G(t) a protože množina P — G(t) je uzavřená, jest 

x e B„(t) => d[x, P — G(t)] > 0 

podle 9.1.7, takže Ů Fni{t) = Bn(t). Protože Fni{t) c A(t), je podle (3): 
¿- i 

teT, r eT, r před t => Fni{t) n G{ r) = 0 . 

Mimo to jest: 

teT, x e F ni(t), yeP, q(x, y) < y e G(t), 

neboť to je zřejmé pro G(t) = P a v opačném případě to plyne ze (4). 
Nyní plyne z 9.5.22, že každá množina Hni = U Fni{t) (t e T) je uza-
vřená, takže 

CO 00 
M = u U Hni 

71=1 1 = 1 

je Pg.-množina. 

9.5.24. B u d i ž P m e t r i s o v a t e l n ý p r o s t o r ; b u d i ž / f u n k c e 
v o b o r u P . N e c h ť p r o k a ž d o u u z a v ř e n o u m n o ž i n u P + 0 
z ú ž e n í / | P má a s p o ň j e d e n b o d s p o j i t o s t i . P a k / j e f u n k c e 
p r v n í t ř í d y . 

D ů k a z . I . Stačí dokázat, že pro každé e > 0 existuje taková funkce 

k v oboru P , že k je první tř ídy a že 

x e P => I f(x) — k(x) | <£. 
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Neboť potom existuje taková posloupnost { / „ } " funkcí první tř ídy 
v oboru P , že x e P => \fn(x) — f(x)\ < takže / je funkce první 
třídy podle 9.5.6. 

I I . Zvo lme e > 0. Podle 3 . 6 . 1 a 3 . 7 . 4 existuje taková dobře uspořá-
daná množina W, že moh W > moh P. Budiž @ soustava všech ote-
vřených množin prostoru P ; budiž co symbol různý od všech prvků 
soustavy Pro f e W budiž A(tj) úsek množiny W určený je j ím prvkem 
f . Je-li <p zobrazení úseku A(|) do © u (OJ), položme g(<p) = co, jestliže 
a> e <p1[A(|)]; jestliže však ^ [ ^ ( f ) ] c pak budiž H =\J (p(rj) \rj e A ( f ) ] , 
není-li £ první ve W, H = 0, je-li £ první ve W\ podle 4.4.10 je H 
otevřená množina prostoru P ; jestliže H = P , budiž opět g(<p) = co; 
jestliže H + P , pak podle předpokladu můžeme zvolit bod a e P — H, 

který je bodem spojitosti zúžení / | P — H\ podle 4.5.6, 7.1.3 a 9.1.5 
existuje takové otevřené okolí U bodu a, že x e U — H => |f(x) — 

— f{a) | < e; podle 4 . 2 . 3 je a e U, tedy U — H 4= 0; budiž g(<p) = U. 

Ze 3 . 5 . 2 nyní plyne, že existuje takové zobrazení ip množiny W do 
@ U (co), že y>(!) = g((p) pro každé f e W, kde <p = tp | A(l-). Z před-
pokladu moh W > moh P odvodíme snadno, že musí existovat takové 
£ eW, že ip(£) = co. Budiž £0 p rvn í ' t akové f a položme T = A(i0). 
Vyloučíme-li triviální případ P = 0, bude T #= 0. Množina P je dobře 
uspořádaná. P ro každé ř e T jest ip(t) c P otevřená množina. Je-li t 

první v P , budiž K(t) = y(ř); jestliže ř není první v P , budiž 

K(t) = y>(t)-\JV>(T) [r e A(ř)] . 

Pro každé t e T můžeme zvol it t akový bod <x{t) e K(t), že 

x e K(t) => \f(x) - /[«(í)]| < e . 

Jest P = |J K(ť) (t eT) a soustava množin K(t) (t e T) je disjunktní. 
Existuje tudíž taková funkce k v oboru P , že 

x e K(t) => k(x) = /[«(í)] • 
Zře jmě 

xeP=> |f(x) — i(x)| < e ; 

jde tedy pouze o důkaz, že k je funkce první třídy. Budiž Z c Eu M = 

= Sx [k(x) e Z]\ podle 9.5.20 a 9.5.21 stačí ukázat, že M je P^-množina. 
P ro t eT budiž A(t) = M n K(t); zřejmě je buďto A{t) = K{t) nebo 
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A(t) = 0. Ze 4.4.16, 4.4.18 a 9.1.9 plyne, že každá A(t) je ^„.-množina. 
Jest A(t) c f(t) pro každé t e T a množiny ip(t) c P jsou otevřené. Dále 
jest M = U A{t) {teT) a 

teT, reT, t p ř ed . í => A(t) n y>{r) = 0 . 

Tudíž M je .FVmnožma podle 9.5.23. 

9.5.25. B u d i ž P P - p r o s t o r . B u d i ž / f u n k c e p r v n í t ř í d y 
v o b o r u P. B u d i ž Q m n o ž i n a b o d ů s p o j i t o s t i f u n k c e /. P a k 
P — Q j e m n o ž i n a p r v n í k a t e g o r i e . Existuje taková posloupnost 
{/„} spojitých, funkcí v oboru P, že lim fn(x) = f(x) pro každý x eP. 

Je-h e > 0, m e N, budiž 

(1)' Am_e = SX [fi > m, v > m => |f^x) - fv{x)\ ^ e] . 

Podle 7 .1 .18 a 7.1.32 jsou A m e uzavřené množiny. Z vě ty 9.4.2 (užité 

na prostor Ex) plyne 

(2) P = U Am,e 
m.l 

pro každé £ > 0. Budiž 

(3) Bm.e = Fr Am_E. 

Množiny Bm e jsou řídké podle 4.10.14, takže podle 4.11 .1 stačí doká-
zat, že 

CO 00 

P - Q c u U B i . 
m . l n . l ti 

Budiž 

(4) aeP-U Ů - B „ i . 
n = l ' n 

Máme dokázat, že a je bod spojitosti funkce /. Budiž £ > 0. Zvolme 

index k tak, že k-1 < e. Podle (2) a (4) jest 

a € Ů A i - (j Bm i ; 

m . l m,T m.l 'Tě 

existuje tedy takový index m, že a e Am i_ — Bm }_. Podle (3) a protože 
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A i ie uzavřená množina, jest a e P — P — A i , t i . A i i e okolí 

bodu a. Ti (1) plyne 

X€Am±> <">m> v> m=> \U(x)~fv(x)\ 

a tedy, protože lim f^x) = f(x), 
fJ—>00 

XeAm.\' V>m^\fÁX)-f(X)\^J<£> 

takže a je bod spojitosti funkce / podle 7.1.33. 

9.5.26. B u d i ž P m e t r i c k y ú p l n ý p r o s t o r . B u d i ž / f u n k c e 
v o b o r u P. P r o AcP b u d i ž m n o ž i n a b o d ů s p o j i t o s t i 
z ú ž e n í / | A, r{A) = A — A b y / b y l a f u n k c e p r v n í t ř í d y , 
k t o m u j e n u t n á a s t a č í k t e r á k o l i z n á s l e d u j í c í c h , p o d m í n e k : 

[1] P r o k a ž d o u u z a v ř e n o u m n o ž i n u A 4= 0 j e s t =)= 0. 
[2] P r o k a ž d o u u z a v ř e n o u m n o ž i n u A =# 0 m n o ž i n a j e 

h u s t á v A. 

[3] P r o k a ž d o u u z a v ř e n o u m n o ž i n u A 4= 0 j e r(A) p r v n í 
k a t e g o r i e v A. 

[4] P r o k a ž d o u AcP, A 4= 0 j e r(A) p r v n í k a t e g o r i e v A. 

D ů k a z . I . Je-li / funkce první tř ídy v oboru P, plyne ze 7 . 1 . 8 , že 
pro každou A c P je / | A funkce první tř ídy v oboru A. 

I I . Je-li / funkce první třídy, pak podle I a 9 . 5 . 2 5 platí [4], 

I I I . Zře jmě [4] => [3], 

IV. [3] => [2] podle 9.4.19 a 9.4.20. 
V . Zřejmě [2] =>» [1]. 

V I . Platí-l i [1], je / funkce první tř ídy podle 9.5.24. 

9.6. CVIČENÍ k § 9. 

9.6.1. Budiž g funkce v oboru P x P. Pro xeP,yeP,zeP budiž: 

[1] x = yOQ(x,y) = 0; 
[2] e(x, y) + q{z, y) ^ e(x, z). 

Pak g je metrika v P. Jestliže ve [2] místo g{z, y) dáme g(y, z), stane se tvrzení 
nesprávným. 
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9.6.2. Budiž P množina všech posloupností, jejichž členy jsou reálná čísla. 
Pro f = {xn} *P,ri = (2/„} * P budiž 

n\ 1 + |a;n - yn\ 
n- l 

= infimum množiny čísel [ 1- max I®,- — y{](n e Ň) . 
n l giěn 

Pak jsou q2 dvě navzájem ekvivalentní metriky v množině P. V prostoru jimi 
vytvořeném je právě tehdy lim f „ = f, kde f „ = { » „ J f . j , jestliže pro každé 
i e N jest lim xni = x{. 

71—>-CC 
Def in ice 9.6.1. Budiž f zobrazení metrického prostoru P do metrického 

prostoru Pt. Pravíme, že / je stejnoměrně spojité, jestliže ke každému číslu e > 0 
existuje takové číslo <5 > 0, že: 

X£P , y e P , e(x, y) < S =fc e[f(x), f(y)] < e . 

9.6.3. Stejnoměrně spojité zobrazení je spojité. 

9.6.4. Budiž f zobrazení metrického prostoru P do metrického prostoru P j . 
Aby / bylo stejnoměrně spojité, k tomu je nutné a stačí: 

xn « P . 2/n e P . i™ 2/n) = 0 => QÍf(xn), /(2/n) 1 = 0 • 
9.6.5. Budiž P metrický prostor; budiž 0 + Jlí c P. Pro x e P budiž fix) = 

= d(x, M) (viz definici 9.1.8). Pak / je stejnoměrně spojitá funkce v oboru P . 

9.6.6. Budiž / spojité zobrazení kompaktního metrického prostoru P do 
metrického prostoru P x . Pak / je stejnoměrně spojité. 

9.6.7. Budiž P metrický prostor s druhým axiomem spočetnosti. Množina 
všech členů posloupnosti {an} budiž hustá v prostoru P . Pro x £ P, n £ N budiž 

1 
/«(«) = -j—:—; r • 

1 + g(on, a;) 
Funkce fn jsou spojité a jest: 

x £ P => 0 < fn(x) ^ 1 , 
x £ P , y £P •=> \fn(x) - fn(y) | ^ e(a:, y) . 

Je-li 0 + A c P , budiž /xn{A) supremum množiny čísel |fn(x) — fn(y)\{xeA, 
CD 

y £ A); dále budiž n(A) = 2 2_n/in(^)- Jestliže množina A je jednobodová, jest 
n - l 

f [ A ) = 0. Dále platí 

0 + AcBcP=> ft{A) ^ ft(B), 
0±AcP=> p(A) = /i(A) . 
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Je-li 0 4 = J 4 C P , 0 # J B C P , £ > 0 a jestliže ke každému x e A existuje takový 
y c B, že q(x, y) < e, pak ¡i(A) < / i ( B ) + 2e. Je-li 0 * A cB cP, B - 2 * 0, 
jest ft(A) < fi(B). Je-li A c P, B c P, A n B * 0, jest fi(A u B ) á /i{A) + 
+ P(B). 

Def in i ce 9.6.2. Budiž P metrický prostor. Každé posloupnosti bodových 
množin {An)f přiřadíme dvě bodové množiny B, C takto: 

B = gx [x e P , lim inf d(x, A„) = 0] , 
G = Sx [x e P, lim d(x, An) = 0] . 

Při tom d(x, An) má pro An + 0 význam vyložený v definici 9.1.8 a položíme 
třeba d(x, 0) = 1. Pišme 

B = Lim An , C = L im An . 

Z věty 9.1.3 plyne snadno, že množiny B, C se nezmění při přechodu od jedné 
metriky k jiné s ní ekvivalentní; jinak řečeno, tyto množiny závisí jen na topo-
logii prostoru P . Zřejmě 

Lim An = Lim An , Lim An = Lim An . 

Zřejmě Lim An c Lim An; jestliže Lim An = Lim An, píšeme 

Lim An = Lim An = Lim An 

a pravíme, že posloupnost { A n } je konvergentní. 

9.6.8. Nechť metrický prostor P splňuje druhý axiom spočetnosti. Pak 
z každé posloupnosti bodových množin {An\ lze vybrat konvergentní posloup-
nost. Důkaz stručně naznačíme. Nechť členy posloupnosti {Bn} tvoří otevřenou 
basi prostoru P . Budiž Aln = An. Při daném i e N budiž {Ai taková po-
sloupnost vybraná z posloupnosti {A i n } ^ = 1 , pro kterou platí 

(*) Bi n L t a 4 i + 1 > n = 0 ; 

jestliže žádná posloupnost vybraná z {Ain}^_x nemá vlastnost (*), budiž Ai+ l n = 
= Ain. Pak posloupnost {Ann} je konvergentní. 

De f in ice 9.6.3. Budiž P metrický prostor. Budiž P * soustava všech ne-
prázdných kompaktních prostorů vnořených do P . Pro A e P*, B e P * budiž 

u(A, B) = max d(x, B) (x e A) , 

u{B, A) = max d(y, A) (y e B) ; 

obě maxima existují podle 8.2.15, 8.3.3 a 9.1.7. Budiž 

B) = max [u(A, B), u(B, A)] . 

Snadno se zjistí, že Q* je symetrická odchylka v množině P * . Dále se snadno 
zjistí (je-li též C e P*), že: 
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u(A, C) g u(A, B) + u(B, G) , 
u{C, A) ^ u(B, A) + u(C, B) , 

takže e* je metrika v P*. Tudíž P * je metrický prostor, který nazveme Haua-
dorffovým nadprostorem prostoru P. Ve cvič. 9.6.9 až 9.6.16 znamená P * Haus-
dorffův nadprostor metrického prostoru P . 

9.6.9. Je-li A„ e P* pro n e N a A e P* , pak platí: 

lim u(A, A„) = 0 => A c Lim An . 

9.6.10. Je-li An e P * pro n e N a A e P*. pak platí: 

lim ut^An, A) = 0 => A 3 Lim An . 
9.6.11. Budiž An c P * pro n e N, A e P* . Je-li P kompaktní, pak lim Q*(An, 

A) = O o L i m An = A. Při libovolném P platí vztah lim Q*(An, A) = 0 právě 

tehdy, jestliže předně Lim An = A a za druhé A u U An je kompaktní. 
n = i 

9.6.12. Budiž / homeomorfní zobrazení metrického prostoru P na metrický 
prostor 

P x . Budiž P * (P * ) Hausdorffův nadprostor prostoru P (PJ. Pro X e P* 
budiž = /1(X). Pak ip je homeomorfní zobrazení P * na P * . 

9.6.13. Je-li P metricky úplný, platí totéž o P* . 
9.6.14. Je-li P totálně omezený, platí totéž o P* . 
9.6.15. Splňuje-li P druhý axiom spočetnosti, platí totéž o P*. 

9.6.16. Je-li P kompaktní, platí totéž o P* . 
00 

9.6.17. Budiž D c Ei množina všech čísel tvaru 2 in . kde každé in má 
n = l 

jednu z hodnot 0, 2. Pak existuje homeomorfní zobrazení množiny D na dis-
kontinuum. Množina D vznikne takto z uzavřeného intervalu J = $t [0 
Sí t ^ 1], Nejprve rozdělíme D na tři stejné díly a odstraníme poslední třetinu 
(bez jejích krajních bodů), takže zůstanou dva uzavřené intervaly. Z každého 
z obou těchto intervalů opět odstraníme poslední třetinu (zase bez krajních 
bodů). Stejně naložíme s každým ze zbývajících čtyř intervalů a tak pokraču-
jeme stále dál. D je ta podmnožina intervalu J, která zbude po odstranění spo-
četně mnoha otevřených intervalů. 

Def in ice 9.6.4. Množinui? c El popsanou v 9.6.17 nazveme triadiclcé diskon-
iinuum. Body 0, 1 a všecky krajní body každé odstraňované třetiny nazveme 
přístupnými body množiny D; ostatní její body nazveme nepřístupnými body 
množiny D. 

9.6.18. Existuje podobné homeomorfní zobrazení přirozeně uspořádané mno-
žiny všech iracionálních čísel na přirozeně uspořádanou množinu všech nepří-
stupných bodů triadického diskontinua. 
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9.6.19. Budtež P 1 ( P a metricky úplné prostory. Budiž / homeomorfní zobra-
zení množiny c P i na množinu Q2 c P2 . Existuje taková (3^-množina Rl pro-
storu Px a taková Cřfl-množina R2 prostoru P2, že Qx C -Ri, Q2 C R2 a že existuje 
homeomorfní zobrazení <p množiny P j na množinu iř2, jehož zúžením je /. Důkaz 
stručně naznačíme. Pro m e N, n e N budiž Amn množina těch x e Plt pro něž 
platí: 

aeQlt b e Qj , e(a, x) < w"1 , g(6, a;) < w"1 => e[/(o), /(6)] ^ m"1 ; 
CO CO 

budiž H1 = f l U -4mn. Podobně budiž Bmn množina.těch y e P2, pro něž platí: 
m = l n - l 

o c , 6 e , g(o, i/) < n- 1 , g(6, í/) < n-1 => e[/_!(o), /_!(&)] ž m- 1 ; 
00 ® 

budiž H2= f l U Bmn. Jest cH1, Q2 cí/2. Existuje takové spojité zobrazení ^ 
n>- l n - l 

množiny H1 do P2 , že i = gx \ Qx; existuje takové spojité zobrazení g2 množiny 
H2 do P 1 ( že /_! = g2 | g2. Budiž 

Ri = <?x [xeH^g^eHJ, P2 = <fv [y tH2,g2(y)eHx-\. 
Dále budiž <p = gx\ Rlt y> = g2 | R2- Dá se ukázat, že Rí (R2) je G^-množina pro-
storu Px (P2) a že zobrazení <p, yi jsou navzájem inversní; zřejmě c Rx, Q2 C R2, 

t = 9 I Qi-

9.6.20. Budiž P normálně uspořádaná množina mohutnosti Sj. V příkladě 
8.3.2 byl definován druh prvku a e P, který označíme /(o); f je tedy funkce 
v oboru P . Pokládejme P za uspořádaný prostor ve smyslu definice 6.1.2. Pak 
je P dědičně normální prostor s prvním axiomem spočetnosti. V každé bodové 
množině P 4= 0 existuje bod spojitosti funkce / | P . Přes to / není funkce první 
třídy, jak snadno zjistíme na základě 8.5.12. Z toho plyne, že v 9.5.24 nelze 
předpoklad metrisovatelnosti prostoru P nahradit předpokladem, že P je dě-
dičně normální prostor s prvním axiomem spočetnosti. Nevím, je-li možné 
předpoklad metrisovatelnosti nahradit předpokladem, že P je dokonale normál-
ní prostor. 
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