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2. K O N S T R U K C E T O P O L O G I C K É H O P R O S T O R U , 
J E H O Ž U Z Á V Ě R Y M A J Í P Ř E D E P S A N É 

V L A S T N O S T I 

De f in i c e 2.1. Nechť (P, u) je topologický prostor. Nechť £ je po-
řadové číslo. Definujme Š-tý uzávěr množiny X c P takto: 

u°X = X ; vlX = uX ; u*X = u^u^X), 

je-li £ isolované pořadové číslo; uíX = U uvX, je-li £ limitní pořa-
OáKf 

dové číslo. 

2.1. Nech ť £ je p o řadové číslo. Pak (P, u£) je t opo l o g i cký 
prostor . 

Důkaz provedeme transfinitní indukcí. Předpokládejme, že ui jsou 
topologie prostoru P pro všecka pořadová čísla r) < a, kde <x íS £. 
Obsahuje-li množina X c P nejvýš jeden bod, pak zřejmě nejvýš jeden 
bod obsahuje rovněž množina u(ua~1X), je-lia isolované, nebo U wX, 

y<a 

je-li <x limitní pořadové číslo. Jsou-li dále X1 a X2 dvě podmnožiny 
dané množiny P , pak je 

ua(X1 u X2) = u(ua~1X1 u u*-1X2) = uaX1 u uxX2, 

je-li « isolované, nebo 

«"(Zi u Z2) = U uv(X1 u X2) = U uvX± u U wXl = vpX-l u r l 2 , 
T7<«ř ij<at r]<ac 

je-li <x limitní pořadové číslo. 

Podle T 4.1 je tudíž w topologie prostoru P. 

Z vlastností topologie u vyplývá, že 

(1) X c uX c v?X c ... c un X c ... 

De f in i ce 2.2. Nechť je dán topologický prostor (P, u). Každé 
podmnožině X c P přiřaďme nejmenší pořadové číslo <p(X) takové, že 
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množina u je uzavřená. Nechť Í>(P, u) je množina všech pořado-
vých čísel <p(X), kde X probíhá všecky podmnožiny prostoru P. Zabý-
vejme se otázkou, jaké vlastnosti musí mít množina pořadových čísel 
H, aby v dané množině P existovala topologie u s vlastností H = 

= <P(P, « ) . 

2.2. T o p o l o g i c k ý prostor (R, v), k t e rý není iso lovaný, 
obsahuje neuzavřenou množinu A, j e j í ž uzávěr vA jest 
uzavřený . Vskutku, jelikož (P, v) není isolovaný prostor, existuje 
podle T 4.7.5 množina XcR taková, že vX 4= X; zvolme bod 
x e vX — X a položme A = R — (X). Zřejmě A 4= vA = R. 

2.3. Nech ť P je nekonečná spočetná množina a nechť H 
je množina po řadových čísel. Pak ex is tu je v P topo log ie u 
taková, že prostor (P, u) není i so lovaný a že H = 0(P, u), 

když a jen když jsou splněny t y t o t ř i v las tnost i : 

[1] H c 8, kde S značí množinu všech spočetných pořado-
vých čísel. 

[2] P o ř a d o v á čísla 0 a 1 ná leže j í do množ iny /ř. 

[3] Jsou-l i x a ¡3 pořadová čísla, j e j i chž součet tx + nálež í 
do H, pak rovněž /? e H. 

Důkaz. Podmínka je nutná. Nechť 77 e H a nechť M c P je pod-
množina, pro niž <p(M) = rj. Jelikož M je nejvýš spočetná a vzhledem 
k (1) musí být také pořadové číslo rj spočetné. Je tudíž splněna vlast-
nost [1], 

Jelikož celý prostor P = u°P je uzavřená množina, je O e H. Mno-
žina A, jejíž existence byla dokázána v 2.2, splňuje vztah u°A =|= 

4= uA = u2A, takže q>{A) = 1 e H. Proto je splněna vlastnost [2], 

Je-li £ + (3 e H, existuje množina M c P s vlastností u£+PM = 
= u£+t+1M, což lze psát itJ>(u^M) = uf>+1(uSM), takže cp(u^M) = 

= {! e H. Je tudíž splněna i vlastnost [3]. 

Podmínka je postačující. Nechť H je množina pořadových čísel 
splňující podmínky [1], [2], [3]. Uspořádejme prvky množiny H podle 
vehkosti takto: « „ < « ! < . . . < < . . . k d e a 1 jsou spočetná 
pořadová čísla (ne nutně všechna) a X < y, při čemž moh y Nj. 
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Jelikož je splněna podmínka [2], platí a„ = 0, = 1. Z toho vyplývá, 
že y ^ 2. 

Sestrojme nyní podmnožiny Px, X < y s těmito vlastnostmi: 

(2) Px je nekonečná podmnožina (spočetné) množiny P. 

(3) Pro X 4= //, X < y, ^ < y, je průnik Px n P/t konečnou množi-
nou. 

Takové množiny Px existují, i když moh y = jak ukazuje příklad 
množiny všech racionálních čísel, v níž Px značí množiny racionálních 
čísel, jež tvoří vzrůstající posloupnosti konvergující k reálným číslům, 
z nichž však žádné dvě nekonvergují k témuž číslu. 

Nechť dále pro každé f ^ txx značí Px; podmnožinu množiny Px 

takovou, že 
(4) PxocPxlc ...cPx< c ... c PXH, 

(5) množiny Pxs a PA 5+1 — PXf jsou nekonečné, 

(6) Px = Px a Px; = U P a , pro limitní f . 
oěv<( 

Položme Px,-i = 0 a pro stručnost předpokládejme, že —1 je menší 
než kterékoliv pořadové číslo. 

Pro každou podmnožinu M c P a každé pořadové číslo A < y defi-
nujme symbol XM jako takové nejmenší pořadové číslo f ig (xh pro 
něž množina M n (Px — PXc) je konečná množina. Jelikož pro 
f = ocx je tento průnik prázdnou, tedy konečnou množinou, pořadové 
číslo XM existuje a platí vztah 

— 1 sS XM íS ccx, 

při čemž XM = — 1, když a jen když M n Px je konečná množina. 
Dokážeme nyní, že 

(7) X(M u N) = max {XM, XN} . 

Vskutku, z definice pořadového čísla XM a z vlastnosti (4) vyplývá, 
že XA ^ XB, kdykoli A c B. Proto max {XM, XN} ^ X(M u N). Na 
druhé straně, je-li např. XM íS XN, pak podle (4) je Px — PXXM 3 
d Px — Px xN, takže množina (M u N) n (Px — Ph,xn) je konečná. 
Proto také X(M u N) ^ max {XM, XN}. 

Pro každé pořadové číslo X < y definujme zobrazení fx{£), 

— 1 ^ f ^ ocx takto: 
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/,(f) = f + l pro 
/a(— 1) = - 1 , 

/a(«A) = • 
Všechny podmnožiny dané množiny P rozděhme do dvou navzájem 

disjunktních tříd. Řekneme, že množina M c P patří do prvé třídy, 
existuje-li konečná posloupnost pořadových čísel < < ... < A„ 

n 
taková, že množina J í — |J P;.( je konečná. Množina M náleží do druhé 

ť~i 
třídy, nepatří-h do třídy prvé. Každá konečná množina, zejména 
prázdná množina a každá množina P ; í jsou množiny prvé třídy. 
Naproti tomu je-li moh y S: s0, vychází z (2) a (3), že množina P je 
množinou druhé třídy. Náleží-li množina M do prvé třídy, položme 

F(M) = \jP,(f>tiXiM). 

Dokažme, že množina F(M) je v tomto případě jednoznačně určena. 
m 

Vskutku, je-li (J P^f ^M) druhé vyjádření množiny F(M), pak mno-
m 

žina (M n P,i,) — U je konečná pro každé i = 1, 2, ..., n. Jsou dva 
i-1 

možné případy: Buďto je množina M n Px{ konečná — a pak je 
XtM = — 1, takže P^^M) = 0. Nebo M n P; ( je nekonečná, takže 

m 
rovněž (M n P>.) n |J P„. je nekonečnou množinou. Vzhledem k (3) 

i-i 
existuje jediný index j, pro nějž průnik M n Pa, n PH je nekonečný, 

n 
takže podle téhož vztahu (3) je Xt = /-i,. Tím je dokázáno, že U P;./, ^M) C 

i-1
 1  

m 

c U Pfjf^^y Provedeme-li tuto úvahu, zaměnivše indexy za in-

dexy /ij a naopak, dostaneme opačnou inklusi. Odtud vyplývá rovnost 
n m 

množin |J P ^ f ^ M ) = U P ^ f ^ M y 
i=i i—i 

Nyní dokážeme, že pro množiny M a N z prvé třídy platí vztah 

(8) F{M u N) = F(M) u F(N). 

Především je zřejmé, že sjednocení M u N náleží do prvé třídy, když 
a jen když M i N jsou množinami prvé třídy. Jelikož tedy M u N 
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náleží do prvé třídy, existují indexy < < ... < takové, že 
n 

množina {M u N) — y PXi je konečná. Proto jsou také její podmnožiny 
i - i 

n n n 
M—\JPX(&N—\}Pít konečné, takže F(M u N) = U ¿V* 

i-1 »=1 t-1 

F(M) = ů (;.,M) a F(N) = u Pv^w 0 d t u d vyplývá vztah (8), 
» - i <-i 

neboť podle (7) pro každéiplatí rovnost = P^/^max{̂ m. ĵv» 

a podle (4) se snadno zjistí, že P^/max^M^iY» = P>.ti^¡.¡M) U PxtfXi(x,N)-

Definujme nyní topologii u v množině P takto: 
uM = M u F{M), patří-li množina M do prvé třídy, 
uM = P, patří-li množina M do druhé třídy. 
Je-li K konečná množina, náleží do prvé třídy a zřejmě je F(K) = 0. 

Proto u(K) = K a zejména u(0) = 0. Z definice dále vychází, že 
uP = P. Zbývá dokázat vztah u(M u N) = uM u uN. 

Náleží-li aspoň jedna z množin M, N do druhé třídy, pak náleží 
rovněž sjednocení M u N do druhé třídy a věc je zřejmá. Nechť tedy 
M a N náleží do prvé třídy. Z (8) vyplývá, že 

u(M u N) = M u N u F(M u N) = M u F{M) u N u F(N) = 

= uM u uN . 

Podle T 4.1 je tudíž (P, u) topologický prostor. 
Poznali jsme, že každá množina PXÍ náleží do prvé třídy. Z (4) a (5) 

vyplývá, že APxs = f, takže podle (5) a (6) je 

uPx; = Pu+1 pro 0 ^ | < ocx a uPXÍ = Px pro Š = ocx . 
Nyní dokážeme transfinitní indukcí .vztah (9) platný pro i ^ ocx. 
(9) WPM = Px_í+V pro Š + u"PXÍ = Px pro f + r, ^ « a . 

Nechť f ^ <xx je pevné pořadové číslo. Pro rj = 0 je zřejmě vztah (9) 
splněn. Předpokládejme, že je správný pro všecka pořadová čísla 
C < rj, při čemž f -+- rj ^ txx. Je-li rj isolované číslo, je uvPXÍ =; 
= u(ui-^Pxl) = uP^,., = PXiS+v pro £ + rj ^ ocx, zejména tedy 
WPU - P\aX = Px P r o £ + n = tudíž uvPXÍ = Px pro £ + rj ^ 

S: ocx. Je-li r/ limitní číslo, pak podle (6) je 
ui Pit = [JutPv = \JP,.Í+C = P,.Í+V pro 

C <n (.<1 
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zejména 
ulP»t = Px pro I + rj = etk, 

takže 
uvPu = Pk pro { + rj ^ <xx . 

Výsledku (9) použijeme nyní k důkazu, že H = <P(P, u). Ze vztahů 
(9) a (5) vyplývá pro £ = 0, rj = aA, že uaxPM = Px = uaÁ+1PM] proto 
<p(PX0) = H. Je tudíž H c<P(P, u). K důkazu H = &(P, u) stačí 
ukázat, že <p(M) e H pro každou podmnožinu M c P. Nechť tedy nej-
prve uM = v?M. Pak je <p(M) - 0 nebo <p(M) = 1, takže podle [2] je 
také (p{M) e H. Nechť nyní uM =|= u2M\ pak M náleží do prvé třídy, 
neboť jinak by bylo uM = P = u2M. 

Poznamenejme, že z předpokladů uM + u2M a uM = uL vyplývá, 
že <p{M) = <p(L). Z těchto předpokladů především vyplývá, že uL + 

#= u2L. Proto <p{M) > 1, <p(L) > 1. Jelikož pak uvM = uvL pro každé 
rj S: 1, platí zejména 

u^M = u^M)L a u«{L)L = u*L)M , 

odkud vyplývá, že <p(M) = <p(L). 

Jelikož množina M náleží do prvé třídy, existují pořadová čísla 
n 

Aj, Aa, ..., taková, že M — U Px{ je konečná množina. Jelikož 
ť-i 

M n (Px — P?.,m) je konečná množina, vyplývá ze (4), že také množina 
n 

M — U P^f^M) = K je konečná a platí rovnosti 

uM = Mu F(M) = Mu L = U -PVÍ/MO u K = 

= « ( Ů P^m U K). 
i- 1 

TI 

Označíme-li U Px^m U K = L, je podle předešlého odstavce a podle 
» - i 

(7): 
<p(M) = cp(L) = max q>(Px{.x,M) , 

' 1 SťS" 
neboť (p(L) je zřejmě nejmenší pořadové číslo s vlastností 

u«L)L = U U^Px^M U K = U uv^PX^M U K = u^L)+1L . 
ť- i ť - i 
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Abychom dokázali, že <j>(M) e H, stačí tudíž ukázat, že <p(PX{iX{M) € H 

pro i = 1, 2, ..., n. Dokážeme více, totiž <p(P^) e H pro každé A < y 

a f ^ Označme »7 = <p(PAf); pak ui(Pxt) je nejmenší uzavřená 
množina obsahující podmnožinu PX(. Z definice topologie % vyplývá, 
že touto uzavřenou množinou je množina Px. Podle (9) je M'PJf = 
= Pu+V = Px = P ^ Proto £ + rj = ccxe H. Z vlastnosti [3] vy-
plývá pak, že také rj e H. 

Tím je dokázáno, že H = 0 (P , w).3) 

3 ) V i z N O V Á K [ 9 ] 
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