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DODATEK 11

Plné normalni prostory

Mirosrav KaTETOV

V tomto dodatku pojednidvame o zdkladnich vlastnostech plné nor-
malnich*) prostort (t. j. prostori, které maji, zhruba fedeno, libovolng
jemna lokalné konecéna oteviend pokryti) a o n€kterych pojmech, které
s nimi Azce souvisi (hvézdovitd zjemnéni, pseudometriky, normalni po-
kryti; spofetné plné normélni prostory, lokalisace vlastnosti aj.). Tyto
pojmy nabyly v pomérné neddvné dobé**) znaéného vyznamu v obecné
topologii a mimo jiné umoznily rozsifeni ¢etnych vét, které byly dfive
zndmy pro separabilni, popf. pro kompaktni prostory, na prostory
podstatné obecnéjsi. Vétiina zminényeh pojmh ma téz znaény vyznam
pro teorii uniformnich prostora (o této teorii se zde oviem zmifiujeme
jen ve cvidenich). Aplikace teorie plng normélnich prostord a zming-
nych pfibuznych pojmi nejsou v tomto dodatku v podstaté uvedeny
(az na otazky tzv. lokalisace vlastnosti), nebot jinak by jeho rozsah
neimérné vzrostl. Pro étenafe, ktery se obdobnymi pojmy jiz ponékud
zabyval, poznamenavame, ze byly vynechany téZ pojmy ,,systémové
norméalniho* a ,,silné parakompaktniho‘* (,,hypokompaktniho‘) pro-
storu.

Dodatek ma dvé &asti, které se svym charakterem dosti li§i. Prvni,
tj. §§ 1—4, mé piipravny vyznam a zaroven je tivodem do teorie uni-
formnich prostort; druh4, tj. §§ 5—10, obsahuje vlastni teorii plné nor-

*) Tento nézev (sr. anglické ,,fully normal®) je asi vystiZnéjdi neZ b&iny termin
,»parakompaktni‘‘.

**) Pojem plnd normélniho prostoru se objevuje patrné poprvé v préci J. TUREYHO,
Convergence and uniformity in topology, Ann. of Math. Studies 2, 1940.
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malnich prostort (a nékterych jinych typi topologickych prostori),
nékteré aplikace a v § 10 pfiklady. Na konci kaZdého paragrafu jsou
cvideni, jejichz pfedmétem je vidy (aZ na cvieni k § 10) dikaz uréitého
tvrzeni. Néktera cvieni jsou velmi lehka a k jejich Fe¥eni staéi uvé-
domit si vyznam pojmu a bezprostfedné aplikovat nékteré véty. VEtsi-
na cvi¢eni neni vSak zvlast snadna; k nékterym z nich je proto (v hra-
natych zavorkach) pfidan struény ndvod. V n&kterych evidenich jsou
zavedeny nové pojmy; dosti ¢asto je pro feSeni cviceni potFebnd zna-
lost zpiisobu FeSeni nékterych cvideni predchazejicich. Bude proto
zpravidla 1tcéelné Tesit cvieni postupné od § 1. Ve vlastnim textu se
oviem vysledki cviéeni nikde nepouZiva.

Zvlastni charakter maji cvideni o uniformnich prostorech, popt.
d-prostorech (jsou to vSechna cvifeni k § 3, vétsina cviteni k § 4 a cvi-
deni 5.16), nebot je v nich vlastné podan vice méné soustavny vyklad
jistého tiseku ze zakladd teorie uniformnich prostori. S ostatnfm obsa-
hem knihy souvisi tato cvi¢eni pomérné malo; lze je vynechat (zejména
pfi prvnim éteni) bez ijmy pro porozuméni ostatnimu textu.

Popiseme nyni ponékud podrobnéji obsah nékterych paragrafd.

Po ptipravném § 1, obsahujicim pomocné véty potiebné vé&tSinou
pro cely dalsi vyklad, se v §§ 2, 3, 4 probiraji pojmy lokalné koneéného
otevieného pokryti, hvézdovitého zjemnéni, pseudometriky a nor-
malniho otevieného pokryti, které navzajem tzce souvisi. V § 2 maji
zékladni vyznam zejména pomocna véta 2.1 (véta o zizeni otevieného
pokryti na pokryti uzaviené), véty 2.6, 2.7 a 2.9. Véty 2.6 a 2.7 osvét-
luji strukturu lokalné koneénych otevienych pokryti normalnich pro-
stori v tomto smyslu: kazdé takové pokryti (a) ma (lokdlné koneéné)
zjemnéni, které je sjednocenim spodetného podtu diskrétnich soubort,
(b) m4 zizZeni, které je ,,stejnomérné lokalné koneéné*,*) (¢) ma hvéz-
dovité zjemnéni, které je rovnéz lokilng koneénym pokrytim. Véta 2.9
v podstaté udava,,konstrukei‘ lokalné koneéného otevieného pokryti
na zdkladé dané posloupnosti otevienych pokryti, jejiz kazdy élen
(ovSem kromé prvniho) je hvézdovitym zjemnénim predchazejiciho
(takova posloupnost se nékdy nazyva ,,normdilni‘‘). Dikazy nékterych

*) Soubor {X,} &4sti prostoru P lze nazvat stejnomérné lokdlns koneénym — tohoto
terminu v8ak nebudeme pouZivat — jestliZe nejen kaidy bod z ¢ P mé okoli, které pro-
tind pouze koneéns mnoho X ,, nybrz dokonce existuje lokdlné konedné oteviené po-
kryti {Vp} takové, Ze kazdé Vg protiné koneén§ mnoho X .
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vét z § 2 (2.6 a zejména 2.9) jsou moznd nejobtiZnéjsi z celého dodatku;
étenal mlzZe vynechat tyto dikazy pfi prvnim &teni a vratit se k nim
aZ pozdéji.

V § 3 je kromé véty 3.7, kterd ma podstatny vyznam pro teorii uni-
formnich prostori, dilezitd zejména véta 3.8 o vztahu mezi pseudo-
metrikou a ,,normalni posloupnosti‘‘ zakryti prostoru a véta 3.10
o charakterisaci normélni oddélenosti mnozin. V § 4 jsou podstatné
predeviim véty 4.1 a 4.3, v nich? jsou z riiznych hledisek (nap¥. po-
moci pojmu hvézdovitého zjemnéni, pomoei pojmu normélni oddéle-
nosti, pomoci pseudometrik atd.) charakterisovana normélni oteviens
pokryti. Tato pokryti se pro normélni prostory v podstaté nelisi od
lokélné koneénych otevienych pokryti, maji viak velky vyznam pro
studium uplné regularnich prostora (jeZ, jak znamo, obecné nejsou
normalni).

V § 5 pojedndvame jiz p¥imo o plné normalnich prostorech. Jsou
v ném uvedeny zejména rizné nutné a postadujici podminky plné nor-
mality (5.4 a% 5.6), nékteré vlastnosti, které stadi, aby podprostor plné
normélniho prostoru byl rovnéz plné normalni (5.7 az 5.10), jakoz
i nékteré vlastnosti prostoru, které zaruduji jeho plnou normalitu
(5.3, 5.11, 5.12, 5.15). Dale obsahuje § 5 dilezitou vétu 5.17 o roziifeni
lokalné koneéného souboru uzavienych mnozin na lokalné koneény
soubor otevienych mnoZin (z této véty mj. vyplyva, Zze kaidy plné
norméalni prostor je , systémoveé normalni*, tj. k diskrétnimu souboru
jeho ¢dsti {X,} existuje vidy diskrétni soubor {G,}, kde G, > X, jsou
oteviené), zobecnénou vétu o metrisaci (5.20) a véty o plné normalité
kartézského sou¢inu (5.22, 5.23).

V § 6 probirdime dédi¢éné plné normdlni prostory, jde v podstaté
(az na vétu 6.7 o kartézském souéinu) o piimou aplikaci vysledkii
§ 5. V § 7 dospivame po raznych piipravnych tvahdch k vétdm, v nichz
se pro nékteré t¥idy mnoZin (napf. pro F,mnoZiny, G-mnoZiny)
v plné norméalnim (pop¥. dédiéné plné normalnim) prostoru tvrdi, Ze do
takové ttidy nalezi kazd4 mnoZina, ktera do ni nalezi lokalné. Obdobné
véty dostivame téZ pro nékteré vlastnosti prostorii (m-metrisovatel-
nost, topologicka tplnost metrisovatelnych prostori). Spodetné plné
normélnim prostorim (tj. prostoriim, v nich# kazdé spodetné oteviené
pokryti je normélni) je vénovan § 8. Obsahuje jednak (8.2) fadu nut-
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nych a postaéujicich podminek spoéetné plné normality, jednak né-
které postacujici podminky. V § 9 probirame struéné nékteré otizky
tzv. prodluzovani pokryti; omezujeme se pii tom na nejvys spo-
tetna pokryti. Nékteré vysledky § 9 patii vlastné do obecné teorie
normélnich prostorii; u jinych je nezbytny predpoklad spoéetné plné
normality. Koneéné § 10 obsahuje, kromé nékolika dobfe zniamych
piikladi, ponékud slozitéjsi ptiklady 10.4 a 10.5, jimZ piedchazi v 10.3
nékolik pomocnych vét.

Je tfeba poznamenat, Ze vzhledem k tdelu tohoto dodatku nebyla
v ném casto volena nejkratsi cesta k dikazu urtitych vysledka (to je
zv]ast zietelné napi. na vét& 5.21 o metrisaci), nybrz spife takovy
zpusob vykladu, pfi kterém by se nékteré zakladni pojmy a véty osvét-
lily z riznych hledisek a v raznych souvislostech.

Na véty a definice z dodatku se odkazuje znakem napt. 2.1,5.21,
na cviteni znakem napf. 3.6. Nékdy (ne piili§ dasto) se odkazuje
na zakladni text knihy, a to na jednotlivé ¢lanky znakem napi. T 2.1,
na véty znakem napf. T 9.4.5, na definice znakem napf. T def. 6.1.1.

Terminologie a oznaéeni ze zakladniho textu knihy (véetné cvideni)
pouZivam oviem soustavné v celém dodatku bez zvlistniho upozor-
néni. Nékteré dopliiky a odchylky jsou vysvétleny na pfisluSném misté;
jen na jeden symbol je t¥feba upozornit jiz zde: neni-li z prvkem mno-
Ziny M, pi8i ¢asto x none M.

Literatura (Elanky ve védeckych ¢asopisech) o pIné normalnich pro-
storech a pf{buznych otdzkéich je nyni jiz velmi rozsdhld. Od jeji sou-
stavnéjsi citace jsem upustil a zmifuji se o ni jen misty v pozndmkach
pod éarou (uvadim nékdy prace, v nichZ byl zaveden dilezity pojem
nebo vyfeSen zadvaznéjsi problém, nékdy pomérné velmi nedavné prace,
které obsahuji ucelené osvétleni nékteré diléi otazky nebo podrobnéjsi
odkazy na literaturu apod.). Knizné byly otazky teorie topologickych
prostort, které jsou pfedmétem tohoto dodatku, zpracoviny soustav-
néji dosud, zd4 se, jediné v knize J. L. KELLEYHO General Topology,
1955.

Je mou milou povinnosti podékovat zdvérem dr. V. PrirovI
z Matematického dstavu CSAV za f¥adu poznimek, které podstatnd

410



ptispély k odstranéni nékterych nedostatkit pivodniho textu, Zp.
FroLixovVI z matematicko-fysikalni fakulty Karlovy university ze-

jména za pripominky ke cvitenim a V. TRNKoVE z téZe fakulty za
upozornéni na nékteré zavady v dikazech.
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