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1. LOKALNE KONECNE SOUBORY

Pro tgely tohoto dodatku bude vyhodné zavést vedle pojmu sou-
stavy mnoZin (viz T 1.1) téZ pojem souboru mnozin, s nim# se nékdy
lépe pracuje.

1.1. Necht 4, X jsou libovolné mnoziny. Zobrazeni ¢ mnosiny 4 do
mnoziny X budeme nékdy nazyvat souborem (podrobnéji: souborem
prvkid mnoziny X); mnozinu 4 nazyvime pak mnoginou inders daného
souboru, prvky z 4 nazyvime indexy souboru. Je patrné, Ze poslonp-
nosti (viz T 2.1) jsou pravé ty soubory (v pravé zavedeném smyslu),
u nichZz mnoZinou indext je mnozina pfirozenych ¢isel. Obdobné jako
u posloupnosti znaéime oby¢ejné hodnotu souboru pro index « znakem
z, a podobné, cely soubor pak nap¥. znakem {z,; « ¢ A} nebo struéngji
{z.}; prvky z, nazyvime éleny souboru.

Cetné definice (a také vity), které se budou vyskytovat v dalsich
uvahdch, lze vyslovit zcela obdobnym zptisobem pro soubory (zpravidla
soubory podmnozin jistého prostoru) i pro mnoziny zpravidla pro mno-
Ziny podmmoZin jistého prostoru). Abychom nemuseli- uvadét vidy
dvoji definici, vyslovime nyni tato pravidla:

Pravidlo A. Je-li vlastnost V definovana pro jistou t¥idu soubort,
pak Fikdme, e mnoZina X ma vlastnost V, jestlize soubor {z; z ¢ X},
t]. soubor, ktery kazdému z ¢ X pfifazuje zase x, m4 vlastnost V.

Pravidlo B. Je-li vlastnost V definovana pro jistou t¥idu mnoZin,
pak fikame, Ze soubor {z,} ma vlastnost V, jestlize mnozina v3ech jeho
glent mé vlastnost V. '

U nékterych definici upozornime vyslovné na pouZiti pravidla A;
popt. B; jinde viak pfenechivame étenafi, aby uvazil, kde se téchto
pravidel mé pouzit.

1.2. Definice. Soubor mnoZin {M,; x € A} jo disjunkini, jestlize
o €A, n5€ Ay F xyg=> M, 0 M, = 0; bodové koneény, jestlize pro
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libovolné z je x € M, pouze pro kone&n& mnoho indext «; o-disjunkini,
jestliZe existuje posloupnost {4, } takova, Ze D A, = A akazdy soubor
(M « € A,} je disjunktni; o-bodové koneé’ng]t -jtastliie existuje posloup-
nost {4,} takovi, ienGIA,, =A a.ka,id)’? soubor {M,; x € A,} je bodové

koneény. Pro soustavy mnozin definujeme zminéné vlastnosti podle
pravidla 1.1 A (pro vlastnost ,,disjunktni*‘ je to ve shodé s obvyklou
definici).

Poznimka. Ma-li soubor {M,} tu vlastnost, Ze pro libovolné z je
z € M, pro nejvys spotetné mnoho indext x, nemusi je$té byt s-bodové
koneény; viz 10.1.

1.3. Definice. Necht P je topologicky prostor. Soubor {M,;
« € A} jeho podmnotzin je lokdiné koneény v P, jestlize kazdy bod x ¢ P
ma okoli U takové, ze U n M, + # pouze pro koneéné mnoho indexi
«, o-lokdIng koneény v P, jestliZe existuje posloupnost {4,} takova, Ze

EJ A, = A a kazdy soubor {M,; x € A,} je lokilné koneény v P. Pro
=l .
soustavy mnozin definujeme zminéné vlastnosti podle pravidla 1.1 A.
Pozndmka. Soubor {M,} &asti prostoru P takovy, Ze kazdy x ¢ P
m4 okoli, které protind M, pro nejvys spoéetné mnoho x, nemusi jesté
byt o-lokalné koneény; viz 10.1.
1.4. Necht soubor {M,; x e A} &isti prostoru P je lokalné

konedny v P. Jestlize Bc 4 a pro a eB je L,c M,, pak {L,;
o ¢ B} je lokdlné koneény v P.

1.5. Nechf soubor {M, o e A} je lokilné konedny v pro-
storu P. Necht {4,} je bodové koneény soubor éasti mnozZiny
index@ 4. Pro kaZdy index 1 poloZime §; = U,.4,M.. Potom
soubor {8} je lokdlné koneény v P.*)

Dukaz. Bud z ¢ P. Existuje okoli U bodu z tak, Ze Un M, + @
pouze pro koneéné mnoho indext «; tyto indexy oznaéme «,, ..., %,.
Pro i =1, ..., n bud O, mnoZina téch indext A, pro néZ «; ¢ 4;. Podle

*) Podotykéme, Ze je-li {X,;a e A} soubor mnozin a je-li 4 = 0, pak (ve shodd
s poznémkou na konci T 1.4) rozumime vyrazem U aedX,, vidy mnoZinu 0.
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predpokladu jsou C, koneéné, tedy téz C = |J C, je koneéna. Snadno se
i=1

zjisti, Ze plati U n 81 = @, kdykoli index 1 neleZi v C. To znamena, Ze
{8:} je lokalné koneény.

1.6. Necht {M,;xe A} je soubor &asti prostoru P. Necht:
{44 B e B} je soubor €asti mnoziny indext 4, Uspds = 4. Pro
p e B polozme S; = Ua;ApMa' Jestlize soubor {84 fe B} a vie-
chny soubory {M,; x € Az}, f e B, jsou lokidlné koneéné v P,
pak téz {M,; x € A} je lokdlné koneény v P,

Dikaz. Bud z ¢ P. Existuje okoli' U, bodu « takové, Ze mnozina C
téch g e B, pronéz Uy n Sp =+ 9, je konedéna. Necht C se sklada z prvki
B ooy Ba- Jeito ka,idjr soubor {M,; x € Ag,} je lokdlné koneény, exis-
tuji okoli U, 42 = 1, ..., n, bodu z a koneéné mnoZiny D, ¢t =1, ..., n,

takové e UnM,=9 pro aedy —D;. Poloime U = nU,,
D= UD Ziejmé pak Un M, = @ pro x ¢ A, « non € D.

1.7. Necht soubory {X,;x € A}, {Y4 f e B} jsou lokalné ko-
neéné (o-lokalné koneéné) v prostoru P. Potom téz soubor
{XenYg(x,8)ed X B} je lokdlné koneény (o-lokdlné ko-
koneény) v P.

1.8. Necht P je prostor, Sc P, {X,} je soubor dasti S. Je-li
{X,} lokdlné koneény.v P, pak je lokdlné koneény téz v §;
je-li lokalnd koneény.v S, pak je lokilné koneény téz v P.

1.9. Necht f je spojité zobrazeni prostoru P do prostoru @;

necht {X,} je soubor éasti P. Je-li soubor {f(X,)} lokalné
koneény v f\(P), pak je téZ {X,} lokdlné koneény.

1.10. Necht {X,} je lokdlné koneény soubor éisti F-pro-
storu P. Potom té% soubor {X,} je lokaln& konedny.

1.11. Véty 1.4, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10 jsou téZ spravné, nahra-
dime-li v8ude slova ,lokdlné koneény“ slovy ,,0-lokalné
konedény*.

Dokazeme toto tvrzeni pouze pro vétu 1.6. Necht tedy soubor
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{Sg; B e B} a viechny soubory {M,; x € A;} jsou o-lokdlnd koneéné

(pouzivdme oznadeni z 1.6). Pak existuji B,a 4, , tak, Ze B = G B,,
© . =l

Ag = U Ay, soubory {Ss f e B}, {M,; x e Ay ,} jsou lokalng koned-

né. Bud C,, , = Upe, A bud @, , sjednoceni M, pro « € 4, ,. Kazdy

soubor {@;.; f € B,} je lokdlné koneény podle 1.4, nebot Q4. c S;.

Z toho vyplyva podle 1.6, Ze kaidy soubor {M,; x € Cp, .} je lokalné
koneény. Jeito ziejmé U C,, = 4, je tedy {M,; x € A} o-lokdlné

koneény.

1.12. Necht soubor {X_,} je lokdlné koneény v P. Potom
UGXE = Uaxa'

Dikaz. Necht z e U, X,. Jeito {X,} je lokdlnd konedny, existuje
okoli U bodu z a indexy «y, ..., , tak, ze U n X, = @, jestlize index «

jerizny od viech o;, i =1, ..., n. Mime tedy x e U X,,, z ¢ U 2_(,‘. Tedy
i=1 i=1
UoX. C UaX,. Obricend inkluse je ziejma.

1.13. Necht soubor uzavienych mnozin {X,} je lokalné
koneény v P. Potom téz U, X, je uzavieni. — Plyne okamzité
z 1.12.

1.14. Necht 9 je soustava ¢4sti prostoru P a necht plati:
jestlize {X,} je lokdlné konedny soubor éisti prostoru P a
X,eM pro kazdé «, potom Y, X, e M Oznaéme M, soustavu

viech G M, M,eM. Potom plati: jestlize soubor {X,} je
n=1 .
o-lokdlné konedny v P, X, ¢ M, pro kazdé o, pak té%Z UX, e M.

1.15. Je-li {X,} o-lokéln& koneény soubor F,-mnoZin pro-
storu P, pak téz U,X, je F,-mnozina v P.

1.16. Necht 9 je soustava &isti prostoru P takovi, Ze
W)WM, eM Mye M= M, n M,eM, (2) je-lisoubor {M,} lokdIné
koneény v P, M, e M, pak U, M, e M Bud M, soustava viech

ﬁMn, M,eM. Necht {X,}, {¥Y,} jsou soubory &isti P, {¥,.} je
n=1 .
lokélné koneény, X,c¥,, Y,eM, X, eM;. Potom U X, e M.
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Dikaz. Necht X, = F] Xy Xapn € M. PoloZme X¥ = ﬁ X.xnY,.
Nl ’ k-1

Potom X%, ¢ M, F\ X:‘,ﬂ‘= X,, soubor {Xf,ﬂ} je lokaln& koneény pro
ka7dé n =1, 2,... Bud X* = U, X},. Pak ziejmé X* e M, U X, c
c ﬁ X;f. DokaZeme, Ze n X:‘ c UaXa. Budze¢ P, xnon e Y, X,. Jeito

{X 1} je lokalng koneény, existuje okoli ¥ bodu z tak, ze V n X¥, =
= { pro viechny indexy « ‘s vy]u:nkou a«=uay t=1,...,p Jeito

(pro libovolné x) xnone X, a X, = n Xa s eXistuji (proi =1, ..., p)

indexy n,tak,%e znon € X7 »,. Bud » = max n,. Pakznon e, X*, =
f=1,..,p ’

= X* a t{m spiSe z non ¢ ﬁ X*. Tedy U, X, = F]X;{‘, U X, e M;.
n=l - n=1

1.17. Necht M je soustava ¢asti F-prostoru P takova, Ze
()M, eM MyeM=> M, n M,eM, (2) je-lisoubor {M,}lokdlné
konedny v P, M, e M, pak U, M, e M, (3) je-1i F c P uzaviena,

pak F ¢ M. Bud M, soustava viech A M,, M, ¢ M. Necht {X,}
n=1
jelokdln&konednysoubor&asti P, X, e M;. Potom Y, X, e M;.*)
Dikaz. PouZijeme véty 1.16, kde polozime ¥, = X,.

1.18. Sjednocenilokalné koneéného souborufidkych mno-
%zin v F-prostoru je Fidka mnoZina.

Dukaz. Necht X, jsou fidké, {X,} je lokidlné koneény; bud X =
= UqX.- Abychom ukazali, Ze X je fidké, mame pro libovolny bod
z € P a jeho libovolné okoli U dokézat: existuje bod y € U a jeho okoli V
tak, Ze V n X = 0. Jezto {X,} je lokalné koneény, existuje okoli U,
bodu z tak, Ze U, n X, = @ pro viechna « s vyjimkou o = «,, 7 =

*) Z vdt 1.14 2117 vyplyvd ihned, %e sjednoceni lokéln& koneéného souboru mnoin,
nalezejicich do uréité borelovské tiidy F,, F 4 atd. (t]. do nékteré z t¥id, které dostdva-
me na zakladd uzavienych mnozin, kdyZ provedeme koneénd mnoho krokid, z nichz
kaZzdy stfidavé spolivd v tvoreni sjednoceni nebo priinikd spotetnd mnoha mno%in)
nélezi opét do této tfidy. Snadno se dokéZe, Ze obdobné tvrzeni plati pro libovolné
borelovské tiidy. Borelovskymi tifdami se zde nezabyvame a proto neuviddime ani
jejich definici; viz o nich napf. knihu K. KuvraTowsktgo, Topologie I.
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=1, ..., p. Jeito X, je Fidké, existuje x, ¢ U, n U a okoli U, bodu z,
tak, ze U,cU,nU, U, n X, = 0. Jeito X, je fidké, existuje
z,e U, a jeho okoli U, tak, e U,cU,, U,n X, = 9, vzhledem
kU,cU,jetaké U,n X, = @. Po konetném poétu krokd dospéjeme
tak k bodu y = 2, € U a jeho okoli V = U, takovému, e V' n X, = ¢
(t=1..,p); VcUynU, atedy VnX,=0 pro o« # a; (1 =1,
o D), takie V n X = 0.

1.19. Sjednoceni o-lokilnd koneéného souboru mnozin 1.
kategorie v F-prostoru P je 1. kategorie v P. — Viz 1.18, 1.14.

1.20. Necht {£,; x € A} je soubor redlnych éisel. Existuje-li prosts
posloupnost (koneénd nebo nekoneénd) {x(n)} takova, Ze
(*) a{n) e 4; kdyz a ¢ A je rizné od vSech x(n), pak & = 0; je-li

{x(n)}nekoneénd, pak fada z E(n) je absolutné konvergentni,

ne=

pak &islo 6 = 3 £,(» zfejmé nezivisi (jak plyne z elementérnich vét
n

o ¢iselnych fadidch) na konkrétni volbé prosté posloupnosti {x(n)}
s vlastnostmi (*). Toto é&islo o nazveme pak souétem souboru {&,}
a oznatime je X,&, nebo podrobnéji 3 £,. Tuto definici doplnime je&t&
xed
tak, %e pro 4 = ¢ klademe > £, = 0.
aeAd

Je zfejmé, Ze nekonednd posloupnost éisel {£,}7_, mé soudet v praveé

zavedeném smyslu pravé tehdy, kdyZ fada > &, je absolutng konver-
=l
gentni.

Necht {f,; x€ A} je soubor funkei na mnoziné M. M4-li soubor
{f.(x); « € A} soudet pro kazdé x ¢ M, nazyvime funkei, kterd kazdému
x e M ptitazuje &islo Z,f.(z), soultem souboru funkci {f,} a znadime ji
%/, nebo podrobnéji > f,.

aed

1.21. Soubor {f,; « ¢ A} funkei na topologickém prostoru P nazveme
lokdlné koneénym, je-li soubor {&,[ze P, f,(x) + 0]; xe A} lokilné
koneény.

Je ziejmé, Ze kazdy lokdlné koneény soubor funkef méd soudet.

27 Topologické prostory 417



1.22. Soudet lokalné koneéného souboru spojityech funkei
je spojitd funkece.

Dikaz. Necht f, jsou spojité funkece v prostoru P; necht soubor
{1} je lokélné koneény. Bud f = X,f,. Necht = ¢ P. Existuje okoli U
bodu z tak, Ze y ¢ U = f,(y) = 0 pro viechna « s vyjimkou « = a,,
t=1,...,n. Bud ¢ > 0; zvolme okoli V bodu z tak, aby yeV =

= |fe ) = faf@)| < — G =1, ..., m). Pak sfejm y « U n V = |f(y) —.
— f=z)| <e.

Cvitentk § 1’

1.1. Hranice sjednocent lokélné kone¢ného souboru mnoZin je &4stf sjednocenf
hranice jednotlivych mnoZin souboru.

1.2. Necht P je prostor, {X,} je lokélnd konedny soubor jeho &¢dstf. JestliZe
X, jsou fidce rozloZené mnoZiny, pak téZ U X, je fldce rozloZend.

1.3. Necht P je FH -prost\or. Necht {X,} je lokélné konedny soubor uzavie-
nych é&dstif P, U X, = P. Jestlife X, jsou normédlni, pak téZ P je norméln{.
[DokaZte: jsou-li U, V oteviend, U u V = P, pak eXistuje uzaviené K, L takové,
2e KcU, LcV,KuL=2P.]

1.4. Necht P je prostor. MnoZinu X C P nazveme Baireovou (v P), jestlize
existuje oteviend G c P takovd, ¢ X — @ a G — X jsou 1. kategorie v P.
Pro P-prostor P dokaZte: (a) sjednocenf, prinik a rozdil dvou Baireovych
mnoZin v P je Baireova mnoZina; (b) jestliZe {X,} je lokdlné koneény soubor
édst{ P a X, jsou Baireovy mnoZiny, pak téZ U X, je Baireova mnoZina.

1.5. Funkei f v prostoru P nazyvédme Baireovou, jestliZe existuje mnoZina
A c P, kterd je 1. kategorie v P a takovd, %e parcidlni funkce f ]P — A4 je
spojitd. DokaZte: je-li {f,} lokdlné konedny soubor funkei na F-prostoru P a
jsou-li vechny funkce f, Baireovy, pak téZ funkce f = Z,f, je Baireova.
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