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1. L O K Á L N Ě K O N E Č N É S O U B O R Y 

Pro účely tohoto dodatku bude výhodné zavést vedle pojmu sou-
stavy množin (viz T 1.1) též pojem souboru množin, s nimž se někdy 
lépe pracuje. 

1.1. Nechť A, X jsou libovolné množiny. Zobrazeni <p množiny A do 
množiny X budeme někdy nazývat souborem (podrobněji: souborem 
prvků množiny X) ; množinu.<4 nazýváme pak množinou indexů daného 
souboru, prvky z A nazýváme indexy souboru. Je patrné, že posloup-
nosti (viz T 2.1) jsou právě ty soubory (v právě zavedeném smyslu), 
u nichž množinou indexů je množina přirozených čísel. Obdobně jako 
u posloupností značíme obyčejně hodnotu souboru pro index « znakem 
xa a podobně, celý soubor pak např. znakem {xa; a e A} nebo stručněji 
{xa}\ prvky xa nazýváme cleny souboru. 

Četné definice (a také věty), které se budou vyskytovat v dalších 
úvahách, lze vyslovit zcela obdobným způsobem pro soubory (zpravidla 
soubory podmnožin jistého prostoru) i pro množiny zpravidla pro mno-
žiny podmnožin jistého prostoru). Abychom nemuseli uvádět vždy 
dvojí definici, vyslovíme nyní tato pravidla: 

P r a v i d l o A. Je-li vlastnost V definována pro jistou třídu souborů, 
pak říkáme, že množina X má vlastnost V, jestliže soubor {x; x e X}, 

tj. soubor, který každému x e X přiřazuje zase x, má vlastnost V. 

P r a v i d l o B. Je-li vlastnost V definována pro jistou třídu množin, 
pak říkáme, že soubor {x ; } má vlastnost V, jestliže množina všech jeho 
členů má vlastnost V. 

U některých definicí upozorníme výslovně na použití pravidla A; 
popř. B; jinde však přenecháváme čtenáři, aby uvážil, kde se těchto 
pravidel má použít. 

1.2. De f in ice . Soubor množin {Ma-,<xeA} je disjunktní, jestliže 
«! e A, a2e A, oí1 4= => Mai n Mat = 0; bodové konečný, jestliže pro 

i 
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libovolné x je x e M^ pouze pro konečně mnoho indexů « ; a-disjunktní, 
CD 

jesthže existuje posloupnost {An} taková, že U An = A a každý soubor 
71-1 

{Ma\ oí e An} je disjunktní; a-bodově konečný, jesthže existuje posloup-
eo 

nost {An} taková, že \J An = A a každý soubor (Ma; « e An} je bodově 
71-1 

konečný. Pro soustavy množin definujeme zmíněné vlastnosti podle 
pravidla 1.1 A (pro vlastnost „disjunktní" je to ve shodě s obvyklou 
definicí). 

Poznámka. Má-li soubor {Ma} tu vlastnost, že pro libovolné x je 
x e Ma pro nejvýš spočetně mnoho indexů oí, nemusí ještě být a-bodově 
konečný; viz 10.1. 

1.3. De f in ice . Nechť P je topologický prostor. Soubor {Ma; 

ex. e A} jeho podmnožin je lokálnč konečný v P, jesthže každý bod x e P 

má okolí U takové, že U n Ma =)= 0 pouze pro konečně mnoho indexů 
oč, a-lokálnč konečný v P, jesthže existuje posloupnost {An} taková, že 

00 

U A„ = A a každý soubor {Ma; oí e An} je lokálně konečný v P . Pro 
71-1 

soustavy množin definujeme zmíněné vlastnosti podle pravidla 1.1 A. 

Poznámka. Soubor { M a } částí prostoruP takový, že každý x eP 

má okolí, které protíná M a pro nejvýš spočetně mnoho oc, nemusí ještě 
být (j-lokálně konečný; viz 10.1. 

1.4. Nech ť soubor {Ma; « e A} částí prostoru P je lokálně 
konečný v P . Jest l i že B c A a pro « &B je La c Mx, pak {La\ 

oí e B} je lokálně konečný v P . 

1.5. Nech ť soubor {M a \o í€A } je lokálně konečný v pro-
storu P. Nech ť {Ax} je bodově konečný soubor částí množiny 
indexů A. P r o každý index X po ložme = Uo^-^a- Po t om 
soubor {/S }̂ je lokálně konečný v P.* ) 

Důkaz. Buď xeP. Existuje okolí U bodu x tak, že U n Ma 4= 0 
pouze pro konečně mnoho indexů a; tyto indexy označme oíu ..., ocn. 

Pro i = 1, ..., n buď Ct množina těch indexů X, pro něž e A%. Podle 

* ) P o d o t ý k á m e , že je- l i « ¡ X ) soubor množ in a je- l i A = 0, pak ( v e shodě 
s po známkou na konci T 1.4) r o zumíme v ý r a z e m (J a t A X a v ž d y množ inu 0. 
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předpokladu jsou C{ konečné, tedy též G = U C, je konečná. Snadno se 
i - 1 

zjistí, že platí U n Sx = 0, kdykoli index A neleží v C. To znamená, že 
{ $ 4 je lokálně konečný. 

1.6. Nech ť {Ma\ixeA} je soubor částí prostoru P. Nech ť 
{Ap, (i e B} je soubor částí množ iny indexů A, U^B^A = ^>ro 

e B po ložme Sfi = UxeApMa. Jest l i že soubor {JS ;̂ /? e B} a vše-
chny soubory {Ma\ a e Ap), (3 e B, jsou lokálně konečné v P, 

pak též {Ma; <x e A} je lokálně konečný v P. 

Důkaz. Bud x e P. Existuje okolí Í70 bodu x takové, že množina C 
těch 16 e B, pro něž U0 n Sp =)= 0, je konečná. Nechť C se skládá z prvků 
/?x, ..., /?„. Ježto každý soubor {Ma\ a e A?i} je lokálně konečný, exis-
tují okolí Uu i = 1, ..., n, bodu x a konečné množiny Du i = 1, ..., n, 

n 

takové, že ř/ť n Ma = 0 pro <x e Api — Z)ť. Položme U = f"| Uu 
n i = Q 

D = U Dt. Zřejmě pak U n Ma = 0 pro a e A, a non e D. 
i-i 

1.7. Nech ť soubory {Xa; a e A}, {Yp, /3 e B) jsou loká lně ko-
nečné (a-lokálně konečné) v prostoru P. P o t o m též soubor 

n Yp, ( « , (i) e A X B} je lokálně konečný (cr-lokálně ko-
konečný ) v P . 

1.8. Nech ť P je prostor, S c P, { - ř a } j e soubor částí S. Je- l i 
{ - ř a } loká lně konečný v P, pak je lokálně konečný též v S; 

j e - l i l oká lně konečný ,v 3, pak je lokálně konečný též v P . 

1.9. Nech ť / je spo j i t é zobrazen í prostoru P do prostoru Q; 
nechť je soubor částí P . Je- l i soubor { /^XJ } lokálně 
konečný v /1(P), pak je též {Xa } lokálně konečný. 

1.10. Nech ť { X a } je lokálně konečný soubor částí P-pro-
storu P . P o t o m též soubor {-X^} je loká lně konečný. 

1.11. V ě t y 1.4, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10 jsou též správné, nahra-
d íme- l i všude s lova „ l oká lně konečný " s l o vy „tr-lokálně 
konečný" . 

Dokážeme toto tvrzení pouze pro větu 1.6. Nechť tedy soubor 
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{Sp, f} e B) a všechny soubory {Ma; « e Af} jsou <x-lokálně konečné 
CO 

(používáme označení z 1.6). Pak existují Bn a Afit„ tak, že B = U Bn, 
co n = 1 

Afi = u soubory {»S^; /3 e P m } , { i i fa ; « e v l ^ } jsou lokálně koneč-
né. Buď Cm n = U/3tBm-4̂ f„; buď sjednocení Ma pro « e ̂ .¿n. Každý 
soubor { Q ^ ; e jBm} je lokálně konečný podle 1.4, neboť c 
Z toho vyplývá podle 1.6, že každý soubor {Ma\ <x e Cmi7l} je lokálně 
konečný. Ježto zřejmě (J Cm n = A, je tedy {Ma\ a e A} cr-lokálně 

m, n 
konečný. 

1.12. N e c h ť soubor ( ! „ } je l oká lně konečný v P. P o t o m 

U X = U Á -
Důkaz. Nechť xe[JaXa. Ježto je lokálně konečný, existuje 

okoh U bodu x a indexy acx, . . . , « „ tak, že U n Xa = 0, jestliže index ix 
n n 

je různý od všech oci}i= 1, ..., n. Máme tedy x e U Xao x e U Xai. Tedy 
i = 1 i -1 

Ua-ía c \JaXa- Obrácená inkluse je zřejmá. 

1.13. N e ch ť soubor uzav ř ených množ in je loká lně 
konečný v P. P o t o m též \JaXa je uzavřená. — Plyne okamžitě 
z 1.12. 

1.14. N e c h ť SDí je soustava částí pros toru P a nechť p l a t í : 
j e s t l i ž e {-X^} je l oká lně konečný soubor částí prostoru P a 
XaeS5Jt pro každé « , po tom ( J A « Označme soustavu 

® 

všech \jMn, MneWl. P o t o m p la t í : j e s t l i ž e soubor { Z a } j e 
n -1 

(j-lokálně konečný v P , Xa e pro každé <x, pak též U-^a « 

1.15. Je- l i cr-lokálně konečný soubor P^-množin pro-
storu P , pak též U A je P^-množina v P . 

1.16. N e c h ť 3JÍ je soustava částí prostoru P taková , že 
(1) Mx e M2 e Wi =>- Mx n M% e W, (2) j e - l i soubor { M a } l oká lně 
konečný v P , Mxe 5JÍ, pak U<rMa e SSJl. Buď 9Jls soustava všech 

r\Mn, Mnem. N e c h ť { 7 J jsou soubory částí P , { 7 a } j e 
n = l 

l oká lně konečný, í . c í . , Ta e Xa e STÍ,. P o t o m \J*X* « 
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Důkaz. Nechť Xa = f l Xa_n, Xa>„ e Wt. PoložmeX*„ = f ] Xa,k n Ya. 
n-1 ' 4-1 

OD 
Potom X * n e f ) X * „ = Xa, soubor { X * „ } je lokálně konečný pro 

' 71 = 1 ' 
každé n = 1, 2, ... Bud X* = U*X*x. Pak zřejmě X * e 5)?, \JaXa c 

CO 00 

c D Dokážeme, že (~| X* c (JaXa. Bud x e P, x non e U A - Ježto 
71 - 1 71 - 1 

{ X * ^ } je lokálně konečný, existuje okolí V bodu x tak, že V n = 
= 0 pro všechny indexy a s výjimkou tx = a „ i = 1, ..., p. Ježto 

co 
(pro libovolné tx) x non e Xa a Xa = ("I existují (pro i = 1 p) 

71-1 
indexy tak, že a; non e X*0„r Buď n = max rať. Pak a; non e UaX*„ = 

¿- i , . . . , ] ? 

= X * a tím spíše a; non e ň X * . Tedy \JaXa = f ) ^ * , I L ^ z e ^í,. 
n - 1 n = l 

1.17. N e c h ť je soustava částí P -prostoru P t aková , že 
(1) M1 e 9JÍ, Me e 97? => Mx n M2 e 9JÍ, (2) j e - l i soubor {Ma} l oká lně 
konečný v P , Mae 50?, pak U A e SR, (3) j e - l i P c P uzavřená, 

pak P e 9)í. Buď soustava všech ň Mn, Mn e íVt. N e c h ť { X a } 
n = 1 

j e l oká lně konečný soubor částí P , X a e P o t o m |JaIa eíffls.*) 

Důkaz. Použijeme věty 1.16, kde položíme Ya = Xa. 

1.18. S j ednocen í loká lně konečného souboru ř í dkých mno-
ž in v P -p ros t o ru je ř ídká množina. 

Důkaz. Nechť Xa jsou řídké, { X a } je lokálně konečný; buď X = 

= U aX a . Abychom ukázali, že X je řídké, máme pro libovolný bod 
x € P a jeho libovolné okolí U dokázat: existuje bod y e U a jeho okolí V 

tak, že V n X = 0. Ježto {X^ } je lokálně konečný, existuje okolí U0 

bodu x tak, že U0 n Xa = 0 pro všechna tx s výjimkou <x = «,-, i = 

* ) Z v ě t 1.14 a 1.17 v y p l ý v á ihned , že s j ednocen í l oká lně konečného souboru m n o ž i n , 
ná l e ž e j í c í ch do urč i t é b o r e l o v s k é t ř í d y Fa, FaS a td . ( t j . d o n ě k t e r é z t ř íd , k t e r é dos tává -
m e na z á k l a d ě u z a v ř e n ý c h m n o ž i n , k d y ž p r o v e d e m e konečně m n o h o k roků , z n i chž 
k a ž d ý s t ř í d a v ě spoč í vá v t v o ř e n í s j ednocen í n e b o p růn iků spoče tně m n o h a m n o ž i n ) 
ná l e ž í o p ě t do t é t o t ř í d y . S n a d n o se dokáže , že o b d o b n é t v r z e n í p l a t í p r o l i b o v o l n é 
b o r e l o v s k é t ř í d y . B o r e l o v s k ý m i t ř í d a m i se zde n e z a b ý v á m e a p r o t o n e u v á d í m e an i 
j e j i ch de f in i c i ; v i z o n i ch např . kn ihu K . KUBATOWSKÉHO , T o p o l o g i e X. 

i 
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= 1, ..p. Ježto Xal je řídké, existuje xx e U0 n U a okolí U1 bodu 
tak, že U± c U0 n U, U1 n Xa> = 0. Ježto Xaq je řídké, existuje 
x2eU1 a jeho okolí U2 tak, že U2 c Ult U2 n X^ = 0; vzhledem 
k U2 c U1 je také U2 n XXi = 0. Po konečném počtu kroků dospějeme 
tak k bodu y = x„ e U a jeho okolí V = Up takovému, že V n Xa[ = 0 
(i = 1, ..., p)\ V c U0 n U, a tedy V n Xa = 0 pro « * «,• (i = 1, 
„•.., p), takže V n X = 0. 

1.19. S jednocení er-lokálně konečného souboru množin 1. 
kategor ie v P -pros toru P je 1. kategor ie v P. — Viz 1.18, 1.14. 

1.20. Nechť {£a-,txeA} je soubor reálných čísel. Existuje-li prostá 
posloupnost (konečná nebo nekonečná) (a(n)} taková, že 

(*) ex(n) e A; když <xe A je různé od všech <x(n), pak f a = 0; je-li 
CO 

{a(?i)}nekonečná, pakřada 2 £a(n) je absolutně konvergentní, 
7 1 - 1 

pak číslo c = 2 zřejmě nezávisí (jak plyne z elementárních vět 
71 

o číselných řadách) na konkrétní volbě prosté posloupnosti (a(w)} 
s vlastnostmi (*). Toto číslo cr nazveme pak součtem souboru { f a } 
a označíme je E a f a nebo podrobněji 2 fa- Tuto definici doplníme ještě 

aeA 

tak, že pro A = 0 klademe 2 fa = 0-
aeA 

Je zřejmé, že nekonečná posloupnost čísel {£„}™_i má součet v právě 
CD 

zavedeném smyslu právě tehdy, když řada 2 je absolutně konver-
7 1 - 1 

gentní. 

Nechť {fa;<xeA} je soubor funkcí na množině M. Má-li soubor 
{fa(x)-, oí e A} součet pro každé x e M, nazýváme funkci, která každému 
xe M přiřazuje číslo hja(x), součtem souboru funkcí {fa} a značíme ji 
hafa nebo podrobněji 2 fa-

acA 

1.21. Soubor {/a; oce A} funkcí na topologickém prostoru P nazveme 
lokálně konečným, je-li soubor {ďx[x e P, fa(x) =)= 0]; oce A} lokálně 
konečný. 

Je zřejmé, že každý lokálně konečný soubor funkcí má součet. 
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1.22. S o u č e t l o k á l n ě k o n e č n é h o s o u b o r u s p o j i t ý c h f u n k c í 
j e s p o j i t á f u n k c e . 

D ů k a z . Nechť f a jsou spojité funkce v prostoru P ; nechť soubor 
{/ « } j e lokálně konečný. Buď / = Nechť x e P . Existuje okolí U 

bodu x tak, že y eU => taiy) = 0 P r o všechna tx s vý j imkou « = « , , 
i = 1, ..., n. Buď e > 0; zvolme okolí V bodu x tak, aby y e V 

=> IfaSy) - /«,(*)! < i - (» = 1, . . » ) . Pak zřejmě y e U n V => \f[y) 

- m < e. 

CVIČENI k § 1' 

1.1. Hranice sjednocení lokálně konečného souboru množin je částí sjednocení 
hranice jednotlivých množin souboru. 

1.2. Nechť P je prostor, je lokálně konečný soubor jeho části. Jestliže 
Xa jsou řídce rožložené množiny, pak též (J Xx je řídce rozložená. 

1.3. Nechť P je Píř-prostor. Neehť { X a } je lokálně konečný soubor uzavře-
ných částí P, U Xa = P. Jestliže Xx jsou normální, pak též P je normální. 
[Dokažte: jsou-li U, V otevřené, U u V = P, pak existuje uzavřené K, L takové, 
že K c U, L c V, K u L = P . ] 

1.4. Nechť P je prostor. Množinu X c P nazveme Baireovou (v P), jestliže 
existuje otevřená G c P taková, že X — O a O — X jsou 1. kategorie v P. 
Pro .F-prostor P dokažte: (a) sjednocení, průnik a rozdíl dvou Baireových 
množin v P je Baireova množina; (b) jestliže {-X®} je lokálně konečný soubor 
částí P a Xa jsou Baireovy množiny, pak též U Xa je Baireova množina. 

1.5. Funkci f v prostoru P nazýváme Baireovou, jestliže existuje množina 
A c P, která je 1. kategorie v P a taková, že parciální funkce f\P — A je 
spojitá. Dokažte: je-li {fa} lokálně konečný soubor funkcí na P-prostoru P a 
jsou-li všechny funkce fa Baireovy, pak též funkce / = Sa/a je Baireova. 
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