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2. L O K Á L N Ě K O N E Č N Á P O K R Y T Í 

Pojem pokrytí atd. je definován pro soubory podle pravidla 1.1 
A na základě definice T 8.1.1. Pokrytí nazýváme otevřeným (uza-
vřeným), skládá-li se z otevřených (uzavřených) množin. 

2.1. Nechť P je normální prostor, { 6 a } je jeho bodově ko-
nečné otevřené pokryt í . Po tom ex istuje otevřené pokry t í 
{Ux} takové, že Ux c Gx pro každý index <x.*) 

Důkaz. I. Buď S soustava všech souborů takových, že 
I . c P jsou otevřené, \Ja Xa = P a, pro každé « buď Xa c Gx anebo 
Xx = Ga. V soustavě S zavedeme částečné uspořádání: { X a } e S je 
před { F a } e S, když a jen když 4= {F a } , Xa o Yx pro každé « a 
Xa = Yx, kdykoli Xx c Gx. 

I I . Nechť McS je (vzhledem k právě zavedenému částečnému 
uspořádání) monotónní, tj. platí: když { J „ } e M, { F a } e M, pak buď 
{Xx} = { 7 a } , nebo { X a } je před { 7 a } anebo {Ya} je před {Xx}. Pro 
každý index « označme ?0ix soustavu množin M takových, že pro ně-
který soubor { X a } e M je M = Xx. Buď Zx průnik všech množin 
ze soustavy SŴ . Dokážeme, že {Zx} e S. Nechť x e P. Předpokládejme, 
že x non e UXZX. Ježto soubor {í?a} je bodově konečný, existují indexy 
«!, . . . , « „ tak, že je-li « index různý od všech pak x non e Gx. Ježto 
x non e ZXi, i = 1, ..., n, existují soubory {.X^j} e M, i = 1,..., n tak, že 
x non e Xtar Ježto M je monotónní, existuje i0 tak, že všechny soubory 
{Z* } , i = 1, ..., n, i =|= i0, jsou v S před {Xá0}. Máme pak pro každé <x 

n 
a každé i = 1 n inklusi X'x o X'a°. Z toho plyne, že x non e U X ' , 

i = 1 

x non e Ua-X« • To však je spor, neboť { X 0 } eJMc i . Tedy musí být 
x e UXZX, a protože x e P bylo hbovolné, máme UXZX = P. 

* ) V i z J . DIEUDONITÉ, U n e général iaation des espaces compacts, Journal de Mathé-
mat iques Pures et App l i quées , 1944, (9), 23, 65—76. 

419 



Zvolme libovolně index a0. Jestliže pro každý soubor { X a } e M je 
Xac = Ga^ pak = Jestliže existuje soubor { F 0 } e AI tak, že 
Yat c Ga>, pak pro libovolný soubor { I t } e M bud { X a } je před 
a pak Xao D Yao anebo { 7 a } je před {XJ, popř. = a pak 
Xa<i = Ya<i; z toho plyne, že Z^ = Ya^. Množina je tedy vždy otevře-
ná a buď Za c G„ anebo Za = Ga . 

«0 ®o ®o o 
Dokázali jsme takto, že { Z a } e S. Zřejmě každý soubor e M, 

různý od {Za}, je před {Za}. Platí tedy: je-li M c $ monotónní,"pak 
existuje { X a } e S tak, že každý soubor, který náleží do AI a je různý 
od { Z j } , je před {X a } . Z toho plyne podle T 3.9.1: existuje soubor 
{Ua} e S, který je v S „maximální", tj. platí: je-li { I a } e S, pak {Ux} 

není před {-X»}. 
I I I . Dokážeme, že pro každé « je Ua c Ga. Předpokládejme opak; 

pak vzhledem k {Ua} e S existuje index <%0 takový, že = Ga>, není 
však Uat c Gaz. Buď V sjednocení všech Ua, x + x0. Ježto U^ u V = 

= P, P je normální, existuje otevřené W takové, že W c W u 
U V = P. Položme Wa<i = W, Wa = Ua pro každý index x =j= a0. 
Potom zřejmě { Wa} e S, { U a } je před { Wa}, což je spor. 

2.2. De f in ice . Nechť {Xa\ x e A}, {Yp\ /S e B} jsou soubory množin. 
Soubor { X a } je jemnější než {Yp}, jestliže ke každému x existuje /? 
tak, že Xa c Yp. Soubor { F a } je hvězdovitě jemnější než {Yp}, jestliže 
ke každému x e \JaXa existuje /? tak, že x e Xa => Xa c Yp. Je-li { X a } 
(hvězdovitě) jemnější než { ř í k á m e někdy také, že je (hvězdo-

vitým) zjemněním souboru {Yp} nebo že (hvězdovitě) zjemňuje {Yp} 

apod.*) 

2.3. Je- l i h v ě z d o v i t ě j emně jš í než {Yp}, pak je jem-
nějš í než {3^}- Je- l i {X^ } j emně jš í než {Yp), {Yp} j emně jš í než 
{Zy}, pak je j emně jš í n e ž { Z 7 } ; j es t l i že p ř i t om buď {.X^} 
je h v ě z d o v i t ě j emně jš í než {Fg} nebo {Yp} je h v ě zdov i t ě 
j emně jš í než {Zy}, pak též {-Xa} je h v ě z d o v i t ě j emně jš í než 
{Z7}. 

* ) Něk t e ř í autoř i použ í va j í v ý r a z u „ h v ě z d o v i t ě j e m n ě j š í " apod . v j i ném (ač pří-
b u z n é m ) smyslu, t o t i ž tak, že { X a } h v ě z d o v i t ě z j e m ň u j e {Y p), jest l i že ke každému 
a e A ex is tu je fl e B t akové , že p la t í : je- l i a.' e A, Xx' n Xa =)= 0, pak Xa' c Yp. 
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2.4. Def inice, í̂ oubor {X a ; ex. e A} částí prostoru P je diskrétní v P, 

jestliže je lokálně konečný v P a soubor { Jřa} je disjunktní; je a-diskrétní 
CO 

v P, jestliže existují An c A tak, že A = U An a soubory {Xa\ a e An} 
71 = 1 

jsou diskrétní. 

2.5. Jest l iže soubory {X a ; « e A}, {Y0 ; /3 e B) částí prostoru P 
jsou a-diskrétní, pak též soubor n Yfi\ (a, /?) e A X B} je 
(T-diskrétní. 

2.6. Nechť {6?a} je lokálně konečné otevřené pokry t í nor-
málního prostoru P; nechť Ca c Ga, Ca jsou uzavřené. Po tom 
existuje lokálně konečné tr-diskrétní otevřené pokry t í {U^}, 
pro něž p lat í (1) {U^} je hvězdov i t ě jemnějš í než {Ga}\ (2) exis-
tu j í o tevřené množiny Ha takové, že Ca c Ha c Ga, U a H a = P, 
každé TJp prot íná pouze konečně mnoho množin Ha.*) 

Důkaz. I. Nechť je dáno lokálně konečné otevřené pokrytí {Ga\ 
k e A}. Podle 2.1 existují otevřené G* tak, že UaG* = P a pro každé oc 
je G* c Ga. Z normality P plyne snadno indukcí, že existují otevřené 
množiny G*, oc e A, k= 1,2,..., tak, že GauG*c G\, Gkx c č?*+1, 
G* c Ga, oc e A, k — 1, 2, ... Označme B soustavu všech neprázdných 
konečných částí množiny indexů A. Pro ¡JL e B buď n(/N) počet prvků 
množiny fi. Pro n = 1, 2, ... označme Fn uzávěr množiny těch x e P, 
které ležj ve více než n množinách Gna. Položme nyní nae,,6r'a<ř') — 

- pro fieB. 

I I . Dokážeme, že {F^} je lokálně konečné cr-disjunktní otevřené 
pokrytí P a je hvězdovitě jemnější než {(?,*}. 

Nejdříve dokážeme, že U„¿V? = P- Buď xeP. Pro k = 1, 2, ... 
buď ak počet těch a e A, pro něž x e č?*, a buď bk počet těch ca e A, pro 
něž x e Gha. Zřejmě 1 ^ ak ^ bk ^ ak+1 pro k = 1, 2, ...; posloupnosti 
{ak}> {t>k} j s o u omezené. Snadno se zjistí, že existuje p takové, že p = 
= av = bj,. Buď fi množina těch oc e A, pro něž x e máme n{fi) = 

*) Srovn. práce: A. H. STONE, Paracompactness |and product spaces, Bulletin of 
the American Mathematical Society, 1948, 54, 977—982 (v této práci ee v podstatě 
dokazuje existence otevřeného pokrytí {U/4} hvězdovitě jemnějšího než {(?„}); E. MI-
CHAEL, Local properties of topological spaces, Duke Mathematical Journal, 21, 163 
až 171. 
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= av = p. Tvrdím, že x e V^ Ježto zřejmě x e nai/í G^, stačí dokázat, 
že x 11011 e F„. Z rovnosti av = b„ plyne ilined, že [i je právě množina 
<x e A takových, že x e Gva. Buď K sjednocení Gva pro « z množiny 
A — fi. Podle 1.13 K je uzavřené; x non e K, tedy P — K je okolí x. 

Zřejmě platí: když y e P — K, y e pak a. e /z. Tedy žádné y e P — K 

neleží ve více než n(/i) = p množinách Gva, a tedy x non e Fv. Dokázali 
jsme tedy, že U^B V ̂  = P- Zřejmě V^ jsou otevřené, tedy {V^ jJ.eE) je 
otevřené pokrytí P. 

Dokážeme, že {F^} je lokálně konečný. Buď xeP. Ježto {Ga} je 
lokálně konečný, existuje okolí W bodu x a konečná pi0 c A tak, že 
pro tx e A — no je W n Ga = 0. Je-li W n FA 4= 0, pak tím spíše 
W n Ga 4= 0 pro každé tx e ¡i, tedy /i c fi0. Okolí W bodu x protíná 
tedy Vp pouze pro konečně mnoho fie B. 

Dokážeme, že {F^} je hvězdovitým zjemněním souboru {Ga}. Buď 
xeP. Nechť x e VMa a je-li x e F;l, je vždy n(fi0) n(/i). Tvrdím, že pak 
platí: x e Vp => pt0 c ¡i. Skutečně, kdyby x e VM, a0 e pe0 — pi, pak 
x e G*;"•> c GnJf\ x e G?"* pro otepi, tedy x e Ga pro aspoň n(pi) + 1 
indexů ¡x, tedy x e P ^ j , x non e FA, což je spor. Zvolme nyní určité 

e fi0. Zřejmě pak x e V^ => FA c G 

Dokážeme konečně, že V^ je cr-disjunktní. Pro n = 1, 2, ... buď B„ 

množina těch pL e B, pro něž n(pi) = n. Stačí nyní dokázat pro každé 
n, že soubor {V^ pt e Bn} je disjunktní. Předpokládejme, že x e V^ 

x e V M f i 4= pi', n(pi) = n(/i') = n. Potom však x e Gna pro každé 
a, e ¡i u ¡i', t j . aspoň pro n + 1 indexů takže x e Fn, což je spor. 

I I I . Položme Ha = Gl a dokažme: Jestliže F^ n Ha 4= 0, pak 
<x e pí. Předpokládejme opak; nechť V ̂  n Hx 4= 0, a0 e A — pi. Buď 
n = n(pi). Jestliže x e V^ n Ha, pak x e pro a e pi a x e HXe c 
tedy x leží aspoň v n + 1 množinách Gna, tedy x e F„, x non e V^ což 
je spor. Tím je dokázáno, že každé F/t protíná H a pouze pro konečně 
mnoho oc. 

IV. Podle 2.4 existují otevřené množiny TJ^ tak, že U^ c V ^ UA U^ — 
= P. Snadno se zjistí, že {f7A } má všechny požadované vlastnosti. 

2.7. Nech ť © = {Ga\ a e A} je lokálně konečné o tev řené 
p o k r y t í normáln ího prostoru P; nechť Fa jsou uzavřené, 
Fa c Ga. P o t o m ex i s tu j í soubory k = 1, 2, ... tak, že (1) = 

422 



= {Ha; <x e A), F^c Hx c Ga p ro každé « e A; (2) pro h = 1, 2, ... 
p l a t í : soubory S}k jsou loká lně konečná cr-diskrétní pokry t í , 
•Ofc+i j e h v ě z d o v i t ý m z j emněn ím Spk, ka ždý člen souboru J?fc 

pro t íná pouze konečný poče t členů každého souboru j?ť, 
i = l , . . . , A - l . , 

Důkaz. I . Podle 2.6 existují otevřené množiny Ha a lokálně ko-
nečné ff-chskrétní otevřené pokrytí {Up} tak, že Ua Ha = P, pro každé a 
je Fa c Ha c Gx, {Up} je jemnější než {Ga}, každé Up protíná Ha pouze 
pro konečně mnoho <x. Položíme = {Ha}. Podle 2.6 (s Ha místo Ga) 

existuje lokálně konečné cr-diskrétní otevřené pokrytí {F y } , které je 
hvězdovitě jemnější než {H a } . Soubor {Up n V y } je zřejmě otevřeným 
pokrytím; podle 1.7 a 2.5 je lokálně konečný a cr-diskrétní; zřejmě je 
hvězdovitě jemnější než {Ha} a každý jeho člen protíná pouze konečně 
mnoho Ha. Položíme j j2 = {Up n F r } . 

I I . Nechť pro jisté k = 1, 2, ... jsou již sestrojeny soubory Jpť pro 
i = 1, ..., k, při čemž (1) S}í = {H a } , Fa c Hx c Gx, (2) každý soubor 
fyi, i = 1, ..., k je lokálně konečné cr-diskrétní otevřené pokrytí pro-
storu P, (3) je-li 1 ^ i < k, pak je hvězdovitým zjemněním Spt 

a každý člen protíná pouze konečný počet členů (4) existuje 
lokálně konečné cr-diskrétní otevřené pokrytí prostoru P, které je 
hvězdovitě jemnější než Jpt a jehož každý člen protíná pouze konečný 
počet členů 

Sestrojíme nyní Š}k+1 tak, aby podmínky (1) až (4) platily s k + 1 
místo k. Nechť má soubor 2B = {Wg} vzhledem k j? vlastnosti uvedené 
v (4). Podle 2.6 existují otevřené W* c Ws a lokálně konečné ff-diskrét-
ní otevřené pokrytí { X J tak, že U i W* = P, { X J je hvězdovitě jem-
nější než {Ws} a každé Xe protíná pouze konečný počet W*. Dále 
existuje rovněž podle 2.6 lokálně konečné cr-diskrétní pokrytí { F ř } , 
které je hvězdovitě jemnější než {W*}. Položme Spk+1 = {PF*}. Pak 
zřejmě je hvězdovitě jemnější než S}k, každý člen protíná 
pouze konečně mnoho členů S}k, soubor {XE n má vzhledem 
k Jpfc+1 vlastnosti uvedené v (4). 

Ježto (1) až (4) skutečně platí podle I pro k = 1, plyne nyní úplnou 
indukcí existence posloupnosti souborů S}k s požadovanými vlast-
nostmi. 
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2.8. Nech ť {črjJ je n e j v ý š spočetné o tev řené p o k r y t í nor-
máln ího prostoru P. Nech ť ex i s tu j í P^-množiny XkcGk ta-
kové, že U j t -X j^ -P-Potom ex i s tu j e n e j v ý š spočetné o tev řené 
p o k r y t í {Ua; « e A} prostoru P, k teré je j emně jš í než { G j e 
l oká lně konečné a dokonce má tu v lastnost ,* ) že pro každé 
ix0e A je ¡7^ n Ua =f= 0 pouze pro konečný počet indexů 

Důkaz. Je-li {(?,.} konečné, je věta zřejmá; předpokládáme tedy, 
CD 

že k = 1, 2, ... Nechť Xk = U P£, F* jsou uzavřené. Z normality P 

plyne ihned indukcí, že existují (pro h, k = 1,2,. . . ) otevřené množiny 

Hhk takové, že c 0», 2/J c H^1, F* c H\. Zřejmě pak I t c U H*, 
h — 1 

P = u Pro h, k = 1, 2, ..., h ̂  k položme U» = H\ — Ů JŤ*-2pto 
h,k iĚh-2 

A > 2, £/£ = pro h^ 2. Množiny ř7£ jsou zřejmě otevřené, c Gk. 
h 

Nechť xeP. Označme r nej menší h, pro které x e\J /ř£; takové h 
k-1 

existuje, neboť 0 (J = U = Ů U = Ů LJ = P. Zvolme 
71 = 14-1 igji k-lh^k k-lh-1 

nyní k ^ r tak, aby x e Hrk\ pak x e Urk, neboť jinak by pro vhodné j 
_ r - l 

^ r — 2 bylo x e tedy x e H y 1 c U #ť_1> c o ž podle volby r není 
¿-i 

možné. Tedy {?7£; h,k — 1, 2, ..., h ^ k) je skutečně spočetné otevře-
né pokrytí P. 

Snadno se zjistí, že Uf n = 0, je-li m ^ n + 2. Z toho ihned 
plyne, že každý člen souboru {Uk\ h,k = 1, 2, ..., h ^ k} protíná 
pouze konečný počet členů tohoto souboru; tím spíše pak je tento sou-
bor lokálně konečný. 

Poznámka. 1. Není známo, zda věta 2.8 platí bez předpokladu 
existence P^-množin Xk c Gk s U Xk = P . 2. Je zřejmé, že tento před-
poklad je vždy splněn např., je-li P dokonale normální. 

2.9. Nech ť @0 = { ( ? „ ; « e A}, &k) & = 1,2, . . . jsou o tev řená 
p o k r y t í prostoru P ; nechť je h v ě z d o v i t ě j emně jš í než 

*) Soubor s touto vlastnosti nazýváme hvězdovitě konečným nebo kombinatoricky 
konečným. , 
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©j., k = O, 1, 2, ..> P o t o m ex i s tu j í soubory {U^, {FM} takové, 
že {Up} je lokálně konečné cr-diskrétní o tevřené pok r y t í 
prostoru P, { U ^ je j emně jš í než @„, množ iny P^ jsou uza-
vřené, P^ c Up, \jFp = P, ke každému fi ex i s tu je k takové, že 
žádný člen souboru Q}k neprot íná zároveň FM i P — U^.*) 

Důkaz. I. Pro oc e A, n = 1, 2, ... označme H(oc, n) množinu x e P 

takových, že pro vhodné Fze souboru platí: (1) x e V; (2) když W je 
člen souboru @n, F n W 4= 0, pak W c Ga. Je zřejmé, že H(oc, n) jsou 
otevřené. Dokážeme, že Ua H(tx, 2) = P . Nechť xeP\ zvolme F ze 
souboru ©2 tak, aby xeV. Ježto @x hvězdovitě zjemňuje ©0, existuje <x 

takové, že platí: je-li U člen souboru ©x, xeU, pak U c Ga. Neehťnyní 
W je člen souboru @2, V n W =|= 0; ježto @2 hvězdovitě zjemňuje ©!, 
existuje množina U ze souboru @1 taková, že V u W c TJ\ máme pak 
x e U, tedy U c Gx, tedy W c Ga. Z toho plyne, že x e H(<x, 2). Tedy 
skutečně U* H(oí, 2) = P . 

Dokážeme, že platí 

(*) když W je člen souboru @m, m > n, W n H(oc, n) 4= 0, pak 
W c H(oc, n + 1). 

Skutečně, nechť W má uvedené vlastnosti; pak existuje W' ze souboru 
@n+1 tak, že W c W'. Je-li Wx další člen souboru @n+1, Wx n W 4= 0, 
pak existuje (neboť ©n+1 hvězdovitě zjemňuje ©„) množina W* z 
taková, že Wx u W' c W*. Z toho, že W* n H(oc, n) 4= 0, plyne nyní 
ihned, že ,W* c Ga, a tím spíše c Ga. Platí tedy: je-li W1 z @n+1, 

n W' 4= 0, pak c Ga. Z toho vyplývá, že W' c H(<x, n + 1) 
a tím spíše W c H(<x, n + 1). 

Z tvrzení (*) plyne dále ihned 

(**) U « B H(a, n) c U«B H(oc, » + 1) 

pro libovolné B c A a n = 1, 2, ... 
I I . Zvolme určité dobré uspořádání množiny A; je-li v tomto uspo-

řádání oc e A před /? c A, pišme « < ¡3. Označme M množinu všech 
(a, n), oc e A, n = 1,2,. . . Pro ¡x = («, n) e M položme Vfl = V(/x, n) 

- H(oc, n) - U f , < » H ( p , n + 1), F ; = F ' ( « , n) = H(«, n - 1) -

*) Viz A. H. STONE, Paracompactness and product apaoes, Bulletin of the American 
Mathematical Society, 1948, 54, 977—982. 
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- \Jß<aH(ß, n + 2), v; = V(oc, n) = H(oc, n - 2) - U ß < « H ( ß , n + 3); 
klademe zde ovšem H(oc, 0) = H(<x, — 1) = 0. Z (**) plyne ilined, že 
je vždy F J c F J c F ^ c V j e zřejmé, že Vp, V'ß, V" jsou otelené. Když 

CO 

x € P , zvolme nejmenší a0 s x e (J H(<x0, n) (to je možné, neboť 
n - 1 

\JxH(<x, 2) = P, a tedy tím spíše každé x leží v některé množině 
co 
U H(oc, n)) a pak zvolme nejmenší pro něž x e H(oc0, n0)\ snadno se 

•n- l 

zjistí, žexe V(oc0, n0 + 2). Platí tedy U^F* = ? a tím spíše U/t F^ = 
= U 

Nechť je PF člen souboru @m, m> n. Když PF n F(<%, n) 4= 0, pak 
podle (*) je W c H(oc, n + 1), takže W n F (y, n) = 0 pro y > <x. 

Platí tedy: je-li m > n, pak každý člen souboru @m protíná F (a , n) 

nejvýše pro jedno oc. Každý soubor {V(a, n); oc e A} je tedy lokálně 
konečný diskrétní. Nechť je PF člen souboru @m, m S; n + 2. Když 
PF n V'(<x, n) * 0, pak PF n H(<x, n — 1) #= 0, podle (*) je tedy PF c 
c H(oc, n)\ kdyby PF n \Jß<aH{ß, n + 1) #= 0, pak by pro jisté ß < oc 

bylo W n H{ß, n + 1) 4= 0, tedy podle (*) PF c H(ß, n + 2), tudíž 
W n V'(oí, n) = 0, což je spor; platí tedy PF c F(OC, TI). TO znamená, že 
platí: žádný člen souboru @m, m Sä n + 2, neprotíná zároveň V (a, n) 

a P — F(a, n)\ analogicky se dokáže, že žádný člen souboru &m, 
•m n + 3, neprotíná zároveň V"(oc, n) a P — F ' (a , «.). 

I I I . Pro n = 1,2,... položme F ; = |J U* F'(«> i ) , F^ = |J U « F > , A). 
1 fc=l 

oo ao 
Zřejmě U F„ = U V"n = P . Snadno se zjistí (na základě tvrzení na 

n - l n = l 

konci předcházející části důkazu), že žádný člen souboru @m, m ^ 
^ T I + 3, neprotíná zároveň V"n a P — V'n. Pro fi = (oc, n) e M položme 
nyní Uß = U(oc, n) = V(oc, n) - F ^ , FŘ = F(oc, n) = V"(oc, n) - F ^ . 
Potom Up jsou otevřené, F^ jsou uzavřené, P^ c U^. Když x e P, zvolme 
nejmenší ti takové, že x e (JaF"(a, 7i); potom ¡cnoneFá.i, takže 
xe\JxF(oc, n). Tedy = P . Nechť je PF člen souboru @m, m 
S: n + 3, předpokládejme, že pro některé oc platí PF — U(oc, n) =# 0, 
W n F(oc, n) #= 0, a odvoďme spor. Z PF n P ( « , w) 4= 0 vyplývá 
PF n V"(oc, n) 4= 0, tudíž PF n F ' ( « , n) 4= 0, takže (viz konec části I I 
důkazu) množiny PF a P — V(oc, n) jsou disjunktní. Z toho nyní ^>lyne 
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F c V(a, n)\ vzhledem k U(<x, n) = F(a, n) — V'n_v W — U{<x,.n) * 0, 
platí tudíž W n .+ 0, tedy také W n * 0. Avšak, jak již 
bylo uvedeno, žádný člen souboru ©m, m Sí n + 3, neprotíná zároveň 
V"n a P — V'n, a to platí ovšem také s n — 1 místo n. Máme tedy 
W c V'n_x. To však je spor s předpokladem W n P ( « , n) + 0, neboť 
F ; . ! a F(tx, n) jsou disjunktní. Dokázali jsme tedy, že žádný člen sou-
boru @m-, m n + 3, neprotíná pro fi = ( « , n) zároveň P^ i P — U^. 

Zbývá dokázat, že {U^} je.lokálně konečný. Buď xeP. Zvolme p 

tak, aby x e V"p. Zřejmě U(ot, n) n V"p = 0 pro n> p. Ježto soubory 
{V{oí, n)\ a. e A} jsou, jak jsme dokázali v I I , lokálně konečné a 
•U(oí, n) c V(oí, n), je soubor {U(ol, n)\ ot e A, n ^ p} zřejmě lokálně 
konečný. Z toho plyne nyní ihned, že vhodné okolí bodu x protíná U^ 

pouze pro konečně mnoho ¡u. 

2.10. N e c h ť P je m e t r i s o v a t e l n ý pros to r ; nechť {Ga} je 
j e h o o t e v ř ené pok ry t í . P o t o m ex i s tu j e o t e v ř ené p o k r y t í 
{Up}, k t e r é je h v ě z d o v i t ě j emně j š í než {<?»}. 

Důkaz . Zvolme určitou vytvářející metriku q prostoru P . Je-li 
xe P , e > 0, nechť S(x, e) značí (g, e)-okolí bodu x, tj. množinu těch 
y e P, pro něž g(x, y) < e. Pro každé xe P zvolme nyní kladné e^ < 1 
tak, aby S(x, ex) c Ga pro vhodné a a položme Ux — S(x, dx), kde 
<5® = i« »- Zřejmě {U x, xe P} je otevřené pokrytí P . Nechť xe P. 

Označme Y množinu y e P takových, ze xe Uy; buď e' supremum čísel 
£„, y e Y. Zvolme y0eY tak, aby e„o > |e'. Nechť nyní y e Y, ze Uv. 

Potom x e ř7Vo, xeUy,ze Uy, tedy e(y0, x) < <5Wi, q{y, x) < dy, g(y, z) < 

< óy, g(y0, z) < + 26'Máme ey ^ e' < fey#, tedy dy < \dVa„ takže 
eiVo, *) < 4<5„0 = evQ- Platí proto zeUy, yeY^ze S(yQ, ey). Podle 
předpokladu existuje oc tak; že S(y0, eVa) c Ga. Z toho vyplývá xeUy=> 

.=> Uy c Ga; tedy {Ux} hvězdovitě zjemňuje {č?a}. 

CVIČENÍ k § 2 

2.1. Nechť {ÉtjJ je bodově konečné otevřené pokrytí normálního prostoru P. 
Potom existují dokonale otevřené Ua takové, že Ua C Ga, U Ua = P. 

2.2. Nechť {Xa; a e A} je soubor množin. K tomu, aby {X a } byl hvězdovitě 
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j e m n ě j š í n e ž { X a } , j e n u t n é a s tač í , a b y e x i s t o v a l a m n o ž i n a A' C A t a k o v á , ž e 

s o u b o r { X a ; a e A'} j e d i s j u n k t n í , a e A} z j e m ň u j e a e A'}. 

2.3. Zakrytí {Xa; a. e A} prostoru P nazveme ireducibilnlm, jestliže pro B c A, 
B =)= A máme vždy U neB Xa 4= P. Dokažte: je-li {Xa; tx « A} bodově konečné 
zakrytí prostoru P, pak existuje A' C A tak, že a e A'} je ireducibilní 
zakrytí P.*) 

2.4. Aby prostor P byl spočetně kompaktní, k tomu je nutná a stačí každá 
z těchto podmínek: (1) každé ireducibilní otevřené pokrytí P je konečné, (2) kaž-
dé ireducibilní nejvýš spočetně otevřené pokrytí P je konečné. 

2.5. Nazveme prostor P a-diskrétním, jestliže soubor {(1); x e P} je cr-di-
skrétní. Dokažte: v cr-diskrétním prostoru každá množina je zároveň P^-množi-
nou a Gj-množinou. 

2.6. Každý metrisovatelný prostor obsahuje hustý cr-diskrétní podprostor. 

2.7. Dokažte: ve větě 2.6 lze volit pokrytí {U^} tak, aby bylo konečné, je-li 
soubor {Ga} konečný, a mělo stejnou mohutnost jako {C?a}, je-li tento soubor 
nekonečný. 

2.8. Nechť {Gk} je bodově konečné nejvýš spočetné pokrytí normálního pro-
storu P. Potom existují otevřené Uk c Gk takové, že {Uk} je lokálně konečný, 
U uk = P. 

2.9. Z vět 2.9 a 2.10 plyne okamžitě: ke každému otevřenému pokrytí metri-
sovatelného prostoru P existuje jemnější lokálně konečné cr-diskrétní otevřené 
pokrytí. Dokažte toto tvrzení přímo. [Nechť P má metriku g; nechť (G^ 
a. e A) je jeho otevřené pokrytí; předpokládáme, že A je dobře uspořádána. 
Nechť Bk a, kde k = 1, 2 » e i , značí množinu x e P takových, že p(a;, P — 
— Ga) ^ k~\ x non e Gp pro fi e A, /S < a; položme Bk = U a -®)c,a- Nechť Hk a 

1 l ' 
značí množinu x e P takových, že Q(X, Bka) < —, g(x, Bj) > 77 P ro 1 = H •• •>• 

3 « 4; 

k — 1. Zjistí se, že {Hk a } je pokrytí s potřebnými vlastnostmi.] 

2.10. Nechť P je metrisovatelný prostor, {Ga} je jeho lokálně konečné ote-
vřené pokrytí. Potom existuje vytvořující metrika g prostoru P taková, že-
{g, l)-okolí (viz T def. 9.1.2) každého x eP je obsaženo v některé Ga. [Nechť 
Fa C Ga jsou uzavřené, U Fa = P; nechť fa jsou spojitá zobrazení P do <0, 1>,. 
fa{x) = 1 pro x £ Fa, /a(x) = 0 pro x e P - Ga. Položme g(x, y) = E J f a ( x ) -

— fa(y)\ + a(x> V)> kde a je libovolná vytvořující metrika prostoru P.] 

* ) T e r m í n u „ i r e d u c i b i l n í " se pro pok ry t í v l i teratuře často použ í vá v podstatně 
od l i šném smyslu, ftíká se to t i ž např. , že o t ev řené pok ry t í {Ga; a č A} prostoru P j e 
i reducibi lní , je- l i splněna t a t o podmínka : k d y ž Ha c Oa j s ouo tev r ené , \JHX = P, p a k 
p ro l i bovo lnou konečnou neprázdnou fi C A p lat í : pro t ína j í - l i se Ox, í e / i , pak se p ro t í -

. na j í t é ž H a , t x e f i . 
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2.11. Věta z 2.10 zůstává správnou, vynecháme-li předpoklad, že {G a } je 
lokálně konečné. [Použijte 2.9.] 

2.12. Tvrzení věty 2.6 lze zesílit (lze klást Ha = Oa), položíme-li na P silnější 
požadavky. Dokažte: je-li {C?a} lokálně konečné otevřené pokrytí metrisovatel-
ného prostoru P, pak existuje lokálně konečné <r-diskrétní otevřené pokrytí 
{Up}, které je jemnější než {Oa } a má tu vlastnost, že každé TĴ  protíná pouze 
konečně mnoho množin Qa. [Použijte 2.9.] 

2.13. Nechť P je metrisovatelný prostor. Nechť {Xa} je lokálně konečný 
(v P ) soubor částí P. Potom existuje vytvořující metrika g prostoru P a číslo 
e > 0 takové, že označíme-li Oa množinu všech x e P, pro něž Q(X, Xa) < e, 
soubor {<?a} je lokálně konečný. [Pro x e P bud Ua otevřené okolí, které protíná 
konečně mnoho Xa. Sestrojme k {Ux} metriku g podle 2.11 a položme 
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