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5. P L N Ě N O R M Á L N Í P R O S T O R Y 

5.1. Podle 4.11 je P-prostor normální, když a jen když každé jeho 
konečné otevřené pokrytí je normální. Podle 4.9 je každé otevřené 
pokrytí metrisovatelného průstoru normální. Na druhé straně lze 
snadno udat příklad (viz 10.1) otevřeného pokrytí normálního pro-
storu, které není normální. Jeví se proto přirozeným soustavně studo-
vat prostory, jejichž každé otevřené pokrytí je normální; ukáže se pak, 
že tyto prostory mají četné další důležité vlastnosti. 

Def inice. Pravíme, že í1-prostor P je plní normální, je-li každé 
jeho otevřené pokrytí normální*). 

Uvedeme nyní nejdříve dvě věty, které přímo plynou z této definice 
a dřívějších vět (4.9 a 4.10), a pak několik podmínek, které jsou nutné 
a stačí k tomu, aby prostor byl plně normální. 

5.2. P lně normální prostor je normální. 

5.3. Met r i sovate lný prostor je plně normální. 

5.4. Aby P-prostor P by l plně normální, k tomu je nutná 
a stačí každá z těchto podmínek: 

(1) ke každému otevřenému pokry t í prostoru P ex istuje 
hvě zdov i t ě jemnějš í otevřené pokry t í ; 

(2) ke každému otevřenému pokry t í {£?„} prostoru P exis-
tu je spo j i tá pseudometrika q taková, že pro každé xeP 
př i vhodném « p la t í q(x, y) < 1 => y e Ga; 

(3) ke každému otevřenému pokry t í {Ga} prostoru P 
ex is tu je spoj i tá pseudometrika q tak, že pro každé xeP 
př i vhodném « a vhodném e > 0 p lat í q(x, y) < e => y e Ga; 

(4) ke každému otevřenému pokry t í prostoru P ex istuje 
jemnějš í otevřené pokry t í {/^(F^,)}, kde / je vhodné spo-

* ) P r o p lně normá ln í prostory se v e l m i často už í vá též ná z vu parakompaktni. 
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j i t é zobrazení P do metr isovate lného prostoru R, { V j e 
o tevřené pokry t í R. 

Důkaz. Platí-li (1), pak se k danému otevřenému pokrytí @„ se-
strojí ihned indukcí pokrytí &k, k = 1, 2, ..., taková, že@s+1 hvězdo-
vitě zjemňuje ®k. Vše ostatní plyne ihned z 4.1, (1), (4), (5), (6). 

5.5. A b y jf-prostor P by l plně normální, k tomu je nutná 
a stačí každá z těchto podmínek: 

(1) ke každému otevřenému pokry t í {£?<,} ex is tu je lo-
kálně konečný soubor spo j i t ých nezáporných funkcí {/„} 
t akový , že fa(x) = 0 pro x e P — Ga, 1,afa(x) > 0 pro každé a; e P; 

(2) ke každému otevřenému pokry t í {Cra} ex is tu je sou-
bor spo j i t ých nezáporných funkcí {fa} tak, že fa(x) = 0 
pro xeP — Ga, součet 2,Ja ex is tu je (viz 1.20)a je spoj i tou klad-
nou funkcí v P. 

To plyne bezprostředně z 4.3. 

5.6. A b y P-prostor P by l plně normální, k tomu je nutná 
a stačí každá z těchto podmínek: 

(1) P je regulární a ke každému jeho otevřenému po-
k ry t í ex is tu je j emnějš í cr-lokálně konečné otevřené po-
kry t í ; 

(2) P je regulární a ke každému jeho otevřenému po-
k ry t í ex is tu je jemnějš í lokálně konečné zakry t í ( l ibovol-
nými množinami); 

(3) ke každému otevřenému pokry t í prostoru P ex is tu je 
j emně jš í lokálně konečné uzavřené zakry t í ; 

(4) P je íř-prostor a ke každému jeho otevřenému, po-
kry t í ex is tu je jemnějš í lokálně konečné otevřené po-
kry t í ; 

(5) je - l i {Ga} o tevřené pokry t í P, pak ex is tu j í o tevřené 
Ua tak, že Ua c Ga, {Ua} je lokálně konečné pokry t í P.*) 

* ) K t é t o v ě t ě (a v ě t á m 5 .4 , 5 .5 ) v i z E . MICHAEL, A n o t e on p a r a c o m p a c t spaces, 
P r o c e e d i n g s of the A m e r i c a n M a t h e m a t i c a l Soc i e t y , 1953, 4, 831—838 . 
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Důkaz. I. Nechť platí (1). Buď {G a } otevřené pokrytí P. Existuje 
ff-lokálně konečné otevřené pokrytí {Hfi; ¡3 e B}, které je jemnější než 

CO 

{Ga}. Nechť B = \jBn, (1 e Bn) jsou lokálně konečné; položme 
n-l 

Un = U^B„ Hfj\ zřejmě \jUn = P, Un jsou otevřené. Pro každé /S 
n-l 

zvolme n = n(fi) tak, aby /? e Bn\ položme X# = H„ — U Uk, kde 

n = n(/3). Nechť x e P\ zvohme nejmenší p takové, že x e TJa zvolme 
(3 e B„, pro něž x e H0\ zřejmě x e Xe. Tedy {X^} je zakrytí P. Nechť 
xeP. Zvolme p tak, aby xeUv; pro k = 1, ..., p zvolme okolí V.k 

bodu x tak, aby Vk n Hfi 4= 0 pouze pro konečně mnoho indexů /3 e Bk. 
Položme V = ř7„ n 'V1 n ... n Vv. Snadno se zjistí, že F n =f= 0 
pouze pro konečně mnoho /J e B. Tedy {X^; e B} je lokálně konečný. 
Platí tedy (2). 

I I . Nechť platí (2). Nechť {Ga\ a e A} je otevřené pokrytí P. Pro 
každé x zvolme otevřenou Ux tak, aby xeUxa,UxcGa pro vhodné a 
(to je možné, neboť P je regulární). Nechť nyní lokálně konečné za-
krytí {X^; (3 e B} je jemnější než {Ux}. Potom podle 1.10 soubor 
{X^} je lokálně konečné uzavřené zakrytí. Je-li e B, buď xeP, 
Xfi c Ux, dále buď a e A, Ux c Ga. Zřejmě máme Xfi c Ga. Tedy {X^} 
zjemňuje {čr^}. 

I I I . Nechť platí (3). Nechť {Ga\ tx e A} je otevřené pokrytí P. Exis-
tuje lokálně konečné uzavřené zakrytí {P^; ¡3 e B}, které zjemňuje 
{Ga}. Pro každé /S e _B zvolme <x = a(/J) e A tak, aby Fp c Ga. Pro 
každé xeP zvolme nyní jeho otevřené okolí Ux tak, aby (a) Ux n 
D Fp =)= 0 pouze pro konečně mnoho /S; (b) když Ux n F# 4= 0, pak 
Ux c Ga(p). Ježto { U x } je otevřené pokrytí, existuje jemnější lokálně 
konečné uzavřené zakrytí {Ky\ y e C}. Zřejmě platí: pro každé y e C 
jest Ky n Fp 4= 0 pouze pro konečně mnoho /S. Pro /? e B označme nyní 
C(i3) množinu y e C takových, že F$ n Ky 4= 0; soubor {C(f3)} je zřejmě 
bodově konečný. Položme = \J.,tC{p)Ky Zřejmě{Sp\ ¡3 eB} je zakrytí 
P, a to lokálně konečné podle 1.5. Položme nyní konečně = P — 
— Uvec-c(/j) Ky- Zřejmě pak jsou otevřené (podle 1.13), Ffi c c Sfi, 
takže {F^} je lokálně konečné otevřené pokrytí. Dokážeme nyní, že 
vždy platí Sfic Ga^y, z toho ihned vyplyne, že (Vp) zjemňuje {Ga}. 
Skutečně, je-li y e C(f3), pak Ky n Fp 4= 0; pro vhodné xeP však máme 
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Ky c Ux, tedy UxnFfi * 0, tedy Ux c Galfi); tedy platí Ky c Ga<fi). 

Z toho pak vyplývá, že 8fi = Uyec(jj, K y c G^n)-
Zbývá ještě dokázat, že (za předpokladu (3)) P je H-prostor. 
Dokážeme dokonce, že P je normální. Nechť Tt c P, T2 c P jsou 

uzavřené, T1nT2 = 0. Existuje lokálně konečné uzavřené pokrytí 
{Fp\ (} e B} prostoru P takové, že pro každé /? buď Ffi c P — Tx nebo 
FficP — T2. Buď Bi množina /3 e B takových, že Ffi c P — T{; buď 
K{ = U^B, Fp- Pak K2 jsou uzavřené (podle 1.13), Kvu K2 = P, 
Ti n Kt = 0. Když položíme TJi = P — Ku pak ř7ť jsou otevřené, 
U1 r\U2 = 0, Ti c ř7j. Tedy P je normální, a tím spíše H-prostor. 
Platí tedy (4). 

IV. Nechť platí (4). Dokážeme nejdříve, že P je regulární. Nechť 
F c P je uzavřené, a e P — F. Pro x e F zvolme otevřené Hx tak, aby 
x e Hx, a e P — Hx, pro xeP — F položme Hx = P — F. Nechť lo-
kálně konečné otevřené pokrytí {Vp} zjemňuje {H x } . Zřejmě platí 
Vff n P =t= 0 => a e P — Vp. Buď V sjednocení těch která protínají 
P. Snadno se zjistí, že P c V c V c P — (a). Z toho plyne, že P je 
regulární. 

Nechť nyní {Ga} je otevřené pokrytí P. Pro každé x zvolme jeho ote-
vřené okolí Wx tak, aby Wx c Ga pro vhodné tx. Nechť lokálně konečné 
otevřené pokrytí y e C} prostoru P zjemňuje { Wx}. Pro každé y 
lze zvolit <x = <x(y) tak, aby pro vhodné x bylo Sy c Wx, Wx c Ga. Pro 
každé « buď nyní Ua sjednocení S7 pro y takové, že <x(y) = tx. Snadno se 
zjistí, že {Ua} má vlastnosti uvedené v (5). 

V. Ježto z podmínky (5) pijme triviálně podmínka (1), dokázali 
jsme, že podmínky (1) až (5) jsou navzájem ekvivalentní a že tedy 
z každé z nich vyplývá, že P je normální. Z 4.10 nyní plyne, že P je plně 
normální, když a jen když platí (4). Tím je důkaz celé věty dokončen. 

5.7. Nechť P je plně normální ; nechť S c P je P^-množina 
v P . P o t om S je plně normální. 

00 
Důkaz. Nechť S = (J Sk,8k jsou uzavřené v P . Nechť {Ga} je otevře-

fc.i 
né pokrytí prostoru $(t j . GacS, Ga jsou otevřené v S, U Ga = S). Nechť 
Ha jsou otevřené v P, Ha n S = Ga. Pro každé k = 1,2,.. . platí: 
Ua Ha u (P — Sk) = P, tedy podle 5.6, (4) existuje lokálně konečné 

454 



otevřené pokrytí {U^; (3 e Bk) prostoru P tak, že pro každé /J buď 
U0 c Ha při vhodném <% anebo U^cP — Sk. Označme nyní B'k množinu 

00 

indexů [3 takových, že c Ha při vhodném a; položme B = U B'k. 
k. 1 

Potom, jak se snadno zjistí, {Up n S; ¡i e B} je cr-lokálně konečné 
otevřené pokrytí prostoru S, které zjemňuje {Ga}. Protože {G a } bylo 
libovolné, plyne z toho podle 5.6, (1), že S je plně normální. 

5.8. Nech ť P je P-prostor. Nech ť {iS^; a e .4} je lokálně ko-
nečné z ak r y t í P; nechť Sa jsou uzavřené. Jsou-l i Sa plně 
normální, pak též P je plně normální . 

Důkaz. Nechť {Gp, ¡3 e B} je otevřené pokrytí P . Podle 5.6, (3) exis-
tuje pro každé a lokálně konečný vSx soubor {Xa y\ y € Ca} uzavřených 
v Sa množin, který zakrývá Sa a zjemňuje {Gfi n Sa; {3 e B). Z 1.8, 1.6 
vyplývá, že {Xay, y e Ca, a e A) je lokálně konečný v P; zřejmě tento 
soubor zjemňuje { G Z 5.6, (3) nyní plyne, že P je plně normální. 

5.9. Nech ť P je P-řř-prostor. Nech ť S c P a nechť pro každou 
o tevřenou G o S ex i s tu j e T tak, že G z> T D 8, T je plně nor-
mální. P o t o m S je plně normální . 

Důkaz. Nechť {Ha} je otevřené pokrytí prostoru S. Pro každé oc 

buď Ga otevřená v P, Ga n S = Ha\ buď G = U* G*- Nechť GdT d S, 
T je plně normální. Potom existuje lokálně konečné (v T) otevřené 
pokrytí {Ufi} prostoru T, které zjemňuje {Ga n T). Zřejmě soubor 
{Up n S} zjemňuje {Hx} a je lokálně konečným otevřeným pokrytím S. 
Z toho plyne podle 5.6, (4), že S je plně normální. 

5.10. Nech ť P je plně normální, S c P a pro každou otevře-
nou v P množinu GdS ex i s tu je tr-lokálně konečný soubor 
{ X A } uzavřených částí P tak, že GDUJIJDIS . P o t o m S je 
plně normální . 

To plyne z 5.7, 5.8, 5.9. 

5.11. L z e - l i z každého o tevřeného pok r y t í regulárního 
P-prostoru P v y b r a t spočetné p o k ř t í , pak P je plně nor-
mální. 

To plyne ihned z 5.6, (1). 
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5.12. Kompak tn í -F-řř-prostor je plně normální. — To 
plyne ihned např. z 5.11 a T 8.3.19. 

5.13. Def inice. Topologický prostor P nazýváme o-kompaktním, 
00 

existují-li kompaktní Pk tak, že P = |J Pk. 
s-i 

5.14. Z každého otevřeného pokry t í c-kompaktního pro-
storu lze v yb ra t spočetné pokryt í . — To plyne ihned z definice 
5.13. 

5.15. Regulární cr-kompaktní -F-prostor je plně normální. 
— To vyplývá z 5.14 a 5.6, (1). 

Poznámka. Existují lokálně kompaktní normální prostory, které 
nejsou plně normální, viz 10.1. 

5.16. Spočetně kompaktní plně normální prostor je kom-
paktní. 

Důkaz. Nechť {Gx} je otevřené pokrytí spočetně kompaktního plně 
normálního prostoru P. Nechť lokálně konečné otevřené pokrytí {Hp} 
zjemňuje {Ga}\ lze předpokládat (je-h P 4= 0), že Hp 4= 0 pro každé fi. 
Tvrdím, že soubor {Hp} je konečný; skutečně, kdyby platil opak, zvo-
líme Xp e Hp, načež existuje (neboť P je spočetně kompaktní) bod x e P 
takový, že pro každé jeho okolí U je Xp e U pro nekonečně mnoho /9, 
tj. U n Hp #= 0 pro nekonečně mnoho /9; to však je spor. Z toho, že 
{Hp} je konečný, plyne ihned, že z {čra} lze vybrat konečné pokrytí. 

5.17. Nechť P je plně normální, {-Fa} je lokálně konečný 
soubor jeho uzavřených částí. Po tom ex is tu je lokálně 
konečný soubor o tevřených množin {Ga} takový , že Ga D Fa. 

Důkaz. Pro každý bod x e P zvolme jeho otevřené okolí Ux tak, 
aby Ux n Fx 4= 0 pouze pro konečně mnoho indexů <x. Ježto P je plně 
normální, existuje lokálně konečné otevřené pokrytí {Hp, (3 e B), které 
zjemňuje {Ux}. Pro každý index a. buď nyní Ba množina /S e B tako-
vých, že Hp n Fa + 0. Soubor {Ba} je bodově konečný, neboť pro 
každé p je Hp n Fa, 4= 0 pouze pro konečný počet indexů « . Položme 
nyní Ga = (J^B Hp. Podle 1.5 soubor {Gx} je lokálně konečný; zřejmě 
Ga d Fa. 
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5.18. Nechť P jg plně normální, {Fa\oceA} je lokálně ko-
nečný soubor jeho uzavřených částí. Po tom existuje spo-
j i t é zobrazení / prostoru P do j istého metrického prosto-
ru R takové, že p lat í : když fi c A je konečná, C\SclzFa = 0, 
pak pro každé y e R ex is tu je oc e ¡i tak, že q(y, f1(Fa)) ^ 1 (a t ím 

spíše r U . / W = 0). 

Důkaz. Pro každé xeP buď Tx sjednocení těch Fa, pro něž 
x non e Fa\ položme Ux = P — Tx. Z 1.13 pijme, že Ux jsou otevřené; 
zřejmě \JXtP Ux = P. Zřejmě platí: když Fa n Ux 4= 0, pak x e Fa. 

Ježto P je plně normální, je {Uz, z e P} normální otevřené po-
krytí, takže podle 4.1, (4) existuje spojitá pseudometrika q v P 
taková, že ke každému x e P existuje z e P, pro něž platí, že y e P, 
q(x, y) < 1 => y € Uz. Nechť nyní ¡i c A je konečné, ( " ) « . „ = 0-
Kdyby existoval bod x e P takový, že q(x, Fa) < 1 pro každé a e 
pak by pro vhodné ze P platilo Uz n Fa =(= 0 pro každé «e/i, tedy 
z e Fa pro každé oce ¡x, což je spor. 

Nyní je zřejmé, že zobrazení P do metrického prostoru příslušného 
k q (viz 3.2) má potřebné vlastnosti. 

5.19. Def inice. Je-li m mohutnost, tn 1, říkáme, že prostor P 
je m-metrisovatelný, když je homeomorfní s podmnožinou kartézského 
součinu trt metrisovatelných prostorů; je-li prostor 1-metrisovatelný, 
říkáme prostě, že je metrisovatelný (to je ve shodě s definicí T 9.1.7). 

Zřejmě platí: je-li 1 ^ m ^ n a je-li P m-metrisovatelný, pak je též 
n-metrisovatelný. Z T 9.1.10 plyne ihned: je-li P N0-metrisovatelný, 
pak je metrisovatelný. 

5.20. Nechť m je nekonečná mohutnost. Prostor P je m-
metr isovate lný, když a jen když je úplně regulární a exis-
tu je jeho otevřená base,, která je sjednocením m lokálně 
konečných soustav otevřených množin. 

Důkaz. I. Nechť je podmínka splněna. Potom existuje soubor 
{Ga\ oc e A], který je otevřenou basí prostoru P, množina M mohut-
nosti m a soubor {Atl\ /z e M} takový, že U^mA^ = A a každý soubor 
{Ga~, oce Ap) je lokálně konečný. Pro oc e A, v e M buď F a v sjednocení 
těch Gf, (3 e A„ pro něž Gfi a P — Ga jsou normálně oddělené (neexis-
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tuje-li takové je ovšem Va v = 0). Podle 3.11 množiny P — Ga 

a Va v jsou normálně oddělené. Z toho, že P je úplně regulární, snadno 
vyplývá, že pro každé OL je Ga = \J,tMVa v. 

Pro OL e A, v e M buď nyní fa v spojitá funkce v P taková, že x e P => 

=> 0 ^ / „ » rg 1, x € Fa>v => fa,v(x) = l,xeP-6a=> /„.,(«) = 0. Je 
zřejmé, že pro každé ¡x e M,v e M soubor funkcí {fa v; OL e A^} je lokálně 
konečný. Pro ¡x e M, v e M, x e P, y e P položíme nyní Q^x, y) = 

— 2 IfaAx) ~~ fa.Áy)\- Potom podle 3.4 funkce q^ je spojitá pseudo-
atA/i 

metrika v P. Ježto pro každé OL je Ga = \JytMVa „ platí zřejmě: 

(*) je-li x e Gx, pak existují fi e M, v e M tak, že 

yeP-Ga=> q^x, y) ^ 1 . 

Buď nyní R^ v metrický prostor příslušný k pseudometrice q^ v 

a buď <pM:, příslušné zobrazeni P na R^ (viz 3.2). Položme R = 

= typ^Rpy, nechť zobrazeni <p prostoru P do R je definováno tak, že 
(fi, v)-souřadnice bodu tp(x) e R je právě (p^x). Zobrazení jsou 
spojitá (neboť pseudometriky v jsou spojité) a proto podle T 7.4.6 
je spojité též zobrazeni <p. Ježto je R kartézským součinem m metrisova-
telných prostorů, zbývá dokázat, že <p je prosté, i j e spojité- To však 
plyne ihned, vzhledem k tomu, že {ť?a} je otevřená base, ze vztahu (*). 

I I . Dokážeme nyní, že každý metrisovatelný prostor má <r-lokálně 
konečnou otevřenou basi. Buď tedy P metrisovatelný; zvolme v něra 
určitou metriku g. Pro n = 1, 2, ... buď U„ soustava všech otevřených 

G c P, které mají (při metrice g) průměr*) menší než —. Ježto P je 
Tb 

podle 5.3 plně normální, existuje podle 5.6, (4) pro každé n = 1, 2, ... 
lokálně konečné otevřené pokrytí {Ga) OL e An} jemnější než U„. Soubor 

00 
{Ga\ OL e U An} je (T-lokálně konečný. Tvrdím, že je otevřenou basí pro-

7 1 - 1 

storu P. Skutečně, je-li xeP a je-h V okolí x, existuje m tak, že 

g(x, y) < — => y e V. Zvolme « e Am tak, aby x e Ga; pak zřejmě 

*) Průměr d(M) množ iny M v metr ickém prostoru (P, q) de f inujeme takto: je- l i 
M = 0, pak d(M) = 0; je-l i M 0, pak d(M) je supremum čísel Q{X, y), kde SE M, 
y e M. 
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•Ga c V (neboť Ga má průměr < —); z toho plyne, že {Ga} je otevřená 
^ 17b 

base. 

I I I . Nechť nyní P je m-metrisovatelný. Pak především P je podle 
T 8.4.5 úplně regulární. Ježto P je m-metrisovatelný, můžeme předpo-
kládat, že P c tyaeÁRx, kde Ra jsou metrisovatelné, A má mohutnost m. 
Buď nyní (pro x e A) ©a a-lokálně konečná otevřená base prostoru Ra. 

Pro ot e A označme ipa zobrazení (zřejmě spojité) prostoru R na Ra, 

které přiřazuje každému x e P jeho «-souřadnici. Pro každou konečnou 
neprázdnou ¡i e A označme Jp̂  soustavu všech množin 
kde Ga je množina ze soustavy Je zřejmé, že každá Jĵ  je cr-lokálně 
konečná soustava otevřených částí P. Systém všech Jp̂  má mohutnost 
m; jeho sjednocení (tj. soustava všech H náležejících do některého Jj^) 
je otevřenou basí P a dá se vyjádřit jako sjednocení m lokálně koneč-
ných soustav. 

5.21. P-prostor je metr i sovate lný , když a jen když je re-
.gulární a má tr-lokálně konečnou o tevřenou basi.*) 

Důkaz. Podmínka je nutná podle 5.20. Podmínka stačí podle 5.6, 
.(1) a 5.20. 

Poznámka. Věta 5.21 se ovšem dá dokázat také přímo; viz 5.15. 

5.22. K a r t é z s k ý součin plně normáln ího prostoru a kom-
paktn ího .F.fí-p ros toru je plně normální . 

Důkaz. Nechť P je plně normální, Q je kompaktní -P/ř-prostor. 
Nechť {čra} je otevřené pokrytí P X Q. Pro každé (x, y) zvolme ote-
vřenou v P množinu U(x, y) a otevřenou v Q množinu V{x, y) tak, aby 
(x, y) e U(x, y) X V(x, y), U(x, y) X V(x, y) c Ga pro vhodné « . 

Pro každé x máme (Ji/ V{x, V) = Q\ ježto Q je kompaktní, pro každé x 

•existuje konečná množina K(x) c Q taková, že U » ^ ) V(x> y) = Q• P r o 

xeP položme W(x) = U(x, y).. Ježto {W(x)\ x e P) je zřejmě 

* ) K t é t o v ě t ě v i z z e j m é n a J . NAGATA , O n a necessary a n d su f f i c i en t c ond i t i on of 
m e t r i z a b i l i t y , Journa l of the Ins t i tu t e of Po l y t e chn i c s , Osaka C i t y Un i v e r s i t y , Series A , 
M a t h e m a t i c s , 1950, 7, 93—100, 10. CMHPHOB, HeoOxojpiMoe H nocTaToiHoe ycJioBHe 
MeTpnayeMOCTH TonojiorniecKoro npocTpaHCTBa, floKJiajm ANAAERNHH HayK CCCP, 1951, 77, 

197—200. 
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otevřené pokrytí P, existují podle 5.6, (5) otevřené W*(x) c W(x) tak,, 
že {W*(x)\ x e P} je lokálně konečné otevřené pokrytí prostoru P. 
Snadno se zjistí, že pak soubor {W*(x) X V(x, y)\ y e K(x), x e P} 

zjemňuje {(?„} a je lokálně konečným otevřeným pokrytím prostoru. 
P X Q. Ježto P X Q je zřejmě Pii-prostor, pijme z toho podle 5.6, (4),. 
že P X Q je plně normální. 

5.23. K a r t é z s k ý součin plně normálního prostoru a regu-
lárního cr-kompaktního P-prostoru je plně normální . 

Důkaz. Nechť P je plně normální, Q je regulární <r-kompaktní 
P-prostor. Z 5.15 plyne, že Q je normální, takže podle T 8.4.3 a T 8.4.7 
existují kompaktní FH-prostor R, do něhož je vnořen prostor Q. Buď 

<X> 
Q = \J Fn kde P „ jsou kompaktní. Potom P x R je plně normální 

71 =1 
CO 

podle 5.22, P x Q = U (P X Fn), P x P „ jsou kompaktní, tedy uza-
n-l 

vřené v P X R, takže P X Q je P^-množina v P X R a tedy plně nor-
mální podle 5.7. 

CVIČENÍ k § 5 

5.1. Dokažte tvrzení, která vznikají z vět 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, když v nich pí-
šeme všude „normální" místo „plně normální". 

5.2. Nechť P je plně normální, množina S C P je uzavřená, Fa c Ga C S, Fa 

jsou uzavřené, Ga jsou otevřené v S, U Fa = S, soubor {Ga} je lokálně konečný. 
Potom existuje lokálně konečné otevřené pokrytí {t7a} prostoru P takové, ž& 
vždy Fx c S n Ua c Ga. 

5.3. Nechť {Ua} je normální otevřené pokrytí prostoru P. Potom existují 
spojité-funkce fa v P takové, že x e P — Ux => fa(x) = 0, x e P => fa(x) ^ 0,. 
soubor {fa} je lokálně konečný a pro každé x e P platí Hxfa(x) = 1. 

5.4. Nechť P je plně normální, S C P je uzavřená. Nechť g je spojitá pseudo-
metrika na 3; nechť e > 0. Potom existuje spojitá p^eudometrika a na P taková, 
že x e <S, y € S => |g(x, y) — a(x, y)\ < e a jestliže g(x, y) ^ y pro všechna x e S, 
y e S, pak x e P, y e P => o(x, y) y. [Existuje lokálně konečné otevřené po-
krytí {Ga} prostoru S takové, že x e Ga, y e (?a => g(x, y) < Nechť {Ua} je> 
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lokálně konečné otevřené pokrytí P, S n Ua C Oa. K {Ua} zvolme {fa} podle 
5.3. Zvolme aa e S n lfa (lze předpokládat, že vždy S n Ua =t= 0). Položme 

a(x, y) = sup \ZJa(x) g(aa, z) — T,Ja{y) g(aa, z)| .] 
z«5 

5.5. Nechť P je plně normální prostor, množina S c P je uzavřená. Ke každé 
spojité pseudometrice g na S existuje spojitá pseudometrika a na P, která se na S 
shoduje s g.*) 

5.6. Nechťriž je Pii-prostor, P c R, P není uzavřené v R, P je plně normální. 
Potom existuje spojitá pseudometrika q V P taková, že pro žádnou spojitou 
pseudometriku a v R neplatí x e P, y e P => a(x, y) = g(x, y). [Bud x0 e P c R, 
a;„ non e P. Existuje lokálně konečné otevřené pokrytí {<?a} prostoru P takové, 
že x0 non e Oa. Bud g pseudometrika v P s vlastností z 4.1, (4).] 

5.7. Nechť P C R je normální prostor s Lindelófovou vlastností a nechť 
P c R, P není uzavřené v R, R je FH-prostor. Potom existuje spojitá funkce 
v P, která se nedá rozšířit (jako konečná spojitá funkce) na R. [Je-li x0 e P — P, 
nechť {Gk} je spočetné lokálně konečné otevřené pokrytí P, x0 non e Gk; nechť 
Pfc C jsou uzavřené, U Fk = P. Nechť fk jsounezáporné spojité funkce na P, 
fk(x) = k pro x e Fk, fk(x) = 0 pro x e P — Gk. Klademe / = 

Poznámka. Tvrzení platí za mnohem obecnějších předpokladů o P. Není 
však známo, zda platí pro každý plně normální prostor P (ba dokonce ani, zda 
platí pro diskrétní P libovolné mohutnosti).**) 

5.8. Pseudometriku g na množině P nazveme totálně omezenou, když pro 
každé E > 0 existuje konečná K c P taková, že x e P => min g(x, y) < E. 

VtK 
Dokažte: prostor P je pseudokompaktní (viz 4.4), když a jen když každá spo-
jitá pseudometrika na P je totálně omezená. 

5.9. Nechť P je normální, S C P je uzavřená. Nechť g je totálně omezená 
pseudometrika na S. Potom existuje pseudometrika a na P, která se na S sho-
duje s g. [Použijeme toho, že pro každé S > 0 existuje konečné otevřené po-
krytí {Gk} prostoru S taliové, že pro x e Gk, y e Gk máme g(x, y) < <5, a pak po-
stupujeme obdobně jako u 5.4.] 

5.10. Nechť P je úplně regulární prostor. Každou totálně omezenou spojitou 
pseudometriku g na P lze rozšířit na spojitou pseudometriku na P(P). [Doká-
žeme, že každý bod x e ft{P) má pro každé E > 0 okolí U takové, že x e U n P, 
y e U n P => g(x, y) < E. Proa; e ¡HP), y EF)(P) položme a(x, y) = sup inf g(x,y), 

Vy xtUnP 
ViVnP 

kde U, V probíhají všechna okolí x, y v prostoru /?(P).] 

* ) V i z k t o m u např . R . ABENS , E x t e n s i ó n of c o v e r i n g s . . . , Canad ian Journa l of 
Ma thema t i e s , 1953, 5, 211—215. 

* * ) V i z k t o m u m j . M . KATĚTOV , Measures in f u l l y n o r m a l spaces, F u n d a m e n t a 
M a t h e m a t i c a e , 1951, 38, 73—91 . 
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5.11. Odvodte přímo z 2.9, že každý metrisovatelný prostor mé cr-lokálně ko-
nečnou otevřenou basi. 

5.12. Nechť P je normální prostor. Nechť {(?a} je cr-lokálně konečný soubor 
otevřených P„-množin v P. Potom existuje spojitá pseudometrika g v P taková, 
že pro každé a a každé x eOa při vhodném e > 0 platí Q(X, y) < e => y e Oa. 
[Sestrojte spojité funkce fa tak, aby fa(x) = 0 pro a; e P — Oa, fa(x) > 0 pro-
x e Oa; použijte 3.4 a 3.5.] 

5.13. Odvodte z 5.12, že normální prostor P, který má cr-lokálně koneč-
nou otevřenou basi, je metrisovatelný. [Nejdříve dokažte, že P je dokonale nor-
mální.] 

5.14. Nechť P je prostor, Fx c P, P2 C P jsou disjunktní uzavřené. Nechť 
{č?a} je (T-lokálně konečný soubor otevřených částí P a nechť pro každé x e 
(resp. x e Ft) existuje a takové, že x e Oa a Oar\ F2 = 0 (resp. Ox n Ft = 0). 
Potom existují disjunktní otevřené U1 D Fu U2 3 Ps.. 

5.15. Z 5.11, 5.13, 5.14 odvodte znovu větu 5.21. 

5.16. Nechť P je plně normální prostor. Nechť U je nejjemnější uniformita, 
která souhlasí s topologií prostoru P. Potom U se skládá právě ze všech okolí 
„diagonály" v topologickém prostoru P x P. 
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