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6. D Ě D I Č N Ě P L N Ě N O R M Á L N Í P R O S T O R Y 

6.1. De f in ice . Prostor P nazveme dědičně plné normálním, je-li 
každý jeho podprostor plně normální. 

Je zřejmé, že dědičně plně normální prostor je dědičně normální. 
Dědičně normální prostor však nemusí být dědičně plně normální, ba 
dokonce (viz 10.1) nemusí být ani plně normální. 

6.2. P ros to r je dědičně plně normální, když a jen když 
každý j eho o t ev ř ený podpros tor je plně normální. — To plyne 
ihned z 5.9. 

Poznámka. Na základě věty 6.2 anebo přímo na základě definice 
dostaneme snadno z podmínek pro plnou normalitu (viz 5.4, 5.5, 5.6) 
podmínky pro to, aby prostor byl dědičně plně normální; viz též 
6.1. 

6.3. Dokona le normální plně normální prostor je dědičně 
plně normální . — To plyne ihned z 6.2 a 5.7. 

6.4. Me t r i s ova t e lný prostor je dědičně plně normální. — 
Vzhledem k tomu, že podprostor metrisovatelného prostoru je zase 
metrisovatelný, plyne to přímo z 5.3. 

6.5. Nech ť P je dědičně plně normální . Nechť XacP, soubor 
{ X a } je lokálně konečný v X = U Xa. P o t o m ex i s tu j í ote-
vřené (v P) množ iny Ga z> Xa takové, že soubor {G a } je lo-
kálně konečný v G = U Ga. P ř i tom lze z vo l i t Ga tak, aby 
Ga d Xa n G. Jsou-l i Xa o t evřené v X, pak zase lze z vo l i t Ga 

tak, aby Ga n X = Xa. 

Důkaz. Buď U sjednocení všech otevřených (v P) množin V tako-
vých, že V n Xa =f= 0 pouze pro konečně mnoho indexů <x. Snadno se 
zjistí, že X c U, { X a } je lokálně konečný v U, takže soubor { X a n U} 
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je rovněž lokálně konečný v U. Existují tedy podle 5.17 otevřené v U 

množiny Ha d Xa n U takové, že {Ha} je lokálně konečný v U. Po-
stačí nyní v obecném případě položit Ga = Ha\ jsou-li Xa otevřené 
v X, pak zvolíme nejdříve otevřené (v P ) množiny Ya tak, aby 
Yx n X = Xa, a položíme Ga = Ha n Ya. 

6.6. A b y regulární P-prostor P by l dokonale normální 
a plně normální, k tomu je nutná a stačí ta to podmínka: 
když { (ra } je soubor o t ev řených částí P, po tom ex i s tu j e 
j emně jš í soubor {Ht3} o t e v řených množin, k t e rý je a-lokálně 
konečný v P a takový , že \JpHp = (Ja Ga. 

Důkaz. I. Nechť podmínka je splněna. Potom nejprve (bereme-h 
v úvahu {Gx} taková, že U Ga = P ) vyplývá z 5.6, (1), že P je plně 
normální. Je-li U c P otevřená neprázdná, zvolme pro každé x e U 

otevřenou množinu Gx tak, aby xeGx, Gx c ¡7. Nechť nyní {Up} je 
<r-lokálně konečný v P soubor otevřených množin, U Hp = U Gx = U, 

{Hp} zjemňuje {(?.,.}. Potom zřejmě též \jHp = U; ježto {Up}, a tedy 
také {Up} je cr-lokálně konečný, plyne z toho podle 1.15, že U = \jHp 

je P^-množina. 
I I . Nechť P je dokonale a plně normální; nechť Gac P jsou ote-

vřené. Položme G = \JxGa. Z toho, že P je dokonale normální, vyplývá 
CO 

ihned, že existují otevřené množiny Vn takové, že V„ c G, U Vn = G. 
n = 1 

Pro každé n platí, že {Gx n Vn} je otevřené pokrytí prostoru Vn, takže 
existuje jeho lokálně konečné otevřené pokrytí {Xn p\ (3 e £ „ } , které 
zjemňuje pokrytí {Ga n Vn}. Pro (3 e Bn položme Hp = V„ n Xn p\ 

(D 
snadno se zjistí, že {Hp\ ¡3 e \J Bn} má potřebné vlastnosti. 

n = 1 
6.7. Nech ť P je l i bovo lný t opo l o g i cký prostor, Q je me-

t r i s o va t e lný prostor. A b y P X Q by l dědičně normální 
a plně normální, k tomu je nutné a stačí, aby nastal j eden 
z t ěchto př ípadů: (1) P je dokonale normální a plně nor-
mální (a t edy dědičně plně normální ) ; (2) P je dědičně nor-
mální a plně normální, Q je diskrétní . V př ípadě (1) je 
p ros tor P X Q též dokonale normální, a t edy dědičně 
plně normální .* ) 

*) Srovnej práci citovanou v poznámce na str. 452. , 
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Důkaz. I. Nechť P x Q (a tudíž také P ) je dědičně normál-
ní a plně normální. Předpokládejme, že nenastává případ (1) 
ani (2), a odvoďme spor. Existuje otevřená O c P , která není Fa-

množinou. Ježto Q není diskrétní, existuje prostá posloupnost {bn}, 

bne Q, a bod b různý od všech bn tak, že bn -> b. Položme P = 
= P - G , S = (P X Q)-F X (b). Položme Xn = F X (bn), X = 

= Ů Xn, y = G X (b). Potom X, Y jsou uzavřené v S , I n 7 = 0. Ježto 
n- l 

P X Q je dědičně normální, existují podle T 5.4.9 otevřenévP x Q mno-
žiny U D X, V d Y tak, že U n V = 0. Buď nyní Un množina x e P 

takových, že (x, bn) e U; zřejmě Un o P, Un je otevřená v P . Ježto 
CO 00 

G = P — F není P^-množinou, máme f| Un — P 4= 0. Buď ae f\Un — 
n- l n-l 

— P; pak máme zřejmě (a, b) e U, zároveň však (a, b) e Y, což dává 
spor. 

I I . Ježto je jasné, že v případě (2) prostor P X Q má potřebné 
vlastnosti, zbývá pouze dokázat: je-li P dokonale normální, plně nor-
mální, Q je metrisovatelný, pak P X Q je dokonale normální plně 
normální. 

Podle 5.21 má Q «r-lokálně konečnou otevřenou basi; z 2.6 vyplývá 
pak snadno, že Q má a-diskrétní otevřenou basi .{Hn_a\ oc e An, n = 

= 1, 2, ...}, kde pro každé n soubor {Hna) je diskrétní. Buď nyní 
G c P X Q otevřená; pro n = 1, 2, ..., <x e An buď UnA sjednocení 
všech otevřených V c P takových, že V X Hn 0l c G. Je zřejmé, že 
soubor {Una X Hnx) je (r-diskrétní (a tedy cr-lokálně konečný); 
snadno se zjistí, že Un.a (Un,a X H„ x) = G. Ježto každá Č7n>a X Hn iL 

je Pa-množina, pijme z toho podle 1.15, že G je P^-množina. 

Nechť nyní /? e B} je otevřené pokrytí prostoru P X Q. Nechť 
Up n a značí sjednocení otevřených V c P takových, že F X Hn a c Gp, 

položme Í7*a = \JpU0 n a. Podle 6.6 pro libovolné n = 1, 2, ..., oc e A„ 

existuje (T-lokálně konečný soubor {WnaiY] y e Gna) otevřených částí 
prostoru P takový, že U7 Wn,*,Y = U*x) {Wn_ay, y e Cn>a} zjemňuje 
{Up,n a; f3 e B}. Snadno se nyní zjistí (viz též 1.11, 1.6), že soubor 
{JFn.a.y X Hn x} je ff-lokálně konečný, pokrývá P X Q a zjemňuje 
{Gfi}. Tedy P je plně normální a tím je důkaz dokončen. 
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CVIČENÍ k § 6 

6.1. K tomu, aby P-prostor P byl dědičně plně normální, je nutná a stačí 
každá z těchto podmínek: (1) je-li {č?a} soubor otevřených částí P, pak existuje 
hvězdovitě jemnější soubor otevřených množin {Hp} takový, že (J Hp = U Ga; 
(2) P je regulární a platí: jsou-li Ga c P otevřené, pak existují Xa c Ga takové, 
že U Xa = (J Ga, je lokálně konečný v U Xa; (3) P je H-prostor a platí: 
jsou-li č?a C P otevřené, pak existují otevřené Ha c Ga takové, že (J Ha = \J Ga, 
{H,,}' je lokálně konečný v U Ha. 

6.2. Nechť P je dědičně plně normální. Potom ke každému souboru 
x e A] částí P takovému, že pro každéaplatí Xa n U Xp = 0, existují otevřené 

fitA 

v P množiny Ua D Xa takové, že Ua n Up = 0 pro oí =|= /?. 

6.3. Každý spočetně kompaktní podprostor dědičně plně normálního pro-
storu je uzavřený. 

6.4. Nechť P je P-prostor. Nechť {Sa} je lokálně konečné uzavřené zakrytí P. 
Jsou-li Sa dědičně plně normální, pak též P je dědičně plně normální; jsou-li Sa 

dokonale normální, pak též P je dokonale normální. 

6.5. Nechť P je normální. Nechť XkcYkcP, k = 1, 2 U Xk = P, 
Xk jsou uzavřené, Yk jsou otevřené. Jsou-li Yk plně normální, pak též P je 
plně normální; jsou-li Yk dědičně plně normální, pak též P je dědičně plně nor-
mální. 

6.6. Nechť P je dědičně plně normální prostor. Nechť S C P anechť g je spojitá 
pseudometrika na S. Potom pro každé e > 0 existuje hustá otevřená O c P 
taková, že O d S, P — G c S — S, a spojitá pseudometrika a na G taková, že 
je(a, y) — a(x, y)\ < e pro x e S, y e <S. 
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