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7. L O K A L I S A C E V L A S T N O S T Í 

7.1. De f in ice . Nechť P je prostor, 5)? je soustava jeho částí. Pra-
víme, že množina X c P náleží v bodě x e P lokálně do SW, jestliže exis-
tuje okolí U bodu x takové, že U n X etyfl; platí-li to pro každé x e P, 

pravíme, že X náleží lokálně do soustavy 9J?; náleží-li X do SDi lokálně 
v každém bodě x e X, říkáme, že X náleží vnitřně lokálně do soustavy 
SDí. — Zřejmě platí: jestliže I fSDí, pak X náleží lokálně do 9JÍ. 

Je-li V jistá vlastnost částí prostoru P a je -li SW soustava všech Y c P 

s touto vlastností, pak někdy říkáme (místo uvedených výrazů) také, 
že X c P má v bodě x lokálně vlastnost V, a podobně (např. říkáme, 
že „X je lokálně Gj-množinou"). 

7.2. Je- l i SDi soustava částí P-prostoru P a j e - l i X c P, pak 
množina těch x e P, v nichž X nálež í lokálně do SK, je otevřená. 

7.3. Soustavu množin SO? nazýváme aditivní, jestliže platí X e SOř, 
7 e 3 ) í = > I u r e 5 I ! , multiplikativní, jestliže platí X e SDí, Y e SDř => 
=> X n Y € SW. 

Soustavu Sfř částí prostoru P nazveme 

(a) lokálně určenou, jestliže platí: náleží-li X c P lokálně do 
pak X e f f i , 

(b) vnitřně lokálně určenou, jestliže platí: náleží-li X c P vnitřně 
lokálně do SDÍ, pak X e STO. 

7.4. V několika tvrzeních a větách použijeme ještě tohoto (spíše 
pomocného) pojmu: soustavu SW částí prostoru P nazveme částečně 

dědičnou, jestliže ke každému x e P existuje okolí U s touto vlastností: 

(*) když P c O c U, F je uzavřená, G je otevřená, pak existuje 
množina H taková, že P c H c G a platí: X e SDí => H n X e SOí. 

Je zřejmé, že v libovolném topologickém prostoru P je částečně 
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dědičná zejména: každá dědičná*) soustava, soustava všech uzavře-
ných množin, všech otevřených množin, všech G^-množin apod.**) 

7.5. Nech ť 50? je lokálně určená částečně dědičná ad i t i vn í 
soustava částí regulárního P-p ros toru P. P o t o m p l a t í : když 
Xa e S0Í, { X a } je lokálně konečný, pak Ui-^i e 

Důkaz. Pro každý bod x eP existuje otevřené okolí Ux s vlastností 
7.4, (*) takové, že množina fi(x) těch a, pro něž Ux n Xa 4= 0, je ko-
nečná. Nechť Vx je okolí x, Vx c Ux; existuje Hx ták, že Hx n Xa e 9J? 
pro každé « , VxcHxc Ux. Zřejmě Hx n \JaXa = (Hx n Xa), 

takže H x fl Ua X a e SOí. Tedy Ua náleží lokálně do SEJÍ a proto 

7.6. Nech ť prostor P je plně normální . Nech ť neprázdná 
soustava 5DÍ jeho částí je částečně dědičná a nechť p la t í : 
když XaeWl, je lokálně konečný, pak U-^aeSJí. P o t o m 
soustava SDí je lokálně určená a ad i t i vn í . 

Důkaz. Zřejmě stačí dokázat: když I c P náleží lokálně do 9}?, pak 
X e SEJÍ. Pro x e P nechť je Ux okolí x takové, že Ux n X e STO, Vx pak okolí 
x s vlastností 7.4, (*). Z toho, že P je plně normální, plyne (viz 5.6), žé 
existují otevřené množiny Wx, Wx takové, že U W* = P, W* c Wx c 
c f / , n Vx, { Wx, x e P} je lokálně konečný. Dále existují Hx tak, že 
W* c Hx c Wx a platí: Y e => Hx n Y e SK, takže Hx n X = Hx n 
n (U x n I ) e SOí. Soubor {Hx n X } je zřejmě lokálně konečný, takže 
X = U (Hx n X) e Ti. 

7.7. Nech ť P je prostor , SDí je soustava jeho částí ; bud 
<D OO 

soustava všech (J Xn', Xn e a buď SSftj soustava všech f"l 
n - l n - 1 

Xn e SDí. Soustava je ad i t i vn í ; j e - l i 3Jí mul t ip l ika t i vn í , pak 
je mu l t i p l i ka t i vn í též Soustava Sfij je mu l t i p l i ka t i vn í ; 
j e - l i ad i t i vn í , pak je ad i t i vn í též SEJls. 

* ) Sous tava m n o ž i n 50? n a z ý v á m e dědičnou, k d y ž p lat í : Y C XeSO? => Y e 3)í. 

* * ) Je- l i soustava 50? částí prostoru P dědičná, pak z ř e jmě p ro k a ž d o u Y C P p lat í 
X e 50? Y n X e 30?. Je- l i splněn slabší požadavek , plat í - l i t o t i ž zmíněná impl ikace 
aspoň pro m n o ž i n y Y z j isté soustavy j j , k terá j e dostatečně , , boha tá " v toni smyslu, že 
každé x e P m á oko l í V, v n ě m ž mez i l i bovo lnou uzavřenou F a o tev řenou O, F C G, 

l z e „ v l o ž i t " množ inu ze soustavy Jp, nazva l i j sme 50? částečně dědičnou. Z t é to poznám-
k y j e snad z ře jmě jš í smysl t e rmínu „ čás tečně dědičná sous tava " , k terého se j inak 
v l i teratuře dosud nepouž íva lo . 
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Nechť P je plně normální. Je-l i 90? lokálně určená částečně 
dědičná ad i t i vn í soustava, pak totéž plat í o a za před-
pokladu, že SEJÍ je mimoto mul t ip l ikat ivn í , též oSOíj. 

Důkaz. Tvrzení týkající se aditivnosti a multiplikativnosti jsou 
zřejmá. Nechť P je plně normální, 50? je lokálně určená částečně dědičná 
aditivní soustava. Potom tvrzení o SO?,, vyplývá z 7.5, 1.14, 7.6. 
K důkazu tvrzení o (za předpokladu, že SO? je multiplikativní) pak 
podle 7.6 stačí dokázat: když Xa e S0?í; { X a } je lokálně konečný, pak 
U X* e 

Z toho, že P je plně normální, vyplyne snadno, že existuje lokálně 
konečný soubor {Hp} takový, že (jHp = P, množina ¡n(f}) indexů <x 
takových, že Hp n Xa 4= 0, je pro každé /S konečná a platí Y e SO? 
^HpnYeVfl. 

Položme nyní Tp = Uaefl(f)) (Xa n Hp). Pak Tfi e Wls (neboť SO? a tedy 
též SO?* je aditivní), \JfiTp = \JaXa, Tp c Hp, Hp e SO?, {Hp} je lokálně 
konečný. Z 1.16 nyní plyne, že UI-^I = .UpTpe SOJj. 

7.8. Soustava všech uzavřených (všech otevřených) 
množin v l ibovo lném prostoru je lokálně určená, částečně 
dědičná, ad i t i vn í a mul t ip l ikat ivn í . 

Důkaz. Nechť M c P a nechť každé xe P má okolí U takové, že 
U n M je uzavřená. Nechť x e M\ zvolme okolí U bodu x tak, aby 
V n M byla uzavřená; pak M = U n M u M —-ř7, tudíž x e U n M = 
= U n M c M. Soustava všech uzavřených množin je tedy lokálně 
určená. Ostatní tvrzení jsou zřejmá. 

7.9. Nechť P je normální prostor. Uzavřená množina 
P c P je dokonale uzavřená, když a jen když je zároveň 
ířj-množina; otevřená množina GcP je dokonale otevře-
ná, když a jen když je zároveň P^-množina. 

Důkaz stačí provést pro dokonale uzavřené množiny. Je-li P doko-
nale uzavřená, pak je G^-množinou podle T 9.5.13. Nechť P je uzavřená 

co 
ffj-množina. Bud P — P = U Sn, Sn uzavřené. Nechť /„ je pro n = 

n-l 
= 1,2,.. . spojitá funkce v P ; nechť x e P O <: fn(x) ^ 1, x e P => 
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1 
=> fn(x) = O, x e Sn => fn(x) = 1. Pro xeP položme f(x) = ^ — /„(x). 

71 -1 

Potom / je spojitá funkce v P, f~1(0) = F. 

7.10. V p lně normáln ím prostoru ÍV-množiny (Cj-množi-
ny, dokonale uzavřené množiny, dokonale o tevřené mno-
žiny, dokonalé P^-množiny, dokonalé G^-množiny) t v o ř í 
lokálně určenou soustavu (která je zároveň částečně dě-
dičná, ad i t i vn í a mul t ip l ika t i vn í ) . * ) 

Důkaz. Pro i^-množiny a G^-množiny to plyne z 7.8 a 7.7. Pro 
dokonale uzavřené a dokonale otevřené množiny použijeme nyní 7.9, 
pro dokonalé P^-množiny a dokonalé G^-množiny pak znovu 7.7. 

Poznámka. V normálním prostoru, který není plně normální, ne-
musí být soustava všech -FV-množin ani soustava všech G^-množin 
lokálně určená; viz 10.3. 

7.11. V l i bovo lném prostoru t v o ř í o t ev řené množ iny 
vn i t řně loká lně určenou soustavu. V regulárn ím F-prosto-
ru t v o ř í množiny, k teré jsqu průnikem uzavřené a ote-
v řené množiny, vn i t řně lokálně určenou soustavu. 

Důkaz. První tvrzení je zřejmé. Nechť P je regulární -F-pro-
'stor; nechť X c P, X náleží v každém x e X lokálně do soustavy 9Jř 
všech F n G, kde F je uzavřená, G je otevřená. Je-li x e X, zvolme 
jeho okolí Ux takové, že Ux n X = Fx n Gx, kde Fx je uzavřená, Gx 

je otevřená; zvolme dále otevřené okolí Vx bodu x tak, aby Vx c Ux n 
n Gx. Potom Vx n X c Vx n X c Fx n Gx c X, tedy x neleží v uzá-
věru X — X. Z toho ihned plyne, že X — X je uzavřená. Ježto X = 

= X n (P - (X - X)), máme X e Wt. 

7.12. V dědičně plně normáln ím prostoru soustava všech 
množin, k teré jsou průnikem o tev řené množ iny a P^-mno-
žiny, a soustava všech (ri-množin jsou vn i t řně lokálně 
určenými soustavami . ** ) 

* ) V ě t a 7 . 10 p l a t í o b d o b n ě , j a k l z e snadno ukáza t n a z á k l a d ě v ě t y 7 . 7 , p r o k a ž d o u 
b o r e l o v s k o u t ř í du m n o ž i n , j a k o ž i p r o o b d o b n é t ř í d y , k t e r é dos t aneme , k d y ž v y c h á z í m e 
z d o k o n a l e u z a v ř e n ý c h ( o t e v ř e n ý c h ) m n o ž i n . V i z t é ž p o z n á m k u p o d čá rou na str . 416.. 

* * ) K t é t o v ě t ě (a n ě k t e r ý m j i n ý m v ý s l e d k ů m z t o h o t o p a r a g r a f u ) s r o v n . p r á c i 
E . MICHAELA c i t o v a n o u n a str . 421. 
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Důkaz provedeme pro případ P^-množin. Nedhť X c P a nechť 
každé x e X má okolí" Vx takové, že Vx n X = Gx n Sx, kde Gx je ote-
vřená, Sx je P^-množina. Z toho, že P je normální, plyne snadno, že 
každé x e X má otevřené okolí Ux c Vx n Gx, které je P^-množinou; 
platí pak Ux n X = Ux n Sx, takže Uxn X je P^-množina. Položme 
nyní U = (Ji.x Ux, pak X c U, U je otevřená, X je v U lokálně PCT-
množina. Podle 7.10 je tedy X PCT-podmnožinou prostoru U, a tedy je 
průnikem U s jistou P^-množinou v P . 

Pro případ GVmnožin dospějeme obdobným postupem k tomu, že 
X je Gj-množina v U; to však znamená, že X je G^-množina též v P . 

7.13. Nech ť SEJ? je soustava částí P-prostoru P a nechť 
(1) když GcP je otevřená, l e i , pak G n X e SO?; (2) když 
X c 7 c P, X = 7, X je o tevřená v 7, pak X e SO? => 7 e SO?. 

P o t o m k tomu, aby SEJ? by la vn i t řně lokálně určenou sou-
stavou, je nutná a stačí ta to podmínka: když Xa e SO?, { X a } 
je d is junktní , Xa jsou o tevřené v X = U Xa, po tom X e SD?. 

Důkaz. I. Nechť SEJ? je vnitřně lokálně určená. Mají-li Xx uvedené 
vlastnosti, pak zřejmě X = U Xa náleží vnitřně lokálně do SO?, tedy 
X e SO?. Podmínka je tedy nutná. 

I I . Nechť podmínka je splněna. Nechť 7 c P náleží vnitřně lokálně 
do SO?. Buď & soustava všech neprázdných otevřených G c P takových, 
že G n 7 e SO?. Z T 3.9.1 snadno vyplývá, že existuje maximální dis-
junktní soustava Jp c © (to znamená, že fy c Jp' c @, Jp' disjunktní => 
=> fy = Jp). Buď U sjednocení všech H e fy. Potom (podle předpoklá-
dané podmínky) je zřejmě tJ n 7 e SO?. Kdyby bylo 7 — U U 7 4= 0, 
existoval by bod y eY — Í 7 n 7 a (ježto 7 náleží vnitřně lokálně do 
SO?) jeho okolí V0 takové, že F0 n 7 e SO?. Je-h nyní G0 otevřené, 
y e G0 c F„ — U n 7, máme G0 n 7 e SE)?, tedy G0 e @, při tom však 
G0 n U n 7 = 0, což je ve sporu s tím, že fy je maximální. Je tedy 
7 c U n 7. Podle vlastnosti (2) dostaneme nyní 7 e SO?; z toho plyne, 
že SO? je vnitřně lokálně určenou soustavou. 

7.14. Nech ť P je prostor, XcP je v každém svém bodu 
lokálně 1. kategor ie ( lokálně ř ídké) v P. Po t om X je 1. ka-
tegor i e (ř ídká) v P . 



Důkaz. Buď 50? soustava všech X c P, které jsou 1. kategorie 
(řídké) v P. Zřejmě SOí má vlastnost 7.13, (1); když X c Y c P, X = Y, 

X je otevřená v Y, pak zřejmě Y — X je řídká v Y, a tím spíše v P, 
a proto X e 50? Y e 50?. Konečně je zřejmé, že SK splňuje podmínku 
z 7.13; SK je tedy vnitřně lokálně určená soustava. 

7.15. Je-li V určitá vlastnost, definovaná pro topologické prostory, 
budeme (jako obvykle) říkat, že prostor P má v bodě x lokálně vlastnost 

V, jestliže existuje okolí ¡7 bodu x v prostoru P takové, že podprostor U 

má vlastnost V; má-li P v každém svém bodě lokálně vlastnost V, 
říkáme, že P má lokálně vlastnost V. 

7.16. Nech ť P je plně normální, S c P, Š = P, S je spočetně 
kompaktn í . P o t o m P je kompaktn í . 

Důkaz. Nechť {Ga; « e A} je nejvýš spočetné otevřené pokrytí P . 
Podle 5.6 existují otevřené Ha tak, že Ha c Ga, \jHa = P. Ježto S je 
spočetně kompaktní, existuje konečná B c A tak, že U«eB (Ha n S) = 

= S. Máme pak UatB Ha n 8 = P, tedy U«B Ga = P. Z toho plyne, že 
P je spočetně kompaktní, a tedy podle 5.16 kompaktní. 

7.17. Je- l i plně normáln í prostor P lokálně spočetně kom-
paktní , pak je s jednocením d is junktn í sous tavy o t e v ř ených 
množin, z nich každá je cr-kompaktním a lokálně kompakt-
ním prostorem. 

Důkaz. Pro každé xeP zvolme spočetně kompaktní okolí Ux; 

z toho, že P je plně normální, pijme, že existuje lokálně konečné Ote-
vřené pokrytí {Fa ; a e A} prostoru P takové, že {Va} je jemnější než 
{Ux}. Zřejmě pak Va jsou plně normální, a tedy podle 7.15 kom-
paktní. 

Pro každé « e A označme nyní C(a) množinu těch e A, pro něž 
Va n Vp =|= 0. Každá množina C(<x) je konečná; kdyby totiž byla ne-
konečná, pak {Va n Vp, fi eC(oc)} je nekonečný lokálně konečný soubor 
neprázdných částí kompaktního prostoru Va; to však vede ihned ke 
sporu. Zřejmě platí Va c UfieC(a) Vp. Pro každé & e A položme njori 

Ci ( « ) = C M , C„+ 1 ( « ) = U/ww.) CW) pro n = 1,2,.. . , D ( « ) = Ů 0, ( « ) . 
n-l 
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Je zřejmé, že každá D(ix) je spočetná; dále je zřejmé, že pro libovolná 
^e A, tx2e A bud Z^aj) = D(a2) anebo platí ^ e Dfa), f}2 e D(oc2) => 

=> Vfo n Vfil = 0. Buď nyní <3 soustava všech Uč«D(«) Potom © je 
disjunktní otevřené pokrytí P . Ježto vždy Va c U/StCf«) F^, a tedy 
y e D(a) => F y c U/5«c(«) F^, dostáváme snadno U/W*«) F„ = U/w>(«) F^. 
Z toho plyne,, že každé S e<& je c-kompaktní lokálně kompaktní. 

7.18. N e c h ť má k a ž d ý bod p lně normá ln ího pros to ru P 

okol í , k t e r é je s j ednocen ím spoče tného poč tu spoče tně 
k o m p a k t n í c h podpros to rů . P o t o m P je s j ednocen ím dis-
j u n k t n í s ous t a vy <r-kompaktních o t e v ř e n ý c h množin. 

Důkaz . Pro každé x e P zvolme okolí Ux> které je sjednocením spo-
četné soustavy spočetně kompaktních množin. Ježto P je plně nor-
mální, existuje lokálně konečné otevřené pokrytí {Va; <x e A} takové, 

CO 
že { F a } zjemňuje {Ux}. Potom pro každé « platí Va= \J Xa „, kde Xa,n 

n = l 
co 

jsou spočetně kompaktní; platí pak též Va = U takže podle 7.16 
' n _ l 

Va jsou (T-kompaktní. 
Nechť nyní G(<x), G„(oc), D(tx) mají stejný význam jako v důkazu 

věty 7.17. Z toho, že Va je cr-kompaktní, snadno vyplyne, že C(tx), 

a tedy též D(ot) jsou spočetné. Platí rovněž, že vždy Va c U/jeC(a)F^ a že 
pro libovolné oc1 e A, <x2 e A je vždy buď Dfa) = D(oí2) nebo /3X e D^), 
f32 e D(oí2) => F/,i n V/ji = 0. Obdobným způsobem jako na konci dů-
kazu 7.17 se zjistí že soustava všech U m á žádané vlastnosti. 

7.19. P l n ě normá ln í l oká lně m-met r i sova t e lný p ros to r je 
m-met r i sova t e lný . 

Důkaz . Nechť každý bod x plně normálního prostoru P má okolí Ux, 

které je m-metrisovatelné. Pak existuje lokálně konečné otevřené po-
krytí {F a ; x € A} takové, že {Va} zjemňuje [U x ) . Ježto Va je m-metri-
sovatelný, existuje podle 5.20 jeho otevřená base {Gaj\ (3 e Ba} taková, 
že Bx = U,,eAtBn.p, M má mohutnost m, soubory {GaJ; (3 e Ba fl} jsou 
lokálně konečné v prostoru Fa, tedy též v P. Snadno se zjistí, že pro 
každé fi e M soubor {Va n Ga,0\ « e A, ¡3 e Ba /l} je lokálně konečný 
v P, a soubor {Va n Ga,e\ <x e A, [3 e Ba) je otevřenou basí prostoru P . 
Z toho podle 5.20 již plyne tvrzení. 
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7.20. P lně normáln í lokálně me t r i sova t e lný prostor je 
me t r i sova t e lný . 

Poznámka. Existují normální (dokonce dědičně normální) lokálně 
metrisovatelné prostory, které nejsou metrisovatelné; viz 10.1. 

7.21. Nech ť prostor P je plně normáln í a nechť každý 
j eho bod má okolí , k te ré je met r i sova te lné a t opo l o g i cky 
úplné. P o t o m P je t opo l o g i cký úplný me t r i sova t e lný 
prostor . 

Důkaz. Podle 7.20 prostor P je metrisovatelný. Zvolme jeho určitou 
metriku q; buď R úplný obal metrického prostoru (P, q). Je-h x e P, 

Ux okolí x v P, které je topologicky úplné, pak Ux je podle T 9.4.21 
¿řj-množinou v Ux, tedy črj-množinou v P. Z toho plyne, že P je vnitřně 
lokálně čřf-množinou v R, tedy podle 7.12 je čřa-množinou v R. Podle 
T 9.4.20 a T 9.4.15 je tudíž P topologicky úplný. 

CVIČENÍ k § 7 

7.1. Je-li P dědičně plně normální, pak Baireovy množiny v P tvoří vnitřně 
lokálně určenou soustavu. 

7.2. Nechť prostor P je plně normální. Je-li lokálně dědičně normální (lokálně 
dokonale normální, lokálně dědičně plně normální), pak je dědičně normální 
(dokonale normální, dědičně plně normální). 

7.3. Nechť P je plně normální; nechť m je nekonečná mohutnost a nechť P 
má lokálně mohutnost íá m. Prostor P je sjednocením disjunktní soustavy ote-
vřených částí mohutnosti Sí m. 

7.4. Nechť P je plně normální prostor. Je-h P lokálně separabilní, pak je 
sjednocením disjunktní soustavy otevřených množin, z nichž každá je separa-
bilním prostorem; jestliže P má lokálně Lindelófovu vlastnost, pak je sjednoce-
ním disjunktní soustavy otevřených podprostorů s Lindelofovou vlastností. 

7.5. Nechť prostor P je plně normální. Nechť funkce / na P je lokálně první 
třídy (tj. ke každěmu x e P existuje okolí U takové, že f\U je funkce první třídy). 
Potom / je funkce první třídy. 
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