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U N E D É M O N S T R A T I O N D U T H É O R È M E D E J O R D A N 

A t t i d é l i a A c a d e m i a N a z i o n a l e de i L i n c e i . 

R e n d i c o n t i . 

C l a s s e di S c i e n z e F i s i c h e . 

M a t e m a t i c h e e N a t u r a l i . 

R o m a ( 6 ) 12 ( 1 9 3 0 ) , 3 8 6 - 3 8 8 

N o t a t i o n s . R désigne le plan euclidien contenant tous nos ensembles. A n B 
désigne la partie commune aux ensembles A et B. U n arc simple (une courbe simple) 
est l'image biunivoque et bicontinue d'un segment (d'une circonférence). C étant 
un arc simple, C* s'en obtient en omettant les deux extrémités. B étant un ensemble 
ouvert, F(B) en désigne la frontière. 

Lemme 1. Soit A un ensemble fermé et borné contenant un segment S. Supposons 
que l'ensemble A — S soit situé à une distance > 0 de chaque point de S*. Soit V 
une composante de R — A. Alors S* n F(V) #= 0 entraîne que S est contenu dans 
F(V). Le nombre de telles composantes V est égal à un ou à deux. Le second cas 
a lieu si, et seulement si, les deux extrémités de S appartiennent à la même compo-
sante de A — S*. Dans le second cas, en désignant par Vl9 V2 les deux composantes V, 
tous les points de R — S suffisamment voisins à S* appartiennent à Kj u et 
chacun des deux ensembles Vl9 V2 est situé (au voisinage de 5*) entièrement d'un 
coté de S*.1 

Lemme 2. Soit F une courbe simple contenant un segment S. Il y a précisément 
deux composantes de R — F telles que leur frontière coïncide avec F. 

D é m o n s t r a t i o n . L'ensemble F — S* étant connexe et à une distance > 0 
de chaque point de S*, d'après le lemme 1 il existe précisément deux composantes V 
de R — F dont la frontière contient S; en outre, d'après le même lemme, les deux 
extrémités de S appartiennent à la même composante de F(V) — S* 2 (contenu dans 
F - S*), d'où il résulte que F(V) = F. 

1 La démonstration se trouve essentiellement dans le § 2 de la Note de M. Brouwer, Beweis 
des Jordanschen Kurvensatzes (Math. Ann. 69 (1910), 171). 

2 En effet, soient V, W les composantes de R — F dont les frontières contiennent S. Dans le 
lemme 1, posons A = F(V). Alors Kest aussi une composante de R — F(V). En désignant par 
Wx la composante de R — F(V) qui contient W, on obtient l'autre composante dont la frontière 
contient S. (Réd.) 
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Théorème 1. — Soit T une courbe simple; soit V une composante de R — F. 
Alors F(V) = T. 

D é m o n s t r a t i o n . Evidemment il existe une ligne brisée S sans point multiple 
dont les extrémités a, b appartiennent à T, S* étant contenu dans V. Les points a9 b 
divisent F en deux arcs simples Cl9 C2. Posons Ft = S u Cj (i = 1, 2). D'après le 
lemme 2, il y a deux composantes de R — dont la frontière coïncide avec r f ; 
désignons les par Vi9 WLa partie connexe de R — Tj appartenant entièrement 
à une composante de R — rl9 on peut supposer que Vt n C* = 0 et pareillement 
j/2 n Cf = 0. Si l'on avait Vx r\V2 4= 0, on arriverait à la contradiction Vx = Vl9 

car chacun des deux domaines connexes Vl9 V2 est disjoint à la frontière de l'autre. 
D o n c Vx n V2 = 0. D'après le lemme 1, on en déduit sans peine que l'ensemble 
K = Vl u V2 u S* est connexe et ouvert; donc K fait partie de V. Evidemment 
F(K) fait partie de F. Or on a précisément F(K) = T. En effet, prouvons p. ex. 
qu'un point a appartenant à C* est agrégé à F(K). Evidemment, il existe un entourage 
0 de a disjoint à F 2 u 5*; donc 0 n K = O n l^. Or a appartient à ^(Ki); donc 
0 n Vt = O n K rencontre V, et par suite K. L'entourage 0 pouvant être supposé 
arbitrairement petit, il en résulte bien que le point a appartient à F(K). Il reste à prou-
ver que V = K (car F(K) = F). Dans le cas contraire, il existerait dans V une ligne 
brisée Ljoignant un point de K à un point de V — K; la ligne Lrencontrerait F(K) = 
= r , ce qui est absurde, car V n r = 0. 

Théorème 2. — Soit F une courbe simple. Alors R — Ta au moins deux composantes. 

D é m o n s t r a t i o n . Dans le cas contraire on aurait, en gardant les notations 
précédentes, V = K = R - J \ d'où O n Vx = 0 n K = O n (R - T) et par suite 
0 n Wi = 0. Or cela est absurde, car le point a appartient à Tj = F(H^). 

Théorème 3. — Soit F une courbe simple. Alors R — T a au plus deux composantes. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient V, V\ V" trois composantes différentes de K — T. Par 
rapport à V, gardons les notations de la démonstration du théorème 1. Donnons aux 
symboles S', a\ b\ Ci , C2, T i , V[ par rapport à V' la même signification que S, a, b, 
Cl9 C 2 , rl9 Vx ont par rapport à V. D e la relation F(V) = F il résulte sans peine3 

que l'on peut s'arranger de manière que C\ fasse partie de C*. Soit O un entourage 
suffisamment petit d'un point a choisi sur C'* (donc sur Cf) . D'après la démonstra-
tion du théorème 1, on a O n V = O n Vl9 O n V' = O n V[, Or si l'on répète le 
démonstration de la relation O n V = O n Vt en y remplaçant F9 V9 S respective-
ment par Fl9 Wl9 S\ on obtient la relation O n Wx = O n V[. La courbe Ft con-
tenant un segment, d'après le lemme 2 et le théorème 1 Vt et Wt sont les seules 
composantes de R - J Y D o n c (O n V,) u (O n Wx) = O n (K - Tj) , d'où 
( 0 n 7 ) u ( 0 n F ' ) = 0 n ( K - r ) , d'où O n V" = 0 , c e qui contredit au théorème 1. 

3 V. Brouwer, Ioc. cit., §3. 
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T R O I S T H É O R È M E S S U R L ' H O M O L O G I E 

S p i s y v y d á v a n é p ř í r o d o v ě d e c k o u f a k u l t o u 

M a s a r y k o v y u n i v e r s i t y . 

B r n o 144 ( 1 9 3 1 ) , 21 pp . 

Soient Au A 2 i A N des sousensembles fermés d'un espace topologique R. 
N 

Soient p, q deux points de R situés en dehors de £ Av Supposons qu'il existe, pour 
¿=i 

1 <; i ^ iV, un arc pq dans R qui ne rencontre aucun des N — 1 ensembles Aj ( j 4= i). 
U n cas particulier du théorème An indique des conditions suffisantes pour qu'il 
existe dans R un arc pq ne rencontrant aucun des N ensembles A v Le théorème Bn 
est en quelque sorte inverse au théorème An. Le théorème Cn résulte d'une synthèse 
des deux théorèmes An et Bn. 

Dans le paragraphe 1 je donne un résumé rapide de quelques notions fondamentales 
de la topologie combinatoire dont je me sers dans ce qui suit. Dans le paragraphe 2 
j'introduis certaines notations qui permettent d'énoncer simplement les trois théorè-
mes. Les paragraphes 3, 4 et 5 donnent respectivement l'énoncé et la démonstration 
des théorèmes An, Bn, Cn. Dans le paragraphe 6 je considère des cas particuliers en 
me bornant du reste au cas du plan; je retrouve quelques théorèmes connus de 
Janiszewski et de M M . Straszewicz et Kuratowski et j'y ajoute des théorèmes sem-
blables qui semblent être nouveaux. 

Je ne considère dans ce Mémoire que les homologies modulo 2 ce qui abrège un 
peu certaines considérations; mais tous les théorèmes se transportent aisément au 
cas où on tient compte aussi de l'orientation. 

§ 1. Quelques notions de la topologie combinatoire 

1. Un n-simplex (n > 0) est un ensemble constitué par tous les points 

A = X0A0 + A^! + ... + À„A„ 
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OÙ 

(1) A0, Al9 ...,A„ 

sont des points donnés linéairement indépendants d'un espace euclidien et les À 
parcourent toutes les valeurs réelles telles que 

¿0 è ^ 0 ^ à 0 , A0 + Xx + . . . + Xn = 1 

Les points ( l ) sont les sommets du n-simplex. Chaque /-simplex (0 ^ i g n) dont 
tous les sommets sont contenus dans la suite (1) est une i-face du n-simplex. 

2. U n n-complexe (n ^ 0) Kn est un ensemble constitué par un nombre fini de 
n-simplices d'un espace euclidien, l'ensemble 

(2) Al9A29...,As 

de tous les sommets de ces n-simplices étant linéairement indépendant. Ces n-simplices 
sont les n-faces du «-complexe Kn, leurs /-faces (0 ^ i g n) sont les /-faces de Kn. 
U n /-complexe Lx (0 ^ / ^ n) est contenu dans Kn si chaque /-face de L{ est une /-face 
de Kn. Lt et Mt étant deux /-complexes (0 g i ^ n), leur somme L, 4- M f est l'ensem-
ble de toutes les /-faces de Kn qui appartiennent à Lf ou à M i9 mais non à Lf et à Mt 

simultanément. Cette addition est commutative et associative. 

3. La frontière d'un 0-complexe K0 est le nombre 0 si le nombre des 0-faces de K0 

est pair et le nombre 1 dans le cas contraire. La frontière d'un n-simplex (n ^ 1) Sn 

est le (n — l) -complexe constitué par les (n — l)-faces de Sn . La frontière d'un 
n-complexe (n ^ 1) Kn est la somme des frontières de toutes les n-faces de Kn. Pour 
indiquer que L,,«! est la frontière de Kn9 on écrira = FKn ou bien Kn Ln_i. 
La frontière d'une somme est la somme des frontières. 

4. U n n-complexe Kn sera appelé un n-cycle si sa frontière est vide (Kn 0). 
En particulier un 0-cycle n'est qu'un ensemble constituté par un nombre fini et pair 
de points (lin. indépendants). La frontière d'un n-complexe (n ^ 1) est toujours 
un (n — l)-cycle. 

5. U n /-cycle C, contenu dans un n-complexe Kn est dit homologue à zéro dans 
Kn, ce qui s'écrit C, ~ 0 dans K„9 si Kn contient un (/ + l ) -complexe Li+i tel que 
FLi+l = Ci (pour / = n, si C t = 0). On écrit C f - D; au lieu de Ct + - 0. 

6. Le nombre maximum Pt de /-cycles Cj , C ? , . . . , Cf ' (0 g / g n) contenus dans 
un n-complexe donné Kn et tel qu'une somme d'un nombre quelconque de ces /-cycles 
ne soit jamais homologue à zéro dans Kn s'appellera le /e m e nombre de Betti du com-
plexe Kn; on le désignera par P,(Kn). 

7. Soit, pour / = 0, 1 , . . . , n, 

F1 F2 F<*i 
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l'ensemble de toutes les i-faces d'un n-complexe Kn donné. On a alors, pour i = 
= 1, 2 , . . . , n, 

Ei-^YlisEl-i, 
5 = 1 

les rj ne prenant que les valeurs 0 et 1. Le rang modulo 2 de la matrice o ù i = 
= 1 , 2 , H est fixe, soit désigné par g P o s o n s encore q0 = 1, + 1 = 0. Alors 

P ^ , ) = ! N i g n ) . 

8. U n n-complexe Kn sera appelé connexe au sens large si = 0. U n n-com-
plexe Kn sera appelé connexe au sens étroit si à chaque couple E'n de ces n-faces 
on peut associer une suite finie 

Fo pi pu 
^/i > -̂ n» • • •> ^n 

de n-faces de Kn telle que 1° En = EEu
n = E'n, 2° et E ^ 1 aient une (n - l)-face 

commune pour 1 ^ i g u. Un «-complexe connexe au sens étroit est toujours 
connexe au sens large. 

9. Soit Ei (0 ^ i ^ n) une /-face donnée d'un n-complexe Kn donné. L'ensemble 
de toutes les n-faces de Kn dont Ex est une /-face constitue un n-complexe appelé 
Vétoile de £ f dans Kn. 

10. U n n-complexe K'n est une subdivision du n-complexe Kn si: 1° chaque n-face 
de K'n est contenue entièrement dans une n-face de Kn\ 2° chaque n-face de K'n est la 
réunion d'un certain nombre de n-faces de Kn. A chaque i-complexe Lf contenu dans 
Kn correspond alors un i-complexe bien déterminé L\ contenu dans K'n qui forme une 
subdivision de K'n\ L\ constitue une subdivision de L 

11. U n ensemble R d'objets de nature quelconque (appelés points de R) sera appelé 
un espace si l'on y a distingué une famille <P de sousensembles telle que: 1° l'ensemble 
vide et les ensembles constitués par un seul point appartiennent à <£; 2° si A et B 
appartiennent à <P, leur réunion A + B et leur partie commune AB y appartiennent 
aussi. Les ensembles de la famille 0 sont appelés les sousensembles fermés de R; 
leurs complémentaires s'appellent les sousensembles ouverts de R. U n exemple 
important d'espace forment les espaces euclidiens avec la définition habituelle de 
sousensembles fermés. Si est un sousensemble quelconque d'un espace R donné, 
on considère comme un espace en y définissant les sousensembles fermés comme 
les intersections de Ri avec les sousensembles fermés de R. En particulier, chaque 
partie d'un espace euclidien constitue un espace. 

12. Soient Rt et R2 deux espaces donnés. A chaque point de Rt faisons cor-
respondre un point P2 = f{P\) bien déterminé de R2 (image de Pt) de manière que 
chaque point P2 de R2 soit image d'un point (au moins) de Rt. On dit alors que R2 
est une image de Rt. En particulier, on dit que R2 est une image continue de Rx si on 
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a la propriété suivante: A2 étant un sousensemble ouvert1 quelconque de R2, l'en-
semble At de tous les points Pi de Rx dont l'image f(Pi) appartient à A2 est un 
sousensemble ouvert1 de Rt. 

13. Les complexes et cycles précédemment définis soient appelés ordinaires. Soit 
R un espace donné. Une image continue Kn d'un «-complexe ordinaire Kn, Kn faisant 
partie de R, s'appelle un n-complexe dans R. On transporte d'une manière évidente 
les notions de somme, frontière, cycle, homologie, subdivision. P. ex. si C„ est un 
«-cycle dans R, image continue d'un «-cycle ordinaire Cn, l 'homologie Cn ~ 0 dans R 
signifie qu'il existe un (« + l)-complexe ordinaire Kn + i tel que FKn+i = Cn et une 
image continue Kn+l de Kn+ii Kn+l faisant partie de R, de manière que la corres-
pondance ponctuelle entre Kn+i et Kn+l contienne comme partie la correspondance 
ponctuelle donnée entre Cn et C„. 

14. Soit R un espace. Soit Cn un «-cycle dans R. Soit C'n une subdivision de Cn. 
Alors C'n ~ Cn dans R. 

15. Soit R un espace. Soit i ^ 0 un entier. Si Ton considère comme égaux deux 
/-cycles C„ Di dans R tels que Cf ~ D t dans R, l'ensemble de tous les /-cycles dans R 
constitute par rapport à l'addition un groupe appelé le ilemegroupe dy homologie de R. 

§ 2. Notations 

16. N o u s allons expliquer quelques notations dont nous ferons constamment 
usage. 

Soit Qn un «-complexe (ordinaire) donné (« ^ 0). Les sommets (0-simplices) de Q„ 
seront désignés par (1), (2), . . . , (N). Une /i-face (0 ^ h g «) de Qn aux sommets 

(v0)> (v0> •••> W s e r a désignée par (v0vi ... vh). 
Soit R un espace donné. Soit Alf A2,..., As des sousensembles fermés donnés 

de R (leur nombre coïncide donc avec celui des sommets de Q„). Pour chaque com-
f1 

binaison v0, v A , . . . , vh des indices 1 , 2 , . . . , AT soit 1° { v ^ . . . vh} = R — AVi; 
¿ = 0 

2° [v 0v t . . . v j = R — l'indice / dans parcourant ceux des valeurs 1, 2 , . . . 
. . . , iV qui ne coïncident avec aucun des nombres v0, v l 5 . . . , vh. Posons encore T = 

N 

= R — Yj Ai, U = Y [ v o v i ••• vn]- Le symbole £ indique une sommation 
*=1 (VOVÎ...V«) (v0vi...vh) 

se rapportant à toutes les /i-faces de Qn (0 ^ h ^ «). 

La lettre p(s) indique un entier ^ 0 ( ^ 1 ) donné. 

1 Le mot "ouvert" peut être remplacé ici par le mot "fermé' 
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§ 3. Théorème A„ 

17. Prémisse: Qn est un n-cycle. Pour 1 ^ h ^ n 2 et pour chaque h-face 
(VQV! ... y,) de Qn, chaque (p + h)-cycle dans [v0v1 ... est homologue à zéro dans 
[v0vi . . . v j . 1 C p + n + 1 , 2 C p + n + 1 , . . . , s C p + n + 1 étant s (p + n + 1 )-cycles arbitraires 
dans L/, on peut trouver s nombres rl9 r 2 , . . . , rSJ égaux à zéro ou à un, mais non 
tous égaux à zéro, et Von peut attacher à chaque n-face (VQVJ . . . v„) de Q„ un 

s 

(p + n + 1 )-cycle C^+i+î1 dans ( v ^ . . . vn) de manière que l'on ait £ rt
 iCp+n+1 ~ 

i=l 
~ Z dans U- 2Cp> sont s p-cycles donnés dans T tels que 

(v0vi . . .v„) 

Von ait lCp ~ 0 dans [v] pour 1 ^ i ^ s, 1 ^ v g N. 

Thèse: Il existe s nombres ru r 2 , . . r s , égaux à zéro ou à un, mais non tous égaux 
s à zéroy tels que l'on a £ lCp ~ 0 dans T. 

i= i 
18. Partons d'un p-eycle Cp dans T tel que Cp ~ 0 dans [v] pour 1 ^ v ^ N. 

Nous allons en déduire un certain (p + n + l)-cycle C p + n + 1 = cp(Cp) dans U. 
19. Si, pour une certaine valeur de h (0 g h g n), on a attaché à chaque /i-face 

(v0v, . . . vh) de Qn un (p + h + l)-complexe dans R : /Cp°+jz+W on attachera à chaque 
Ji-complexe lh = £ rVoV|,,,Vh(v0v1 . . . vh) contenu dans Q„, où les nombres r 

(V0Vl...Vh) 

sont égaux à zéro ou à un, le (p + h + l)-complexe dans R £ rVoV1_Vh/Cp°+A+ih 

et on le désignera par K p + f c + 1 ( / h ) . c ™ - * ) 

20. D'après Cp ~ 0 dans [v] on peut attacher a chaque sommet (v) de Qn un 
(p + l)-complexe K p + 1 dans [v] tel que Ky

p+1 Cp. Nous allons attacher à chaque 
h-face ( 1 G h G ^ ( V Q V ! . . . Va) de ft, un (p + h + l)-complexe dans 
[vqV! . . . va] de manière que pour 1 ^ h g n soit vérifiée la condition 7iA : Si lh est 
un ¿-complexe arbitraire contenu dans et si lh-+ch_u on a Kp+h+1(lh) 

/Cp+^c^.j). A ce but, nous procéderons par récurrence. 

21. Soit (VQVX) une 1-face donnée de Qn. Comme Kp°+i Cp, K p
!

+ 1 Cp , et 
comme Kv

p+1 (Kp+i) e s t situé dans [v 0 ] (dans [ v j ) , on voit que Kv
p°+i + K p Vi est 

un (p -h l)-cycle dans [VQVJ]. D'après nos suppositions, on aX p ° + 1 + Kv
p
l
+l ~ 0 dans 

[v0V!] de manière qu'il existe un (p + 2)-complexe Kv
p°+ \ dans [VQVJ] tel que Kv

p°+ \ 
Kv

p°+l + Kv
p\ i = Kp+l(F(v0vt)). Or ceci signifie que la condition ; e s t réalisée. 

22. Supposons que, pour une certaine valeur de h (1 ^ h n — 1), on*ait déjà 
défini les (p + h + l)-complexes Kv

p°+l
h+v

1
H dans [VQV! . . . v j attachés aux h-faces 

(v0vi . . . vh) de sorte que la condition nh soit vérifiée. Alors, si ( v ^ . . . est une 
(h 4- l)-face de Qn, on a F(vQVJL . . . 0; d'après la condition nh, il s'ensuit que 
iCp+^+^F^oVj . . . v h + 1 ) ) est un (p 4- h + l)-cycle qui est évidemment situé dans 
[VQVJ . . . v A + 1 ] . Or nous avons supposé que chaque tel cycle est homologue à zéro 

2 Cette condition n'exige rien pour n = 0. 
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dans [v0v, . . . vfc+1]; on en conclut qu'il existe un (p + h + 2)-complexe K f i f t ? * ' 
dans [vovi ... v,+ 1 ] tel que K ^ ] ; ^ ^ X,+jh+i(F(voV, ... v„+1)). Or cette relation 
signifie que la condition 7th+i est réalisée. 

23. Finalement, nous arrivons à attacher à chaque n-face (VQVJ . . . vn) de Q„ un 
(p + n + l)-complexe ï* dans [v0v l . . . v„] de manière que la condition nn 

est satisfaite. Or Qn = £ (vovi ••• vn) e s t u n «-cycle de manière que l'on conclut 
(v0Vl...Vn) 

de nn que Cp+n+1 = £ ^J+i+ï" e s t u n (p + n + l)-cycle, situé évidemment 
(V0V|...V„) 

dans U. C'est ce (p + n + l)-cycle que nous désignerons par <p(C 
24. Soit '"Cp+,,+ 1 = (pi'Cp) pour 1 ^ i ^ s. D'après nos suppositions, il existe 

des nombres r, ( = 0 ou =1) dont un au moins 4=0 et des (p + n + l)-cycles CJVi+i" 
dans [VQVJ . . . v j de manière que Cp+n+î ~ £ CpÎi+î1 d a n s o ù n o u s avons 

s (V0V|...V„) 

posé C p + n + 1 = Z r i i C P + »+l- ° n v o i t s a n s P e i n e q u e Cp + n+1 = <KCp)> 0 Ù C P = 
s »=1 

= £ rt
 xCr On doit encore prouver que Cp ~ 0 dans 7. On peut supposer que les 

i=l 
notations des Nos 18-23 se rapportent aux deux cycles Cpi Cp+n+1 = q>(Cp) que 
l'on vient de définir. 

25. D'après £ K ^ + Y = Cp+n+, - S q Z ï t f dans U, il existe un 
(V0V]...Vn) (VOV,...V„) 

(p + n + 2)-complexe dans U:Kp+n+2 tel que K p + n + 2 - £ ( x ; 0 ; ^ + 
(V0Vl...Vn) 

+ Le (p + n + 2)-complexeXp+n+2 est une image continue d'un (p + n + 
+ 2)-complexe ordinaire Kp+n+2• Or Kp+n+2 fait partie de U = £ [vovi v j ; 

(v0vi...v„) 

c'est donc la réunion des ses intersections avec les ensembles [ v ^ ... v„] qui sont 
évidemment des sousensembles ouverts de R; par suite les dites intersections sont 
des sousensembles ouverts de Kp+n+2. Par définition même d'une image continue, 
on en conclut que Kp+n+2 est la réunion de certains sousensembles ouverts TVoVi Vn 

(donc chacun correspond à une n-face de Q„) tels que l'image dans Kp+n+2 de chaque 
point de TVoVi#mVw appartienne à [VQVJ ...V„]. Il en résulte qu'il existe un nombre 
£ > 0 jouissant de la propriété suivante: Si P et g sont deux points de Kp + n + 2 dont 
la distance d(P, Q) est inférieur à a, il existe une n-face ( v ^ ... vw) de Qn telle que 
les points P et Q appartiennent tous les deux a rV0V1 _Vn.3 Soit ' K p + n + 2 une subdivision 

3 Dans le cas contraire, il existerait deux suites infinies (P4) et (Qf) de points de Kp+n + 2 telles 
que 1° d(Pif Q.) < 1//, 2° pour aucune valeur de i = 1, 2 , . . . il n'existe aucune n-face (v0vt . . . vn) 
de Qn telle que les points Pi et Qx appartiennent tous les deux à TVOvi...vPr Or kp + n + 2 est un 
ensemble fermé et borné d'un espace euclidien; il en résulte qu'on peut extraire de la suite (Pf) 
une suite (P-) tendant vers un point PJ, de Kp+n + 2\ la suite correspondante (Q\) extraite de (Qt) 
tend alors aussi vers P'm. Or À ^ + n + 2 = £ Tv0v,...vn» P a r s u i t e existe une «-face (v0v1... v„) 

(v0vi...vn) 

telle que le point P^ appartienne à TVOVL###VN- L'ensemble TV0V1m>V|i étant ouvert dans JCp + n + 2 i 

des relations lim P\ = lim Q\ = P'a on conclut que pour i suffisamment grand les deux points 
P\ et Q\ appartiennent simultanément à rV0Vl_Vn, ce qui est une contradiction. 
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de Rp+n+2 telle que le diamètre de chaque face de ' £ p + n + 2
 s ° i t inférieur à e. Désig-

nons par ' X p + n + 2 , 'KJ+l+ ï \ ' C ^ + i ; ^ les subdivisions correspondantes de Xp+»+2> 
Kyp0+n+\n> ^P°+Î.+VR- D'après les propriétés du nombre e et des ensembles TVOVI...V„» 
chaque face de 'Kp+n+2 est entièrement contenue dans un des ensembles [ v ^ . . . v j ; 

i» 
il en résulte que si ô est une face de 'Kp+n+2 rencontrant AVI où (v0V! . . . v„) 

i = 0 
est une n-face de Q„, S ne peut rencontrer At si l'indice i est différent de vQVt . . . vn. 

26. Choisissons une n-face (v£v? . . . v°) déterminée de Qn et partageons les 
(p 4- n 4- 2)-faces de ' X p + n + 2 en deux classes, en rangeant dans la première classe 

n 
précisément les (p + n 4- 2)-faces qui rencontrent ["J AVt0. Désignons par 1Kp+n+2 

¿=o 
( 2 K p + n + 2 ) le (p 4- n 4- 2)-complexe dans U dont les (p + n 4- 2)-faces sont les 
(p 4- n 4- 2)-faces de la première (seconde) classe de ' iC p + n + 2 . On a alors 'Kp+n+2 = 
= 1Kp+n+2 + 2Kp+n+2. Or soit ô une (p + n + l)-face de 'Kp+n+2 rencontrant 

n 

n 4Vio; évidemment ô ne peut appartenir à F 2Kp.¥n+2 = F 'Kp+n+2 4- F xKp+n+2-

Or F'Kp+n+2 = £ ( ' + Si la n-face (v0vx . . . v„) de Qn est dif-
(V0V1...V„) 

férente de (v[îv? . . . v°), il existe une valeur de i (0 ^ i ^ n) telle que indice v? ne fait 
pas partie des indices v0, v l 5 . . . v„. La face <5 rencontrant vf ne peut donc appartenir 

i" + 'Cp°+n+iM) car ce complexe fait partie de [VQV! . . . vnJ. Il en résulte que<5 
appartient à F ' K p + n + 2 si et seulement si elle appartient à 4- fcv

p°+v
n+i'vn°; 

donc S n'appartient pas au (p 4- n 4- l)-complexe Lp
0+v

n
1+i#vn° = '/Cp°+^+ï'Vn° 4-

4- + F ^ p + n + i - On voit donc que Vf^l^0 est un (p + n 4- l ) -com-
plexe dans {v°v° . . . vn

0} x [v$v? . . . vn
0]. Or F L ^ - 0 = F « ^ Î ï ^ 0 . 

27. N o u s venons de trouver que pour h — n l'énoncé suivant (désignerons le par 
&h) est vrai: Si (vqVj . . . v/t) est une /z-face arbitraire de Qn, on a 4 FKp°+~ 0 dans 
{VQVJ . . . vft} . [v0vj . . . v j . Supposons que pour une certaine valeur de h (1 ^ h ^ n) 
l'énoncé 0 h soit déjà prouvé; nous en déduirons que l'énoncé @ h - i e s t aussi vrai. 
Soit donc (vj . . . vA) une (h - 1 )-face de Qn. Il existe un indice v0 tel que (v0vi ... vh) 
est une ¿-face de Qn. D'après Oh il existe un (p 4- h 4- l)-comp!exe Lp+V+ih dans 
{ v 0 v i . . . v j b } . [ v 0 v , . . . v j tel que = FKv

p°:\+\\ D'après la définition de 
|VQVJ . . . vh} et puisque I^ i i+Î 1 f a i t P a r t i e d e { v o v i ••• v*} aucun point de L^V+i" n e 

peut appartenir simultanément aux deux ensembles Avo et Y[ ^vr D o n c l'ensemble 
i=i 

CS+i'+î P e u t ê t r e partagé en deux parties (pouvant d'ailleurs avoir des points com-
h 

muns) qui sont ses intersections avec R - Avo, R - Yl A»c ° r c e s d e u x intersections 
i= i 

sont des sousensembles ouverts de L^V+Y- On en conclut comme au N° 25 qu'il 
existe une subdivision ' L ^ f t ? de I g l f t \ h telle qu'aucune face de 'Z£iV+ï ne rencontre 

4 D'après 14 F K t f f t - r ^ + i + ï 
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h 
pas simultanément Avo et Avr Désignons par 1Lp°+1

fc+v
1
h le (p + h + l)-complexe 

¿=1 
h 

constitué par les (p + h + l)-faces de 'L^V+V rencontrant f j Avt et par 2Lp°+},+vih le 
¿=1 

(p + h + l)-complexe constitué par les autres (p + h + l)-faces de 'UplhïY; donc 

= ^p+h+Y1 + et aucune face de ^ V ï ? ne rencontre ¿V o . Soit (5 
h 

une (p + fr)-face de 'Uflh'+i rencontrant f ] i4Vj; 5 ne peut appartenir à F 2L*0+;i+v
1
h = 

i= 1 
= F ,Lv„v,.„v, + f lLvov,.„vh Q r F ' ^ o v ^ v , e s t u n e s u b d i v i s i o n d e F L ^ ^ r = 

= F x ; 0 ; ^ = + Vh (d'après la condition nh du N° 20). On en conclut 
¿=o 

h 
que = où ' K ; v i v , - i v < + 1 - v h est une certaine subdivi-

¡=o 
sion de Pour i ^ 1, le complexe ^ V h V | " l V I + 1 " , V h est contenu dans 
[v 0 . . . j V,-+j . . . v j et ne contient donc aucun point de AVo de manière que la face <5 
ne peut appartenir à ce complexe. On voit donc que ô appartient à F Y* si et 
seulement si elle appartient à N o u s arrivons donc à la conclusion que 5 
n'appartient pas à M;°+

VJ/"Vh = 'JCJ+J* + F1L^°+JJ+v
1
h; or ceci signifie que ce (p + h)-

complexe est contenu dans {vx . . . vh}; le même complexe est évidemment contenu 
dans I V . . v„]. Or FMv

pTh'"Vh = d'où 0 dans K . . . V , } . 

• [ v i ••• v j . D'après N° 14, cette homologie est vraie aussi pour FKv
p

l+iVh. L'énonce 
O h _ 1 est ainsi déduit de Oh. 

28. N o u s avons prouvé par induction que l'énoncé 0O est vrai. Donc on a FK\+1 ~ 
~ 0 dans {1} . [1] . Or F K j + 1 = Cp et {1} . [ 1 ] = T. D o n c Cp ~ 0 dans T, ce qui 
prouve le théorème An. 

§ 4. Théorème B„ 

29. Prémisse: Qn est un n-cycle connexe au sens étroit;5 Pi(Qn) = 0 pour 1 fg i g 
^ n — l.6 Si Ei (0 g i ^ n — 2) est une i-face arbitraire de Qn et si Hn est 
rétoile de E( dans Qn, Hn est un n-complexe connexe au sens étroit et tel que Pj(H„) = 
= 0 pour i + 1 g y ^ n — 1. Pour 0 ^ h ^ n — l1 et pour chaque h-face ( v ^ ... vh) 
de Q„, chaque (p + h + l)-cycle dans [VQVJ . . . v,,] est homologue à zéro dans 
[VOVL-.VJ. lcp+n+u

 2cp+n + u . . . , s C p + n + 1 sonf s (p + n + l)-cycles dans U 
tels que, si r1 } r 2 , . . . , rs sont des nombres égaux à zéro ou à un, et si Von a attaché 
à chaque n-face (v0v t . . . v„) de Qn un (p + n + 1 )-cycle C^+J.+Y arbitraire dans 

5 Pour n = 0 : Q0 est constitué par deux points. 
6 Cette condition n'exige rien pour n ^ 1. 
7 Cette condition n'exige rien pour n = 0. 
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[v0vi ... vj, on ne peut avoir £ n iCp+n+1 - £ Q+i+ï dans u 4ue si ri = 

» = 1 (v0v|...vn) 

= r 2 = . . . = rs = 0. 

Thèse: Il existe s p-cycles 1Cp, 2CP,sCp dans T tels que xCp ~ 0 dans [v] 
pour 1 g z g 5,1 g v-¿N, tandis que, sir l9rl9...9rssont des nombres égaux à zéro 

s 

ou à un, Vhomologie £ rj 'Cp ~ 0 c/ans Tne peut eire vérifiée que sirt = r2 = . . . = 
i=l 

= rs = 0. Chaque p-cycle lCp (1 fg i g 5) est contenu dans lCp+n+i. 
30. Partons d'un (p 4- n + l)-cycle arbitraire C p + n + 1 dans 17. N o u s allons en 

déduire un certain p-cycle Cp = ^ ( C p + n + 1 ) dans T tel que Cp ~ 0 dans [v] pour 
1 ^ v ^ TV. 

31. Faisons de nouveau la convention du N° 19. 

32. Comme au N° 25, on voit qu'il existe une subdivision C p + n + 1 de Cp+n+1 de la 
forme £ où K j ï i + ï ' est un (p + /? + l)-complexe dans [v0vi . . . v„].8 

(v0vi...v„) 

Soit Sp+n une (p + w)-face de quelqu'un des (p + n)-cycles FKp°+ît+v
1

n. Si Sp+n ne 
rencontre aucun des N ensembles Ah posons u = — 1; dans le cas contraire, soient 
AHo, ..., AMu tous les ensembles Ax rencontrés par Sp+n. Si Sp+n est une face de 
F K * S p + n doit être contenue dans [v0vj . . . vn]; il en résulte que ••• 
est une face de (vqVj . . . v„), d'où u ^ n. Plus précisément, on a u g n — 1, car, en 
vertu de 0 = F ' C p + n + 1 = £ F K S p + n est une face de deux au moins 

(v0vi...vn) 

parmi les cycles FKv
p°+l

n'+ Ï*. Dans le cas u — —1, posons Hn = Q„; pour M ^ O , soit 
Hn l'étoile de • • • dans (?>»• Soient . . . , El

n toutes les «-faces (v 0Vj . . . v„) 
de Q„ telles que Sp+n est une (p + n)-face de FXp°+^+v

1
n; d'après une remarque anté-

rieure, El, El,..., El
n sont des n-faces de Hn. En vertu de £ FKv

pTn+\n = 0, 
(VûVj ...Vn) 

le nombre l = 2k est pair. Si l'on tient compte de ce que pour —1 ^ u g / i - 2 
le M-complexe Hn est connexe au sens étroit, on voit que l'on peut poser 

¿ r 1 = (1 û i û k ) 
7=1 

les e]l étant des n-faces de Hn telles que pour 1 ^ i ^ k, 1 g j ^ r f, les n-faces 
eh'2'*1 et aient une (in — l)-face commune, El

nL1 étant une (n — l)-face 
de Hn. Posons <r(Sp+n, £ n _ i ) = 1 pour chaque (n — l)-face de Hn qui apparait un 
nombre impair de fois parmi les (1 ^ i g k, 1 ^ j ^ r,) et a ( S p + n , = 0 
pour toutes les autres (n — l)-faces de Q„. Pour chaque (n — l)-face En_1 = 
= (v2 . . . v„)de Q„, posons 

Sp + n 

8 Dorénavant (jusqu'au N° 37) soit n ^ 1. 
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la somme se rapportant à toutes les (p -h n)-faces Sp+n de tous les complexes FKp°f*+ln 

o ù (XQX! . . . A„) parcourt toutes les n-faces de Q„. 
33. Lorsque <x (Sp+n, E n _ i ) = 1, En-X = (vl . . . vn) est une (n — l)-face de //„, 

donc (pour u ^ 0) ( / i o ^ . . . /¿M) est une w-face de (yt... v„) de manière que Sp+n 

est contenu dans [v t . . . v j . Il en résulte que Kv
p

l+?n est un (p + n)-complexe dans 
[vi . . . v j . Or soit (VQV! . . . V„) une «-face de Qn; posons (v0 . . . v i _ l v i + l . . . v„) = 
= fii-1 (o ^ / ^ 4 Alors 

n 
Xp+nÎF^oVi . . . v„)) = £ S p + n . X 4 S p + n , , 

Sp + „ t = 0 

le coefficient de Sp+n devant être réduit modulo 2. Pour chaque valeur de Sp+n, on 
n 

reconnait sans peine que le nombre £ cr(Sp+n, e j - i ) est congru modulo 2 au nombre 
f = 0 

i ( 5 p + n ) indiquant combien de fois (dans les notations du N° 32) (1 g i ^ k, 
1 ^ j ^ r4) est une (n — l)-face de (VQV! . . . v„). Or Qn est un n-cycle, ce qui signifie 
que chaque (n — l)-face de Qn est une face d'un nombre pair de n-faces de Q„; on 
conclut donc sans difficulté que le nombre T(Sp+„) est impair si et seulement si (v0v t . . . 
. . . v„) coïncide avec une des w-faces F*, El... El

n ce qui signifie que Sp+n est une 
(p + n)-face de FKl^f. Par suite 

X p + „ ( F ( v 0 v l . . . v n ) ) = F X ~ " . 

34. Nous attacherons à chaque face (v0v t . . . vh) (0 ^ h g n) de Qn un (p + h 4- 1)-
complexe Kp+i+î' dans [y0Vi . . . v , , ] de manière que pour 1 g h ^ n soit vérifiée 
la condition izh énoncée dans le N° 20. Au N° 32, nous avons introduit les (p + n + 1)-
complexes Kv

p°+l
n'+vi et nous y avons construit les Kp

l+?n. Au N° 33, nous avons vu que 
chaque Kv

p
l±'?n est un (p + rc)-complexe dans [ y t . . . vn] et que la condition nn est 

vérifiée. Le cas n = 1 est donc épuisé. Pour n ^ 2 nos procéderons par récurrence. 

35. Supposons que, pour une certaine valeur de fr ( l /i g n — l ) o n soit déjà 
arrivé à construire les (p + h + l)-complexes Kv

p°+ J,+V
1
h dans [v 0v t . . . v j de manière 

que la condition nh+l soit vérifiée. Il s'agit d'attacher à chaque (h — l)-face (v, . . . vh) 
de Qn un (p + /i)-complexe Kv

p
l+'h

vh dans [v t . . . vh] de sorte à vérifier la condition nh. 
Soit Sp+h une (p + h)-face de quelqu'un parmi les (p + /i)-cycles F/Cp°+ j.+Y' où 
(VQV! . . . v,,) parcourt toutes les h-faces de Si S p + h ne rencontre aucun des N 
ensembles Ah posons u = — 1; dans le cas contraire soient A/i0, . . . , A^u tous 
les ensembles A{ rencontrés par S p + h . Si Sp+h est une /i-face de FKv

p°ll
h'+Vi, Sp+h est 

contenu dans [v0V! . . . v j et par suite . . . A )̂ est une face de ( v ^ . . . vh) d'où 
u ^ h. Plus précisément, on a toujours u ^ h — l . 9 Dans le cas u = — 1, posons 

9 Puisque/i ^ M — I, il existe un indice v f t + 1 tel que (VQVJ . . . 1) est une ( / / + l)-facedeQn . 
D'après la condition nh+ l t on a 

h+1 
^vovi...V/1 + I . V r»o...»i-i»iti«.vii_vn 

¿ = 0 
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Hn = Qn; pour u ^ 0, soit Hn l'étoile de (//0/i1 . . . /iM) dans Q„. Dans tous les cas, en 
vertu de u ^ h - 1 g n - 2, le hème nombre de Betti de Hn égale zéro. Les symboles 

EJ
h> Ek

h^l parcourt respectivement tous les (h + l)-faces, h-faces, (h - l)-faces 
de Hn. Soit 

les nombres rj et Ç étant égaux à 0 où à 1. On a 

( 0 ^ 0 (mod 2) 
j 

car FEl
h+i 0. Soit a le nombre des /i-faces Ej

h. Soient q et <7 les rangs modulo 2 des 
matrices (rjh) et (£„). D'après Ph(Hn) = 0, on a (v. N° 7) 

(2) a = q + a. 

Considérons les congruences 

(3) = 0 (mod 2 ) . 
j 

D'après (2), le système (3) possède G solutions linéairement indépendantes mod 2. 
Or d'après (1), les positions a} = Çjk donnent des solutions de (3) dont G sont liné-
airement indépendantes mod 2. Il en résulte que chaque solution de (3) a la forme 

(4) a j ^ Y P U (mod 2 ) . 
k 

Pour chaque fi-face (v0vj . . . vh) de Q„ posons cVoVl Vh = 1 si Sp+h est une (p + h)-
face de FK^+i+Y1, ce qui exige, nous l'avons vu, que (v0vj . . . v h ) soit une h-face 
de Hn\ pour toutes les autres /i-faces (vov^ . . . vh) de Qn posons cV0Vj...Vh = 0. Si 
(VQV! . . . v,,) = Ej

h est une Ji-face de Hn, posons cVoVl_Vh = cij. Considérons maintenant 
une (h — l)-face arbitraire (v0v, . . . v h + I ) = F£ + 1 de Hn. D'après la propriété nh-l9 

/i+i 
on a YJFCV0"'Vi~iVl+l"'Vh+l = 0, d'où l'on déduit les congruences (3). Par suite, on 

1 = 0 

peut attacher à chaque (h 4- l)-face de Hn un nombre bk égal à zéro ou à un de 
manière que l'on ait les congruences (4). Pour une (h — l)-face F ^ de Hn posons 
g(Sp+h, Ek

h_x) = bk; pour une (h — l)-face F h _ j de Qn ne faisant pas partie de Hn 

posons G(Sp+h, E f c_i) = 0. Pour chaque (h - l)-face Eh_t = (v t . . . vh) de Qn 

posons 

Kpl+hH = X . Sp+h, 

Sp*/, étant une (p -f /i)-face de FKpffcY* existe par suite un indice / tel que Sp + h soit une 
(p -f A)-face de FK*0+it

vJ.ïlVl + l"'Vh; donc (//Q^ .. . Mu) est une face commune de ( i ^ . . . vh) et de 
(v0 . . . V | - iV J + 1 . . . vh), d'où u g h - 1. 
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la somme se rapportant à toutes les (p -f- ¿)-faces Sp+h de tous les complexes 
F K f ô l ï î * où ( V i . . . ¿h) parcourt toutes les ¿-faces de g n . 

36. Lorsque <r(Sp+h, Eh-J = 1, Eh_t = (vj^ . . . v* ) est une (h — l)-face de Hn, 
donc (pour u ^ 0) ( p ^ . . . pu) est une u-face de (vi . . . vh) de maniéré que Sp+ft 

est contenu dans [v^ . . . v j . Il en résulte que Kv
p+"h

vh est un (p + ¿)-complexe dans 
[vj . . . v j . Or soit (VQVJ . . . vh) une ¿-face de Qn; posons (v0 . . . v t - i v t + i . . . vh) = 
= êJ.J (0 ^ t g ¿). Alors 

K
P+h(F(v0vi ... vh)) = X 

SP + h / = 0 

le coefficient ât Sp+h devant être réduit mod 2. Pour chaque valeur de 
Sp+h9 on recon-

h 
nait sans peine que le nombre ]T <r(Sp+h, e e s t congru mod 2 au nombre T(Sp + a) 

f = 0 
des (h — l)-faces de Hn telles que bk = I qui sont aussi des {h — l)-faces de 
(voVj . . . v,,)." D o n c r(Sp + h) = 0 si (VQVJ . . . ne fait pas partie de / /„; et, lorsque 
(VQVJ ... vh) = EJ

h est une ¿-face de Hn, on a ï(Sp+h) = J]bkÇjk9 donc, en vertu de 
k 

N° 35 (4), T ( S p + h ) = cij mod 2. Ceci signifie qu'on a dans tous les cas t ( S p + = 
= cvov,...vh

 m o d 2, d'où 

Kp + h(F{V0Vl . . . vA)) = Z Cvov,...vA + fc . 
Sp + h 

D'après la définition des nombres c il en résulte que 

Kp+h(F(vov i • ••v , ) ) = FK?:>h+\", 

ce qui donne que la condition nh est réalisée. 

37. Finalement, nous arrivons à attacher à chaque sommet v de Qn un (p + 1)-
complexe Kv

p+1 dans [v] de manière que la condition n1 est vérifiée. Or cette condi-
tion signifie que, si (vqVj) est une 1-face de Q„, on a Kv

p+ j -f Kv
p+1 = FKv

p°+ \ et par suite 
FKv

p+l = FXpVi« Or pour n ^ 1 le n-complexe Qn est connexe (au sens étroit et 
donc aussi) au sens large, de manière que nous concluons que le p-cycle Cp = FKp+l 

est indépendant du choix de v (1 ^ v g N). Le cycle Cp étant contenu dans [v ] pour 
1 é v g TV, il est contenu dans T. D e plus, on a Cp ~ 0 dans [v ] pour 1 ^ v ^ TV. 
C'est ce p-cycle Cp que nous désignerons par *p(Cp+n + i). Dans le cas n = 0 qui était 
exclu au N o s précédents, les (p + l)-complexes Kv

p+1 ont été déterminés déjà au 
commencement du N° 32. On a dans ce cas TV = 2, donc Kp+ j + Kp+1 = 'Cp+ x 0, 
d'où FKl+1 = FKp+l = Cp = ip(Cp+,) est, ici encore, un p-cycle dans Thomologue 
à zéro dans [v ] pour 1 ^ v g TV. 

38. Soit lCp = lAC'Cp+n+i) pour 1 ^ i é s. Soient r l 5 r 2 , . . . , rs des nombres 

égaux à 0 ou à 1, mais non tous égaux à 0. Posons Cp+n+1 = S r» *Cp+n+1> Cp = 
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S v . . 
= S ri iQP• ° n reconnaît sans peine que Cp = iA(Cp+n+1). D'après nos suppositions, 

i= 1 
si l'on attache à chaque n-face (vovj . . . vrt) d e Qn un (p 4- n 4- l)-cycle CJÇJ+Ï 
arbitraire dans [v0v1 . . . v„], on ne peut avoir Cp+n+i ~ £ C;Tn-;Y dans U. On 

(v 0vi...v n) 

doit encore prouver que l'homologie Cp~ 0 dans T est impossible. On peut supposer 
que les notations des N o s 2 8 — 3 5 se rapportent aux deux cycles Cp+n+l9 Cp = ý 
( C p + n + 1 ) qu l'on vient de définir. 

39. Soit donc Cp ~ 0 dans T; nous devons arriver à une contradiction. Il existe 
un (p + l)-complexe Lp+1 dans T tel que L p + 1 Cp. Pour 1 ^ v ^ AT, Ky

p+1 4-
-h L p + 1 est par suite un (p + l)-cycle dans [v] ; 1 0 d'après nos suppositions, ce cycle 
est homologue à zéro dans [v]. Il existe donc un (p 4- 2)-complexe L p + 2 dans [v ] 
tel que 

L ; + 2 - > K ; + 1 4- L p + 1 ( O ^ B n - l ) . 

40. N o u s attacherons à chaque face (VQVJ . . . v,,) un (p 4- ft 4- 2)-complexe 
^p+h+2 dans [ v o v i • • • v j et nous ferons pour ces complexes une convention analogue 
à celle du N° 19. Pour n = 1, ces complexes sont tous déjà construits. Pour n ^ 2, 
la construction n'est effectué que pour ft = 0. Nous procéderons par induction de 
telle sorte que pour 1 ^ ft ^ n — 1 soit vérifiée la condition 9h: Pour chaque ft-com-
plexe lh contenu dans Qn la relation îh —» entraîne Lp+jl+2(Jh) — K p + k + i ( J h ) 4-

+ Lp+h+i{ch-i)' 
41. Supposons que, pour certaine valeur de ft (1 ^ ft g n — 1) on soit déjà arrivé 

à construire les (p 4- ft 4- l)-complexes L^+i+j dans [vj . . . v j satisfaisant à la con-
dition (si ft - 1 è !)• H s'ag^ d'attacher à chaque ft-face (v0vi . . . vh) de Qn un 
(p 4- ft 4- 2)-complexe LP°+V+ 2H dans [VQVJ . . . v j de manière à vérifier la condition Sh. 
Si ft à 2, la condition V i donne Lp+h+i(F(v0vl . . . v*)) / ^ ( F ^ o V j . . . v*)) d'où, 
d'après la condition nh des N o s 20 et 34, 

(*) Lp+h+1(F(v 0v, . . . v,)) -H. Ff i ;»; i - ï? • 

Dans le cas ft = 1 la condition (*) est aussi vérifiée d'après N° 39 et la condition 
Il en résulte que Kp

0
+

vJ,+ ih + LP+h+\{F{voVi ••• v*)) est un (p 4- ft 4- l)-cycle qui est 
évidemment situé dans [v0vj . . . v j . Or nous avons supposé que chaque tel cycle 
est homologue à zéro dans [y0vt . . . v j . D o n c il existe un (p 4- ft 4- 2)-complexe 
V f l t f i tel que L ^ ï K ; T h + 7 + L p + h + 1 ( f (v 0 v 1 . . . v,)) ce qui signifie que la 
condition Sh est réalisée. 

42. Finalement nous arrivons à attacher à chaque (n — l)-face (vx . . . vn) de Qn 

un (p + n 4- l)-complexe L^+'n+i dans [v1 . . . vn] de manière à vérifier la condition 

2 2 
1 0 Si If = 0, on a C p + 1 ~ c ; + 1 = £ K} + 1 = £ 4- ¿ D + 1 ) , ce qui donne déjà la 

V = 1 y = l ^ v 

contradiction demandée. Soit donc // ^ 1. 
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V i - Or soit (v0vi . . . v„) une n-face de Qn. D'après V t et n„ Lp+n+l(F(v0vl . . . v„)) 
- F K l T n ^ Donc C;yn+Ï = K^fC + Lp+n+i(F(v0vt . . . vn)) est un (p + n + 1)-
cycle évidemment contenu dans [v0vj . . . vB]. Qn étant un n-cycle, on a d'après N° 32 

£ c;°+
vi+vr = Z = C'^+t ~ Cp+n+l d a n s t / ce qui est la contra-

(v0vi. . .v„) (vovi...v„) 
diction demandée. 

§ 5. Théorème Cn 

43. Prémisse: Qn est un n-cycle connexe au sens étroit;n Pi(Q„) = 0 pour 1 ^ 
^ i ^ n — l.1 2 Si (0 ^ i ^ n — 2) est une i-face arbitraire de Q„ et si Hn est 
Fétoile de Et dans Qn, Hn est un n-complexe connexe au sens étroit et tel que Pj(H„) = 
= 0 pour i 4- 1 = h — 1. Lorsque n ^ 1, pour chaque sommet (v) de Q„, 
chaque [p + l)-cyc/e dans [v] est homologue à zéro dans [v]. Pour 1 ^ h ^ M — l 1 2 

e/ pour chaque h-face de Qn, chaque (p 4- h)-cycle et chaque (p 4- h 4- 1 )-cycle 
dans [vqV! ... esi homologue à zéro dans [v 0 v t . . . v j . Lorsque n ^ 1, pour 
chaque n-face (vqV! ... vn) Je Qn chaque (p 4- n)-cyc/e dans [ v ^ ... vn] est homolo-
gue à zéro dans [v0v! ... v„]. Fp désigne le sousgroupe du pème groupe d'homologie 
de /'espace T constitué par les p-cycles Cp dans T homologues à zéro dans [v] pour 
1 ^ v g AT. Hp+n+i désigne le sousgroupe du (p 4- n 4- l ) è m e groupe homologie 
Gp+n + i de Vespace U constitué par les (p 4- n 4- l)-c>'c/es C p + n + 1 dans U tels que 
Von puisse attacher à chaque n-face ( v ^ ... v„) de Qn un (p 4- n 4- 1 )-cycle 
Cv

pTn"An dans [v0v, ... vn] de manière à avoir Cp+n+l ~ £ C^nfi dans C7. 
V0Vl...Vn 

Thèse: Le groupe Fp est isomorphe au groupe-quotient G p + n + 1 / / / p + n + l . 

44. La prémisse du théorème A„ étant vérifiée, on peut attacher à chaque cycle Cp 

de la famille Fp un cycle C p + n + 1 = (p(Cp) de la famille Gp+n+i d'après la manière 
exposée aux N o s 18 — 23. La prémisse du théorème Bn étant aussi vérifiée, on peut 
attacher à chaque cycle C p + n + 1 de la famille Gp+n+l un cycle Cp = iA(Cp+fJ+1) de 
la famille Fp d'après la manière exposée aux N o s 30 — 37. On voit sans peine que les 
deux relations C p + n + 1 = (p(Cp) et Cp = ^ ( C p + n + 1 ) s'entraînent mutuellement si l'on 
convient d'élargir un peu le sens de la relation Cp+n+l = <p{Cp) de telle sorte qu'on 
la suppose vérifiée aussi dans le cas où il existe une subdivision C p + n + 1 de C p + n + { telle 
qu'on ait C p + n + I = ç(Cp) dans le sens primitif. Evidemment, les relations C p = 
= C 2 = ^ ( C p + n + 1 ) ou, ce qui est la même chose, C £ + n + 1 = <p(Cp), 
Cp+n+i = <P(CÏ) entraînent C\ + C2 = iP(C l

p + n + i + C2
p+n+1), C j + n + 1 + C2

p+n+l = 

= <p(clP + c l ) . 

45. D'après la démonstration du théorème An, la supposition que C p + n + 1 appar-
tienne à la famille Hp+n+l entraîne l'homologie iA(Cp+„+i) ~ 0 dans T. D'après la 

1 1 Pour n = 0: Q0 est constitué par deux points. 
1 2 Cette condition n'exige rien pour n ^ 1. 
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démonstration du théorème BnJ la supposition Cp ~ 0 dans T entraîne que <p(Cp) 
appartienne à la famille H p + „ + 1 . 

46. Les deux opérations (p et ^ ne sont pas univoques; mais de ce qui précède 
on conclut sans peine qu'elles conduisent à une correspondance biunivoque et iso-
morphe entre les deux groupes Tp et G p + n + 1 / i / p + n + l . 

§ 6. Cas particuliers 

47. Les suppositions faites dans nos théorèmes relativement à Qn sont satisfaites 
en particulier lorsque Qn est une variété (Mannigfaltigkeit, manifold) au sens de M. van 
Kampen 1 3 telle que Pn(Qn) = 1. Le cas le plus important est celui où Qn est la fron-

u + i 

tière d'un (n + l)-simplex ordinaire; on a ici N = n + 1, U = R — f j A,. 
i = 1 

48. Soit S une sphère ordinaire ou un plan euclidien complété par un point 
à l'infini. N o u s allons rappeler quelques théorèmes bien connus: 5 contient un 
2-cycle C 2 non homologue à zéro dans S et tel que pour chaque 2-cycle D2 dans S 
on ait ou D2 ~ 0 ou bien D2 ~ C 2 dans S. Chaque 0-cycle et chaque 1-cycle dans S 
est homologue à zéro dans S. Soit A un sousensemble fermé non vide de S. Chaque 
2-cycle dans S — A est homologue à zéro dans S — A. U n 0-cycle dans S — A est 
homologue à zéro dans S — A si et seulement s'il est entièrement contenu dans une 
composante de S — A. Si A a s + 1 composantes, il existe 5 — 1 1-cycles C\ (1 ^ i ^ 
á s — 1) dans S — A tels que à chaque 1-cycle Ct dans S — A on puisse attacher des 

s - l 
nombres r,5 r 2 , . . . , r a _ t égaux à zéro ou à un de manière que l'on ait Ci ~ £ r¡Ci 

i — 1 
s - l 

dans 5 - / 4 , tandis que l'homologie £ r fi^ ~ 0 dans S n'a lieu que pour rt = 
i= i 

= r2 = . . . = r s _ ! = 0. En particulier, si A est un continu chaque 1-cycle dans 
S — A est homologue à zéro dans S — A. Lorsque le nombre des composantes de A 
est infini, on peut indiquer un nombre s arbitrairement grand de 1-cycles C i ( l ¿i ^ s) 

s 

dans 5 — tels que l'homologie £ r¿Ci ~ 0 dans S (rt = 0 ou = 1) n'a lieu que 
i= 1 

si rj = r 2 = . . . = rs = 0. 

49. Pour R = S, p = 0 le théorème A0 devient, si l'on suppose les 0-cycles 'C0 

constitués chacun de deux points dont le premier est indépendant de i: Soient 
Al9 A2,..., A2k (k ^ 1) des soitsensembîes fermés de S en nombre fini et pair. 

2k 
Soit T= S U = R — YAiAJ (l ^ 1 <J è 2 k)9 [v] = ( l á v á 

i= 1 
á 2k). Soit s ^ 1 un nombre entier possédant la propriété suivante: Cj, ...9SCX 

1 3 E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitätssätze, Thèse, Leiden, 
1929, chap. I. V. aussi S. Lefschetz, Topology, Colloquium Publications, 1930, chap. III. 
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étant s 1 -cycles arbitraires dans U, on peut trouver s nombres rl9 r 2 , r s , égaux 
à zéro ouàun, mais non tous égaux à zéro, et Von peut déterminer, pour 1 ^ v ^ 2k, 

s 2k 

un 1 -cycle C\ dans [v] de manière à avoir £ rf
 lCt ~ £ C\ dans U. Soient 

i = l v = 1 

Po> Pi» •••» Ps» (5 + 1) points de T appartenant, pour 1 g v ^ 2k, à une seule 
composante de [v]. Alors on peut, parmi les points p09 pl9ps9 en choisir deux 

s 

situés dans la même composante de T. Si l'on remplace l'homologie £ rt
 lCi ~ 

¿=i 
2k s 

~ X C) P a r l 'homologie plus forte £ ri '^ î ~ on arrive à l'énoncé suivant: 
V = 1 1 = 1 

Soient Al9 Al9..., A2k des sousensembles fermés de S en nombre fini et pair. Sup-
posons que l'ensemble fermé = 1 < J = Ĵc) ait au plus s ^ 1 composan-
tes. Soient p0, pi9 ...9 ps s + 1 points de S tels que, pour 1 g v ^ 2k9 0 ^ i < j g 5, 
les points pi et pj puissent être joints par un arc ne rencontrant aucun des 2k — 1 
ensembles Aß (n 4= v). On peut alors indiquer deux points p{ et pj (0 g i < j ^ 5) 
qui peuvent être joints par un arc ne rencontrant aucun des 2k ensembles Av. Plus 
particulièrement encore, pour k — 1 on a l'énoncé suivant: Soient At et A2 deux 
sousensembles fermés de S tels qeu la partie commune AiA2 ait au plus s ^ 1 compo-
santes. Soient p09 p ï 9 p s s + 1 points de S en dehors de Ax + A2 tels que ni At ni 
A2 ne soit une coupure14 de S entre deux quelconques d'entre eux. On peut indiquer 
deux points pt et pj tels que Ax + A2 ne soit pas une coupure de S entre et pj.15  

50. Pour R = S9 p = 0 le théorème B0 devient: Soient At et A2 deux sousen-
sembles fermés de S. Soient 1CÎ9

 2Cl9..., SCA (5 > 1) 5 1-cycles dans R - AtA2 tels 
que9 si rJy r2,..., rs sont des nombres égaux à zéro ou à un, mais non tous égaux 
à zéro, et si l'on choisit arbitrairement un 1 -cycle C} dans R — A2 et un \-cycle Cf 

s 

dans R — Ax, on n'a jamais £ r» ~ C\ + C\ dans R — AtA2. Il existe s 
i=l 

0-cycles ^q, 2C0,..., 5C0 dans R — (At + A2) tels que lCp ~ 0 dans R - Av pour 
s 

1 g i g s; v = 1, 2, mais £ rf
 lC0 ~ 0 dans R — + A2) (avec ri = 0 ou =1) 

i — 1 

seulement pour rx = r2 = ... = rs = 0. En particulier: Soient Ax et A2 deux 
souscontinus de S. Supposons que l'ensemble AtA2 ait plus de s (^1) composantes. 
On peut trouver un nombre fini pi9 p2,..., p2k de points de R — (At 4- A2) de mani-
ère que chaque composante de R — Al9 ainsi que chaque composante de R — A2 

en contienne un nombre pair9 tandis qu'il existe plus de s composantes de R — 
— [AJ + A^) dont chacune en contient un nombre impair. Corollaire 1: Soient At 

et A2 deux souscontinus de S tels que AtA2 ait plus de s (âl) composantes. Alors 

1 4 Un sousensemble fermé A de S est une coupure de S entre p et q, lorsque p et q appartiennent 
à deux composantes différentes de S — A. 

1 5 Straszewicz, Über die Zerschneidung der Ebene durch abgeschlossene Mengen, Fundamenta 
Math., t. 7, 1925. Pour s = 1, Janiszewski, Sur les coupures du plan faites par des continus, 
Prace matem.-fizyczne, t. 26, 1913. 
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R — (Ax 4- Â2) a plus de s composantes.16 Corollaire 2: Soient Ax et A2 deux 
souscontinus de S tels que AlA2 ait au moins deux composantes. Alors il existe 
dans S deux points p et q tels que Ax n'est pas et Ax 4- A2 est une coupure de S 
entre eux.11 

51. Pour R = S, p = 0, N ^ 4 le théorème AX donne, si Von suppose d'abord que 
U S: Soient Ax, A2, .Ak {k ^ 4) des sousensembles fermés de S remplissant 
les deux conditions: a) les k esembles 

Ax 4* A2 4* . . . -f- Ak_2 , A2 + A3 4- . . . 4- Ak_t , A3 -h A4 4- . . . -f Ak, ..., 
Ak + At + . . . 4- Ak^2 

sont des continus; p) il existe un indice j tel-que 3 g j g k — 1, AxAj 4= 0. Soient p 
2k k 

et q deux points de R — £ Ax tels qu'aucun des 2k ensembles Bv = £ A^i fg v ^ k) 
i= î ¿=i 

i = V 

k 
ne soit une coupure entre eux. Alors l'ensemble £ Ax n'est pas une coupure entre 

¿=1 
p et q. Si l'on omet la condition /?), on peut toujours affirmer ceci: Soient p, q et r 

k 
trois points de R — £ Ax tels qu'aucun des k ensembles Bv ne soit une coupure de S 

¿=i 
entre deux quelconques d'eux. Alors de ces trois points on peut en choisir deux de 

k 
manière que £ Ax ne soit une coupure de S entre eux. Pour R = S, p = 0, AT = 3 

i = i 
le théorème Ax donne: Soient Au A2, A3 trois souscontinus de S. Si l'on a AlA2A3 4= 
4= 0 et si p et q sont deux points de R — (Ax 4- A2 + A3) tels qu'aucun des trois 
ensembles Ax 4- A2, At 4- A3y A2 4- A3 ne soit une coupure entre eux, alors l'en-
semble Ax + A2 + A3 n'est pas non plus une coupure entre eux.18 Si l'on ne sup-
pose rien sur A1A2A3, et si p, q et r sont trois points de R — (Ax 4- v42 4- A3) tels 
qu'aucun des trois ensembles At 4- A2, + + ^3 ne s°it une coupure de S 
entre deux quelconques d'eux, l'ensemble At + A2 4- A3 ne peut être une coupure 
de S entre deux quelconques d'eux.19 Pour R = S, p = 0, N ^ 4 le théorème At 

1 6 Straszewicz, 1. c.; pour 5 = 1 , Janiszewski, l.c. 
1 7 Kuratowski et Straszewicz, Généralisation d'un théorème de Janiszewski, Fund. Math., 

t. 12, 1928. 
1 8 Kuratowski, Théorème sur trois continus. Monatshefte, t. 36, 1939. 
1 9 Un continu est dit indécomposable, s'il n'est pas la somme de deux souscontinus différents 

de lui. Or soit A une frontière commune de trois régions de S: soient p, q, r trois points de S appar-
tenant chacun à une de ces trois régions. Alors A est une coupure de S entre deux quelconques 
des points p, q, r, tandis qu'un sousensemble fermé A' + A de A n'est une coupure ni entre p 
et q ni entre p et r, ni entre q et r. Le théorème du texte entraîne donc qu'on ne peut avoir A = 
= At 4- A2 4- A3\ Ax, A2, A3 étant trois souscontinus tels que Ax -f A2 4= A, Ax + A3 ^ A, 
A2 + A3 A. Autrement dit: Toute frontière commune à trois régions de S est un continu indé-
composable ou bien la somme de deux continus indécomposables (Kuratowski, Sur la structure des 
frontières communes à deux régions, Fund. Math., t. 12, 1928). 
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donne: Soient Al9 A2, - (k ^ 4) des sousensembles fermés non vides de S 
remplissant les deux conditions: et) les k ensembles 

At + A2 + ... + Ak-U A2 + A3 + ... + Ak,..., Ak + Ax + ... + 

sont* des continus; 0) les ensembles A^j (1 ^ i S j — 2 ^ k — 2) le cas i = 1, 
k 

j = k étant excepté) sont vides. Il existe des points pi9 p2i..., p2h dans R — £ Ai 
¡=i 

k 
tels que pour 1 ^ v ^ k9 Bv = Y, Ai chaque composante de R — Bv en contienne un 

¿=1 
i = V k 

nombre pair, tandis qu'une certaine composante de R — YJ^i en contienne un 
¡=i 

nombre impair. Le théorème vaut aussi pour k = 3, pourvu qu'on remplace la 
condition fi) par la suivante: l'ensemble AtA2A3 est vide. La thèse du théorème qui 
vient d'être énoncé possqjde cette conséquence: il existe deux points p et q dans 

k 
R — Y^i tels que l'ensemble Ai + A2 4- ... + Ak^i n'est pas une coupure de S en-

¿=1 
tre eux, tandis que l'ensemble Ax + A2 + ... + Ak est une coupure de S entre eux. 

52. Le théorème A0 a été donné par M. Alexander en 1922.2 0 Le théorème C 0 

ne diffère pas trop d'un théorème de M. W. Mayer. 2 1 Que le théorème de M. Mayer 
peut se transformer dans la forme de notre théorème C 0 , a été remarqué par M . Helly. 2 2 

J'ai généralisé beaucoup le théorème de M. Mayer dans un Mémoire qui paraîtra 
probablement dans les Fundamenta Mathematicae.2 3 Les théorèmes An, Bn et C„ 
peuvent être facilement généralisés de la même manière. 

2 0 A proof and extension of the Jordan-Brouwer separation theorem, Transactions of the 
Amer. Math. Soc., t. 23 (corollary fV(). 

2 1 Abstrakte Topologie, Monatshefte, t. 36, 1929, chap. 4. 
2 2 Über Systeme von abgeschlossenen Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten, Monatshefte, 

t. 37, 1930. 
2 3 Théorie générale de Thomologie dans un espace quelconque, chap. 4, ([7]). 
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S U R L A T H É O R I E D E L A D I M E N S I O N 

C o m p t e s R e n d u s H e b d o m a d a i r e s 

d e s S é a n c e s d e l ' A c a d é m i e d e s S c i e n c e s . 

P a r i s 193 ( 1 9 3 1 ) , 9 7 6 - 9 7 7 

1. Dans cette Note j'appelle espace un espace topoîogique R possédant les deux 
propriétés ci-après:1 I o si Fl9 F2 sont deux sous-ensembles fermés de R sans point 
commun, il existe deux sous-ensembles ouverts de R sans point commun contenant 
respectivement Fj et F 2 ; 2° chaque sous-ensemble ouvert de R est une somme d'une 
infinité dénombrable de sous-ensembles fermés de R. Chaque sous-ensemble d'un 
espace est un espace. Chaque espace distancié (metrischer Raum) constitue un cas 
particulier de nos espaces. 

2. dim R = — 1 si R = 0 et réciproquement, dim R ^ n signifie que, A étant un 
sous-ensemble fermé de R et U un sous-ensemble ouvert de R contenant A, il existe 
un sous-ensemble ouvert F de R contenant A, contenu dans U et tel que dim H á 
á n — 1, où H est la frontière de V. On sait que pour les espaces séparables cette 
définition de la dimension coïncide avec celle de Menger-Urysohn.2 Or j'ai démontré 
les trois théorèmes ci-après, qui ne l'étaient jusqu'à présent que pour les espaces 
séparables. 

3. S étant un sous ensemble arbitraire de R, on a dim S á dim R. 3 

oo 

4. Lorsque R = £ Siy les ensembles S¡ étant fermés dans R, si dim S¡ ¿ n pour 
»=1 

chaque ?, on a aussi dim R á 

m 

5. Soit R = £ l'Jv> ï e s ^v étant ouverts dans R; soit dim R = n. Il existe des sous-
V = 1 

ensembles ouverts Vi de R en nombre fini tels que: Io R = £ F ¡ , où F¡ est la ferme-
ture de V¡; 2° chaque F¿ fait partie d'un Uv; 3° pour 2 á H è n + 2, si S^ désigne 

1 P. Urysohn, Math. Annalen, 94, 1925, p. 286, note ( 4 1 ) au bas de la page. 
2 K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin, Teubner, 1928, p. 116. 
3 Menger, /oc. cit., p. 81. 
4 Menger, loc. cit., p. 92. 
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l'ensemble de tous les points de R appartenant à fi au moins des ensembles Vh on 
a dim SM ^ n - r + l . 5 

6. Les démonstrations seront publiées dans un autre Recueil. 

5 Menger, foc. cit., p. 156. 
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S U R L E S E N S E M B L E S C O N N E X E S I R R É D U C T I B L E S 

E N T R E n P O I N T S 

Č a s o p i s p r o p ě s t o v á n í m a t e m a t i k y a f y s i k y 

61 ( 1 9 3 2 ) 1 0 9 - 1 2 9 

( T r a d u i t d e t c h è q u e : 

M n o ž s t v í i r r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á m e z i n b o d y . ) 

I. 

Jusqu'à présent, la Topologie n'a pas gagné parmi les cours universitaires la place 
qu'elle mériterait par son importance de plus en plus croissante dans l'ensemble 
des sciences mathématiques; aucune de ses parties n'a été traitée en langue tchèque. 
Pour cette raison je trouve bon de faire précéder l'exposé propre du sujet (voir la 
partie II) par un aperçu sommaire de notions bien connues dont j'aurai besoin. 

1. L'ensemble R (composé d'éléments quelconques) sera appelé espace (topologi-
que),1 et ses éléments seront appelés points, lorsque nous avons choisi d'après une 
règle n certaines parties de R, que nous appellerons fermées dans R. La règle n 
doit satisfaire aux axiomes (conditions) suivantes: 1.1 les ensembles 0 2 et R sont 
fermés dans R; 1.2 tout ensemble composé d'un seul point de R 3 est fermé dans R; 
1.3 la somme A 4- B* de deux ensembles A et B fermés dans R est aussi fermée dans R; 
1.4 l'intersection5 d'un système quelconque (même infini) d'ensembles fermés dans 
R est fermée dans R. U n ensemble A c R6 sera dit ouvert dans R si l'ensemble 
complémentaire R — A1 est fermé dans R. Les ensembles ouverts dans R jouissent 
donc des propriétés suivantes: 1.5 les ensembles 0 et R sont ouverts dans R; 1.6 si 
x e R est un point quelconque de R, l'ensemble R — (x) est ouvert dans R; 1.7 l'inter-

1 On peut trouver des explications plus detaillées de différentes notions d'espace (y compris 
des remarques historiques) dans le livre M. Fréchet: Les espaces abstraits, 1928. Les espaces 
que nous allons étudier ici y sont appelés espaces accessibles. 

2 Le symbole 0 désigne l'ensemble vide (qui ne contient aucun élément). 
3 L'ensemble composé d'un seul point x sera désigné par (*). 
4 La somme d'un nombre quelconque d'ensembles est l'ensemble des points qui appartiennent 

à un (au moins) des ensembles du système donné; la notation sera empruntée à l'addition des 
nombres. 

5 L'intersection d'un système quelconque d'ensembles est l'ensemble des points qui appartien-
nent à tous les ensembles du système; la notation rappelle celle de la multiplication des nombres. 

6 A c B ou B d A signifie que l'ensemble A fait partie de l'ensemble B (tout élément de A 
est élément de B). 

7 A — B est l'ensemble des points de A qui n'appartiennent pas à B. 
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section AB de deux ensembles A, B ouverts dans R est ouverte dans R; 1.8 la somme 
d'un système quelconque d'ensembles ouverts est ouverte dans R. On peut arriver 
à la même notion d'espace en définissant dans R des ensembles ouverts de façon 
axiomatique à l'aide de 1.5 — 1.8 et en introduisant ensuite les ensembles fermés: 
un ensemble A a R sera dit fermé dans R si R — A est ouvert dans R. 

2. L'exemple le plus important d'espace est l'espace euclidien (ou cartésien) à k 
dimensions Rk: c'est l'espace de tous les /c-tuples ordonnés de nombres réels. [En 
particulier R t est l'ensemble de tous les nombres réels.] Pour que soit un espace 
au sens de notre définition, il faut définir les ensembles fermés (ouverts) dans Rk. 
On peut trouver cette définition dans le Mémoire de M. V. Jarník — Úvod do teorie 
množství,8 paragraphe 4, N o s 4 et 5, où l'on a aussi démontré que nos axiomes 
1.1 — 1.4 sont bien vérifiés. Plus tard, (voir 5) nous donnerons un exemple beaucoup 
plus général. 

3. Soient R, R* deux espaces donnés. Supposons qu'il existe entre R et R* une 
application biunivoque telle que l'image de tout ensemble ouvert9 dans R soit un 
ensemble ouvert dans R*, et inversement que tout ensemble dont l'image dans R* 
est ouverte soit aussi ouvert dans R. N o u s disons alors que les espaces R et R* sont 
homéomorphes. La Topologie (appelée aussi Analysis Situs) étudie les propriétés 
des espaces, qui restent invariantes par applications homéomorphes. 

4. Soit A c R. Alors il existe dans R des ensembles fermés F A; l'intersection 
de tous ces F est, d'après 1.4, fermée également, c'est donc le plus petit des F. On 
l'appelle fermeture de A dans l'espace R, on le désigne par X 1 0 La définition en-
traine sans difficulté les propositions suivantes: 4.1 A = Â si et seulement si A est 
fermé dans R; 4.2 si A c= B, alors Â a B; 4.3 A + B = Â + B. 

5. Soit S a R. Par ensemble fermé dans S nous entendons l'intersection de S 
avec un ensemble fermé dans R. Nous voyons que les axiomes 1.1 — 1.4 sont alors 
valables même dans S, donc toute partie de l'espace R est aussi un espace. Il est 
évident qu'un ensemble ouvert dans S n'est rien d'autre que l'intersection de S avec 
un ensemble ouvert dans R. 

En particulier, toute partie de l'espace euclidien Rk est un espace également, ce 
qui nous donne un exemple fort général d'espace. 

Si S est fermé dans R, alors tout ensemble fermé dans S est aussi fermé dans R. 
Si S est ouvert dans R, alors tout ensemble ouvert dans S est aussi ouvert dans R. 

6. Soit A c S a R. Soit Â la fermeture de l'ensemble A dans l'espace R. Alors AS 
est la fermeture de l'ensemble A dans l'espace S. D é m o n s t r a t i o n . Tout d'abord AS 
est bien fermé dans S et contient A. Soit ensuite H un ensemble fermé dans S, H 3 A. 
Il existe donc un ensemble F fermé dans R, tel que H = SF, donc F z> A, de sorte 

8 Complément à la seconde édition du livre Integrální počet de K. Petr. 
9 II est aisé de voir que dans cette définition on peut remplacer partout le mot „ouvert44 par 

le mot „fermé". 
1 0 C'est la notation usuelle des Fundamenta Mathematicae. M. Jarník (loc. cit.) écrit A°. 
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que (cf. 4.1 et 4.2) F => A donc H = SF AS. Il en résulte que AS est le plus petit 
ensemble fermé dans S contenant A. 

k 
7. Soit k = 2, 3 , . . . . Nous disons que la somme £ Ar (A r sont parties de l'espace R) 

r = 1 
k 

a les termes séparés si pour 1 ^ r ^ k Ar est fermé dans £ ,4r et que pour 1 g r < 
r = 1 

< s ^ k ou ait >4r/ls = 0. Dans cette définition nous pouvons remplacer le mot 
k 

„fermé" par „ouvert". En effet, si p. ex. les ensembles Ar sont fermés dans £ ArJ 
r = 1 

k k k 
alors tout = £ Ar — £ est ouvert dans £ 

r = 1 r = 1 r = 1 
r*s 

8. Supposons que la somme /I + B ait les termes séparés. Soit >10 cz A, B0 a B. 
Alors la somme A0 + B0 a aussi les termes séparés. D é m o n s t r a t i o n . Comme 
AB = 0, on a aussi A0B0 = 0; de plus >10 = A(A0 + B0); comme A est fermé dans 
A + B, il s'en ensuit que A0 est fermé dans A0 + B0. D'une façon analogue nous 
trouvons que B0 est fermé dans A0 + B0. 

9. Supposons que les sommes A + B, A + C aient les termes séparés. Alors la 
somme A + (B + C) a les termes séparés. D é m o n s t r a t i o n . Comme A est fermé 
dans A -h B et dans + C, il existe des ensembles Fu F2 fermés dans R tels que 
A = Ft(A + B), A = F2(A + C). Mais alors A c Fu A a F2 donc FlF1{A + B + 
+ C) = F 2 F , ( A + B) + F ,F 2 ( i4 + C) = F 2 / l + FXA = ^ + = A; or F , F 2 est 
fermé dans R, donc /4 = FJF2(A + B + C) est fermé dans A + B + C. On dé-
montre d'une façon analogue que >1 est ouvert dans A -h B + C. Ensuite, = 0, 
^ C = 0, donc A(B + C) = 0 et B + C = (A + B + C) - A; comme A est ouvert 
dans A + B + C, on voit que B + C est fermé dans >4 H- B -h C. 

10. Un ensemble S1 c R est dit connexe11 lorsque 5 #= 0 et qu'une décomposition 
S = A + B aux termes séparés n'est possible que si elle est triviale, c'est-à-dire telle 
que soit A = 0, soit B = 0 . 1 2 Il est alors évident qu'une décomposition plus générale 

k 
S = Y A r a u x termes séparés n'est possible non plus que si Ar = 0 à l'exception d'un 

r = 1 

seul indice r. Il est évident qu'un ensemble composé d'un seul point est connexe, 
tandis qu'un ensemble contenant un nombre fini k > 1 de points n'est pas connexe. 

11. Soit S = A + B aux termes séparés. Soit T u n e partie connexe de S. Alors 

11 Cette définition a été introduite pour la première fois par N. J. Lennes: Curves in non-
metrical analysis si tus with an application in the calculus of variations, Amer. J. of Math., 33, 1911, 
p. 303. Indépendemment de Lennes, elle a été réintroduite par F. Hausdorff dans son livre Grund-
ziïge der Mengenlehre, 1914, chap. VII, § 7. Les simples théorèmes qui suivent sont dus a Haus-
dorff. 

1 2 Nous voyons que la connexité d'un ensemble S est une propriété topologique de l'espace 
Sy indépendente du choix de l'espace R plus large dans lequel l'espace S est immergé. 
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TA = 0 ou bien TB = 0. D é m o n s t r a t i o n . D'après 8 on a T = AT + BT aux 
termes séparés. 

12. Soient Si9 S2 c R deux ensembles connexes S t 5 2 + 0. Alors + S2 est 
connexe. D é m o n s t r a t i o n . Supposons que nous ayons — S2 = A + By les 
termes du second membre étant séparés. Comme StS2

 c + n o u s avons (en 
interchangeant A et B si besoin est) StS2 A4= 0. D'après 11 nous avons alors SlB = 
= S2B = 0, donc B = (Sl + S2) B = 0. 

13. Soit S 4= 0. Supposons que toute paire de points a, b de S soit contenu dans 
une partie connexe de S. Alors S est connexe. D é m o n s t r a t i o n . Soit S = A 4- B 
aux termes séparés. Si l 'on n'avait ni A = 0 ni B = 0, on pourrait choisir de point 
Û dans A et le point b dans B. Les deux points se trouveraient alors dans un ensamble 
connexe T e S, on aurait donc ^4T4= 0 4= BT, ce qui est en contradiction avec 11. 

14. Soit S0Î un système de parties, connexes de l'espace R, qui contiennent toutes 
un point donné a. Alors la somme S du système 9W est connexe. D é m o n s t r a t i o n . 
Soit S = -A 4- B aux termes séparés. On peut supposer a dans A, donc A 4= 0. 
Or si l'on avait B 4= 0, on pourrait choisir un point b dans B. Ce point b appar-
tient forcément à un ensemble T du système 9W, or le point a lui appartient aussi, mais 
T e s t une partie connexe de 5 , on aurait donc AT+ 0 4= BT\ en contradiction avec 11. 

15. Soit S une partie connexe de l'espace R. Soit S ci T c S. Alors Tes t connexe. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit T = A + B aux termes séparés. D'après 11 on a avec une 
notation convenable SB = 0, donc S c A, A 4= 0. D'après 4.1 et 6 on a A = TA; 
d'après 4.2 S c Â, donc T cr A, de sorte que A = TA = T, donc B = 0. 

16. Soit S 4= 0 un ensemble donné. U n ensemble A sera appelé composante de 
l'ensemble S si A est une partie connexe de S qui n'est contenue dans aucune autre 
partie connexe de S.13 Soit T u n e partie connexe quelconque de S; alors Tfai t partie 
d'une composante de 5. En effet, il existe des parties connexes U de l'ensemble S 
qui contiennent T (dont T en particulier); comme T e s t connexe, on a T=# 0, et 
d'après 14 la somme A de tous les U est bien connexe. Evidemment, A est la compo-
sante cherchée de l'ensemble S. Comme tout ensemble composé d'un seul point est 
connexe, nous voyous en particulier, que tout point de S se trouve dans une com-
posante de S. D'autre part, si A, B sont deux composantes différentes d'un ensemble 
S, on a toujours AB = 0, car autrement la somme A + B serait d'après 12 une partie 
connexe de S. 

Si 5 lui-même est connexe, il n'a qu'une composante ( = 5). Si 5(4= 0) n'est pas 
connexe, le nombre de ses composantes est > 1 (fini ou infini.) 

17. Soit A une composante de l'ensemble S. Alors A est fermé dans 5 . D é m o n -
s t r a t i o n . Comme A c ÂS œ Â, l'ensemble Â S est connexe d'après 15. Comme 
A cz ÂS c S, on a A = ÂS d'après la définition de la composante. 

1 3 La notion de composante de l'ensemble S ne dépend que de l'espace 5, et non pas de 
l'espace plus large R dans lequel S est plongé. 
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k 

18. Soit S = Y Ar aux termes séparés 4=0. Supposons qu'il soit impossible d'écrire 
r= 1 

S sous la forme d'une somme de plus de k termes séparés 4=0. Alors Al9 A2,.Ak 

sont les composantes de l'ensemble S (de sorte que S a exactement k composantes). 
D é m o n s t r a t i o n . Soit Ak = Bk 4- Bk+i aux termes séparés. Si nous posons Bt = 

A+l 
= Au Bk_i = Ak_u nous avons 5 = £ Br Pour 1 g r < s ^ k -h 1, nous 

r = 1 
avons alors BrBs = 0. De plus, les ensembles Br sont ouverts dans S: c'est évident 
pour r < k; pour r = k ou r = k + 1, Br est ouvert dans Ak et Ak est ouvert dans S, 

k+1 

de sorte que, d'après 5, Br est ouvert dans S. Il en résulte que la somme £ Br = S 
r = 1 

a les termes séparés, de sorte qu'un au moins des Br est = 0, donc soit Bk = 0, soit 
Bk+i = 0 . Cela prouve que Ak est connexe. Soit (voir 16) Ak la composante de l'en-

k- 1 

semble S, qui contient Ak. Comme S = £ Ar + Ak aux termes séparés, nous avons 
r = 1 

* - 1 
d'après 11 A'k. £ = 0» c'est-à-dire ^ = donc est une composante de 5 . 

r— 1 

Il en est de même des autres ensembles Ar. 

19. Supposons que S ait un nombre fini k ^ 2 de composantes Alors 
k 

S = £ aux termes séparés. Cela découle de 16 et 17. 
r= 1 

20. Soit S une partie connexe de l'espace connexe R. Soit R — S = P + Q aux 
termes séparés. Alors S + P est un ensemble connexe.1 4 D é m o n s t r a t i o n . Soit 
S + P = A + B\ç second membre ayant les termes séparés. D'après 11 et pour une 
notation convenable, nous avons SA = 0, donc A a P, de sorte que d'après 8 la 
somme A + Q a les termes séparés. Donc, d'après 9, la somme A + (B + Q) a les 
termes séparés également. Or A + B+ Q = S + P+ Q = S + ( R - S) = R 
est connexe, ce qui entraîne que l'on a ou bien A = 0, ou bien (B + Q = 0, donc) 
B = 0. 

21. D'après 5, une partie quelconque de l'ensemble R t de tous les nombres réels 
est un espace. En particulier, un intervalle <a, b> (c'est-à-dire l'ensemble de tous 
les x tels que a ^ x ^ b, où a, b sont deux nombres réels, a < b) est un espace 
connexe. D é m o n s t r a t i o n . Soit 6 ) = A -f- £ aux termes séparés. Les ensembles 
A9 B sont fermés dans <a, b}9 l'intervalle <a, b ) est fermé dans Rl et borné, donc 
(cf. 5) les ensembles A, B sont fermés dans JR,. Mous avons à déduire une contra-
diction à partir de l'hypothèse A 4= 0, B 4= 0. Comme AB = 0, il existe1 5 un nombre 
a > 0 tel que si x est dans A et y dans B, on ait toujours \x — y\ > a. D'autre part, 
il existe évidemment dans <a, b} une suite finie x09 xi9..., xn9 telle que x 0 = x, 
xn — y» \xr+\ ~ xr\ < a P o u r 0 ^ r g « — 1. Mais pour un r convenablement 

1 4 Voir B. Knaster, C. Kuratowski: Sur les ensembles connexes, Fundamenta mathematicae, 
2, 1921, p. 210 (théorème VI). 

1 5 Voir V. Jarník, loc. cit., p. 701, VI. 
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choisi, nous aurons x r dans A et x r + i dans B (ou inversement) et l'inégalité | x r + 1 — 
— x r | < a contredira la définition du nombre a. 

22. Tout espace homéomorphe à un intervalle b) s'appelle arc simple; les 
images des points a9 b sont ses extrémités.16 Comme tout espace homéomorphe 
à un espace connexe est évidemment connexe lui-même, nous voyons que tout arc 
simple est connexe. 

23. Nous sommes maintenant capable de déterminer toutes les parties connexes de 
l'espace R t des nombres réels. Ce sont tout d'abord toutes les parties composées d'un 
seul point chacune, ensuite, en vertu de 13 et 21, tous les intervalles. Il est évident 
que Rl n'a pas d'autres parties connexes. Car si S c Rt et que S contienne plus qu'un 
seul nombre sans toute fois être intervalle, il existe dans R t — S un nombre a tel 
que AS 4= 0 4= BS, où A(B) désigne l'ensemble de tous les nombres réels plus grands 
(plus petits) que a. Or les ensembles A, B sont ouverts dans R t , donc S = A S 4- BS 
aux termes séparés, donc S n'est pas connexe. 

II. 

24. Soient al9 a2,..., an (n = 2, 3 , . . . ) des points distincts d'un espace R donné. 
N o u s disons que R est connexe irréductible entre les points ai9 al9..., an9 et nous 
écrivons R = l(au ..., an)9 lorsque: 1° R est un espace connexe; 2° aucune partie 
S 4= R de l'espace R contenant tous les points al9 a 2 , a n , n'est connexe. Pour 
n = 2 cette notion a été introduite par N. J. Lennes dans son travail cité sub 1 1 , et 
étudiée en détail par B. Knaster et K. Kuratowski.1 7 Le cas de n > 2 n'a pas été 
jusqu'à présent étudié (à ce que je sais, du moins). D'après 23, l'intervalle <0, b ) est 
connexe irréductible entre les points a et b, mais ne l'est pas entre une autre paire de 
ses points. Comme la connexité est une propriété topologique, un arc simple est 
connexe irréductible entre ses deux extrémités, mais ne l'est pas entre une autre paire 
de ses points. 

25. Soit R = / ( û „ al9am),(m = 2, 3 , . . . ) . Soient bl9 b2,..., b„(n = 1, 2, 3 , . . . ) 
d'autres points de l'espace R. Alors évidemment R = l{aï9 al9..., am\ bl9 bl9..., bn). 

26. Soit R = S 4- T. Soit ST = (x) un ensemble composé d'un seul point. Soit 
S = l(ai9..., am9 x), T = / ( & , , b n 9 x) (m, n = 1, 2, 3 , . . . ) . Supposons S et T 
fermés dans R . 1 8 Alors R = l(ai9..., am9 bi9..., bn). D é m o n s t r a t i o n . L'espace R 

1 6 A priori les extrémités pourraient changer si l'on changeait l'application homéomorphe sur 
l'intervalle; le résultat donné à la fin du paragraphe 24 fait cependant voir que ce n'est pas le cas. 

1 7 Voir loc. cit. sub1 4 . Cf. aussi L. Vietoris: Stetige Mengen, Monatshefte fur Math, und 
Physik, 31, 1921, p. 173 — 204. Les ensembles I(a, b) s'appellent ici Linienstuck. 

1 8 Cette supposition est essentielle. Exemple (l'espace R fait partie du plan euclidien R2): 
S est le segment joignant les points x = (0, 1), a = (0, —1); l'ensemble Test composé du point x 
et des points (r, sin 1 //) (0 < t ^ 1). On a S = I(a9 x)y T= I(by x) où b = (1, sin 1), ST= (x), 
mais non pas R = S 4- T = l{atb). L'ensemble T n'est pas fermé dans R. 
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est connexe d'après 12. Soit P une partie connexe de R contenant les points al9... 
am9 bl9..., bn; nous avons à montrer que P = R. Posons SP = S09 TP = T0 , 

alors S 0 contiendra les points al9..., am et T0 les points bn. Les ensembles S, T 
étant fermés dans R, S 0 et T0 sont fermés dans P. Comme P = S0 4- T0 est connexe 
et S0 4= 0, T0 4= 0, on a forcément S 0 T 0 4= 0. Mais S0T0 c S T = (x), donc S 0 r 0 = 
= (x). Soit S 0 = 4- B aux termes séparés et supposons que le point x appartient 
p. ex. à B. Les ensembles A, B sont fermés dans S 0 ; S 0 , T0 sont fermés dans P, donc 
les ensembles A, B + T0 sont fermés dans P. Ensuite / l (B 4- T0) = + AT0 = 
= AT0 c (S 0 - (x)) T0 = S 0 T 0 - (x) = 0. D o n c P = A + (B + T0) aux termes 
séparés; comme B 4- T0 4= 0 et P est connexe, nous avons A = 0. Il en résulte que 
5 0 est une partie connexe de S contenant les points al9..., am, x, donc S0 = S. D e 
façon analogue nous obtenons T0 = T, donc P = R. 

27. Soit R = l(ai9 al9..., a„). Soit x un nouveau point de l'espace R9 différent 
des points al9..., an. L'ensemble R — (x) a un nombre fini k de composantes , on 
a 2 g k S n. Toute composante P de l'ensemble R — (x) contient au moins un des 
points ai9..., an. Soient aVl9..., aVm exactement ceux des points al9 ...9an qui appar-
tiennent à P. O n a alors P + (x) = l(aVl9..., aVm, x). D e plus les ensembles P sont 
ouverts dans R et les ensembles P + (x) sont fermés dans R. D é m o n s t r a t i o n . 
Comme R — (x) contient tous les points al9 al9..., an9 l'ensemble R — (x) n'est pas 
connexe. Il est donc possible d'écrire R — (x) comme la somme de deux termes 

k 

séparés 4=0. D'une manière plus générale soit R — (x) = £ Pr (k = 2, 3 , . . . ) aux 
r — 1 

termes séparés 4=0. Les ensembles Pr sont ouverts dans R — (x) qui est ouvert dans R9 

donc Pr sont ouverts dans R. Il en résulte que P r 4- (x) sont fermés dans R9 car p. ex. Pt + 
k 

4- (x) = R — Yé Pr- D'après 20, Pr 4- (x) sont des ensembles connexes. Si p. ex. 
r= 2 

k 

Pt ne contenait aucun des points al9...9an9 l'ensemble R — P 1 = £ (P r 4- (x)) 
r = 2 

serait une partie connexe (d'après 12) de R contenant tous les points ai9 a 2 , 0 n > 
on aurait donc R — Pt — R d'où P 1 = 0, ce qui est une contradiction. Soient donc 
aVl9..., aVm (m ^ 1) exactement ceux des points al9 ...9an qui se trouvent dans Pl. 
Soit S une partie connexe de P j 4- (x), contenant tous les m 4- 1 points aVi9..., aVm9 x . 

k 
Alors l'ensemble S + £ (Pr 4- (x)) est une partie connexe (d'après 12) de R contenant 

r = 2 
k 

tous les points al9..., an9 de sorte que 5 4- £ (Pr 4- (x)) = R, d'où P t cz S9 donc 
r = 2 

5 = P j 4- (x). On a donc P t 4- (x) = /(¿?V l , . . . , aVm, x). Comme chacun des k en-
sembles séparés Pr contient au moins un des points al9an9 nous avons k g n. 
51 nous prenons /c maximal, les ensembles Pr seront, d'après 18, les composantes de 
l'ensemble R — (x). 

28. Pour le cas particulier de n = 2 nous obtenons le résultat suivant: Soit R = 
= l(a9 b). Soit x un nouveau point de R, différent de a et de b. Alors R — (x) a deux 
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composantes A(x) et B(x), dont la première contient le point a et la seconde le point b. 
Les ensembles A{x) et B(x) sont ouverts dans R; les ensembles A(x) + (x) et B(x) + 
+ (x) sont fermés dans R. D e plus, A(x) + (x) = l(a, x); B(x) + (x) = / (x , b). 
Soit maintenant y un nouveau point de l'espace R9 différent des points a9 b9 x. Alors 
un des deux ensembles connexes A(y) + (y), B(y) + (y) fait partie de R — (x), donc 
d'une de ses composantes / l (x) , B(x). On n'a pas A(y) cz B(x)9 car A(y) contient le 
point a qui n'appartient pas à B(x). D e façon analogue on trouve que l'on ne peut pas 
avoir B(y) cz A(x) non plus. D o n c ou bien A(y) + (.y) c: A(x), ou bien B(y) + (y) 
c B(x), de sorte que R - (tf(y) + (y)) => R - B(x), c'est-à-dire A(y) => A(x) + (x). 
N o u s avons donc yl(x) 4= A{y) et ou bien A(y) cz A(x), ou bien A(y) ID ^4(X). Cela 
permet d'ordonner19 l'ensemble R de la façon suivante: 1° Le point a précède tout 
autre point de R. 2° Le point b suit tout autre point de R. 3° Si x, y sont deux nou-
veaux points de R (4= a9 b)9 alors x précède y lorsque A{x) a A{y). Il est évident que 
tout point de A(x) (x 4= a9 b) précède x et que tout point de B(x) suit x. 

29. Supposons l'espace R = l(a9 b) ordonné suivant 28. N o u s appellerons inter-
valle dans R toute partie S de l'ensemble R qui contient plus d'un point et pour 
laquelle on a: Lorsque x , y, z sont trois points de R9 x précède y, y précède z, x et z 
appartiennent à S, alors y appartient à S également. Soit S une partie de l'espace R = 
= l(a9 b) contenant plus d'un point de R; alors S est connexe si et seulement si c'est 
un intervalle dans R,20 D é m o n s t r a t i o n . Soit d'abord S un intervalle dans R ayant 
x pour son premier et y pour son dernier point. Alors quatre cas sont possibles: 
1° x = a9 y = b; 2° x = a9 y 4= b; 3° x 4= a, y = b; 4° x 4= a9 y 4= b. Dans les trois 
premiers cas nous avons S = R9 S = A(y) + (y), ou S = (x) 4- B(x)9 respective-
ment; S est donc connexé en vertu de 28. Le quatrième cas peut facilement être 
réduit au troisième, car alors S est évidemment un intervalle dans A(y) -I- (y) = 
= I(a9 y). Soit ensuite S un intervalle quelconque. Fixons arbitrairement deux points 
x, y (x 4= y) dans 5 . Lorsque x p. ex. précède y, alors l'intervalle dans R qui a x pour 
son premier et y pour son dernier point, est une partie connexe de S contenant x 
et y, donc S est connexe d'après 13. Soit maintenant S un ensemble dans R9 mais qui 
n'est pas un intervalle. Il existe alors dans R — S un point x 4= a9 b9 tel que S^(x ) 4= 
4= 0 4= SB(x). Comme S cz R - (x) = A(x) + 5 (x ) , S n'est pas connexe (voir 11). 

C'est également l'ordre inverse dans R9 que l'on obtient en interchangeant les 
rôles joués par les points a et b9 qui jouit de la même propriété. Mais il est évident 
qu'aucun autre ordre dans R ne peut jouir de la même propriété. 

30. L'ordre introduit en 28 dans l'espace R = / (a , b) jouit encore de la propriété 
suivante:21 Soit R = S + F, ST = 0. Supposons que S et Tsoient des intervalles, et 
que S contienne le point a9 et T contienne le point b. Alors ou bien il existe dans S 
un dernier point a, ou bien il existe dans T un premier point /?; mais de ces deux 

1 9 Voir loc. cit. sub1 4 , p. 219, théorème XX. 
2 0 Voir loc. cit. sub1 4 , p. 221, corollaire XXIV. 
2 1 Voir loc. cit. sub1 4 , p. 221, théorème XXIII. 
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points il ne peut exister qu'un seul. D é m o n s t r a t i o n . Sie a existe, nous avons 
évidemment S = A(<x) 4- (a), donc (d'après 28) S est fermé dans R. Si a n'existe pas, 
alors S est évidemment la somme de tous les /t(x) où x parcourt l'ensemble S, donc S 
est une somme d'ensembles ouverts dans R (voir 28), d'où il résulte (voir 1.8) que S 
est ouvert dans R. D'un manière analogue, nous trouvons que Test fermé dans R si P 
existe, et ouvert dans R si p n'existe pas. Donc, si notre théorème n'était pas vrai, la 
somme R = S + Taurait les termes séparés 4=0 et l'espace R ne serait pas connexe. 

31. Soient 

(1) aua2,...9ak 

des points différents de l'espace R, k = 2, 3 , . . . Les points ( l ) forment une partie T 
de l'espace R; soit S = R — T. Supposons que pour chaque point av de (1) il existe 
au moins un autre point aM de ( l ) tel que 

(2) 5 + (av) 4- (<!„) = l(a„ aH) . 

Il est alors possible de diviser les points ( l ) en deux groupes (non-vides) tels que (2) 
est vérifié si et seulement si av et a„ appartiennent à des groupes différents. Soient 
bl9..., br9 et Cj , . . . , cs (r 4- s = k) ces deux groupes, nous écrivons 

S = / * ( & „ . . . , 6, | c „ . . . , c s ) . 2 2 

D é m o n s t r a t i o n . N o u s allons partir d'une certaine paire de points av, aM satisfaisant 
à la condition (2) et nous ordonnons l'ensemble S 4- (av) 4- (<aJ suivant 28. Cela 
introduit également un ordre dans l'ensemble S lui-même; le théorème établié au 
paragraphe 29 est valable pour S aussi. Nous avons, bien entendu, deux ordres 
possibles, l'un inverse de l'autre. La remarque qu'on trouve à la fin du paragraphe 
29 a lieu pour S aussi, d'où il résulte aisément que la paire d'ordres (mutuellement 
inverses) dans l'ensemble S, que nous obtenons ainsi à partir des points av9 a^ ne 
changera pas si nous remplaçons les points av , a^ par une autre paire de points de (1), 
pourvu qu'elle satisfasse, bien entendu, la condition (2). Fixons donc un de ces deux 
ordres dans S; nous dirons alors que nous avons orienté l'ensemble S; il y a exacte-
ment deux manières différentes dont on peut le faire. Prenons maintenant un point x 
arbitraire dans S et désignons par P(x) ou 0 (x ) l'ensemble des points de S — (x) 
qui précèdent x, ou le suivent respectivement. Si (2) a lieu, nous voyons en raison de 
29, que ou bien les ensembles 

(*) + K ) , Q(x) + ( O 

2 2 Les hypothèses admises peuvent se réaliser pour n'importe quelles valeurs r, s. Exemple: 
R est une partie du plan euclidien R2. Soient /?v, 1 ^ v r, des nombres arbitraires, tous dif-
férents, pris dans l'intervalle < — 1, 1) , soient yv, 1 ^ v ^ s, des nombres arbitraires satisfaisant 
aux mêmes conditions. Nous prenons les points bv — (—1, /?v), 1 ^ v ^ r et les points cv = 
= (1, yy), 1 ^v ^s; S sera l'ensemble des points (/, sin (1/(1 - M))) où — 1 < / < 1. 
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sont connexes et les ensembles 

(**) * ( * ) + ( « , ) . + 

ne le sont pas, ou bien, inversement, les ensembles (*) ne sont pas connexes et les 
ensembles (**) sont connexes. N o u s obtenons alors la division des points (1) en 
rangeant au premier groupe les points av pour lesquels P(x) 4- (av) est connexe, et 
ces points seulement; l'autre groupe comprendra alors tous les points ( l ) pour les-
quels Q(x) 4- (av) est connexe, et ces points seulement. N o u s dirons alors que les 
points (1) qui appartiennent au premier (second) groupe sont des points initiaux 
(finals) pour S; tous les points ( l ) auront alors le n o m commun de points extrêmes 
pour S. Si nous changeons l'orientation de S, les points initiaux deviendront finals 
et réciproquement. Si bl9 ..., br(ci9 ..., cs) sont des points initiaux (finals) pour 
S, o n a 

(3) P(x) = P(x) + (x) + i ( b v ) ; Q(x) = Q(x) + (x) + ¿ ( c v ) . 
V = 1 V = 1 

D é m o n s t r a t i o n . L'ensemble P(x) est ouvert dans S, de sorte que S — P(x) = 
= Q(x) + (x) est fermé dans S. Si le point x n'était pas dans P(x) , l'ensemble P(x) 
serait fermé dans S et l 'on aurait S = P(x) + ( ô ( x ) + (x)) aux termes séparés, ce 
qui est impossible. A cause de la symétrie, nous pouvons nous borner à la démonstra-
t ion de la première des formules (3) seulement. Il nous reste donc à démontrer que 
les points bv appartiennent et que les points cv n'appartiennent pas à P(x). Si un 
point bv n'appartenait pas à P(x) , l'ensemble P(x) serait fermé dans P(x) + (b v ) et 
la somme P(x) + (bv) aurait les termes séparés, ce qui est impossible, car P(x) + 
+ (bv) est connexe. Si un point cv appartenait à P(x), l'ensemble P(x) + (cv) serait 
connexe d'après 15, ce qui est contradictoire. 

32. Soient 

(4) vl9v2,...,vk (k = 2 , 3 , . . . ) 

des points de l'espace R. Soient 

(5) ( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) 

des ensembles ouverts dans R. Soit ensuite 

(6) « - X W + î s , 
V = 1 V = 1 

chaque point de R appartenant à un seul des k 4- l ensembles figurant au second 
membre de (6). Pour 1 ^ k ^ l soit 

Sx = Sx + £ ( O + £ (f>v) = I*(al9..., ar | bl9..., bs) , (r, s = 1, 2, 3 , . . . ) 
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où aí9..., ar9 bí9..., b5 sont des points différents de (4). Supposons de plus 2 3 que 
si SX9 sont deux ensembles distincts de (5), il existe des indices v0, vl9 . . . , vř (f = 
= 1, 2, 3 , . . . ; v0, V j , . . . = 1, 2 , . . . , /) tels que v0 = A, v, = n et pour 1 ¿ i ^ t on ait 
SV < - 1SV | #= 0. Supposons que pour tout p. (1 ^ g k) il existe au moins un X (1 g 
<; A g /) tel que le point v^ appartienne à Sx. Si l'on prend arbitrairement un indice 
X (1 ^ X ^ /), si (7) a lieu et que le point tfv(6v) soit choisi arbitrairement parmi les r 
points al9 ...9 ar (parmi les s points bl9..., bs), supposons qu'il soit alors impossible 
de trouver des indices v0, vl9.... v, (t = 0, 1, 2, . . . ; v0, v^ . . . = 1, 2 , . . . , /) tous dif-
férents de X et tels que le point av appartienne à SVo, le point bv à SVt et que l'on ait 
S v t ^ S v t = 0 pour l g i á ř-24 

N o u s disons que R et un arbre général;25 les points (4) seront appelés sommets 
de cet arbre, les ensembles (5) seront ses côtés. 

33. Les sommets et les côtés d'un arbre général R ne sont pas déterminés sans 
ambiguïté par l'espace R; ils dépendent de sa construction. On peut toujours con-
struir cet arbre de telle façon que des points donnés (en nombre fini) de J'espace R 
soient sommets de l'arbre. Car si pour une construction (6) de l'arbre général R un 
point x de l'espace R n'est pas sommet de l'arbre R, mais appartient p. ex. au côté 
SÀ9 orientions Sx (voir 31), désignons par P(x) et Q(x) l'ensemble des points de Sx qui 
précèdent, ou suivent respectivement, le point x, ajoutons aux sommets (4) le nou-
veau sommet x, éloignons de (5) le côté et ajoutons-y deux nouveaux côtés 
P(x) et ô(x) . Le lecteur vérifiera lui-même facilement que pour cette nouvelle con-
struction de l'espace R toutes les conditions imposées aux arbres généraux subsistent. 

34. Il est possible d'écrire les côtés (5) de l'arbre général (6) dans un tel ordre que 
x 

les espaces Rx = £ Šr (1 g X ^ /) deviennent arbres généraux.26 D é m o n s t r a t i o n . 
r= 1 

Il est évident que Rt est un arbre quel que soit le choix du côté St. Supposons que 
pour un certain X (2 ^ X ¿ l) les côtés S , , . . . , soient déjà choisis de telle mani-
ère que Rl9..., Rx-i soient des arbres généraux. Si SM est un nouveau côté (choisi 
arbitrairement), il existe des côtés S, = SVo, S V l , . . . , SVt = Sfl tels que ŠVi_lSVl = 0. 
Prenons i tel que vf ^ X, v, étant minimal avec cette propriété; posons ensuite Sx = 
= SVi. Le lecteur vérifiera facilement lui-même que ce choix du côté Sx implique 
que Rx est aussi un arbre général; cela achève la démonstration. Comme Š x Š v t _ l = 0, 
SVi_1 c et les termes de la somme (6) n'ont pas de points communs, il existe 
dans Rx-î un sommet a qui est extrême pour S;. Orientons Sx de telle manière que 
a devienne point initial pour Sx et désignons par b un point final pour S ; . Alors b 

2 3 Cette condition est inutile si / = 1. 
2 4 Cette dernière condition est inutile si / = 0. 
2 5 Si Sx sont des arcs simples et que Ton ait dans (7) r = s = l (pour tout X), l'arbre général 

ainsi défini deviendra ce qu'on appelle arbre en Topologie combinatoire. 
2 6 Les sommets et les côtés de l'arbre général Rx sont les sommets et les côtés de l'arbre 

général R contenus dans Rx. 
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n'est pas dans Rx-t. Dans le cas contraire, il existerait en effet dans Rx-i des côtés 
SM, S^ tels que le premier (le second) d'entre eux eût le point a (ou b, respectivement) 
pour point extrême. Comme Rx-i est un arbre général, il existerait alors des indices 
v0 , v , , . . . , v„ tous < A et tels que v0 = fi, v, = \i\ et l'on aurait de p lus 2 4 SVi_iSVi 4= 0. 
Or comme le point a (ou b) appartient à SVo (ou à SVt, respectivement) et que a (b) 
est point initial (final) pour Sx et v0, v l 5 . . . , vt 4= h R ne serait pas un arbre général. 

35. Soit x un point de l'arbre général R, sans être un de ses sommets. Alors l'en-
semble R — (x) n'est pas connexe. D é m o n s t r a t i o n . Désignons par Sx le côté de 
R qui contient x et reprenons la notation (7). Orientons Sx de telle façon que les 
points (1 = v = r ) soient initiaux pour Sx. L'ensemble soit composé des points 
av ( 1 g v g r) et de tous les points des ensembles (fi 4= X) pour lesquels on peut 
indiquer des indices v0 , v l 9 v f (t ^ 0), tous 4= A, tels que: un des points av 

(1 g v g r) appartienne à 5V0, vr = fi, et que l'on ait SV{_iSVi 4= 0 pour i . 2 4 

D'après la définition de l'arbre général R aucun point bv (1 ^ v ^ 5) n'appartient 
à A, donc l'ensemble B = (R — Sx) — A contient tous les points bv. Il est évident 
que A est fermé dans R. Si v 4= a est un sommet de l'arbre général R et que v appar-
tienne à A, A contiendra évidemment tout côté SM (fi 4= pour lequel v est un 
point extrême. Il en résulte sans difficulté que A est ouvert dans R — donc B 
est fermé dans R — SÀ9 donc (voir 5) B est fermé dans R. Désignons par P(x) ou 
Q(x), l'ensemble des points de Sx qui précèdent, ou suivent respectivement, le 
point x. On a alors R = (A -h P(x)) + (B + Q(x)), les deux termes étant fermés 
dans R et sans point commun outre x (voir 31 (3)). D o n c 

R - ( x ) = Î ( A + m - m ] + t(s + m ) - M ] 

aux termes séparés 4=0, de sorte que R — (x) n'est pas connexe. 

36. Gardons la notation du paragraphe 35. Modifions les côtés et les sommets 
der l'arbre général R suivant 33. 2 7 Le lecteur trouvera facilement que 

R1 = A + P(x), R2 = B + g(x) 

sont des arbres généraux; leurs sommets et leurs côtés sont les sommets et les côtés 
de R contenus dans ou R2 respectivement. Les arbres généraux Rx et R2 n'ont qu'un 
seul point commun: c'est le point x qui est sommet de l'un et de l'autre; chacun d'eux 
n'a qu'un côté pour lequel x est extrême (ce sont les côtés P(x) et (2(*))-

37. N o u s appellerons point extrême d'un arbre général R tout sommet de R qui 
est point extrême pour un seul de ses côtés . 2 8 Tout arbre général a au moins deux 
points extrêmes différents. D é m o n s t r a t i o n . L'énoncé est évident si le nombre 
de côtés 1 = 1; soit donc / > 1. Ecrivons les côtés 5 ; (1 ^ A g /) dans le même 

2 7 Les symboles JC, P(x), Q(x) ont la même signification que dans 35. 
2 8 Nous verrons plus tard (paragraphe 49) que les points extrêmes de l'arbre général R sont 

déterminés sans ambiguïté par l'espace R (indépendemment de sa construction). 
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ordre que dans 34. Alors tout point extrême de St est point extrême pour R (car il 
n'appartient pas à comme on l'a montré en 34). Il existe donc au moins un 
point extrême de R. Mais dans la construction du paragraphe 34 nous pouvons 
choisir arbitrairement le côté nous pouvons donc supposer que S , contient un 
point extrême de R. Comme S/ contient lui-aussi un point extrême de R, R a au moins 
deux points extrêmes. 

38. Tout arbre général est connexe. D é m o n s t r a t i o n . Tout côté Sx est connexe; 
donc (voir 15) les ensembles Sx sont également connexes. Lorsque SXi sont deux 
côtés différents, il existe des indices v0, vl9..., vf (t ^ 1) tels que v0 = k, vt = \i et 

, r 

Svt-^v, 4= 0 pour 1 ^ i ^ t. Donc (d'après 12) £ Sv est connexe. Mais tout som-
i = 0 

met Vp (1 ^ n g k) se trouve dans un certain ensemble Sx (1 ^ k g /). En vertu 
/ 

de (6) nous obtenons £ Sr = R, et R est connexe d'après 13. 
r = 1 

39. Soit v un point extrême d'un arbre général R. Alors R — (y) est connexe. La 
d é m o n s t r a t i o n est la même que dans 36 avec la différence qu'il faut prendre 
Sx - (y) au lieu de Sx.29 

40. N o u s appellerons point singulier de R un point a d'un arbre général R si 
l'ensemble R — (a) est connexe. D'après 35 tout point singulier est sommet de l'arbre; 
il existe donc seulement un nombre fini de points singuliers. D'après 39 tout point 
extrême est singulier,30 donc en vertu de 37 tout arbre général a au moins deux 
points singuliers. 

41. Soit R un arbre général; soient pi9 p2» Pn t o u s s e s points singuliers (donc 
n = 2, 3 , . . . ) . Alors R = l(pu p2,p„). D'une façon plus générale, soient qi9 q2,... 

qm(m ^ 2) m points différents d'un arbre général R. Alors R = l(qi9 q2i..., qm) 
si et seulement si parmi les points qu...,qmi\ yatous les points p t,..., p„. D é m o n s t r a-
t i o n . Soit S une partie connexe de R contenant tous les points pu p2,..., pn. Si l'on 
n'avait pas S = R, il existerait un point z dans R — S. Comme S contient tous les 
points singuliers, l'ensemble R — (z) c: S ne serait pas connexe. D o n c R — (z) = 
= A + B aux termes séparés 4=0. D'après 11 et pour une notation convenable, on 
aurait BS = 0. Or l'ensemble B + (z) est connexe (d'après 20) et contient plus d'un 
point; il contient donc aussi le point x qui n'est pas sommet de R. Comme BS = 0, 
le point jc est dans R — 5 , donc S c= R — (x). D'après 35 et 36 nous avons R — (x) = 
= — ( x ) ] + [^2 — (*)] a u s termes séparés, R{ et R2 étant des arbres généraux. 

2 9 Si SVt_^SVl 4= 0, on a [5V|_, — (*>)][5V| — 0)1 4= 0 car autrement v serait point extrême 
des deux côtés Sv et Svr ce qui est contradictoire. 

3 0 Mais il peut exister des points singulier qui ne sont pas extrêmes. Exemple: R fait partie 
du plan euclidien R2. R a quatre sommets a= (—1, —sin 1), b = (l ,sin 1), c — (0, 1), d = 
— (0, —1) et deux côtés: ce sont les ensembles des points (/, sin (1//)) pour — 1 < t < 0, ou bien 
pour 0 < t < 1 respectivement. Tous les quatre points ay ¿>, c, d sont singuliers, mais seuls les 
points a, b sont extrêmes. 
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Chacun des deux arbres généraux i ^ ^ ^ a a u moins deux points extrêmes (d'après 37), 
donc au moins un point extrême 4=x. Mais tout point de ce genre est évidemment 
(extrême, donc) singulier pour R, donc il appartient à S. Il en résulte S[^Ri — (x) ] 4= 0, 

— (x) ] 4= 0, ce qui est en contradiction avec 11. D o n c S = R et d'après 38, 
R = l ( p i , p „ ) . Si parmi les points ql9 ..., qm il y a tous les points pl9 ..., pn nous 
avons R = I(ql9..., qm) d'après 25. Si p. ex. le point ne figure pas parmi les points 

l'ensemble R — (pj) sera une partie connexe (car pt est singulier) de R, 
contenant ql9..., qm9 on n'aura donc pas R = l(ql9..., qm). 

n 

42. Soit R = Yj Pr in = 2, 3 , . . . ) . Supposons que tout P r soit fermé dans R, 3 1 et 
r = 1 

que tout Pr soit un arbre général. Soit x un point de l'espace R tel que PrPs = (x) 
pour 1 ^ r ^ s < n. Alors R est un arbre général. La démonstration est facile et le 
lecteur peut la faire lui-même. 

43. Soit R = l(al9 al9..., an) (n = 2 , 3 , . . . ) . Alors R est un arbre général. 
D é m o n s t r a t i o n . Le theorème est évident pour n = 2. N o u s pouvons donc sup-
poser que n > 2 et que le théorème soit déjà établi pour les espaces connexes irré-
ductibles entre m < n points. Sous ces hypothèses nous allons donner la démonstra-
tion aux paragraphes 44 — 48. 

44. Pour démontrer le théorème énoncé, nous nous servirons surtout du résultat 
du paragraphe 27. Supposons d'abord qu'il soit possible de choisir le point x de telle 
manière que le nombre k de composantes Pl9 P29 ...9 Pk de l'ensemble R — (x) 
soit plus grand que 2. Comme chacun des ensembles Pr (1 ^ r ^ k) contient au 
moins un des points al9..., an chacun ne peut contenir plus de n — 2 p o i n t s a , , . . . , an. 
Mais si a V l , . . . , aVm sont exactement ceux des points al9..., an qui appartiennent à Pr9 

nous avons l < m < n — l e t d'après 27 Pr + (x) = / ( a V l , . . . , aVm9 x). En vertu de 
l'hypothèse faite au paragraphe 43, les ensembles Pr + (x), 1 ^ r g k9 sont donc 
des abres généraux. Or, en vertu de 27, les ensembles Pr + (x) sont fermés dans Ry 

k 

et R = Z (pr + (*))> et (pr + (x)) (Ps + (x)) = (x) pour r 4= 5. D o n c d'après 42, 
r— 1 

R est un arbre général. N o u s arrivons au même résultat en suivant le même raison-
nement, lorsque k = 2 mais chacune des deux composantes Pl9 P2 de l'ensemble 
R — (x) contient au moins deux (donc au plus n — 2) points al9..., an. 

45. Il nous reste donc à faire la démonstration pour le cas où pour tout point 
x 4= al9..., an de l'espace R l'ensemble R — (x) correspondant a deux composantes 
dont une soit p. ex. P ^ x ) , contient un et un seul des n points al9..., an9 soit av(x) ce 
point; l'autre composante P 2 W l'ensemble R — (x) contient alors les points 
ar (1 g r ^ n9 r 4= v(x)). Considérons d'abord le cas où, pour tous les choix possi-
bles du point x, l'indice v(x) ne prend pas toutes les n valeurs 1, 2 , . . . , n. En changeant 
au besoin la notation, nous pouvons supposer v(x) > 1 pour tous x. N o u s pouvons 
supposer également que R 4= l(a2,ctn)9 car autrement R serait un arbre général 

3 1 Cette hypothèse est essentielle, comme le montre l'exemple donné dans la note1 8 . 
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en vertu de 43. Il existe donc un ensemble connexe 5 c= R, S 4= R, contenant tous 
les points a2,an. Si l'on n'a pas S = R — (<a^ il existe dans R — S un point 
x # a , , a n \ mais alors S c R - (x) = P , (x ) 4- P2(x), et d'après 11 et 19 on 
aura ou bien 5 c Pj(x) , ou bien S ci P 2 (x) ; or comme S renferme n — 1 > 1 des 
points al9..., an, on ne peut pas avoir S a P ^ x ) , d'où S c P 2 (x ) , mais ceci n'est 
pas possible non plus, car v(x) > 1 de sorte que le point av(jc) appartient à 5 mais 
non pas à P 2 (x) . Il faut donc que l'on ait S = R — (a^, d o n c R — (Î^) = l(a2i..., a„). 
D'après l'hypothèse faite au paragraphe 43, R — (aj ) est un arbre général. Soient 

(4) vuv29...,vk (k = 2 ,3, . . . ) 

les sommets et 

(5) S „ S 2 S, ( / = 1 , 2 , 3 , . . . ) 

les côtés de l'arbre général R — (a i ) . Si l'on avait R — ( a t ) = R — (aj) , on aurait 
R = (R — (tfj)) 4- (aj) aux termes séparés, 4=0, ce qui n'est pas possible; nous avons 
donc R — ( a , ) = R d'où il résulte (voir 4.3) qu'il existe au moins un X (1 g X ^ / ) 
tel que ax appartient à Sx (c'est-à-dire dans Sx — Sx). 

46. Soit Sx le côté de l'arbre général R — (flj), tel que ax appartienne à Sx — Sx. 
N o u s orientons Sx (suivant 31). Si x est un point quelconque de Sx, désignons par 
Qi(x), ou g 2 ( x ) resp. le système des points de Sx qui précèdent x, ou suivent x, res-
pectivement. N o u s avons alors S? = <2i(x) 4- (x) 4- 0 2 ( x ) , donc Sx = Qi(x) 4-
4- (x) 4- g 2 ( x ) et nous voyons que le point ai appartient ou bien à 2 i ( x ) , o u bien 
à Qii*)- Désignons par T,(T2) le système des points x de Sx tels que le point ax 

appartient à l'ensemble Qj(x) (Q2(X)) correspondant. N o u s avons alors S a = 7 \ + T2. 
Supposons d'abord qu'il existe dans Sx deux points x et y tels que x précède y ou 
x = y et que x soit dans T, et y dans T2. D'après 29 les ensembles Q^x) et Q 2 (x) 
sont connexes, donc d'après 15 les ensembles Qi(x) 4- ( a ^ et Q2(y) 4- (fli) sont 
connexes également, d'où il résulte d'après 12 que l'ensemble Sx = Qi(x) 4- Ô2OO + 
4- ( a ^ est connexe. Nous avons évidemment Sx c= Sx — (x). D'après (3) du para-
graphe 31 et d'après 15, l'ensemble S'x que l'on obtient à partir de Sx en y ajoutant 
les points extrêmes du côté Sx de l'arbre général R — (a est aussi connexe. Si nous 
considérons la démonstration de la connexité d'un arbre général faite au paragraphe 
38, appliquée à R — ( a j , nous voyons aisément qu'elle reste valable lorsque nous 
remplaçons Sx et sa fermeture dans R — (a j) par les ensembles et Sx respective-
ment; il s'en ensuit que l'ensemble ((R - (a t ) ) - Sx) + S'x = Rt est connexe. Mais 
cet ensemble contient tous les points a„ mais non pas le point x , donc il n'est 

pas connexe, car R = l(ai9..., an). Il en résulte que l'hypothèse faite ci-dessus 
concernant les points x , y ne peut être vraie; donc TXT2 = 0 et tout point de T2 

précède tous les points de Tj. Si Tx 4= 0 4= T2 , soit b(c) un point initial (final) du 
côté Sx de l'arbre général R — (ÛJ); on aura donc Sx 4- (b) 4- (c) = l{b, c). Les 
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hypothèses du théorème du paragraphe 30 sont alors vérifiées évidemment si nous 
y prenons Sx + (b ) + (c), T2 + (b), Tt + (c) au lieu de R, S, T. Il existe donc dans 
Sx un point x qui est ou bien dernier dans T2, ou bien premier dans 7 \ . Modifions 
suivant 33 la construction de l'arbre général R — en ajoutant ce point x aux 
sommets (4) et en remplaçant le côté Sx par deux nouveaux côtés Qi(x) et Q2(x). 
N o u s trouvons alors: Le point at appartient à un, et à un seul, des ensembles Qi(x), 
Q2(X); s'il est dans 2 i ( x ) et que nous décomposions Qi(x) en T[ + T2 de manière 
analogue à celle de la décomposition Sx = Tt + T2, nous aurons T/ = 0; si at 

est dans C 2 (x) et que nous écrivions Q2(x) = 4- T2 dans le même sens, nous 
aurons T2 = 0 . 3 2 

47. N o u s sommes donc arrivés au résultat suivant: sous les hypothèses faites 
au paragraphe 45, il est possible de faire la construction de l'arbre général R — (ai) 
à partir des sommets (4) et des côtés (5) d'une telle manière que pour tout côté Sx 

tel que ax appartient à Sx — Sx, on ait 7 \ = 0 ou T2 = 0 (avec la notation du para-
graphe 46). Pour une orientation appropriée du côté Sx, nous aurons T2 = 0. Soient 
bu ..., br (ou cu . . . , c$) (r, s = 1, 2 , . . . ) les points initiaux (finals) d'un tel côté Sx. 
Comme (d'après 6) la fermeture de Sx dans l'espace R — (aj ) est Sx — (a t ) , nous 
avons 

(8) Sx-(a1)=I*(bl,...,br\cl,...,cs) 

et 

s, = sx + (ai) + i(bv) + i(cv). 
V = 1 v = 1 

L'ensemble Sx + ( + ( c i ) connexe d'après 15. Soit U une partie connexe de 
cet ensemble, contenant les points ax et Si U #= Sx + (a x ) + ( c^ , il existe un 
point x dans Sx — U, donc U a (5A — (x)) + ( a ^ + (c t) . Définissons Qi(x) et 
Q2(X) comme au paragraphe 46, nous aurons alors SX — (x) = Qi(x) + Q2(x) aux 
termes séparés. D'après 31, (3), le point ct n'appartient pas à Qi(x)t donc (voir 6) 
Qi(x) est fermé dans Qi(x) + (c t ) , donc la somme Qi(x) + ( c ^ a les termes séparés. 
Comme T2 = 0, le point at n'appartient pas à Q 2(x) donc la somme Q2(x) + ( a ^ 
a les termes séparés. Enfin 4= c l 5 donc la somme (é^) + (cx) a les termes séparés 
aussi. Il en résulte d'après 9 que la somme 

[ f i i t o + ( a i ) ] + [ 0 2 ( x ) + ( c , ) ] = U 

a les termes séparés. D o n c d'après 11 nous avons ou bien l / [ Q i ( x ) -h (É^)] = 0 OU 
bien ^ [ 6 2 ^ ) + ( c i ) ] = 0 ce qui est contradictoire, car U contient les points t 

3 2 Nous supposons, bien entendu, que les nouveaux côtés Qi(x) et Q2(x) sont orientés en 
accord avec Sx. 



65 

cx. Nous avons donc démontré que Sx + (a i) + (c t ) = / ( a , , c^ . D e là et de (8) il 
découle en vertu de 31 que nous avons 

Sx = I*(al9 bl9...9 br\cl9...9ca). 

Cela est vrai pour tous les indices A pour lesquels cz Sx. Pour les autres A nous 
avons (8) où Sx — (a , ) = Sx. 

Ce résultat-là nous montre que, en ajoutant le point av aux sommets (4) de l'arbre 
général R — ( a ^ et en gardant les côtés (5) nous obtenons l'arbre général R. Car 
toutes les propriétés de l'arbre général mentionnées au paragraphe 32 sont manifeste-
ment vérifiées, l'exception faite de la dernière, c'est-à-dire de la suivante: Si a est 
un point initial et b un point final d'une côté Sx, il n'est pas possible de trouver des 
indices v0, vl9..., vf (f ^ 0), tous différénts de A et tels que le point a appartienne 
à Svo, le point b à SVt et que 2 4 pour 1 ^ i ^ t on ait Svl_lSvt 4= 0. Supposons donc 
par contre que pour un certain choix de Sx, a, b il soit possible de trouver de tels 
indices v0, vl9..., vf. Prenons dans Sx un point x et définissons Qi(x), Q2{x) de la 
même façon qu'au paragraphe 46. L'ensemble 

(£,(*) - M) + Î s„ + (&(*) - (x)) = si 
¿ = 0 

contient d'après 31 (3) tous les points extrêmes du côté Sx et est connexe d'après 12. 
Pour cette raison la démonstration de la connexité, faite au paragraphe 38 subsiste 
si nous y remplaçons l'ensemble Sx (pour l'indice A donné) par l'ensemble S*. Cela 
signifie que l'ensemble 

Rt = (R - Sx) + S*, 

est connexe. Or c'est une contradiction, car Rt contient tous les points au ..., an 

mais non pas le point x, or R = l(aly..., an). 

48. Il nous reste à faire la démonstration sous les hypothèses faites au début du 
paragraphe 45 et en admettant que l'indice v(x) prendra toutes les valeurs 1, 2 , . . . , n, 

n 

lorsque x parcourt l'ensemble R — £ (<ar). Pour 1 ^ r ^ n désignons par Ar la 
r= 1 

somme de tous les ensembles Pi (x) (la notation étant celle du début du paragraphe 45) 
n 

correspondant aux points x de R — £ (av), pour lesquels v(x) = r. D o n c le point ar 
V = 1 

appartient à Ar pour 1 ^ r ^ n. De plus, les ensembles Ar sont ouverts dans R d'après 
n 

1.8, car P i ( x ) sont ouverts dans R d'après 27. La somme £ i 4 r a donc les termes 
r= 1 n 

ouverts 4=0; l'espace R étant connexe, nous avons £ Ar 4= R et nous pouvons trouver 
r = 1 

n 

un point x dans R — ^Ar. Comme le point ar est dans Ar, nous avons x 4= al9 ...,a„. 
r= 1 
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D'après nos hypothèses, il existe alors une décomposit ion R — (x) = Pi(x) + P2(x). 
N o u s pouvons choisir les indices de façon à avoir v(x) = 1, donc d'après 27, P j ( x ) + 
+ (x) = / ( « ! , x), P2(x) + (x) = l ( a 2 , x ) . Les ensembles Pi(x) + (x) et 
P 2 ( x ) + (x) sont fermés dans R en vertu de 27; et l'on a 

F i M + M ] + [ ' « M + (* ) ] = * ; frto + M ] + M ] = (*) • 

Comme P i ( x ) + (x) = l ( a u x), cet ensemble là est un arbre général: Il suffit alors 
de démontrer que P2(x) + (x) est aussi un arbre général, et il en découlera d'après 42 
que R est un arbre général également. S'il existe dans P2(x) un point y =1= a2,..., a„, 
tel que, ou bien (P2(x) + (x)) — (y) ait au moins trois composantes , ou bien toute 
composante de cet ensemble contienne au moins deux des points x, a2,..., a„, alors 
P2(x) + (x) sera un arbre général d'après 44. Supposons donc que pour tout point 

n 
y de l'ensemble P2(x) — £ ( f lr) l'ensemble P2(x) + (x) a exactement deux compo-

r = 2 
santés ^ ( y ) et S 2 (y ) , dont la première contient un et un seul des points x , al9..., a„. 

n 

Il suffit alors de démontrer que pour aucun point y dans P2(x) — £ (ar) le point x 
r = 2 

n'appartient à S^y); en effet, on aura alors P2(x) + (x) = l(a2,..., a„, x ) et l'en-
semble P2(x) + (x) sera un arbre général en vertu de la démonstration faite aux para-
graphes 45 — 47. Mais si pour un certain choix du point y le point x appartenait à 
S ^ y ) , l 'ensemble Sj(>>) + P i ( x ) = + (Pj (x ) + (x)) serait connexe en vertu de 
12. Or 

S1(y) + S2(y) + Px(x) = [ ( P 2 ( x ) + (x)) - {y)] + P , ( x ) = 
= [ P 1 ( x ) + (x) + P 2 ( x ) ] - ( y ) = R - ( j ; ) , 

donc 

[s,(y) + Pi(x)] + S2(y) = P,(y) + P2(y). 

Les termes du premier membre sont connexes, ceux du second membre sont séparés; 
il en résulte d'après 11 que l'on a ou bien 

SiGO + Pi(x) = Pi (y)> s2(y) = P2(y) 
ou bien 

Si(y) + Pi(x) = P2(y) , s2(y) = i\(y). 

Mais le second cas est impossible, car S 2 ( y ) contient les points a 2 , . . . , an9 tandis que 
Pi(y) contient un seul des points al9 a2f..., a„. D o n c S^y) + Pi(x) = Pi(y). Mais 
alors le point al appartiendrait à P i ( x ) et le point x à S^y); l 'ensemble Pi(y) con-
tiendrait alors les points au x de sorte que l'on aurait v(y) = 1, (x) c Pi(y), donc 

n 

(x) c: Ax. Or c'est une contradiction, car le point x a été choisi dans R — 
r = 1 

49. Les points singuliers d'un arbre général R ont été définis par une propriété 
topologique; par contre les points extrêmes ont été définis, paragraphe 37, seule-
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ment à l'aide d'une certaine construction de l'arbre général. Mais il est également 
possible de définir les points extrêmes d'un arbre général par une propriété topologi-
que: Soit v un point d'un arbre général R. Le point v est un point extrême de l'arbre R 
si et seulement si un ensemble S c R, S 4= 0, est connexe chaque fois que S 4- (v) 
est connexe. D é m o n s t r a t i o n . Supposons d'abord que le point v ne soit pas un des 
sommets de l'arbre général R, mais qu'il appartienne à un côté Sx. Alors l'ensemble 
S = Sx — (y) n'est pas connexe (voir 29), mais S + (v) = Sx est connexe. Supposons 
maintenant que v soit un sommet, mais non pas un point extrême de R. Il existe 
alors deux côtés distincts SX9 S^ de l'arbre général R tels que le point v appartienne à 
SxSp. Les ensembles SXi SM sont ouverts dans R, de sorte que la somme S = Sx 4- S^ 
a les termes séparés; donc S n'est pas connexe, mais S 4- (v) = ( S x 4- (t;)) 4- (SM 4-
4- (i;)) est connexe d'après 15 et 12. Supposons enfin que le point v soit un point 
extrême de R, donc un point extrême d'un seul côté Sx de R. Orientons Sx de telle 
manière que v soit un point final de Sx. Soit S cz R, 5 4= 0 et supposons l'ensemble 
S 4- (r) connexe; nous avons à montrer que l'ensemble S est connexe également. 
Comme (R — Sx) — (v) = £ S ^ 4- X(f\,)> où la première somme s'étend à tous les 
côtés de R autres que et où vv sont tous les sommets de R autres que v9 nous voyons 
que l'ensemble (R — Sx )— (v) est fermé dans R de sorte que la somme [ (R — S}) — 
— (y)] + (v) a les termes séparés. Si l'on avait S cz R — Sx, il résulterait de 8 que 
la somme S -h (v) a les termes séparés et l'ensemble S 4- (y) ne serait pas connexe. 
D o n c SSX =j= 0. Soit x un point quelconque de SA, désignons par P(x), ou Q(x) resp., 
l'ensemble des points de Sx qui précèdent x (ou le suivent, resp.). N o u s pourrions 
introduire x en tant qu'un nouveau sommet suivant 33; alors Q(x) serait (voir 31, 
(3)) son unique côté ayant v pour point extrême; il en résulterait (tout c o m m e pour 
SS^) que l'on aurait SQ(x) 4= 0 pour tout point x de Sx. Comme SSX 4= 0, prenons 
le point x dans SSX; nous allons démontrer qu'il en découle Q(x) c 5 . En effet, si 
ce n'était pas le cas, il serait possible de prendre un point y dans Q(x) — S, et c o m m e 
SQ(y) 0, encore un autre point z dans 5g(>-). D'après 33, il serait alors possible 
d'introduire x , z comme deux nouveaux sommets; x serait alors un point initial et z 
un point final, du nouveau côté T = Q(x) — (G(z) — (z)); on aurait (y) c T. En 
vertu de la démonstration du paragraphe 35 la somme R — (y) = A + B aurait 
les termes séparés, avec (x) a A9 (z) c: B. D o n c AS 4= 0 4= BS. Or c'est en contra-
diction avec 11, car (y) c Q(x) + 5 , de sorte que S + (v) est une partie connexe de 
R — (y ) . Ainsi avons nous démontré que Q(x) c S. N o u s avons vu que, en prenant x 
pour un nouveau sommet nous ne faisons que remplacer Sx par le côté ô ( x ) ; ce n'est 
donc qu'une modification admissible de la construction de l'arbre général R si nous 
supposons Sx c= S. Soit maintenant S — A + B aux termes séparés; d'après 11 
nous aurons, en interchangeant A et B si besoin est, Sx c A. D o n c B c ( i î - Sx) — 
— (r) de sorte que la somme B + (v) aura les termes séparés. Donc , d'après 9, la 
somme (A + (y)) + B aura aussi les termes séparés. Or (A + (v)) -f B = S 4- (r) 
est connexe donc B = 0. D o n c S est connexe. 
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U N E N O U V E L L E C L A S S E D E C O N T I N U S 

F u n d a m e n t a M a t h e m a t i c a e 

18 ( 1 9 3 1 ) , 8 5 - 8 7 

Un continu C (espace métrique, compact et connexe) jouit de la propriété P(Pn) 
s'il existe sur C une fonction continue réelle /(x) telle que, pour chaque nombre 
réel c, Véquation /(x) = c possède un nombre fini (au plus n) solutions x e C. Le but 
de cette Note est de démontrer que la propriété P entraîne les trois propriétés 
suivantes: 

1°. C est une courbe régulière (au sens de M. Menger); 

2°. Vensemble E des extrémités (points d'ordre 1) de C est clairsemé (et par suite 
dénombrable); 

3°. R désignant Vensemble des points de ramification (points d'ordre > 2 ) de C, 
Vensemble R est punctiforme. 

I. Soit a un point donné de l'espace C et soit U un entourage1 donné de a si petit 
que xeU, x 4= a entraîne / ( x ) 4= / ( « ) • Posons 2 p = Min | / ( x ) — f(a)\ > 0 pour 
x e Fr. U 3 . Désignons par F l'ensemble des points x e U tels que | / ( x ) — f(a)| < p. 
Alors V a U V est un entourage de a, et x e Fr. V entraîne / ( x ) = f(a) ± p d'où 
il résulte que l'ensemble Fr. V est fini4. 

L'espace C est donc une courbe régulière. Il en résulte5 que C est localement 
connexe. D o n c 6 tous deux points de C sont situés sur un arc simple. La même pro-
priété appartient à chaque sous-continu de C.7 

1 Ensemble ouvert contenant a. 
2 Le minimum existe, car l'ensemble Fr. U est compact. 
3 Fr. U = V - U. 
4 On voit que le propriété Pn entraîne que l'ordre de chaque point de C soit n. 
5 Menger, Grundzuge einer Theorie der Kurven, Math. Ann. 95, p. 300. Urysohn, Mémoire 

sur les multiplicités Cantoriennes, II, Verh. Amsterdam 1927, N°4 , p. 65. 
6 Mazurkiewicz, Fund. Math. I, p. 201. R. L. Moore, Trans. Amer. Soc. 17, p. 137. 
7 Chaque sous-continu d'un continu jouissant de la propriété P en jouit de même. 
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II. Supposons, par impossible, que l'ensemble E contienne une partie non vide et 
dense en soi. Or l'ensemble E est un GÔ .8 On en conclut, d'après un théorème de 
M. Young, 9 que E contient un sous-ensemble parfait ET. De la propriété P on déduit 
sans peine que l'ensemble réel / ( £ i ) est lui aussi parfait. Donc f{Ex) contient un 
sous-ensemble D tel que chaque point de D soit un point limite bilatéral pour 
D. Soit E2 C Eu f(E2) = D. Choisissons un point ax e £ 2 . Il existe un arc simple 
Cj c C aux extrémités al9 b^ P o s o n s / ( C ^ = Kt de manière que Kx est un intervalle 
fermé contenant le nombre a1. O r / ( « i ) e D; de la propriété de D on voit qu'il existe 
un point a2 e E29 a2 4= al9 a2 =f= bl9 tel que f(a2) soit situé à l'intérieur de Kx. Le 
point a2 ne peut appartenir à Cl9 car autrement son ordre serait ^ 2 , tandis que 
a2 D o n c il existe un arc simple C 2 c C aux extrémités al9 b2 tel que C1 . C2 = 0. 
Posons K2 = / ( C 2 ) ; on peut supposer que K2 c Kx. On arrive ainsi à former une 
suite d'arcs simples Cn <= C disjoints deux à deux et tels que f(Cn + 1) c f(C„). D e 
la dernière inclusion résulte l'existence d'un nombre c commun à tous les inter-
valles f(Cn). L'équation f(x) = c possède alors une solution xn e Cn pour chaque 
valeur de n. Or ceci contredit à la propriété P. 

III. Supposons, par impossible, que l'ensemble R contienne un continu K. Comme 
nous avons vu plus haut, il existe un arc simple C a K; donc C c: R. Il existe donc 
un point at e R tel que le nombre / ( a j) soit à l'intérieur de l'intervalle / ( C ) . D'après 
un théorème de M. Menger1 0 il existe dans C trois arcs simples Ci , C 2 , C 3 n'ayant 
deux à deux en commun que l'extrémité commune ax. On peut supposer que les 
intervalles / ( C i ) , / ( C 2 ) , / ( C 3 ) fassent partie de l'intérieur de / ( C ) . L'inclusion C\ + 
+ C2 + C 3 c= C étant évidemment impossible, soit p. ex. e C\ — C. En désignant 
par Ct un petit sous-arc de C\ contenant bl9 on aura: 1° Ci . C = 0; 2° l'intérieur 
de / ( C ) contient l'intervalle f(Ct). D e l'inclusion C c= R résulte alors l'existence 
d'un point a2e R tel que le nombre f(a2) soit à l'intérieur de / ( C j ) . En répétant le 
procédé qui précède on arrive à former un arc simple C2 tel que C 2 . C = 0 et que 
l'intérieur de / ( C j ) contienne l'intervalle f(C2). On peut supposer que l'arc C 2 soit 
situé dans une proximité donnée de C. D'après la relation C t . C = 0, on peut donc 
s'arranger de façon à avoir C t . C2 = 0. En continuant à procéder ainsi, on arrive 
à former une suite d'arcs simples C„ a C disjoints deux à deux et tels q u e / ( C n + 1 ) c 
c f(Cn). Or nous avons déjà vu que ceci contredit à la propriété P. 

8 Menger, 1. c., p. 282, Urysohn, 1. c., p. 18. 
9 Hausdorff, Mengenlehre, 1927, p. 138. 

1 0 Fund. Math. X, p. 98. 
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S U R L A D I M E N S I O N D E S E S P A C E S P A R F A I T E M E N T 

N O R M A U X 

B u l l e t i n i n t e r n a t i o n a l d e l ' A c a d é m i e 

d e s S c i e n c e s d e B o h ê m e ( 1 9 3 2 ) , 18 p p . 

Je modifie légèrement la définition récursive (Menger et Urysohn) de la dimension. 
Dans le cas des espaces séparables, seul étudié jusqu'à présent, la modification est 
purement formelle. Je démontre 1° le théorème sur la dimension d'un sous-ensem-
ble, 2° le théorème sur la dimension d'une somme (Surnmensatz) et 3° le théorème 
sur le recouvrement d'un espace à dimension finie (Zerlegungssatz) pour des espaces 
très généraux comprenant comme cas particulier les espaces distanciés (metrische 
Räume). 

Les théorèmes principaux de cet Ouvrage ont été énoncés sans démonstration dans 
la Note Sur la théorie de la dimension (C. R., nov. 1931), [3]. 

I. Théorèmes auxiliaires 

1. U n ensemble R s'appelle un espace topologique (et les éléments de R s'appellent 
points) si l'on a donné une famille $ de sous-ensembles de R (appelés ensembles 
fermés dans R) de manière que: 

1.1. L'ensemble vide 0 et l'espace R sont des ensembles fermés dans R. 

1.2. x étant un point quenconque de R, l'ensemble (x) est fermé dans R. 

1.3. La somme d'un nombre fini d'ensembles fermés dans R est fermée dans R. 

1.4. Le produit ( = partie commune) d'un nombre quelconque d'ensembles fermés 

dans R est fermé dans R. 

2. U n ensemble A cz R s'appelle ouvert dans R si l'ensemble R — A est fermé 
dans R. 

3. Si S c: R, on appelle fermé dans S chaque produit AS, A étant fermé dans R. 
Chaque sous-ensemble S de l'espace topologique R constitue alors un espace topo-
logique. 
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4. Si A cz R, je désigne par A la fermeture de A (le plus petit sous-ensemble fermé 
de R contenant A). 

5. Si A cz S c= R, la fermeture de /4 dans l'espace S est .4 . S. 

6. Les ensembles A, B cz R s'appellent séparés, si 1° AB = 0, 2° A et B sont fermés 
(ou, ce qui revient au même, ouverts) dans A + B. 

6.1. Si les ensembles Ai9 Bj sont séparés pour 1 ^ i ^ h, 1 S j è k, les ensembles 
h k 

Y A h Y b j Ie s o n t aussi. 
¿=1 j= i 

6.2. Les ensembles A, B étant séparés, si Ax a A, Br c: B, les ensembles Av et Bt 

le sont aussi. 

7.1. Les ensembles A, B cz R sont fermés dans A 4- B si et seulement si AB + 
+ ÂB = AB. 

7.2. Les ensembles A, B sont séparés si et seulement si AB = ÂB = 0. 

8. Si 17 c R est ouvert dans R, l'ensemble HR(U) = U — U s'appelle la frontière 
de U (dans l'espace R). 

8.1. U . Hr(U) = 0. 

8.2. U + Hr(U) = V. 
8.3. Si U est ouvert dans R, HR(U) est fermé dans R. 

9.1.1 Soient U.t (1 ^ i g m) des ensembles ouverts dans R. Alors 

i= i ¿=1 

9.2.2 Soient U, F des ensembles ouverts dans R. Alors 

tfR(t/ - F) cz + / / R ( F ) . 
oo 

10.3 Soient Qv, Vv (v = 1, 2, 3 , . . . ) des ensembles ouverts dans R. Soit S = [ ] Ôv 
v = 1 

oc 

Soit T c S , T c ^ F v . Pour v = 1, 2, 3 , . . . soit Qv => 2 V + 1 , Kv cz Qv. Alors 
v = 1 

Ê K ) <= Ê + M , 
V = 1 V = 1 

M = S . / / R ( F; N ) <= S - T . 
V — 1 

11.4 Soit S cz R; soit LT un sous-ensemble ouvert de i?. Alors 

Hs{SU) cz S . //*(L/). 

1 K. Menger, Dimensionstheorie, p. 36. 
2 Menger, I. c., p. 36. 
3 Menger, 1. c., p. 37. L'énoncé de M. Menger est légèrement différent de celui du texte. 
4 Menger, I. c., p. 35. 
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12. U n espace topologique R s'appelle normal5 s'il jouit de la propriété suivante: 
Si AB = 0, les ensembles A, B étant fermés dans R, il existe des ensembles U9 F o u -
verts dans R tels que U A, V B, UV = 0. 

12.1.6 Soit R un espace normal. Soit A(U) un sous-ensemble fermé (ouvert) de R; 
soit A c [7. Il existe un ensemble F ouvert dans tel que A a V cz V œ U. 

13. U n espace topologique s'appelle complètement normal1 s'il jouit de la pro-
priété suivante: Si les ensembles A, B cz R sont séparés, il existe des ensembles U, F 
ouverts dans J* tels que U F B, UV = 0. 

13.1.8 U n espace complètement normal est normal. 

13.2.9 Chaque sous-ensemble S d'un espace complètement normal R constitue 
un espace complètement normal. 

13.3.1 0 Soit R un espace complètement normal; soit S a R. Soit U0(U) un 
ensemble ouvert dans S (dans R); soit U0 a U. Il existe un ensemble F ouvert dans 
R tel que 

Fez 17, SV=U09 S.HR{V) = HS(U0). 

14. U n espace topologique R soit appelé parfaitement normal11 s'il possède les 
deux propriétés ci-après: 1° R est normal; 2° chaque sous-ensemble ouvert de R est 
un F , dans R ( = somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés dans R). 
La propriété 2° peut être énoncée comme il suit: chaque sous-ensemble fermé de R 
est un Gô dans R ( = produit d'une infinité dénombrable d'ensembles ouverts dans R). 

14.1. U n espace parfaitement normal est complètement normal. 1 2 

14.2. Chaque sous-ensemble d'un espace parfaitement normal constitue un espace 
parfaitement normal.1 1 

14.3. Soit R un espace parfaitement normal; soit S un sous-ensemble fermé de R. 
Il existe des ensembles Qv (v = 1, 2, 3 , . . . ) fermés dans R tels que 

00 00 

s = riôv = n ë v ; öv+i <= Qv. 
V = 1 v = 1 

D é m o n s t r a t i o n . S étant fermé, c'est un Gô dans R. Il existe par suite des en-
00 

sembles Uv ouverts dans R tels que S = Y[ D'après 12.1 on détermine des en-
V = 1 

5 P. Urysohn, Über die Mächtigkeit zusammenhängender Mengen, Math. Annalen,t. 94, p. 265. 
6 Urysohn, 1. c., p. 272. 
7 Urysohn, 1. c., p. 265. 
8 Urysohn, 1. c., p. 265. 
9 Urysohn, 1. c., p. 284. 

1 0 Menger, 1. c., p. 36. 
1 1 Cette catégorie d'espace a été incidemment considérée (sans un nom spécial) par Urysohn, 

1. c., p. 286, note 4 1 au bas de la page. 
1 2 Urysohn, 1. c., sub n . 
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sembles Vv ouverts dans R tels que S cz Vv cz Vv cz Uv. Alors il suffit de poser 

Qv = f I vt. i=l 

II. Définition de la dimension 

15. Soit R un espace topologique; on dit que le nombre de dimensions de R égale 
- 1 (ou au plus - 1 ) et Ton écrit dim R = - 1 (ou dim R ^ -1) si et seulement si 
R = 0. Supposons que 1' on ait déjà défini, pour une certaine valeur de n ( = 0, 1, 2, 
3 , . . . ) les espaces topologiques dont le nombre de dimensions égale au plus n — 1. 
Soit alors R un espace topologique et soit A un ensemble fermé dans R. On dit que 
le nombre de dimensions de R relativement à A égale au plus n et on écrit d im x R g n 
is Ton peut attacher à chaque ensemble U => A ouvert dans R un ensemble Couvert 
dans R de manière à avoir A a V a U, dim HR(V) ^ n — 1. On dit que le nombre 
de dimensions de R égale au plus n et l'on écrit dim R ^ n lorsque dim^ R g n 
pour chaque sous-ensemble A fermé de R. On dit que le nombre de dimension de 
R (évent. relativement a un sous-ensemble fermé A) égale n et on écrit dim R = n 
(dim^ R = ri), lorsque dim R n (dirn^ R ^ n) mais non dim R ^ n — 1 
(dim^ R n — 1). 

16.1. Soit S un ensemble fermé dans R; soit A un ensemble fermé dans S. Soit 
dim,, R g n. Alors dim^ S ^ n. 

16.2. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit dim R ^ n. Alors dim S ^ n. 

D é m o n s t r a t i o n . On voit sans peine qu'il suffit de déduire 16.1 pour la dimen-
sion n en supposant la proposition 16.2 vraie pour la dimension n — 1. Soit donc 
U0 => A un sous ensemble-ouvert de S. Il existe donc un sous-ensemble U ouvert 
de R tel que U0 = US, donc A c U. Puisque dim^ R ^ n, il existe un ensemble V 
ouvert dans R tel que A c= V cr U, dim HR(V) g n — 1. Posons V0 = SV. L'ensemble 
V0 est ouvert dans S, et l'on a A a V0 cz i / 0 . De plus, l'ensemble HS(V0) est fermé 
dans S, donc aussi dans R, et l'on a HS(V0) ci HR(V0) d'après 11. La proposition 16.2 
pour la dimension n — 1 étant vraie, il s'ensuit dim HS(V0) ^ n — 1. 

17.1. Soit S un sous-ensemble fermé de R; soit A un sous-ensemble fermé de S. 
Supposons qu'à chaque ensemble U zd A ouvert dans R on puisse attacher un en-
semble Couvert dans R tel que A cz V a U, dim S . HR(V) g n - 1 . Alors dimA S ^ 
^ n. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit U0 3 A un ensemble ouvert dans 5 . Il existe un ensemble 
U ouvert dans R tel que U0 = SU. Il s'ensuit l'existence d'un ensemble Couvert dans 
R tel que A cz V cz U, dim S. ^ n - 1. Posons V0 = SV. L'ensemble V0 

est ouvert dans S et l'on a A cz V0 c U0. D'après 11 on a HS(V0) cz S. HR(V). 
L'ensemble / / S (K 0 ) étant fermé dans S, on conclut de 16.2 que dim HS(V0) <; n - 1. 

17.2. Soit R un espace complètement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R; 
soit A un sous-ensemble fermé de S. Soit dim^ S ^ n. Alors à chaque ensemble 
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U z> A ouvert dans R on peut attacher un ensemble V ouvert dans R tel que A cz 
c K c (/ , dim S . HR(V) g n - t. 

D é m o n s t r a t i o n . L'ensemble U0 = SU est ouvert dans S et l'on a U0 z> A. 
Puisque dimA S ^ n> il existe un ensemble V0 ouvert dans 5 tel que A a F0 cz U0 CI 

CI U, dim H S (F 0 ) G n — 1. Or d'après 13.3 il existe un ensemble F ouvert dans R 
tel que F c U, SV = F0 (donc F z> A), S . HR(V) = H^FQ) . 

18. Soit R un espace topologique. Soient A, B des sous-ensembles fermés de R; 
soit C cz R. Soit K — C = P + Q, les ensembles P, Q étant séparés (v. 6); soit 
P A, Q => 5 . Alors on dit que l'ensemble C sépare A et B l'un de l'autre dans R. 

18.1. Soit R un espace normal. Soient A, B deux sous-ensembles fermés de R> 
soit AB = 0. Soit dimA R g n. Il existe un sous-ensemble C fermé de R séparant A 
et B l'un de l'autre dans R et tel que dim C g n — 1. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après 12.1 il existe un ensemble U ouvert dans R tel que 
AcUaVczR — B. Puisque d im x R ^ H, il existe un ensemble F ouvert dans R 
tel que A cz F c U, dim HR(V) ^ n — 1. On voit sans peine que l'ensemble C = 
= HR(V) possède toutes les propriétés demandées. 

18.2. Soit R un espace normal. Soit A un sous-ensemble fermé de R. Supposons 
qu'à chaque ensemble B a R — A fermé dans R on puisse attacher un ensemble C 
fermé dans R séparant A et B l'un de l'autre dans R de manière que dim C ^ n — 1. 
Alors dim^ R ^ n. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit U => A un ensemble ouvert dans R. En posant B = R — U 
on voit qu'il existe un ensemble C fermé dans R et deux ensembles séparés P, Q de 
manière que dim C^N — 19R — C = P + Q,P=> A, Q=>B. On voit sans peine 
que l'ensemble P est ouvert dans RT que A <= P cz U et que HR(P) cz C, d'où 
dim Hr(P) ^ n - 1 d'après 16.2. 

18.3. Soit R un espace complètement normal. Soit A, B, C cz R; supposons 
que C sépare A et B l'un de l'autre dans R. Il existe un ensemble C* cz C fermé 
dans R séparant A et B l'un de l'autre dans R. 

D é m o n s t r a t i o n . O n a R — C = P -h Q, où P, g sont séparés. L'espace R 
étant complètement normal, il existe des ensembles U, V ouverts dans R tels que 
U P, F 3 Q, UV = 0. Il suffit de poser C* = R — (U + V). 

18.4. Soit A un sous-ensemble fermé d'un espace complètement normal R. Suppo-
sons qu ' à chaque ensemble B cz R — A fermé dans R on puisse attacher un ensemble 
C séparant A et B l'un de l'autre dans R de manière qui dim C fg n — 1. Alors 
dim^ R ^ n. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après 13.1, 16.2., 18.2 et 18.3. 
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III. Théorème sur la dimension d'une somme 

19. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S(. (/ = 1 , 2 , 3 , . . . ) des sous-
00 

ensembles fermés de R; soit dim S ^ « pour / = 1, 2, 3 , . . . Alors dim £ S,- ^ n. 
i= 1 

Ce théorème est banal pour n = — 1. On peut donc procéder comme il suit: Dans 
les démonstrations du n° 20 on fera usage du théorème 19 pour la dimension n — 1; 
dans le n° 21 on démontrera le théorème 19 en continuant le supposer vrai pour la 
dimension n — 1 et en faisant usage de la proposition 20.3. 

20.1. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R; 
soient A, B* des sous-ensembles fermés de 5. Soit C* un sous-ensemble fermé de S 
séparant A et B* l'un de l'autre dans S et tel que dim C* ^ n — 1. Supposons que 
d i m F R ^ n pour chaque ensemble F a R — S fermé dans R. Soit B un sous-
ensemble fermé de R tel que B* = SB. Il existe un ensemble C fermé dans R séparant 
A et B l'un de l'autre dans R et tel que dim C ^ n — 1. 

D é m o n s t r a t i o n . L'ensemble C* séparant A et B* l'un de l'autre dans S, il 
existe deux ensembles séparés P, Q tels que S — C* = P + Q, P •=> A, Q=> B*. 
On voit sans peine que l'ensemble P est ouvert dans S, que F . B = 0 et que / / s ( P ) c 

c: C*, d'où dim HS(P) ^ n — 1 d'après 16.2. Les ensembles P, B étant fermés dans 
l'espace normal R, la relation PB = 0 donne l'existence de deux ensembles C/, T 
ouverts dans R tels que U 3 P, T => B, UT = 0, d'où UT = 0 d'après 7.2. D'après 
13.3 et 14.1 il existe un ensemble Couvert dans R tel que P = SK, F c [/, SK = 
H S (P) , où K = On voit sans peine que ^ c F, = 0, BK = 0. D'après 
14.3 il existe des ensembles Qv ouverts dans R tels que 

8v =5 Qv+l y K = f\Qv = f[Qv. 
v= 1 v = l 

L'ensemble K — 5 est ouvert dans K, c'est donc un dans K ; K étant fermé dans 
R, K — S est un Fa dans R. Il existe par suite des ensembles Fv fermés dans R tels 
que 

v= 1 

D'après 12.1 et puisque KB = 0, il existe des ensembles Zv ouverts dans R tels que 

Fv œ Zv cz Zv a R - B . 

Evidemment F v c R — S, d'où d im f y R ^ n. Or Fv c QVZV de manière qu'il 
existe des ensembles Wv ouverts dans R tels que 

Fv c Wv c QVZV, dim ^ h - 1 . 
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On a K — S c: £ de manière que Ton conclut du théorème 10, en se rappelant 
v = 1 

que SK = Hs(P)f 

HR{twv) czYHR(Wv) + HS{P) . 
v = 1 v = 1 

Posons 

v = 1 

C = Hr(X), de manière que d'après 9.1 

(*) Ce£ HR(WV) +H^P). 
V=1 

Le théorème 19 étant par hypothèse vrai pour la dimension n — 1, le nombre de 
dimensions du second membre de la relation (*) est au plus égal à n — 1, d'où dim C g 
5s n — 1 d'après 16.2. Or on vérifie sans peine que l'ensemble C sépare A et B l'un 
de l'autre dans R, car 

= X + X A, R - X ^ B . 

20.2. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R; 
soit T u n sous-ensemble arbitraire de R. Soit A un sous-ensemble fermé de S. Soit 
dim^ S g n; soit dim T g n. Alors dim^ ( 5 + T) g n. 

D é m o n s t r a t i o n . Sans restreindre la généralité on peut supposer que R = S 4- T 
(v. 14.2). D e la relation dim T ^ n on conclut alors sans peine que dimF R ^ n 
pour chaque choix d'un ensemble F cz R — S fermé dans R. Puisque dim^ S ^ n, 
d'après 18.1 à chaque ensemble B* c S — A fermé dans S on peut attacher un en-
semble C* fermé dans S séparant A et £ * l'un de l'autre dans S et tel que dim C* ^ 
^ n — 1. Or soit B œ R — A un ensemble fermé dans R. En posant B* = on 
conclut de 20.1 qu'il existe un ensemble C fermé dans R séparant A et B l'un de l'autre 
dans R et tel que dim C g n — 1. D'après 18.2 on a donc dim^ R = dirn* (S -f T) ^ 
^ n. 

20.3. Soit R un espace parfaitement normal. Soient S, T des ensembles fermés 
dans R. Soit dim S g dim T g n. Alors dim (S + T) g n. 

D é m o n s t r a t i o n . D e nouveau on peut supposer que R = S + T. Soit /I fermé 
dans R; soit 17 ^ A ouvert dans R. On doit construire un ensemble Couvert dans R 
tel que A c: V cz U9 dim HR(V) g n — 1. L'ensemble >15 est fermé dans S, d'où 
dim^s S g n; on a de plus dim T ^ n, R = S + T. D o n c on déduit de 20.2 que 
d im^j R ^ n. Par suite il existe un ensemble Vx ouvert dans R tel que AS c Vx c U, 
dim Hj^V^ g n — 1. Par raison de symmétrie il existe un ensemble V2 ouvert dans R 
tel que AT a V2 c 17, dim HR(V2) ^ n - 1. Posons V= Vx + F2 . Evidemment 
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F est un sous-ensemble ouvert de R et A cz K c (/. D'après 9.1 on a 

(*) HR(V) C HR(vt) + HR(V2) . 

Or le théorème 20.3 n'est qu'un cas spécial du théorème 19 dont nous supposons 
la validité pour la dimension n — 1; donc le théorème 20.3 est vrai pour la dimension 
n — 1 de manière que le second membre de (*) a le nombre de dimensions au plus 
égal à n — 1, d'où dim HR(V) ^ n — 1 d'après 16.2. 

21.1. Passons à la démonstration du théorème 19 pour la dimension n. Les ensem-
k 

bles £ Si sont fermés dans R; du théorème 20.3 on déduit par récurrence que 
¿=1 
k oc oo k 

dim £ Si g n; enfin £ = £ £ St. Il en résulte qu'il suffit de démontrer le 
¿=1 fc=l k= 1 £=1 

théorème 19 sous la supposition 

(1) Skc:Sk+i pour /c = 1, 2, 3 , . . . 

Sans restreindre la généralité on peut aussi supposer (v. 14.2) que 

(2) î s k = R . 
fc= 1 

Choisissons un ensemble A fermé dans R et un ensemble Z => A ouvert dans R. 
Il s'agit de construire un ensemble U0) ouvert dans R tel que A c= U^ c= Z, 
dim H^U^) ^ n — 1. Commençons en construisant par récurrence, d'après 12.1, 
des ensembles Zr ouverts dans R tels que 

(3) A c= Zr c= Z , Zr c= Z r + 1 pour r = 1, 2, 3 , . . . 

21.2. Le moyen essentiel pour la construction de l'ensemble Um cherché sera la 
construction préalable de trois suites Ur, Vr, Tr (r = 1, 2, 3 , . . . ) d'ensembles ouverts 
dans R qui possède, pour r — 1, 2, 3 , . . . , les dix propriétés ci-après: 

K ) AS, <=Vr<=Zr, 

{K) l / , - i = l / r . 

(c,) dim S r . HR(Ur) g r - 1 , 
(dr) Ur — [/,_, <= Kr_!, 
(0 HR(Ur) - Sr_t <= Vr.l , 
(/r) Hx(Ur-t) - Sr-t c 
(*,) A <= , 

(A,) - 17, e= T r _ , , 

Cr) T r_ 2 C T r _, , 

O'r) 
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N o u s convenons d'ailleurs de poser 

(4) U0 = 0 , V0 = R, 5 0 = 0 , T0 = 0 , 7 ^ = 0 . 

N o u s procéderons de la manière suivante: D'abord (en 21.3) on construira l'ensemble 
U1 ouvert dans R de manière à avoir (a,) — (y",). Ensuite (en 21.4) en supposant que, 
pour une certaine valeur de k ( = 1 , 2 , 3 , . . . ) on ait déjà construit les ensembles 
C/r, Vs, Ts ( l ^ r ^ k9 1 fg s g k — 1) de manière que les conditions (<ar) — ( j r ) 
soient vérifiés pour 1 g r g fc, on construira les ensembles ouverts dans R 
satisfaisant aux conditions ( / k + 1 ) — (jk+1). Enfin (en 21.5) en supposant que, 
pour une valeur donnée de k ( = 1 , 2 , 3 , . . . ) on ait déjà construit les ensembles 
U„ Vry Tr (1 ^ r ^ k) ouverts dans R vérifiant les conditions (ar) — (er), ( f s ) — ( j s ) 
(1 g r g /c, 1 ^ 5 g k 4- 1), on construira l'ensemble Uk+1 ouvert dans R satisfaisant 
aux conditions (ak+i) — (e f c + 1) . Le but proposé sera ainsi atteint. 

21.3. L'ensemble / ISj est fermé dans ; l'ensemble Zt est ouvert dans R et ^S^ c= 
c= Zx d'après (3); l'ensemble Sx est fermé dans R et dim S1 ^ n. D o n c il résulte de 
14.1 et 17.2 qu'il existe un. ensemble Ut ouvert dans R tel que AS1 c [ / t c Zu 

dim 5 , . H R ( U i ) g n — 1. En tenant compte de (4) on voit que les conditions ( a ^ — 
— (y,) sont réalisées. 

21.4. Soit k = 1, 2, 3 , . . . Supposons que les ensembles Ur9 Vs, Ts (1 ^ r g k, 
1 ^ s g k — 1) vérifient les conditions (ûr) — (j r) pour 1 g r ^ k. Montrons 
d'abord que 

(<xk) A, 5k - t/fc ; 

(A) HR{Uk) - 5*, - ; 
(y*) A , T k _ x \ 

sont des couples d'ensembles séparés. L'ensemble S* — est fermé dans R et 
contient Sk — Vk; donc d'après (a*) 

¿ (S* - Î7fc) -f A . S T 1 ^ - A . S T 1 ^ ^ ¿ ( 5 k - Uk) = ASk-Uk = 0 

de manière que (v. 7.2) les ensembles (afc) sont séparés. D e plus, 

HR{Uk) - . (Sk - LJk) c= HR(Uk) . (R - Uk) = 0 , 

( H ^ l / * ) - S k ) . S ^ V k cz (K - = 0 , 

de manière que les ensembles (/>*) sont séparés. Les ensembles Vk_ l 9 T k „ u étant 
ouverts dans R, il sont donc séparés en vertu de (jk). Donc , d'après 6.2 et (g k) , les 
ensembles (yfc) sont séparés et, comme HR(Uk) — Sk a HR(Uk) — d'après (1) 
[pour k = 1 d'après (4)], il résulte de 6.2 et que les ensembles (<5fc) sont séparés. 
Par suite on voit de 6.1 que les ensembles 

A + [HR(Uk) - 5 J , {Sk - Ï7fc) + TI - i 
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sont séparés; en tenant compte de 14.1 on en déduit qu'il existe des ensembles Vk9 Tk 

ouverts dans R satisfaisant aux condit ions ( A + i ) — (A+1)-

21.5. Soit k = 1 , 2 , 3 , . . . Supposons que les ensembles Ur9 Vr9 Tr (1 ^ r g k) 
vérifient les condit ions (a , ) - (er), ( f s ) - ( j s ) pour l g r ^ / c , 1 g s g /c H- 1. 
D'après 14.3 il existe des ensembles Qv ouverts dans R tels que 

(5) Q y ^ Q v + i P ° u r V = l , 2 , 3 , . . . , 

( 6 ) [A + • SK+1 = f [ 2 v = f i ë v • 
v = l V = 1 

Les ensembles [ A + HR(UK)] . SK + I9 SK étant fermés dans l'espace parfaitement 
normal R9 leur différence est un FA dans R. Il existe d o n c des ensembles F v fermés 
dans R tels que 

( 7 ) [A + }LR{UK)-].SK + L - S K = F,FV. 
V = 1 

D'après (7), ( f k + 1 ) et (gk+i) on a F v c Vk. En vertu de 12.1, il existe d o n c des en-
sembles Pv ouverts dans R tels que 

(S) Pv cz Vk 

et FV cz P v . D'après (6) et (7) FV cz QV. D e (3), (7) et (AK) on déduit sans peine que 
FV cz Z f c + 1 . D'après (7) on a FV cz R — SK. L'ensemble FV fermé dans SK+L [d'après 
(7 ) ] fait donc partie de l'ensemble PvQyZk+1 . (R — SK). Or SK+L est fermé dans R 
et dim SK+1 g N; il résulte donc de 14.1 et 17.2 qu'il existe des ensembles WV ouverts 
dans R tels que 

(9) FvœWv pour v = 1 , 2 , 3 , . . . , 

(10) K ^ P v Q k Z k + 1 - S k pour v = 1 , 2 , 3 , . . . , 

( 1 1 ) ÀIMSK+1 .HR(WV) S N - 1 p o u r v = 1 , 2 , 3 , . . . 

D'après (5), (6), (7), (9) et (10) les supposit ions du théorème 10 sont satisfaites si l 'on 
remplace S , T, Qv , Vv par (6), (7), Qv, Wv. D o n c 

( 1 2 ) Hr( £ WV) cz £ HR(WV) + SK. (A + HR{UK)) . 
v = 1 v = l 

Posons 

(13) U k + 1 = Uk + Z W w 
v = 1 

de manière que Uk+i est un sous-ensemble ouvert de R. 
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D e (ak), (3), (7), (9), (13) on déduit sans peine que la condition (tf* + i ) est réalisée. 
La vérité de ( b k + i ) est évidente. D'après (afc), (12), (13) et 9.1 on a 

(14) HR{Uk+l) ci HR{Uk) + £ HR(WV) . 
V — 1 

D'après (7), (9) et (13) on a HR(Uk+i) . . HR(Uk) - Sk] = 0, de manière que 
(14) donne 

(15) S 4 + 1 . HR(Uk+i) <= Sk. HR(Uk) + £ Sk+i . HR{Wk). 
V = 1 

Or nous supposons la validité du théorème 19 pour la dimension n — 1; de (cfc), 
(11), (15) et 16.2 résulte donc (c* + 1 ) . D'après (8) et (10) Wv a Vk de manière que (13) 
donne (dk+1). D'après (8) et (10) HR{WV) c= Vk; d'après (/fc + 1) HR(Uk) — Sk a Vk; 
donc (14) donne ( e k + l ) . 

21.6. La construction des ensembles Ur> Vr9 Tr ouverts dans R possédant les pro-
priétés (ar) — ( j r ) pour r = 1 , 2 , 3 , . . . est ainsi achevée. N o u s devons (v. 21.1) 
construire un ensemble Uœ ouvert dans R tel que 

(16) ^ c ( / f f l c Z , 

(17) dim / / „ ( L / J ^ « - 1 . 

Posons à cet effet 

u„ = iur9 
r = 1 

de manière que U„ est un sous-ensemble ouvert de R. La condition (16) est vérifiée 
en vertu de (2), (3) et (ar). Choisissons une valeur de k ( = 1, 2, 3 , . . . ) . D'après (br) 
et (dr) on a 

(18) U 0 c U k + £ v r . 
r = k 

00 00 

D'après (/r) et ( j r ) o n a Tk. £ Vr = 0; les ensembles Tk et ^ Vr étant ouverts dans R, 
r~k r=k 

ils sont séparés, d'où (v. 7.2) 

Tk. Z Vr = 0 . 
r = k 

Or d'après (18) 

Hr{VJ c= Um ci Uk + £ Vr 
r = k 

de manière que 

Tk • Hr(U„) CI Uk . 
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Donc, en vertu de (hk+i) ( S k - Uk). / /*(£/„) = 0, c'est-à-dire Sk. H^U») c E7*. 
O r i / t c l / w c R - Uk-Uk = HR{Uk); donc Sfc . //Ä(C/„) c S k . //*(£/*)• 
Ceci étant vrai pour k = 1, 2, 3 , . . . , on déduit de (2) que 

(19) tfÄ(</„)c=f S 4 . i f Ä ( C / t ) . 
fc= 1 

Comme nous supposons la validité du théorème 19 pour la dimension n — 1, la rela-
tion (17) s'obtient de (19) et (cr) en vertu de 16.2. 

IV. Quelques conséquences 

22. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R g n. Soit A un sous-
ensemble arbitraire de R. Soit U 3 A un sous-ensemble ouvert de R. II existe un 
ensemble V ouvert dans R tel que 

AczVŒU, Hr(V) = <Pî + <P29 

dim g n - 1 , 0 2 = A . f / ^ F ) = (A - A ) . / / ¿ ( K ) . 

D é m o n s t r a t i o n . L'espace R étant parfaitement normal, l'ensemble A . U est 
un F„ dans R. Il existe donc des ensembles Fv fermés dans R tels que 

(1) Â . U = F F V . 
V = 1 

D'après 14.3 il existe des ensembles Qv ouverts dans R tels que 

(2) Qv Gv+i» ¿ = f î e v = n 3 v . 
V = 1 V — 1 

D 'après ( l ) et (2) Fv c UQV; or dim R ^ n de manière qu'il existe des ensembles Wv 

ouverts dans R tels que 

(3) FvœWvC: UQv , 

( 4 ) d i m HR(WV) ^ N - 1 . 

D'après 10 

(5) H r ( f » ; ) c £ //*(WV) + - l / ) . 
V — 1 v= 1 

Posons 

V=£Wv; <Pl=HR(V).ZHR{Wv); *2 = A . Hr(V) . 
V = 1 v = 1 
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L'ensemble F est ouvert dans R; comme A cz 17, d'après (l) et (3) A c A . U <=. V; 
donc A . HR(V) = 0, d'où # 2 = ( À - A ) . HR(V); d'après (5) HR(V) = <PL + <P2; 

d'après (4), 19 et 16.2 dim <PX ^ n - 1. 
23. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R ^ n. Soit S un sous-en-

semble arbitraire de R. Alors dim S ^ n. 

Démonstration. Le théorème étant banal pour n = — 1, supposons le vrai 
pour la dimension n — 1. Soit A un ensemble fermé dans S; soit U0 z> A un ensemble 
ouvert dans S de manière qu'il existe un ensemble U ouvert dans R tel que U0 = SU, 
d'où U z> A. D'après 22 il existe un ensemble F ouvert dans R tel que A œ V c U, 
HR(V) = <P1 + <P2, dim <PI ^ n - 1, <P2 cz A - A. Posons V0 = SV; l'ensemble V0 

est ouvert dans S et l'on a A cz V0 cz U0. D'après 5 A = SA, d'où S<P2 = 0, donc 
S . HR(V) CZ 4>I et par suite HS(V0) cz <PT en vertu de 11. Or nous supposons la 
validité du théorème à démontrer pour la dimension w — 1; donc dim HS(V0) ^ 
^ n — 1. Par suite dim S g w. 

24.1. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R ^ n. Soit S un sous-
ensemble fermé de R. Soit U0 un ensemble ouvert dans S, soit U z) U0 un ensemble 
ouvert dans R. Soit dim HS(U0) g w — 1. Alors il existe un ensemble Fouvert dans R 

tel que U0 <= F c U, SV = U0, S. HR(V) = JJs(l/0), d i m HR{V) ^ n - 1. 

Démonstration. D'après 13.3 et 14.1 il existe un ensemble Couvert dans R 
tel que SW = U 0 , U0 c: W cz U, S . H R ( W ) = HS(U0). D'après le théorème 22 
(où l'on remplace A, U par U0, W) il existe un ensemble Fouvert dans R tel que 
U0 c Vcz Wcz U (donc SV = U0), HR(V) = ^ + dim <P1 ^ n - 1, <P2 = 
= U0 . / /r(F) = (Î70 - U 0 ) HR(V). L'ensemble <P2 est fermé dans R. On a HR(V) cz 
cz V C W; or SW = U0 cz V cz R - HR(V), de manière S. FFR(V) cz S . HR(W) = 

= HS(U0\ d'où 5 . HR{V) = HS(U0) d'après 11. Or HS(U0) = S . U0 - U0 = 

= U0 — U0 (car U0 cz S entraîne U0 cz S, S étant fermé dans R) et par suite <P2 = 
= ((7o — U 0 ) H R ( V ) = HS(V{o), donc dim <P2 ^ n — 1. L'ensemble # 2 étant fermé 
dans R, l'ensemble HR(V) — <P2 cz <Px est (l'espace R étant parfaitement normal) 

00 

un F9 dans R, d'où HR(V) = + ZFV, ' e s étant des sous-ensembles de 
V = 1 

fermés dans R. Comme dim <Pt g n — 1, dim Fv ^ n — 1 d'après 23 (ou bien 
d'après 16.2). Donc dim //*(F) ^ n - 1 d'après 19. 

24.2. Soit R un espace parfaitement normal. Soient Sl9 S 2 , . . . , Sk des sous-
ensembles fermés de R. Soit R = SX z> S2 z> ... z> Soit U0 un ensemble ouvert 
dans Sk; soit U z> U0 un ensemble ouvert dans R. Soit dim Sv g nv pour 1 g v ^ k. 
Soit dim HSk(Uo) ^ nk — 1. Alors il existe un ensemble Fouvert dans R tel que 
U0 cz V cz U, Sk. F = l/0, S , . tf*(F) = HSk(U0), dim Sv . HR(V) ^ nv - 1 pour 
1 ^ v g k. 

Démonstration. Le théorème étant banal pour k = 1, supposons le vrai 
pour k — 1. Il existe donc (v. 14.2) un ensemble V0 ouvert dans S2 tel que U0 cz 
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Œ V0 Œ S 2.U, S*. F0 = I/o, Sfc . H s£v0) = HSk(U0), dim S v . HS2(V0) ^ nv - 1 
pour 2 ^ v ^ k. D'après 24.1 (où on remplace w, S, [70 par nl9 S2i F0) il existe un 
ensemble F ouvert dans R tel que U0 a V0 Œ F c 17, S2V = F0 (et donc SfcF = U0)> 
S2 . HR(V) = HSL(Vo), dim H*(F) g n, - 1. Comme c S2, on a Sk. tfK(F) = 
= Sk. HSl(V0) = HSk(U0). Comme Sj = R, la relation dim Sv . HR(V) ^ nv - 1 est 
vraie pour v = 1. Pour 2 ^ v ^ k on a Sv c S2, donc S v . HR(V) = Sv. HS2(V0) 
d'où ici encore dim Sv. HR(V) ^ nv — 1. 

V. Théorème sur le recouvrement d'un espace à dimension finie 

25.1. Soit R un espace normal. Soient Ul9...,Um des sous-ensembles ouverts 
m 

de R; soit £ t/v = R. Il existe un ensemble Vx ouvert dans R tel que Fx cz 17j, 
V — 1 

VI + £ U, = R. 
v = 2 m 

Démonstration.1 3 L'ensemble R — £ 17v est fermé dans R et est contenu dans 
v = 2 

Uj. Donc d'après 12.1 il existe un ensemble V1 ouvert dans R tel que 

R - I ^v <= Vx cr F, <= Ux ; 
v = 2 

m 

évidemment ^ + = R. 
v = 2 

25.2. Soit R un espace normal. Soient Uli...,Um des sous-ensembles ouverts 
m 

de R; soit = R. Il existe des ensembles F,, . . . , Vm ouverts dans R tels que 
v = 1 

Vl CZ Vu..., Vm c Um, I F V = K. 
V=1 

Démonstration.1 3 Les ensembles Fv s'obtiennent en appliquant n fois la pro-
position 25.1. 

25.3. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R ^ n. Soient Ul9..., Um des 
m 

sous-ensembles ouverts de R; soit £ Uv = R. Il existe des ensembles F^.. . , F,,, 
V=1 

m 

ouverts dans R tels que: Fv c [7V pour 1 ^ v ^ m; £ Fv = R; FMFV = 0 pour 
V=1 

1 g n < v g m; dim #*(FV) g n — 1 pour 1 g v ^ m. 

Démonstration. D'après 25.2 il existe des ensembles Fu...,Fm fermés dans 
m 

R tels que Fv c: Uv pour 1 g v g m, £ Fv = R. D'après 12.1 il existe des ensembles 
V=1 

1 3 Menger, 1. c., p. 159-160 (Bemerkung). 
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Wl9 ..., Wm ouverts dans R tels que Fv c Wv cr ffîv Œ Uv pour 1 ^ v g m. Puisque 
dim R fg n, il existe des ensembles Zi9 Zm ouverts dans R tels que Fv <=. Zv cz Wv9 

dim HR(ZV) g N — 1 pour 1 ^ v g m. Posons VX = ZX\ pour 2 ^ v ^ m posons 
V ~ 1 _ _ 

Fv = zv — £ Z„. Les ensembles Kv sont ouverts dans R et Ton a c Zv c lfv c (7V. 
M=I 

m m 
Soit p un point arbitraire de R; comme R = £ Fv c £ Zv, soit v le plus petit indice 

V = 1 V = 1 

m 
tel que (p) c Zv; on voit sans peine que (p) cz Fv. Donc £ Fv = R. Pour 1 ^ p < 

V = 1 

V — 1 _ _ 

< v ^ m on a Fv c: R - £ Zf c= R - Ẑ  c R - FM c: R - F„, d'où FMFV = 0. 
i = 1 

Comme F! = Zt, on a dim HR{VX) g n — 1. Pour 2 ^ v ^ m on a 

v - l V 1 

Fv = Zv ^ Z, — Zv ^ ZM , 

donc d'après 9.1 et 9.2 

M=1 

d'où dim tf*(Fv) ^ n - 1 d'après 19 et 23 (ou bien 16.2). 
26. Soit R un espace parfaitement normal; soit dim R ^ n. Soient Uï9...9Um 

m 
des sous-ensembles ouverts de R; soit £ Uv = R. Il existe des ensembles F; (1 ^ i ^ 

v = 1 

^ (n + 1) m) ouverts dans R jouissant des propriétés suivantes: 

1° Vi <= Uv pour + + 
(n + 1 )m 

2° Z Fi = K; 
¿=i 

3° Vi. Vj = 0 pour 1 ^ / < j g (n + 1) m ; 
4° dim HR{Vi) ^ n - 1 pour 1 ^ / ^ (n + 1) m ; 
5° soitîj, i 2 , ï r ( 2 ^ r ^ n + 2) une combinaison des indices 1, 2,..., (n + l)m: 

r 
alors dim J~J g n — r + 1. 

5 = 1 

Démonstration. Pour k = 1, ils résulte sans peine de 25.3 qu'il existe des en-
sembles F.(fc) (1 i km) ouverts dans R tels que 

(a*) V\k) c Uv pour 1 ^ v ^ m, k(v - 1) + 1 ^ i ^ kv ; 
km 

(M I F/"> = R; 
¡ = 1 

(c*) F/k). Vjk) = 0 pour 1 g / < j ^ km ; 
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(dk) dim HR(V[k)) ^ n - 1 pour 1 g i ^ km ; 
(efc) pour chaque combinaison il9 il9..., ir des indices 1, 2 , . . . , km 

r 

telle que 2 ^ r g /c + 1 on a dim ]J V[k) g n - r + l .14 

5=1 
On doit prouver que de tels ensembles Vfk) existent aussi pour k = N -f 2. Supposons 
donc que, pour une certaine valeur de k (1 ^ k ^ n + 1), on ait construit des 
ensembles Vlk) (1 ^ i ^ km) ouverts dans R jouissant des propriétés (a*) — (ek); 
il s'agit seulement d'en déduire des ensembles V-k+1) (1 g / (fc + 1) m) ouverts 
dans R vérifiant — (fy+i)-

26.1. Pour 1 g r ^ k9 soit Sr l'ensemble de tous les points p de l'espace R tels 
que (p) c V[k) pour r valeurs différentes au moins de l'indice i (1 ^ i ^ km). D'après 
(bk) on a = R. Evidemment St Z> S2 Z> ... Z> Sk et les ensembles Sk (1 ^ r ^ k) 
sont fermés dans R. D'après 19 et on a dim Sr ^ n — r + 1 pour 1 ^ r ^ k. 

m 

Les ensembles SkUv (1 g v g m) sont ouverts dans S* et l'on a £ Sfc£/V = Donc, 
V = 1 

en vertu de 14.2 et 25.3, il existe des ensembles Tv (1 g v ^ m) ouverts dans Sk tels 
que 

(1) Tv c Uv pour 1 g v g m ; 

(2) ¿ T v = 5 k ; 
V — 1 

(3) T̂ T, = 0 pour 1 ^ p < v ^ m ; 

(4) dim HSk(Tv) - k pour 1 g v ^ m . 

26.2. Nous allons construire des ensembles Wv (1 ^ v ^ m) ouverts dans R tels 
que: 

(av) Wy c Uv pour 1 ^ v g m ; 

(&) SK. WV = Tv pour 1 g v ^ m ; 

(ïv) = pour l g v ^ m ; 

(<5V) dim . Hr(Wv) ¿N - r pour 1 g r g fc, l g v ^ m ; 

(ev) = 0 pour 1 g p < v g m ; 

(Cv) . PFV cz Sfc pour 1 ^ p < v g m . 

1 4 Pour k = 1, donc r = 2, on a P - FI = V^ • Or d'après (cf) . K g ) = 0 
s= 1 

d'où v W y f P = 0 selon 7.2; donc P cz HR(V\\\ d'où d i m P ^ w - r + l = / J - l d'après 
16.2 et ¿/j). 
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Les conditions (e^ et (Cj) sont à regarder comme banales. D'après (1) et 12.1 on 
construit d'abord des ensembles Zv ouverts dans R tels que 

(5) Tv c Zv c Zv c Uv pour 1 ^ v ^ m . 

D'après 26.1 les hypothèses du théorème 24.2 sont vérifiées lorsqu'on y remplace 
U0, U, nr (1 g r ^ k) par Tl9 Zu n — r. Il existe donc un ensemble Wx ouvert dans 
R vérifiant (at) — (Çj). Supposons donc que, pour une certaine valeur de v (2 fg v g 
^ m), on ait déjà construit des ensembles Wv-t ouverts dans R tels que les 
propriétés (a„) — (ÇM) aient lieu pour 1 ^ /i < v. On doit construire un ensemble Wv 
ouvert dans R jouissant des propriétés (av) — (Çv). Pour 1 ^ /i < v on a d'après 
OU ^ Ov) 

(W, - SK) 7 V Œ ( ÏF„ - SK) SK = 0 , W ^ - S , . 7 V c= W^ . SKTV <= T J V ; 

les ensembles et 7V étant ouverts dans SKY il sont séparés d'après (3), d'où 7M . 7V = 
v—î _ 

= 0. Donc (v. 7.2) les ensembles W^ — SK et 7V sont séparés; les ensembles £ ( W — 
M=1 

— Sk), 7V le sont aussi en vertu de 6.1; donc (v. 14.1) il existe des ensembles Pv, Qv 

ouverts dans R tels que 

(6) Pv 3 ' ¿ V , - S, , Qv 3 7V, PVQV = 0 . 
/i = i 

Or on peut appliquer le théorème 24.2 en y remplaçant U0, U, nr (l ^ r ^ /c) par 
7V, ZVQV, n — r. Il s'ensuit l'existence d'un ensemble Wv ouvert dans R tel que 

(7) Tv ci Wv Œ ZVQV 

et que les conditions (/?v), (yv), (<5V) soient réalisées. D'après (7) on a Wv a Zv, d'où 
il résulte (av) d'après (5). Les ensembles Pv, Qv ouverts dans R sont séparés d'après (6), 
de manière que (v. 7.2) PVQV = 0, donc PF̂ Qv <= Sk pour 1 ^ /z < v. Or on a Wv <=. Qv 

en vertu de (7), donc on a (Çv). Par suite pour 1 ^ /i < v on a W .̂ Wv = [W^ -f 
+ H R ( W H Ï ] • WV

 c
 SK, d'où, en tenant compte de (/?,), (yM) et (/?v), 

= [SKK + SK HR(WJ] . SKWV = [ 7 „ + ff J T , ) ] 7 V = = 0 

d'après (3) et 7.2; il en résulte (ev). 
26.3. Posons 

m 
(8) W&+

r
l) = Vlk) - X Wv pour 0 ^ r g m - 1, rk + 1 ^ i g (r + 1) k , 

v — 1 

(9) V,%+
+\\ = Wy pour 1 g v ^ m , 

de manière que v\k+l) (1 ^ / g (fc + 1) m) sont des sous-ensembles ouverts de R. 
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D'après et (av) on a (ak+1). Pour 0 g r ^ m - 1 rfc + 1 g i g (r + 1) fc 

on a d'après (8) V[k) c + £ ÏFV, d'où F/k) <= F/**" + X FFV, donc (64+1) en 
v — 1 v=l 

vertu de (9) et (bk). D'après (8), (9), (ck) et (ev) on a (ck +,). D'après 9.1 et 9.2 on 
a pour 0 g r g m - 1, rk + 1 g î ^ (r + 1) k 

HR(V[k
+:l))c:HR(vn + lHR(Wv), 

V = 1 

d'où (dk+i) d'après (<5V), (dk)9 16.2 et 20.3. 
26.4. Il reste à prouver (ek+i). Soit donc ji9j2, . . . ,/r (2 r g /c + 1) une com-

binaison des indices 1, 2,..., (A: + 1) m. Soit 

e = 
s= 1 

On doit démontrer que dim Q ^ n — /* + 1. Quatre cas sont à distinguer: 

Premier cas. Deux au moins parmi les ensembles + (l ^ s ^ r) sont 
donnés par (9); soit pour fixer les idées 

F ( f c + 1 )=IV F.(fc+1) = W 
V J i rrfl 5 V J 2

 rrV 
avec n, v = 1, 2,.. . , m; fi < v. On a Q cz ÏF̂  . FFV, d'où Q <= Sfc d'après (fv). En 
outre = 0 d'après (ev), d'où Q c Donc d'après 16.2 et (ôv) dim Q g 
<; n - k ^ n - r + 1, car r ^ k + 1. 

Deuxième cas. Parmi les r ensembles V}k+i\ un seul est donné par (9). Il 
existe un indice v (1 ^ v ^ m) et une combinaison il9 /2, ir-1 d'indices 1,2, ..., km 
de manière que 

Q = wv . 'fi v ? - i w , c z w w . n n ? = k . s r _ , . 
s=l H=l s=1 

m 
Les ensembles 1YV, F/*} — X s a n s commun étant ouverts dans R, ils sont 

r — 1 m 

séparés; donc Wv. [ ] F/sfc) - £ % = 0 d'après 7.2, d'où g c . HR(WV) et 
s =1 u=1 

dim g g « - r + 1 d'après 16.2 et (<5V). 

Troisième cas. Tous les ensembles Vjk+l) sont donnés par (8) et 2 ^ r ^ k. 
Il existe donc une combinaison /t, /2 , . . . , /r d'indices 1, 2,..., km telle que 

S = 1 fl= 1 S = 1 

donc dim Q n — r + 1 d'après 16.2 et 
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Q u a t r i è m e cas. Tous les ensembles Vjk+1) sont donnés par (8) et r = k + 1. 
On a de nouveau la formule (*). Comme r = k + 1, on a Q a Sk en vertu de la 

définition de Sk9 d'où S c j î ^ d'après (2) et (0V). Or (Ff<*> - £ WH). Wv = 0, 
V=1 ^=1 

m 
d'où F/sfc) - £ WM . Wv = 0 d'après 7.2 de manière que Q . = 0 pour 1 ^ v g m. 

î 
m m 

Donc 2 c J ( ( F v - Q c et par suite donc d'après 
V = 1 V = 1 

16.2 et (<5V) dim Q^n-k = n- r+ 1. 

27. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R; 
m 

soit dim S ^ n. Soient l / j , . . . , Um des sous-ensembles ouverts de R; soit £ l /v z? S. 
V = 1 

Il existe des ensembles Vt (1 ^ i g (n + 1) m) ouverts dans R tels que: 

1° Ff c Uv pour 1 g v g rn9 (n + 1) (v - 1) + 1 g i g (n + 1) v ; 
(n+l )m 

2° I K( = S ; 
i = l 

3° ViVj = 0 pour 1 g i < j ^ (n + 1) m ; 
4° dim S. HR(Vi) ^ n - 1 pour 1 ^ i g (n + 1) m ; 

5° pour chaque combinaison ii9 \l9 ...9ir (2 ^ r ^ n + 2) d'indices 1, 2 , . . . 

..., (m + 1) m on a f \ Vis c 5, dim f \ Vis ^ n - r + 1. 
s=1 s= 1 

D é m o n s t r a t i o n . D'après 26 et 14.2 il existe des ensembles Tf ouverts dans S 
tels que: 

6° T, c Uv pour l g v ^ w , ( n + l ) ( v - l ) + U i ^ ( « + l ) v ; 
(n+l)m 

7° £ T, = S ; 
i= 1 

8° . 7} = 0 pour 1 ^ i < j ^ (n + l ) m ; 

9° dim HS(TÙ ^ n - 1 pour 1 g i ^ (n + 1) m ; 

10° pour chaque combinaison il9i2,..., ir (2 g r ^ n -f- 2) d'indices 1 , 2 , . . . 
r 

. . . , (n + 1) m on a dim J} Tis n - r + 1. 
s = 1 

D'après 6° et 12.1 il existe des ensembles Z{ ouverts dans R tels que 

T( cr Zf c Z i C z U v pour 1 ^ v g m , (n + 1) (v - 1) + 1 ^ / ^ (w + 1) v. 

Evidemment il suffit de construire des ensembles (1 i é (n + 1) m) ouverts 
dans R de manière que 

(a,) Tt c V. Œ Zt, Tt = SVi pour 1 ^ i ^ (n + 1) m ; 
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(»0 
(Ci) 

tt) 

F. . Vj = 0 pour 1 ^ j < i ^ (n + 1) m ; 

S . HR(Vt) = Hs(Tt) pour 1 ^ i ^ (n + 1) m ; 

F, . F,. = Tt.Tj pour l é j < i g ( n + l ) m . 

D'après 13.3 et 14.1 il existe un ensemble Vx ouvert dans R vérifiant et (cj), 
que (bi) et (d^ n'exigent rien. Supposons donc que pour une certaine valeur de i 
(2 ^ i ^ (n + 1) m) on ait déjà construit des ensembles Vj ( l ^ j < i) ouverts dans R 
tels que les conditions (a,-) — (dj) soient satisfaites pour 1 ^ j < i. On doit 
construire un ensemble Vx ouvert dans R vérifiant (a f) — (d,). Pour 1 ^ j < i on a 

et Tj . Ti = 0 d'après 8e et 7.2. Par suite, en vertu de 6.1 et 7.2, les ensembles £ Vj — 
j=i 

— S et Ti sont séparés; il existe donc (v. 14.1) des ensembles Ph Qi ouverts dans R 
tels que 

D'après 7.2 P ^ = 0. D'après 13.3 et 14.1 il existe un ensemble V{ ouvert dans R 
tel que 

^ c Vf c ZiQi, ^ = SVi, H^T,) = 5 . tf^F,) . 

Les propriétés (a f) et (ct) sont évidentes. Puisque Ff c Q,., Vj c S + P | (1 ^ j < i), 
on a ViVj c P.Q, + 5 = 5. Donc FJFJ = S, d'où ViVj = 5 F f . SVj = = 0, 
d'où (-bi). De plus 5F, = 5 . [Ff + tf*(F,)] = T, + = F,; comme F iF i c 5 , 
on a VtVj = 5 F f . 5F , = 7,7}, d'où (d,). 

{Vj - 5 ) . 7 ^ ( ^ - 5 ) 5 = 0 , 

F, - 5 . Tt cz F , . 5 . ^ = [S.Vj + 5 . / /„(F,)] T, = 

= [7} + Hs(7})] ^ = Tj. ^ 

i- 1 
P , = > l K , - S , e i = » T | t P,Q, = 0 . 
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THÉORIE GÉNÉRALE DE L'HOMOLOGIE DANS 
UN ESPACE QUELCONQUE 

Fundamenta Mathematicae 
19 ( 1932) , 1 4 9 - 1 8 3 

Dans les dernières années, plusieurs auteurs1 ont développé une théorie de l'homo-
logie dans un espace métrique et compact R. Voici la manière de procéder de 
M. Alexandroff: D'après le théorème de Borel, on peut recouvrir R par un système fini 

(1) ul9u29...9uk 

d'ensembles ouverts2 dont la norme (= maximum des diamètres des ensembles (1)) 
est inférieure à un nombre positif donné. Or on déduit de (1) un complexe (abstrait) N 
dont les sommets ai9 al9..., ak correspondent aux ensembles (1), les sommets 
aVo, aVl,aVn déterminant un n-simplexe de N si et seulement si les ensembles cor-
respondants UVQ9 U V I 9 . . . , UVN ont un point commun. Ceci étant, on considère une 
suite de recouvrements tels que (1), dont les normes tendent vers zéro, chaque re-
couvrement de la suite s'obtenant du précédent par une subdivision, et l'on forme 
la suite 

(2) NÎ9N29N39... 

des complexes correspondants (Projektionsfolge). Chaque cycle C"+1 situé dans 
AL + 1 détermine un cycle C" = TTC"+1 dans Nv9 la projection de C"+1. Une suite 

Cn rn f^n 
1, • • • » 

1 P. Alexandroff, Untersuchungen über Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger 
Dimension, Annais of Math., (2) 30, 1929; p. 101 —187, où Ton trouve cités les travaux antérieurs 
du même auteur. 

S. Lefschetz, Topology, Amer. Math. Soc. Coll. Publ., vol. 12, 1930, Chap. 7, § 4. 
L. Vietoris, Über den höheren Zusammenhang kompakter Räume und eine Klasse von 

zusammenhangstreuen Abbildungen, Math. Annalen, 97, 1927, p. 454—472. 
Pour le cas particulier où l'espace R est une partie du plan euclidien, v. déjà L. E. J. Brouwer, 

Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Annalen, 72, 1912, p. 422—425. 
2 M. Alexandroff considère des ensembles fermés; mais cette différence n'est pas essentielle 

(v. ce Mémoire, V, 8). 
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de cycles contenus dans les complexes (2) constitue un cycle dans R (Projektionszyklus, 
Vollzyklus) si l'on a pour chaque v l'homologie C" ~ dans Nv. 

Or si l'espace R est quelconque, on peut aussi considérer des recouvrements finis 
(1) formés d'ensembles ouverts (= réseaux ouverts). Ici encore, chaque réseau peut 
être considéré comme un complexe. L'unique différence consiste en ce qu'il n'existe 
plus une suite telle que (2) constituée par des réseaux „arbitrairement petits"; au 
lieu de la suite (2), on a ici à considérer la famille de tous les réseaux ouverts.3 Le but 
principal de ce Mémoire est de montrer comment on arrive ainsi à une théorie de 
l'homologie dans un espace topologique quelconque; le traitement ne suppose 
d'ailleurs aucune connaissance des travaux antérieurs. 

L'ouvrage est divisé en cinq Chapitres. Au Chap. I, je rappelle sans démonstra-
tion quelques propriétés connues des modules. Au Chap. II, j'expose une théorie 
générale d'une manière très abstraite. Je ne suppose ici rien sur la nature de l'espace R; 
au contraire je suppose donnée une famille fondamentale de réseaux, c'est-à-dire une 
famille de recouvrements finis de R soumis à la seule restriction qu'à deux recouvre-
ments quelconques de la famille on en puisse déterminer un troisième qui soit un 
„affinement" simultané des deux recouvrements donnés. Chaque famille fondamen-
tale de réseaux donne lieu à une théorie de l'homologie des cycles. Je considère 
d'ailleurs, d'après M. Lefschetz,4 des cycles mod oc, a étant un sous-ensemble donné 
quelconque de R. Au Chap. III, je considère le cas important où R est un espace 
topologique, la famille fondamentale étant celle des réseaux ouverts. J'y expose 
d'abord les relations entre les cycles dans R et les cycles dans un sous-ensemble 
fermé de R. Ensuite, je montre que la théorie des cycles de dimension zéro coïncide 
avec la théorie de la connexité au sens de Lennes-Hausdorff. A la fin, je considère des 
réseaux réguliers5 par rapport à un sous-ensemble de R. 

A ce but, je démontre (III 20) deux lemmes relatifs à un espace topologique com-
plètement normal, qui ont peut-être quelque intérêt intrinsèque. Au Chap. IV, je 
traite une application de la théorie générale; notamment, je généralise un théorème 
de MM. Mayer et Vietoris6 relatif aux homologies dans la somme Rx + R2 de deux 
complexes, au cas où Rt et R2 sont deux espaces topologiques normaux fermés dans 
leur somme. La méthode dont je fais usage ici est celle de MM. Mayer et Vietoris, 
mais dans le cas bien plus général que j'envisage il y a des difficultés que l'on vainc 
d'une part au moyen de la notion d'un réseau régulier, d'autre part par un théorème 
général (II 21) relatif à l'existence des cycles. Le théorème que je démontre contient 

3 On sait que M. Hurewicz a montré l'importance de la famille de tous les réseaux ouverts dans 
la théorie de la dimension des espaces métriques et séparables (v. W. Hurewicz, Proc. Acad. 
Amsterdam 30, 1927, p. 425, ou bien K. Menger, Dimensionstheorie, Chap. V). 

4 Topology, Chap. I, n° 14. 
5 Cf. Lefschetz, Topology, p. 91 (normal neighborhood NL). 
6 W. Mayer, Uber abstrakte Topologie, Monatshefte f. Math. u. Phys. 36, 1929, p. 1 - 4 2 . 
L. Vietoris, t)ber die Homologiegruppen der Vereinigung zweier Komplexe, ibidem, 37, 1930, 

p. 159-162. 
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comme cas particulier le „théorème de Phragmén-Brouwer généralisé" de M. Alexan-
droff.7 Au Chap. V je remarque d'abord que la théorie des cycles à coefficients 
rationnels (suivant M. Lefschetz8) exposée aux Chap. précédents peut se transporter 
au cas (considéré par M. Alexander9) des cycles dont les coefficients sont des entiers 
réduits mod. m. Ensuite, je montre que le cas où la famille fondamentale est celle 
des réseaux fermés est essentiellement identique au cas (que je considère) des réseaux 
ouverts. A la fin, je remarque que l'on peut obtenir une nouvelle théorie de l'homo-
logie en choisissant une famille additive fixe de sous-ensembles de R; en particulier, 
on peut obtenir une théorie qui est à celle exposée au Chap. III dans le même rapport 
que la notion du continu à celle d'un ensemble connexe. 

I. Modules 

1. SR désigne l'ensemble des nombres rationnels. 
Un ensemble quelconque non vide M s'appelle un module si l'on a défini deux 

opérations: 1° la somme a + b e M de deux éléments a, b e M; 2° le produit ra e M 
d'un élément ae M par un nombre r e 9Î; on suppose d'ailleurs que 

1° par rapport à l'addition, M constitue un groupe commutatif dont l'élément 
identique soit désigné par 0'; 

2° pour a, b e Ai; r, s e SR on a 

r(a + b) = ra + rb , (r + s) a = ra + sa , 
r(sa) = (rs) a , la = a . 

On en déduit en particulier que = 0', r0' = 0', tandis que pour r #= 0, a + 0' 
on a ra 4= 0'. Dorénavant, nous écrirons plus simplement 0 au lieu de 0'. 

n 
2. On dit que l'élement ae M dépend de AcM si a = 0 ou a = Y, rvav Po u r 

î 
un choix convenable de n = 1, 2, 3,.. . , rv e av e A (1 ^ v ^ n). 

On dit qu'un sous-ensemble A c M est indépendent si l'on ne peut trouver des 
éléments al9..., a„e M (n = 1,2,3, . . . ) différents l'un de l'autre et des nombres 

n 
rl9..., rn e SR dont un au moins 4= 0 de manière que l'on ait £ rvav = 0. Cette con-

î 
dition est vérifiée si A = 0 est l'ensemble vide. 

Un ensemble A a M constitue une base du module M si 1° A est indépendant; 
2° chaque élément de M dépend de A. 

1 Untersuchungen etc., p. 178. 
8 Topology, Chap. VII. 
9 J. W. Alexander, Combinatorial analysis situs, I. Transactions Amer. Math. Soc., 28, 1926, 

p. 301-329. 
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3. Chaque module possède au moins une base; le nombre h des termes d'une 
base (c'est un nombre naturel ou bien un aleph) est le même pour toutes les bases; 
nous appellerons h le rang du module M. Un module M est dit fini si son rang est 
fini. 

4. Un ensemble Mt a M, Ml 4= 0, constitue un module si et seulement si 

1° a,b e Mi implique a + b e M t ; 

2° a e Ml9 r e SR implique ra e M,. 

On dit alors que My est un sousmodule du module M. 
5. Soit Ai une base d'un sousmodule Mt du module Vf. Alors il existe une base 

A ^ Ai du module M. 
6. Soient h9 ht les rangs d'un module M et de son sousmodule Mt. Alors ht ^ h. 

Donc si le module M est fini, aussi Mt est fini; dans ce cas, l'égalité ht = h entraîne 
Mi = M. 

7. Une suite décroissante de sousmodules d'un module fini M est toujours finie 
(si le rang de M est h, la suite possède au plus h + 1 termes). 

8. Soit 90Z une classe (non vide) de sousmodules d'un module fini M et soit P le 
produit (= partie commune) de tous les modules de la classe Il existe alors des 
éléments Ml9 M2,Mk (k fini ) de la classe tels que P = Ml9 A / 2 , M k . 
Si P # 0, c'est un sousmodule de M. 

9. Soient M, M' deux modules. Soit / une fonction univoque définie dans le 
domaine M et telle que: 1° pour a e M on a f(a) e M'; 2° pour a' e M' il existe un 
élément ae M tel que ď = f(a); 3° pour a, b e M on a f(a + b) = f(a) + f(b)\ 
4° pour a e M, r e SR on a f(ra) = r f(a). On dit alors que le module M' est une 
image homomorphe du module M. Si s =j= b entraîne f(a) 4= f{b), on dit que les 
modules M, M' sont isomorphes. 

10. Soient h, h' les rangs des modules M, M'. Si M' est une image homomorphe 
de M9W g h (en particulier, une image homomorphe d'un module fini est un module 
fini); si M et M' sont isomorphes, h' = h. Et réciproquement. 

11. Soit Mi un sousmodule d'un module M. On peut considérer comme égaux 
deux éléments a, b e M tels que a — b e Mx. En faisant ainsi, on obtient de M un 
nouveau module que nous désignerons par M — Mx. Evidemment M — Mx est une 
image homomorphe de M. 

12. Soient Mi9 M2 deux sousmodules d'un module M jouissant de la propriété 
suivante: Pour chaque ae M il existe un et un seul couple al9 a2 tel que a{ e Mti 

a2eM2, a = ax + a2. On dit alors que le module M est la somme directe des 
modules Ml9 M2 et l'on écrit M = Mt + M2. 

13. Soit Mi un sousmodule d'un module M. Il existe alors un sousmodule M2 de 
M tel que M = Mi + M2. Le module M2 est isomorphe à M - M ^ 
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14. Soit M un module; soit Lez M. Nous dirons que Lest un système linéaire s'il 
existe un élément a0e Le t un sousmodule Mt de M tel que pour a e M o n a a e L 
si et seulement si a — a0 e Mx. 

15. Soit A une classe (non vide) de systèmes linéaires contenus dans un module 
fini M et soit Q le produit de tous les systèmes constituant la classe A. Il existe alors 
des éléments Ll9 L2,..., Lk (k fini) de la classe A tels que Q = LXL2 ... Lfc. Si Q #= 0, 
c'est un système linéaire. 

II. Homologies par rapport à une famille fondamentale de réseaux 

1. Soit R un ensemble arbitraire donné. Soit Z une famille donnée satisfaisant 
aux deux axiomes suivants: 

1° Chaque élément U de Z est un ensemble fini de parties Ul9 U2,..Uk de R telles 
k 

que X ^v = Ri Uv 4= 0;-
î 

2e UuU2eZ étant donnés, il existe un élement 33 e Z tel que Ve^B entraîne 
V cz ViU2 pour un choix convenable dq Ul e Ul9 U2 e U2. 

Chaque élément H de Z sera nommé un réseau; la famille Z sera appelée la famille 
fondamentale de réseaux. Les éléments U d'un réseau U seront appelés les sommets 
du réseau H et aussi les (0, U)~simplexes. Nous désignerons habituellement un réseau 
par une des lettres U, 23, 2C; les sommets de U p. ex. seront désignés par la lettre U 
(éventuellement avec un indice). 

2. H étant un réseau et n un nombre naturel, un (M, U)-simplexe sera par défini-
tion un symbole de la forme 

{U09Ul9...9 l/v,..., un)9 

où les Uv (qui seront appelés les sommets du simplexe) sont des sommets de U tous 
distincts Vun de l'autre et tels que l'ensemble 

(0 fi V, 
0 

n'est pas vide. Si (v0, vl9..., vn) est une permutation des indices (0, 1,..., «), nous 
poserons 

(2) (l/vo, UV1,..., l / J = ± (l/0, U u ..., [/„) 

avec le signe supérieur (inférieur) dans le cas d'une permutation paire (impaire). 
L'ensemble (l) sera appelé le noyau du simplexe. Nous désignerons un (M, U)-sim-
plexe par JS"(H) OU par Sn (éventuellement avec un indice inférieur). Le noyau du 
simplexe Sn sera désigné par J(Sn). 
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3. Soit H un réseau; n = 0, 1, 2, . . . Soient S], S"n tous les (n, U)-simplexes 
(de deux simplexes tels que 2 (2) nous n'écrivons qu'un seul). Une (H, U)-chaîne 
sera par définition un symbole de la forme 

î r X 1 

où rv g Nous désignerons une («, U)-chaîne par Kn(U) ou par Kn (éventuellement 
avec un indice inférieur). Après des conventions évidentes, l'ensemble de toutes les 
(n, H)-chaînes constitue un module fini. Pour presque toutes les valeurs de n, on 
a a„ = 0; alors il n'existe qu'une seule (n, U)-chaîne Kn = 0. 

4. La frontière d'une (0, U)-chaîne est zéro; notation F(K°) = 0 ou K° -> 0. 
Soit maintenant n > 0. La frontière d'un (n, H)-simplexe S" = (C70, Ul9..., Un) 
est la (n - 1, H)-chaîne 

= Z (-1)V s;"1, s;-1 

o 
étant le (« — 1, H)-simplexe dont le symbole s'obtient de (C/0, Ulf..., l/n) en y 
omettant le sommet Uv. La frontière d'une (n, H)-chaîne 

K" = ï rvSn
v î 

est la (n - 1, H)-chaîne 

î 

Au lieu de K"~x = F(K") nous écrirons aussi Kn X""1. En vertu de l'opération 
F, un certain sousmodule du module des (n — 1, lï)-chaînes est une image homo-
morphe du module des toutes les (n, U)-chaînes. 

5. Dorénavant, la lettre A désigne un sous-ensemble donné de R. Nous dirons 
que la (n, U)-chaîne 

xn
 = Z 

i 

est contenue dans A (notation: K" <= A) si pour chaque valeur de v on a un des deux 
cas suivants: 1° rv = 0; 2° A . J(S") 4= 0. Cette condition est toujours vérifiée dans 
le cas A = R. Les (n, H)-chaînes contenues dans A constituent un module. Evidemment 
Kn c= A entraîne F(Kn) <= A.10 

1 0 II est important de remarquer que les relations Kn cz Aly Kn cz A2 n'entraînent pas Kn cz 
c A1A2. 
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6. Dorénavant, la lettre a désigne un sous-ensemble donné de A. La notation 
KÎ(U) = K;(U) mod a signifie que KJ(U) - c= a; dans ce cas, si Kî(U) c A, 
on a aussi K2(U) c: A. Si l'on considère comme égales deux (H, U)-chaînes qui sont 
égales mod a, l'ensemble de toutes les (n, U)-chaînes continue à constituer un module 
(v. I, 11). Nous écrirons 

(1) - K " - 1 moda 

pour indiquer que F(Kn) = K"'1 mod a. Dans la relation (l) il est permis de rempla-
cer chaque chaîne par une autre égale à elle mod a. 

7. Une (M, U)-chaîne Kn c: A sera appelée un («, VL)-cycle mod a dans A dans le 
cas où Kn 0 mod a. [Dans le cas A = R on parlera simplement d'un (/i, U)-cycle 
mod a.] Les (n, U)-cycles mod a dans A constituent un module. On désignera les 
(h, U)-cycles mod a par Cn(U) ou par Cn, éventuellement avec un indice inférieur. 
Dans le cas a = 0 on parlera de (n, U)-cycles absolus. Evidemment, un (n, U)-cycle 
absolu est aussi un (n, U)-cycle mod a a pour chaque choix de a. 

8. On démontre sans peine 11 que F[Sn+1(U)] est un (n, U)-cycle absolu. Donc une 
(n, U)-chaîne Cn est un (m, U)-cycle mod a dans A s'il existe une (n + 1, H)-chaîne 
Kn+1 cz A telle que Kn+l Cn mod a (il en résulte Cn c A). Chaque (n, U)-cycle 
Cn mod a dans A jouissant de cette propriété sera nommée homologue à zéro mod a 
dans A, ce qu'on écrit 

Cn ~ 0 mod a dans A . 

[L'attribut „dans Asera omis si A = R.~] La notation 

(1) C] - Cn
2 mod a dans A 

signifie que C" et Cn
2 sont des(n, U)-cycles mod a dans A tels que C\ — Cn

2 ~ 0 mod a 
dans A. Les (n, U)-cycles homologues à zéro mod a dans A constituent évidemment un 
sousmodule du module de tous les (n, U)-cycles mod a dans A. En considérant comme 
égaux deux cycles C", C2 liés par (1), ce que nous ferons dans tout ce qui suit, les 
(n, H)-cycles mod a dans A continuent donc (v. I 11) à constituer un module fini. La 
relation (1) vaut en particulier si C\ = C2 mod a. 

9. Un réseau 33 est un affinement d'un réseau U si chaque sommet Kde 93 fait partie 
d'un sommet U de U. Uj, U 2 , H * étant des réseaux donnés (en nombre fini), 
d'après N° 1, axiome 2°, il existe un affinement simultané 93 de tous les réseaux Uv. 
Evidemment un affinement d'un affinement d'un réseau U est un affinement du 
réseau U. 

10. Soit 93 un affinement d'un réseau U. A chaque sommet V de 93 on peut alors 
faire correspondre un sommet nV = U => F bien déterminé du réseau U. L'opération 
7z sera appelée une projection du réseau 93 dans le réseau U; nous écrirons n = 

1 1 V. p. ex. Lefschetz, Topology, p. 19. 
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= Pr. (S, U). Les réseaux U, 23 étant donnés, il peut exister plusieurs projections 
de 23 dans U. 

11. Soit 23 un affinement d'un réseau U; n = Pr. (23, U). Soit 

un (H, 23)-simplexe. Si les sommets 
7lF0 , TcKj, . . . , 7lVn 

du réseau II ne sont pas tous distincts l'un de l'autre, on posera nSn = 0; dans le cas 
contraire 

nS" = (nV0,nVl9...,nVm) 

est un (M, U)-simplexe. Si 

Kn = £ rvS? 
î 

est une (/1, 23)-chaîne, sa projection nKn sera par définition la (n, U)-chaîne 

;zK" = £ rvnS"v. 
î 

En vertu de l'opération n9 un certain sousmodule du module de toutes les («, U)-
chaînes est une image homomorphe du module de toutes les (w, 23)-chaînes. Pour 
chaque (n9 23)-simplexe Sn on a la relation 

u F(Sn) = F(nSn) 

qui est évidente si nSn 4= 0 mais qui vaut aussi12 dans le cas nSn = 0. Donc n F(Kn) = 
= F(nKn) pour chaque (n9 23)-chaîne Kn. Lorsque Kn <= A où Kn c= a, évidemment 
aussi 7zKn c= A ou nKn c a. De toutes ces remarques il résulte: si C" est un (ny 23)-cycle 
mod a dans A, alors nC" est un (n9 U)-cycle mod a dans A; si en outre C" ~ q mod a 
dans A, aussi nCn ~ 0 mod a dans A. 

12. Soit 23 un affinement d'un réseau Si; soit TT, = Pr. (33, U), TT2 = Pr. (23, U). 
Rangeons tous les sommets de 23 dans une suite finie bien déterminée 

Vl9v29...9vk 

et posons nYVy = U'y9 n2Vv = U". Maintenant soit 

S» = (Vvo, Vvi,..., VJ 

1 2 V. p. ex. Lefschetz, op. c., Chap. II, n° 2. 
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un (n, 93) simplexe; on peut supposer que v0 < vt < ... < v„. Posons pour un moment 

P(S") = î ( - i ) i - 1 (i/;u;... i/.v.iw.i/;,,,... v ^ u ' j 

i = 0 

en convenant qu'à droite chaque symbole dont les sommets ne sont pas tous distincts 

signifie zéro. Donc P(Sn) est une (n + 1, H)-chaîne. Si Kn = £ rvS; est une («, 93)-
i <xn chaîne, posons P(K") = X rv ^(^v)- On démontre sans peine13 que 

i 

P(Sn) - n2Sn - 7r,Sn - P[F(S")] 

d'où pour chaque (n, 23)-chaîne Kn 

(1) P(KN) 7r2Kn - 7TIKN - P[F(Xn)] . 

En particulier, considérons une (w, 93)-cycle Cn mod a dans >4; alors Cn c= >1, 
F(Cn) c: a, d'où P(Cn) c P[F(Cn)] c a, de manière que la relation (l) donne 

n2Cn ~ nxCn mod a dans A . 

Or nous avons convenu de considérer comme égaux deux (n, H)-cycles mod a dans A 
homologues mod a dans A; donc nous pouvons toujours choisir arbitrairement la 
projection Pr. (93, U). 

13. Soit 93 un affinement d'un réseau H et soit 9B un affinement du réseau 93; 
soit 7i = Pr. (93, H), n' = Pr. (9®, U). Supposons qu'un (n, U)-cycle Cn(H) mod a dans 
A jouisse de la propriété que TU' CM(9[B) ~ C"(U) mod a dans A pour un choix con-
venable du (n, 9CB)-cycle Cn(9B) mod a dans A; alors n C"(93) - Cn(U) mod a dans A 
pour un choix convenable du (n, 2B)-cycle C"(93) mod a dans A. 

En effet, soit n" = Pr. (9!C, 93); d'après 12 on peut supposer que n' = 7C7i";14 alors 
il suffit de poser C"(93) = n" Cn(2B). 

14. Un (w, H)-cycle C"(U) mod a dans A s'appellera essentiel si, pour chaque 
affinement 93 de H il existe un («, 93)-cycle C"(23) mod a dans A tel que n Cn(33) ~ 
~ Cn(H) où 7r = Pr. (93, U). Si l'on considère comme égaux deux (n, U)-cycles 
homologues mod a dans A, les (n, U)-cycles essentiels mod a dans A constituent un 
module fini; cet important module sera désigné par Mn(A, U; a). Le symbole A 
s'omettra dans le cas A = R; le symbole a s'omettra dans le cas a = 0; donc p. e. 
Mn{U) = Mn{R, II; 0). 

15. Un affinement 93 d'un réseau U est dit normal, lorsque pour n = 0,1, 2,. . . , 
et pour chaque (n, 93)-cycle Cn(93) mod a dans A le (w, H)-cycle n Cn(93) mod a dans A 

1 3 Cf. Lefschetz, op. c., Chap. II, n° 8. 
1 4 L'opération m f s'obtient en effectuant d'abord l'opération n" et ensuite n. 
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[TT = Pr. (23, H)] est essentiel. La notion de normalité dépend donc de A et a. D'après 
13, chaque affinement d'un affinement normal du réseau U est un affinement normal 
de H. 

16. H étant un réseau arbitrairement donné, il existe un affinement normal de U 
(pour un choix donné de A, a). 

Démonstration. La condition de normalité est banale pour toutes les valeurs 
suffisamment grandes de n (pour toutes les valeurs de n pour lesquelles les (n, U)-
simplexes n'existent pas). 11 suffit donc (cf. la remarque faite à la fin du N° 15) de 
prouver l'existence d'un affinement tel que la condition de normalité soit satisfaite 
pour une valeur donnée de n. Cela étant, pour chaque affinement 93 du réseau lï 
soit r(93) l'ensemble de tous les (n, lï)-cycles Cn(H) mod a dans A pour lesquels il 
existe un (n, 93)-cycle Cn(93) mod a dans A tel que C"(U) ~ n C"(93) mod a dans A, où 
n = Pr. (93, 11). Pour chaque choix de 93, r(93) est un sousmodule du module fini 
M„(A, H; a); en outre, si 913 est un affinement de 93, d'après 13 on a r(9B) c r(93). 

Evidemment l'ensemble E de tous les (H, U)-cycles mod a dans A essentiels coïncide 
avec la partie commune de tous les r(93), où 93 parcourt tous les affinements de U. 

k 

D'après I 8, il existe des affinements 93j, 932,,.., 93* (k fini) de U tel que E = f j T(93v). 
î 

Soit 9® un affinement simultané de tous les réseaux 93v (1 ^ v g k). Alors r(9B) c 
c r(93v), d'où r(9B) <= E (et naturellement r(9») = £). L'affinement 9® de H jouit 
donc de la propriété voulue. 

17. D'après la remarque à la fin du N° 15, on a plus généralement: U l 9 H * étant 
des réseaux donnés en nombre fini, il existe un affinement normal simultané de tous 
les Uv. 

18. Soit 93 un affinement d'un réseau H; n = Pr. (93, H). Soit C(U) un (n, U)-cycle 
mod a dans A essentiel. Il existe un («, 93)-cycle Cn(93) mod a dans A essentiel tel que 
n C"(93) - C(U) mod a dans A. 

Démonstration. Soit (16) 933 un affinement normal du réseau 93; n' = Pr. (2B, 93), 
donc 7C7r' = Pr. (913, U). Le cycle C"(U) étant essentiel, il existe un (n, 2B)-cycle 
Cn(9£) mod a dans A tel que C"(U) - nn' C"(2B) mod a dans A. En posant Cn(93) = 
= TT' C"(9B), on a Cn(U) - n Cn(93) mod a dans A; en outre, le cycle Cn(93) est essen-
tiel, car 913 est un affinement normal de 93. 

19. Le théorème qui vient d'être prouvé peut évidemment s'énoncer ainsi: 93 étant 
un affinement de U, le module M „(A, U; a) est en vertu de l'opération n = Pr. (93, II), 
une image homomorphe du module Mn(A, 93; a). 

20. Soit donné, pour chaque réseau U, un (/i, U)-cycle C"(U) mod a dans A et 
supposons vérifiée la propriété suivante: Si 93 est un affinement de U, n = Pr. (93, U), 
alors C"(U) - n Cn(93) mod a dans A. L'ensemble {C"(U)} de tous les cycles Cn(U) 
sera appelé un (n, R)-cycle mod et dans A. L'attribut „dans A" s'omettra dans 
le cas A = R; dans le cas a = 0, nous parlerons de (n, R)-cycles absolus. En vertu 
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des conventions évidentes, l'ensemble de tous les («, R)-cycles mod a dans A consti-
tue un module. Vhomologie {C"(U)} ~ 0 mod a dans A signifie que C"(U) ~ 0 mod a 
dans A pour chaque réseau U. L'homologue {C?(U)} ~ {C^U)} signifie que 
{CKU)} - {C2(U)} = {CÏ(U) - C2(U)} ~ 0 mod a dans A. Si l'on considère 
comme égaux deux cycles homologues mod a dans A, l'ensemble de tous les (n, R)-
cycles mod a dans A continue (v. I 11) à constituer un module. Cet important module 
sera désigné par M „(A, R; a) et son rang (qui est un nombre naturel ou un aleph) 
sera désigné par Pn{A, R; a). La lettre A s'omettra dans le cas A = R; la lettre a 
s'omettra dans le cas a = 0. Le nombre Pn(R; a) est le /i,ème nombre de Beîti de R 
mod a; le nombre Pn(R) est le rclème nombre de Betti absolu de R. 

21. Soit donné, pour chaque réseau U, un système linéaire15 (v. I 14) L"(U) de 
(«, H)-cycles mod a dans A et supposons vérifiée la propriété suivante: Si 93 est un 
affinement de U, n = Pr. (93, U), on a n L"(93) <= L"(U). Alors il existe un (n, K)-cycle 
(Cn(H)} mod a dans A tel que C"(U) g Ln(U) pour chaque réseau H. 

La démonstration de.ce théorème fait l'objet des Nos 22 — 27. 

22. Pour chaque réseau U, soit L"(U) la partie commune de tous les ensembles 
7cLn(93),16 où 93 parcourt tous les affinements de U, n = Pr. (93, II). Evidemment, 
chaque n Ln(93) est un système linéaire de (n, U)-cycles mod a dans A et, si est 
un affinement de 93, = Pr. (213, H), on a n' L"(9B) c n Ln(93) (cf. 13). D'après I 15, 

k 

il existe des affinements 9 3 9 3 2 , . . 9 3 * (k fini) de U tels que L^U) = n nv Ln(93v), où 
î 

7rv = Pr. (23v, U). Soit 93 un affinement simultané des réseaux 93v, n = Pr. (93, H). 
Alors k Ln(93) c= TTV L"(23v), donc n Ln(93) c L^U), d'où n L"(93) = L1(U) en vertu 
de la définition même de L"(U). 

23. Un affinement 93 d'un réseau U soit appelé favorable si n Ln(93) = I!i(U); 
nous venons de voir que chaque réseau U possède un affinement favorable. Evidem-
ment chaque affinement d'un affinement favorable d'un réseau U est un affinement 
favorable de U. Donc si l'on a donné un ensemble fini de réseaux, il existe un affine-
ment favorable simultané de tous les réseaux donnés. 

24. Soit un affinement d'un réseau U; n = Pr. (93, U). Alors n 1,1(93) = L1(H). 
Démonstration. Soit 9B un affinement favorable simultané des réseaux U, 23, 

soit n' = Pr. (213, 93), donc 7in' = Pr. (213, U). D'après la définition même d'un 
affinement favorable, on a £'(213) = L1(93), TTTT' LW(2B) = L\(U), d'où n L1(93) = 
= L1(U). 

25. Rangeons la famille fondamentale Z de réseaux sous la forme d'une suite 

1 5 Nous considérons comme égaux deux cycles homologues mod a dans A de manière que 
les rélations CÎ(U) 6 Ln(U), Cn(U) ~ CJ(U) mod a dans A entraînent que C2(U) e Ln(U). 

1 6 7rLn0O) est l'ensemble de tous les (w, U)-cycles C"(U) mod a dans A tels que Cn(U) ~ n C 0 B ) 
pour un choix convenable de Cn(93) e 
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transfinie bien ordonnée 

Mo, U t 0 + 1 , . . . , U^,... ({ < y ) . 

On peut alors former une suite transfinie 

(i) ( { < y ) 

où G A(M^) de manière que Ton ait la propriété P suivante: Si rj2,*lk s o n* 
des nombres ordinaux en nombre fini inférieurs à y, il existe un affinement simultané 23 
des réseaux Unv (1 g v ^ k) en un cycle Cn(93) G L",(23) tel que nv C"(93) - Cn

nv mod a 
dans A[l ^v ¿k;nv = Pr. (93, U J ] . 

La démonstration en sera donnée dans les deux nos suivants; l'énoncé du n° 21 
sera alors prouvé, car {C£} est un (n, R)-cycle mod a dans A. En effet si U,2 est 
affinement de U^, n = Pr. (U^2, U^J, d'après la propriété P il existe un affinement 23 
simultané des réseaux Uni9 Un2 et un cycle C„(23) G L"(23) tel que Cn(23) - C^, 
tt2« Cn(93) - Cn

n2 mod a dans A, où n1 = Pr. (23, Uni)9 n2 = Pr. (93, Xl^); or on peut 
supposer que = 7in2 de manière que Crtl ~ nn2 C"(93) ~ nCn

ni mod a dans A. 

26. On construit la suite transfinie 25 (l) par récurrence transfinie. Le cycle 
Cq G I?i(U0) peut être choisi à volonté. Supposons que, Ç étant un nombre ordinal 
< y donné, on ait déjà déterminé tous les termes CJ G L^U,,), rj < Ç9 de la suite 
25 (l) de telle façon que l'on ait la propriété suivante: Si r\ l9..., rfk sont des nom-
bres ordinaux inférieurs à f en nombre fini, il existe un affinement simultané 23 
des réseaux Unn (1 g v ^ k) et un cycle Cn(23) G L"J(93) tel que nv C"(93) - CJv mod a 
dans A, où nv = Pr. (93, U^). Il s'agit seulement de ce qu'il est alors possible de 
choisir un cycle C\ eL"(lï{) de telle façon que, pour rjl9..., r\k < Ç (k fini) il existe 
toujours un affinement 213 simultané des k + 1 réseaux Uni9..., K^ et un cycle 
C"(9B)eLB

1(9B) tel que < Cn(2B) - n Cn(3B) - C\ mod a dans A, où n'H = 
= Pr. (213, U J , 7T = Pr. (213, 

27. Pour rjl9 rjl9..., r\k < Ç donnés, désignons par A(rji9 rj2,..., l'ensemble de 
tous les cycles C\ G L " ^ ) jouissant de la propriété qui vient d'être énoncée. Alors 
A(tJi, r\2>> • • -, Va) + En effet, soit 23 un affinement simultané des réseaux U7l, VLni9... 
..., Unk tel que, pour un choix convenable de C"(23) G L"(23), on ait TTv Cn(23) - C^ 
mod a dans A, où nv = Pr. (93, U v̂). Soit 213 un affinement simultané des réseaux 

et 23; 7i = Pr. (213, U), % = Pr. (2B, 23), donc < = TTv7C = Pr. (213, U J . D'après 24, 
on a n L"^B) = L"(93); donc il existe un cycle Cn(2B) G 1^(9») tel que n Cn(2B) ~ 
- C"(23), donc aussi < Cn(2B) - mod a dans ,4. En posant = n Cn(2B) G 
GTTL^SB) = L^Hç), on a C\ e A(rjl9 >/2,..., rjk). L'inégalité A(r\l91]29tjk) étant 
ainsi démontrée, on vérifie sans peine que A(rjl9 rj2,..., t]k) est un système linéaire de 
(n, H^-cycles mod a dans A. La partie commune d'un nombre fini quelconque de 
tels systèmes linéaires 

(r = l > 2 h) 
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est toujours 4=0, car elle contient évidemment le système linéaire 

D'après I 15 on en déduit que la partie commune A de tous les A(rjt,..., rjk) (pour 
tous les choix possibles des nombres ordinaux rjt, ...,rjk en nombre fini tous infé-
rieurs à £) est elle aussi 4=0. Il suffit évidemment de choisir arbitrairement C\e A. 

28. Soit U0 un réseau donné et soit CJ un (n, U0)-cycle mod a dans A essentiel 
donné. Il existe un (n, R)-cycle {C"(U)} mod a dans A tel que C"(U0) = Cn

Q. 

Démonstration. Soit 93 un réseau arbitraire. Désignons par Ln(23) l'ensemble 
de tous les («, 93)-cycles mod a dans A jouissant de la propriété suivante: Il existe un 
affinement simultané 93A des deux réseaux 93, U0 et un (fr, 931)-cycle C^S^) mod a 
dans A tels que nl C " ^ ) - C"(23), n0 C " ^ ) - CQ mod a dans A, où nl = 
= Pr. (S*!, 93), ;r0 = Pr. (931? U0). Evidemment L"(23) + 0, parce que C"0 est essentiel; 
on voit sans peine que Ln(93) est un système linéaire de (/i, 23)-cycles mod a dans A. 
Supposons encore que le réseau 23 soit un affinement d'un réseau H, choisissons 
Cn(93)e L"(93) et gardons les notations précédentes; soit n = Pr. (93, U), donc iz\ = 
= nnl = Pr. (23t, U). En posant Cn(U) = n Cn(93), on a TT; C"^,) - C"(U), 
tïq C(B,) - Cn

0 mod a dans A, d'où C"(H) e L"(23). Donc u L"(93) = L"(U). D'après 
21, il existe donc un (n, R)-cycle {C"(U)} mod a dans A tel que C"(U) G L"(U) pour 
chaque réseau U. Or Cn(U0) G I?(U0) entraîne évidemment que C(U0) ~ CJ mod a 
dans A, de manière que l'on peut poser C"(U0) = Cn

0. 

29. Le résultat qui vient d'être démontré peut évidemment s'énoncer comme il 
suit: Soit U0 un réseau fixe. En faisant correspondre, à chaque (n, R)-cycle {C(U)} 
mod a dans A, le (n, U0)-cycle C"(H0) mod a dans A, le module fini Mn(/4, U0; a) 
apparaît comme une image homomorphe du module Mn{A, R; a). Lorsque le nombre 
de Betti Pn(4, R; a) est fini (et dans ce cas seulement) on peut évidemment choisir 
le réseau Uc de manière que les modules Mn(A, R; a) et Mn(A, U0; a) soient iso-
morphes. Chaque affinement d'un tel réseau jouit évidemment de la même propriété. 

30. Soit Zx un sous-ensemble de la famille fondamentale Z de réseaux tel que, le 
réseau U G Z étant arbitrairement donné, il en existe dans ZT un affinement 23 de U. 
La famille Zt satisfait évidemment aux axiomes 1° et 2° du n° 1. Nous dirons que Zt 

est une famille complète de réseaux (relativement à la famille fondamentale Z). 
Pour un moment, appelons (n, R)*-cycle la notion qui diffère du (H, R)-cycle 

seulement en ce que la famille fondamentale Z est remplacée par Zx. De chaque 
(n, R)-cycle {C"(tt)} mod a dans A on obtient un (n, R)*-cycle mod a dans A en 
négligeant les réseaux qui n'appartiennent pas à la famile Zt. Réciproquement, soit 
{Cn(93)} un («, R)*-cycle mod a dans A arbitrairement donné. Si U G Z est un réseau 
ne faisant pas partie de ZI9 choisissons en un affinement 93 G ZX et posons C"(U) = 
= 7t C"(93), n = Pr. (23, U). On voit sans peine que l'on obtient ainsi un (h, R)-cycle 
(Cn(U)} mod a dans A qui est bien déterminé par le (n, R)*-cycle {C"(93)} à une 
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homologie mod a dans A près. En remplaçant la famille fondamentale Z de réseaux 
par la famille complète Zt, le module Mn(A, R; a) ne change pas. 

III. Homologies dans les espaces topologiques 

1. Dorénavant, R désigne un espace topologique, c'est-à-dire un ensemble (dont 
les éléments s'appellent points) où l'on a donné à des certains sous-ensembles le nom 
d'ensembles ouverts (dans R); l'ensemble complémentaire R — A d'un ensemble A 
ouvert dans R s'appelle fermé (dans R). On suppose de plus les quatre axiomes 
suivants: 

1° L'ensemble vide 0 est à la fois ouvert et fermé. 
2° Un ensemble composé d'un point unique est fermé. 
3° L'ensemble somme d'une famille arbitraire d'ensembles ouverts est ouvert. 
4° L'ensemble produit de deux ensembles ouverts est ouvert. 
Le plus petit ensemble fermé contenant un ensemble A a R donné s'appelle la 

fermeture de A (dans R) et on le désigne par Â. On a A = A si A est fermé et dans 
ce cas seulement. 

A étant une partie donnée de R, on appelle ouvert dans A chaque ensemble de la 
forme AU, où U est ouvert dans R. En vertu de cette définition, chaque partie d'un 
espace topologique est un espace topologique. 

Les propriétés les plus élémentaires des espaces topologiques seront supposées 
connues. 

2. Un réseau (ouvert) dans R est un système composé d'un nombre fini d'ensembles 
ouverts et non vides, dont la somme coïncide avec l'espace R tout entier. Dorénavant, 
la famille fondamentale Z de réseaux sera composée de tous les réseaux ouverts. 
L'axiome 1° du Chap. II, n° 1 est évident; mais aussi l'axiome 2° est vérifié; il suffit 
d'appeler 33 le système des ensembles UlU2, où Ut parcourt les sommets de U! et U2 
ceux de U2. On reconnaît sans peine que l'on peut, dans tout ce Chapitre, remplacer 
la famille fondamentale Z par une famille complète (II 30) Zt c= Z arbitrairement 
choisie. 

3. Evidemment un ensemble ouvert rencontre A c R s'il rencontre Â et récipro-
quement. On en conclut17 que la théorie de l'homologie des (w, R)-cycles mod a 
dans A (oc a A <=: R) reste inaltérée si l'on remplace a, A par ocl9 Ax de manière que 
at c Au fi = fil5 A = Ai. Il s'ensuite que l'on peut supposer, sans restreindre la 
généralité, que les ensembles a et A soient fermés dans R. 

4. Soit U un réseau dans R. En remplaçant chaque sommet U de U par son inter-
section u = AU avec A c: R et en omettant les intersections vides, on obtient un 
réseau u = A . U dans A. 

1 7 II faut tenir compte de ce fait évident que le noyau (Il 2) d'un simplexe est un ensemble 
ouvert. 
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5. Soit A fermé dans R et soit u un réseau dans A. Il existe un réseau U dans R 
tel que u = A . M. 

Il suffit de remplacer chaque sommet M de u par un ensemble U ouvert dans R et 
tel que u = A . U et d'ajouter le sommet U = R — A. 

6. Soit A fermé dans R; soit u un réseau dans A; soient 11,, U2 des réseaux dans R 
tels que A . U{ = A . U2 = u. Il existe un affinement simultané 93 de H, et U2 tel 
que A . 93 = u. 

Les sommets V de 23 s'obtienent comme il suit: 1° V = l/jl/^où U1 G Ul, l /2eU2 , 
AU, = AU2 4= 0; 2° V = (R - A) UXU2, où Uv G U^ U2 G U2. 

7. Soit /t fermé dans R; soit H un réseau dans R, U = AU. Soit S" un (n, H)-sim-
plexe dans A, c'est-à-dire X . J(S") 4= 0. En remplaçant chaque sommet 1/ de S" 
par m = . Z, on obtient de S" un (/z, U)-simplexe s" = A . S", si fows te n + 1 
sommets u sont distincts; dans le cas contraire, on pose sn = 0. Plus généralement, 
soit K" = £rvS; une (rc, U)-chaîne dans A; alors k" = A . K" = £ r v . est une 
(n, U)-chaîne. Evidemment F(AKn) = On en conclut: si C" est un (n, U)-
cycle mod a dans A, alors AC" est un (n, U)-cycle; si l'on a de plus Cn — 0 mod a 
dans aussi AC" ~ 0 mod a. 

8. Réciproquement soit u un réseau dans = Â cz R et soit cn(u) un («, u)-cycle 
mod a. D'après 5, on peut déterminer un réseau H dans R tel que U = A . U. Evidem-
ment il existe un (n, U)-cycle C"(H) mod a dans A tel que c"(u) = A . C"(U). Le cycle 
C(U) n'est pas complètement déterminé, mais on voit sans peine que c"(u) = 
= A . C?(U) = A . Cn

2(U) entraîne que - C5(ll) mod a dans A. Plus générale-
ment on reconnaît sans difficulté que Cj(ii) = A . Cï(U), c2(u) = A . C2(H), alors 
cï(u) ~ mod a entraîne Cj(Xl) ~ C$(U) mod a dans A et réciproquement. 

9. Soit {c"(u)} un (n, ^4)-cycle mod a (A = Â). Pour chaque réseau U dans R 
choisissons (8) un (n, lï)-cycle C"(U) mod a dans A de manière que AC" = cn(AVL); 
chaque cycle Cn(U) est (8) déterminé à une homologie mod a dans A près. Soit 93 
un affinement de U; n = Pr. (23, U). On voit sans peine que n Cn(23) est une valeur 
admissible pour C"(H), ce qui donne C(U) - n C(93) mod a dans A. Donc (C(U)} 
est un (n, R)-cycle mod a dans A. Evidemment, le cycle {Cn(U)} est déterminé par 
{c"(u)} à une homologie mod a dans A près. Posons {cn(u)} = A . {C"(U)}. 

10. Réciproquement, soit {C"(U)} un (n, R)-cycle mod a dans A = Â. Il existe 
un (n, y4)-cycle (c"(u)} mod a tel que (c"(u)} = A . {C(H)}. 

Démonstration. Soit u un réseau dans A. Choisissons (5) le réseau U dans R 
de manière que u = A . U et posons c"(u) = A . C"(U). Il faut démontrer que le 
(n, u)-cycle c"(u) est bien déterminé à une homologie mod a près. Soit donc u = 
= A . 1Î! = A . Xï2; on doit démontrer que A . C^Uj) ~ A . C(U2) mod a. D'après 
6, nous pouvons évidemment supposer que U2 est un affinement de Ul5 n = 
= Pr. (U2, II,). Par la méthode du Chap. II n° 12 on reconnaît que An Cn(lX2) ~ 
- A C"(U2) mod a. Or n C"(U2) - C^Uj mod a dans A de manière que (8) 
An Cn(U2) - A C^Uj) mod a, donc finalement A Cn(Ux) - A Cn(U2) mod a. 
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Soit ID un affinement du u. On voit sans peine que l'on peut déterminer H, 23 de 
manière que ro = A . 23, u = A . H et que 23 soit un affinement de U, N = Pr. (23, H). 
Comme n Cn(23) ~ C"(U) mod a dans A, on vérifie aisément que n' c"(tD) ~ cn(u) 
mod a, où n' = Pr. (to, u). 

Donc {c"(u)} est le (H, y4)-cycle mod a demandé. 
11. Les considérations qui viennent d'être faites prouvent qu'il y a, si A est fermé 

dans R9 une correspondance biunivoque entre les modules18 Mn(Af R; oc) et Mn(A; a). 
En particulier Pn(A> R; a) = Pn(A, a). 

12. Soit p un point donné de R. Pour chaque réseau H dans R, choisissons un 
(0, H)-cycle absolu C°(U) constitué par un seul (0, U)-simplexe U tel que peU. 
Evidemment {C°(H)} est un (0, R)-cycle absolu; nous le désignerons par {p}. Ce 
cycle n'est pas absolument déterminé (car un réseau peut avoir plusieurs sommets 
contenant p), mais il est certainement déterminé à une homologie près. 

13. Soient A, B deux sous-ensembles de R qui peuvent se réduire à des points. 
Pour abréger, disons qu'un réseau U dans R sépare A de B lorsque pour deux som-
mets Ul9 U2 de U tels que AUX 4= 0, BU2 4= 0 on n'a jamais l'homologie Ut ~ U2; 
évidemment, chaque affinement 23 d'un tel réseau U sépare aussi A de B. Si le réseaulï 
sépare A de B, soit U la somme de tous les (0, H)-simplexes homologues à un (0, U)-
simplexe rencontrant A et soit V la somme des autres (0, U)-simplexes. Alors on 
a évidemment 

(1) R = U+V; UV= 0 ; A Œ U, BŒV; U9 F ouverts dans R . 

Réciproquement, sous les conditions (1) le réseau constitué par U, Vsépare A de B. 
On voit que l'espace R est connexe si et seulement si deux quelconques de ses 

points ne sont jamais séparés par aucun réseau. Rappelons que chaque point p de R 
appartient toujours à un sous-ensemble r connexe maximé de R; on dit que r est 
une composante de R. 

Soit p un point donné de R; soit Q l'ensemble de tous les points qe R qui ne sont 
séparés de p par aucun réseau; l'ensemble Q est une quasicomposante de R au sens 
de M. Hausdorff.19 On sait que chaque quasicomposante de R est une composante 
de R ou bien une somme de composantes de R; si le nombre des quasicomposantes 
est fini, elles coïncident avec les composantes. 

14. Si les points p et q appartiennent à la même quasicomposante de P, on a 
{p} ~ {<?}• 

Soit {p} = {Cj(U)}, {q} = {C^U)}. Un réseau arbitraire U ne peut séparer p de q; 
donc C?(U) - C°2(U). 

15. Soit a c R. Une quasicomposante Q sera dite essentielle mod a, s'il existe 
un réseau U séparant Q de a. Si la composante Q n'est pas essentielle mod a et si 
p e Q, évidemment aucun réseau ne sépare p de a. 

1 8 Pour la notation, v. II 20. 
1 9 Grundziïge der Mengenlehre, 1914, p. 248 — 249. 
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Si a ne rencontre qu'un nombre fini de quasicomposantes de R et si Q. a = 0, 
la quasicomposante Q est essentielle. En effet, pour chaque quasicomposante Qv 
rencontrant oc il existe évidemment un réseau Uv, séparant Q de Qv; un affinement U 
simultané des reseaux Uv sépare alors Q de a. 

16. Soit p G R, a cz R. Si la quasicomposante Q contenant p n'est pas essentielle 
mod a, on a {p} ~ 0 mod oc. 

Soit {p} = {C°(U)}. Un réseau arbitraite H ne pouvant séparer p de a, évidemment 
C°(U) ~ 0 mod a. 

17. Soient Qi9 Q2,..., Qk des quasicomposantes distinctes et essentielles mod a; 
soit pv G Qv. Alors les (0, R)-cycles {pv} sont indépendants mod oc. 

Démonstration. Soit {pv} = {C°(U)}. Soit Uv (1 g v <; k) un réseau séparant pv 

de a; soit 23MV (1 g p < v g k) un réseau séparant pM de pv; soit 233 un affinement 
simultané de tous les réseaux Uv, 93 .̂ Le réseau SB sépare alors simultanément chaque 
point pv de oc et de tous les autres On en déduit sans peine qu'une homologie 
2>v C?(933) - 0 mod a exige rt = ... = rk = 0. 

18. Les raisonnements qui précèdent conduisent sans peine au théorème général 
suivant: Le nombre des quasicomposantes essentielles mod a est égal à P0(R; a). 
Cas particuliers: Si a ne rencontre qu'un nombre fini k de quasicomposantes de R, 
le nombre total des quasicomposantes de R est égal à P0(R; oc) + k. Le nombre des 
quasicomposantes de R est égal à P0(R)', etc. 

19. Dorénavant, nous allons supposer que l'espace topologique R est complète-
ment normal;20 cela veut dire que l'on a, outre les axiomes 1°— 4° du n° 1, l'axiome 
suivant: 

5° si deux ensembles A, B a R sont séparés par un réseau u dans A + By
2v ils 

le sont aussi par un réseau U dans R. 
Chaque sous-ensemble A de R constitue un espace topologique complètement 

normal.22 

20. Lemme h' (h = 1, 2, 3,...): Soient ul9 u2 , . . . , uh des ensembles ouverts (fermés) 
h 

dans A a R; soit }"[ wv = 0. Il existe des ensembles L\, Uz, ..., Uh ouverts dans R 
î 

h 
et tels que Uv =5 uv, f j Uv = 0. 

î 

Lemme h" (h = 1, 2, 3,...): Soient u 2 > u h des ensembles ouverts (fermés) 

2 0 Cette notion a été introduite par M. Tietze (Math. Annalen. 88, p. 301); la dénomination 
est celle d'LJrysohn (Math. Annalen, 94, p. 265). 

2 1 La supposition peut évidemment s'énoncer sous la forme suivante: A . B = 0 et A, B sont 
ouverts dans A + B; ou encore sous la forme: AB -f- BÂ = 0. 

2 2 V. Urysohn, 1. c., p. 284. 
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h 

dans A cz R; soit Fun ensemble ouvert dans R; soit KD [ ] z/v. Il existe des ensembles 
1 

h 
Ul9 l/2, ...» Uh ouverts dans R et tels que t/v z> uv, f j C/v = F. 

i 
Les lemmes étant évidents pour h = 1, il suffit de déduire 1° h" de h'; 2°(/z + 1)' 

de /z". 
Supposons donc en premier lieu la validité de h' ainsi que la prémisse de /z". 

h 

Posons A! = A — Yi K — A! . Mv. Les ensembles u[ sont alors ouverts (fermés) 
î 

h 

dans A! et l'on a u'v = 0. D'après /z', il existe des ensembles U'v ouverts dans R 
î 

h 
et tels que U'v u'v;Y\Uy = 0. On voit sans peine qu'il suffit de poser Uv = U'v -h V. 

î 
En second lieu, supposons la validité de h'' ainsi que la prémisse de (/z + 1)'. 

Evidemment 

1 • v = uh +, . vh+ ! = 0 ; (v = f i wv) . 
î 

L'espace R étant complètement normal, on en déduit (v. 13 (1)) qu'il existe des 
h 

ensembles F et Uh+l ouverts dans R et tels que V => wv, Uh +1 3 uh +,, F. U = 0. 
î 

D'après /z", il existe des ensembles Ul9 U,, ..., Uh ouverts dans R et tels que Uv uv, 
h 

Uv = K On voit bien que les ensembles Gr
t, Cr

2,..., l/,, + 1 jouissent des pro-
î 

priétés demandées. 

21. Soit A c R. Soient 
wi> w2» • • fini) des ensembles ouverts (fermés) dans A. 

Il existe des ensembles Vl9 Vl9..., Ffc ouverts dans R et tels que: 1° Fv =D uv (1 g v g 
g k); 2° on a FV1 . VV2 FVh = 0 pour chaque combinaison (v,, v2 , . . . , vh) d'indices 
1, 2,. . . , k (1 ^ h g k) telle que uVl . uvi uVfx = 0. 

Démonstration. Supposons que le symbole y. = (vt, v2,..., v/() parcourt toutes 
les combinaisons pour lesquelles wVl . t/V2 uVh = 0. D'après le lemme h'9 il 
existe des ensembles U[*\ Ul**,..., U[XJ ouverts dans R et tels que U™ => wVl, ... 
..., 17™ => wVhet U^ . U™ U™ = 0. Pour une valeur arbitraire de v(l ^ v ^ k) 
posons 

k = n w. 

l'indice x parcourant celles de ses valeurs (v ,̂ v2,..., vh) qui contiennent l'indice 
donné v. On voit sans peine que les ensembles F,, K2,..., Vk jouissent des propriétés 
demandées. 

22. Un réseau U dans R s'appelle régulier par rapport à un ensemble A a R si 
chaque (n, U)-simplexe Sn de U jouit de la propriété suivante: ou bien aucun sommet 
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de S" ne rencontre A, ou bien le noyau de Sn rencontre A. On voit (v. 3) que cette pro-
priété dépend seulement de la fermeture A de A; on peut donc supposer A fermé. 

23. Soit A a R. Soit H un réseau dans R. Il existe un affinement 2C de U régulier 
par rapport à A et tels que A . Il = A . 2B. 

De plus, si et Œ R est un ensemble fermé donné, on peut s'arranger de façon que, 
pour chaque sommet W de 2B, on ait WA = 0, ou bien Woc = 0 ou enfin WAa 4= 0. 

Démonstration. On peut supposer A fermé. Désignons par Ul9 U2, - ..,Uk tous 
les sommets de M rencontrant A et posons uv = A . Uv. A ces ensembles Ui, U2, ..., UK 
ouverts dans A associons des ensembles Vl9 V2,..., Vk ouverts dans R d'après le 
théorème du n° 21 et posons Wv = UvVv si uvot 4= 0, Wv = UvVv(R — a) dans le cas 
contraire. Aux ensembles W ainsi définis ajoutons encore les W = U. (R — A), 
U parcourant tous les sommets de H. On voit sans peine que les W constituent un 
affinement 2C de U possédant la propriété voulue. 

IV. Homologies dans la somme de deux espaces 

1. Soit R un espace topologique normal. Soient RX et R2 deux sous-ensembles 
fermés de R tels que R = Rx + R2; posons R3 = RXR2. Soit a un sous-ensemble 
fermé de R; posons (pour i = 1,2, 3) a; = Rta, de manière que a,- est un sous-en-
semble fermé de Rim 

2. Désignons par N3 la famille de tous les réseaux (ouverts) dans R2 réguliers 
(v. III 22) par rapport à a3. D'après III 23, N3 est une famille complète (v. II 30) de 
réseaux ouverts dans R3. Il en résulte sans peine que la famille N' constituée par 
tous les réseaux (ouverts). H dans R tels que R3 . UeN3 est aussi complète. Soit N" 
la famille constituée par ceux des réseaux UeN' qui sont réguliers par rapport à R3 
et qui jouissent en outre de la propriété suivante: Si U est un sommet de U, on a UR3 = 
= 0 ou bien Z7a = 0 ou enfin Ucc3 =# 0. D'après III 23, N" est une famille complète 
de réseaux dans R. De chaque réseau U e JV" déduisons un nouveau réseau 93 dans R 
de la manière suivante: si U est un sommet de U tel que UR3 = 0, on le remplace 
par les deux sommets Ul = U(R — U2 = U(R — R2) [on a Ut + U2 = 
= U(R — R3) = £/]; désignons par N la famille constituée par tous les réseaux 93 
ainsi déduits de tous les réseaux U G N". 

Dans la suite, nous considérons, au lieu de la famille constituée par tous les réseaux 
ouverts dans R, la famille N comme la famille fondamentale de réseaux dans R. 
Ceci est permis (v. II 30 et III 2), car N est évidemment une famille complète de 
réseaux ouverts dans R. 

3. La famille fondamentale N jouit donc des propriétés suivantes (U G N): 
1° Pour chaque sommet U de U on a 

UR3 #= 0 OU bien URt = 0 ou enfin UR2 = 0 . 
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2° Si chaque sommet d'un (H, ll)-simplexe Sn recontre R3, on a . 4= 0. 
3° Si chaque sommet d'un (AI, U)-simplexe S" rencontre a3, on a a3 . J(S") 4= 0. 
4° Pour chaque sommet U de U tel que UR3 4= 0, U<x 4= 0 on a t/a3 4= 0. 
4. Des propriétés 1°, 2° du N° 3 il résulte pour UeN: 1° Chaque (n, ll)-chaîne 

K"(M) peut se mettre sous la forme 

K\U) = Kl(U) - Kn
2{U) ; Kï(U) c R, ; Kn

2{U) cz R2 . 

2° Si Kn(U) c Ri et K"(U) c R2, alors Xn(U) c R3. 

5. Soit C"(H)un (u, U)-cycle mod a dans Ri (/ = 1,2,3). Alors C"(U) est un 
(n, U)-cycle mod af dans R,. 

Démonstration. Posons F(C"(U)) = X'vSy1 où nous pouvons supposer que 
dans chaque terme à droite on a rv 4= 0, donc S"-1 c Rh S"~l cz oc. Soit d'abord 
i = 3. Chaque sommet U de chaque S"-1 rencontre R3 et a, donc (d'après 4° dans 
N° 3) aussi a3; il en résulte (d'après 3° dans N° 3) que Sn

v~1 c a3, d'où F(C"(U)) c a3, 
Cn(U) 0 mod a3. En second lieu, soit i = 1 (le cas i = 2 se traite de la même 
manière). Si, pour une valeur de v, le simplexe possède un sommet U tel que 
URZ = 0, d'après 1° duN° 3 on a URt = 0 ou bien UR2 = 0; or S""1 cz R{ entraîne 
que URt # 0; donc J(Sn

v~l) cz U cz R - R2 c Ru d'où J(Sn
v~l) . a = J{Sr;~l) . a t . 

Or J(Sn
v~l). a 4= 0, car S"~l cz a; donc J(S"~l). <xl 4= 0. D'autre part, si chaque 

sommet de S"-1 rencontre Rz, la relation S"-1 cz a donne (d'après 4° du N° 3) que 
chaque sommet de S""1 rencontre a3, donc (d'après 3° du N° 3) 0 4= ./(S""1). a3 cz 
cz j(S"_1) . ocl. En résumé, pour chaque valeur de l'indice v on a l'inclusion J(Sn

v~l) cz 
cz (xl9 ce qui signifie que C"(U) 0 mod 

6. Soit Cn+1(U) un (« + 1, U)-cycle mod a arbitrairement donné (U e N). D'après 
4, on peut poser 

(1) C* + 1(U) = KÏ+1(U) - Kn
2

+,(U) 

avec 

(2) KÎ + I (U) C , Kn
2

+l(U) CZ R2. 

On a F[XÏ+1(U)] = F[K"2
+Î(U)] mod a. Désignons par C"(U) une (n, U)-chaîne 

qui se déduit de F(K"+,(U)) [et donc aussi de F(K2
+1(LÏ))~] en enlevant tous les 

(H, U)-simplexes contenues dans oc et en ajoutant ensuite une (n, U)-chaîne contenue 
dans a3 arbitraire. 

Evidemment 

(3) C"(U) = F[/C"+1(U)] mod at , C"(U) = F[KN
2

+1 (U)] mod a2 . 

D'après (2) et (3), on a C"(U) cz Ru C"(U) c R2, d'où (4) C"(U) c R3. D'après 
(3) Cn(Xt) est un (w, U)-cycle mod oc. Donc (v. 5) C"(H) est un (n, U)-cycle mod a3 
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dans R3. De plus les relations (2) et (3) donnent encore 

(4) Cn(U) - 0 mod a, dans R, , Cn(U) - 0 mod a 2 dans R3 . 

Pour abréger, écrivons 
C"(U) = 0 [ C n + 1 ( U ) ] 

pour indiquer que le cycle Cn(U) a été déduit du cycle C n + I ( U ) de la manière qui 
vient d'être expliquée. 

7. La fonction <P n'est pas univoque. Au lieu de 6 (1), on peut poser généralement 

Cn+l(U) = /CÎ+1(U) - Kn
2
+1(H) 

où 

XÎ+,(M) = XÏ+I(H) + XS+ J(»). 0* - 1,2) 

X $ + , ( U ) étant une chaîne telle que Kn
3

+î(U) c j ? „ Kn
3

+i(U) c et donc (4) 
X 5 + , ( U ) C R3. AU lieu de C"(W) on a donc généralement 

C"(H) = Cn(H) + F[Kn
3

+ 1(U)] mod a3 . 

Donc: Si Cn(U) = 0[C" + 1(U)], on a aussi C"(U) = <J>[C+1(H)] si C"(U) - Cn(H) 
mod a 3 dans R3 et dans ce cas seulement. 

8. Réciproquement, soit Cn(H) un (w, H)-cycle mod a3 dans R3 tel que 

Cn(U) - 0 mod ai dans R, ; Cn(U) ~ 0 mod a 2 dans R2 . 

Alors il existe pour / = 1 et pour i = 2 une (n + 1, U)-chaîne KJ+ 1 (H) c= Ri 

telle que 
F[K? + 1 ( 1 1 ) ] = C"(U) mod a , . 

En posant 
C + 1 (U) = k;+ 1 (u) - *2+i(H) 

on a évidemment Cn(U) = ^[C"+ 1(M)]. 

9. Si 

Cn+l(u) = ¿ r v c ; + 1 ( u ) , Ci{H) = 0 [ c ; + 1 ( a ) ] , 
1 

évidemment 

¿ r , c ; ( u ) = <f[C"+1(U)] . 
i 

10. Soient CM + 1(H), CÏ+ 1(H), Cn
2

+1(U) des (n + 1, U)-cycles mod a tels que 

(1) C" + 1(U) = CÏ + 1 (U) - Cn
2

+1(U) ; CÏ + 1 (U) c R, ; Cn
2

+1(U) c R2 ; 

alors 0 = $ [ C n + 1 ( U ) ] . Et réciproquement, si 0 = # [ C n + 1 ( U ) ] , il existe deux 
(n + 1, U)-cycles mod a CJ+1(M) (i = 1, 2) tels que l'on ait (1). 
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11. Soit Cn+1(H) un (n + 1, U)-cycle mod a homologue à zéro mod a. Alors 0 = 
= *[C"+1(M)]. 

Démonstration. Il existe une (n + 2, U)-chaîne Kn+2(U) et une (n + 1,11)-
chaîne Rn+1(U) telles que 

C" + 1(M) = F[/C"+2(ll)] + 7Cn+1(U) ; Kn + l(U) cz a. 

D'après 4 on peut poser 

Kn+2{ II) = X f 2 ( H) - Kn
2
+2{U) ; K"+1(U) = *Î+ ,(U) - Kn

2
+1(U) 

où 
X;+ 2(») c ; 0 - 1 , 2 ) . 

Evidemment, on peut s'arranger de façon que H) c a. 
En posant 

les conditions 10 (1) sont réalisées; en outre, C"+1(U) est un (n -f 1, ll)-cycle mod a 
dans Rg. 

12. Soit 93 eN un affinement d'un réseau UeN; n = Pr. (93, H). Soit Cn+1(U) 
und (n + 1, U)-cycle mod a et C"(U) = #[Cn+1(93)]. On vérifie sans peine que 

7I C"(U) = [̂TZ C N + 1 ( H ) ] . 

13. Maintenant, soit {Cn + 1(U)} un (n + 1, R)-cycle mod a. Pour chaque réseau23 

H, soit C"(U) = $[C"+1(U)]. Chaque Cn(U) est un (n, R)-cycle mod a3 dans R3 (6) 
déterminé précisément à une homologie mod a3 dans R3 près .D'après (12), (Crt(H)} 
est un (M, R)-cycle mod a3 dans R3. Posons {C"(U)} = <Ê[{C"+1(11)}]. 

D'après 6 (4), on a 

(1) {Cn(N)} - 0 mod ai dans Rs (/ = 1,2). 

14. Réciproquement, soit {C"(ll)} un (w, Recycle mod a3 dans R3 tel que l'on ait 
les deux relations 13 (1). Pour chaque réseau UeN, désignons par Ln+1(U) l'ensemble 
des (n + l,R)-cycles mod a dans R tels que C"(ll) = $[C+ 1(U)]. D'après (8), 
Ln+1(lï) # 0. D'après 9 et 11, L,+1(U) est un système linéaire de (n + 1, R)-cycles 
mod a. Si 93 e N est un affinement de UeN, n = Pr. (93, H), on a 7rLn + 1(93) C: 
c Ln+1(U). En vertu du théorème énoncé an Chap. II,N°21 on peut choisir C ^ U j e 
e Ln+1(U) de manière que l'on obtient un (n + 1, R)-cycle mod a (Cn+1(H)} tel que 

{C"(U)} = # [ { C " + 1 ( U ) } ] . 

2 3 Rappelons que nous ne considérons que les réseaux U e N . 
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15. Soit /in(R3;a3) le sousmodule du module M„(R3, R; a3) constitué par les 
(M, R)-cycles mod a3 dans R3 homologues à zéro mod oc1 dans Ru ainsi que mod a2 

dans R2. Moyennant la fonction <P le module /iit(R3; a3) est (v. 9, 11, 13 et 14) une 
image homomorphe du module Ai„ + 1(R; a). Plus précisément, d'après 10, le module 
/¿n(R3, R; a3) est isomorphe au module (v. 111) Mn + 1(R; a) — M*+ ̂ R; a) où 
M*+1(R; a) est constitué par les (n + 1, R)-cycles mod a de la forme {C?(U)} — 
- {C2(U)}, {C"(U)} (i = 1,2) étant un (n + 1, R)-cycle mod af dans Rf. D'après 
112, le module Mn + 1(R; a) est une somme directe du module M*+1(R; a) est d'un 
module isomorphe à nn(R3; a3); donc 

(1) Fn+1(R; a) = Pn*+1(R; a) + nn{R3; a 3 ) , 

(R;a) est le rang du module M*+1(R;a) et nn(R3; a3) celui du module 

16. Soit {C" + 1(U)} (/ = 1,2) un (n + 1, R)-cycle mod at- dans Rf; soit 
{CÏ+I(U)} - {Cn2+i(U)} mod a. Il existe un (n + 1, R)-cycle Cn

3
+,(U) mod a3 dans R3 

tel que {C?+1(H)} - {C5+1(U)} mod a, dans R, pour i = 1 et pour i = 2. 

Démonstration. Pour chaque U e N, il existe une (n + 2, U)-chaîne KI+2(U) — 
- Kn

2
+2(ll) telle que 

CÏ+1(U) - C'i+1(l() = F[KÏ+2(U) - Kn
2

+2(U)] mod a . 

On peut supposer (v. 4) que K"+2(H) c: R. (/ = 1, 2). Il en résulte sans peine (cf. 6) 
qu'il existe un (n + 1, U)-cycle C5+1(U) mod a3 dans R3 tel que l'on ait pour / = 1, 2 

Cn
3
+1(U) = q + 1 ( U ) - F[K;+2(U)] mod a , 

c'est-à-dire 
Cn

3
+1(U) - q + 1 (U)mod af dans Rt. 

Le cycle C3
+1(U) n'est pas univoquement déterminé; or en désignant par Ln + 1(U) 

l'ensemble de toutes ses valeurs, on voit sans peine que Ln + 1(U) est un système linéaire 
de (n + 1, U)-cycles mod a3 dans R3; de plus, si 23 G N est un affinement de UeN, 
n = Pr. (23, U), on a manifestement n Ln+i(23) c Ln+1(U). Donc, d'après II 21, on 
peut choisir Cn

3
+1(U) e Ln + l(XL) pour chaque U G AT de manière que {C3

+1(ll)} con-
stitue un (n 4- 1, R)-cycle mod a3 dans R3 qui jouit évidemment de la propriété 
demandée. 

17. Désignons, pour un moment, par Mn + l(Riy R2) la somme directe (I 12) de 
deux modules respectivement isomorphes à 

A f ^ R ^ R ; ^ ) et à Mn+l(R2, R; a2) . 

Mn+i(Ru R2) peut être considéré comme constitué par des couples [{CÎ+1(U)}, 
{C^+1(U)}] où (pour z = 1, 2) {q + 1 (U)} est un (n + 1, R)-cycle mod af dans R, et 
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où deux couples [_{CÎ+1(ll)}, {Cn
2

+,(u)}] et [{Cï+,(u)}> (Cf l (U)}] sont égaux 
si et seulement si {C" + 1(U)} - (C? + 1(U)} mod a,- dans Rt pour i = l et pour i = 2. 
Evidemment, le module M*+1(R;a) est une image homomorphe de Mn+1(R; /?) de 
manière que (v. I 13) Mn+i(Rl, R2) est la somme directe d'un module isomorphe 
à A/*+1(R;a) et du module M°+l(Rl9R2) constitué par les couples [{C"+1(U)}, 
{C^+1(U)}] dont l'image dans M*+1(R; oc) est zéro. Donc (v. III 11) 

(1) Fn+i(Ki,«i) + Pn + i(Ri;*2) = Pî+1(«;a) + P°H + l{Rl9R2) 

où P°+i(Ri9 R2) désigne le rang du module M„+l(Rl9 R2). Or, d'après 16, le module 
Mn+l(RuR2) est constitué par les couples de la forme [{C5+1(U)}, {CS+1(H)}], 
où C^+1(U) est un (H + 1, R)-cycle mod a3 dans R3 et où le couple que nous venons 
d'écrire est considéré comme égal au couple [{C5+1(U)}, {C$+1(U)}] si et seulement 
si 

(Cn
3
+1(U)} - {C$+1(U)} - 0 mod a, dans/?, 

pour i = 1 et pour i = 2. Donc le module R2) est une image homomorphe 
du module MR T + 1(R3 , R; a3) de sorte que les cycles du module A/„ m ( R 3 , R; a3) dont 
l'image dans le module M ^ + 1 ( R T , R 2 ) est zéro constituent le module FIR+L(R3; a3) 
(la notation est celle du N° 15). Donc (v. III 11) 

(2) W ^ O = Pn°+i(Ri,R2) + 7r„+1(R3;a3). 

18. De 15 (1) et de 17 (1), (2) on obtient le résultat définitif: 

Pn+i(Ki;«i) + + 7r„(R3;a3) + nH+ t(R3; a3) = 
= Pn+i(R; oc) + Pn+1(R3; a3), 

où 7rn(R3; a3) est le rang du module constitué par tous les (n, R)-cycles mod a3 dans R3 

homologues à zéro mod at dans Rj ainsi que mod oc2 dans R2, deux tels cycles étant 
considérés comme égaux s'ils sont homologues mod oc3 dans R3. 

V. Compléments 

1. Dans ce qui précède, les coefficients de tous les cycles ont été pris dans l'ensemble 
des nombres rationnels. On ne peut remplacer par l'ensemble des nombres 

entiers, car alors les théorèmes I 7 et I 8 ne valent plus et, en conséquence, l'important 
théorème II 16 cesse d'être vrai. Or on peut choisir pour module un module arithméti-
que fixe m = 2, 3, 4, . . . et remplacer ÎR par l'ensemble !Hm constitué par tous les nom-
bres entiers, deux entiers congruents mod m étant considérés comme égaux. Si 
m = m, . m2, les deux facteurs mt et m2 étant sans facteur commun, on voit sans 
peine que le module constitué par les cycles mod m d'une quelconque des diverses 
sortes considérées dans les Chapitres précédents est une somme directe du module 
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constitué par les cycles mod m1 et de celui constitué par les cycles mod m2. [Ceci 
résulte immédiatement du fait connu que l'anneau (Ring) est une somme directe 
des deux anneaux $RWJ. On peut donc se borner au cas où m = ph, p étant un 
nombre premier k = 1, 2, 3, . . . Dans le cas k = 1 (m = p) la théorie mod m est 
formellement identique à celle exposée aux Chapitres précédents; la raison en est 
simplement que l'ensemble ÏRp constitue un corps comme l'ensemble 9?. Dans le cas 
m = pk

9k > 1, il y a des différences qui consistent principalement en ce qu'un module 
n'est plus caractérisé par un nombre cardinal unique (son rang); outre les nombres 
de Betti, on a ici à considérer encore des coefficients de torsion. Néanmoins, le contenu 
essentiel de la théorie reste le même. 

2. Au Chap. II, nous avons pris comme famille fondamentale des réseaux dans un 
espace topologique R celle constituée par tous les réseaux ouverts. On peut aussi 
fonder la théorie sur les réseaux fermés (ce sont naturellement les réseaux dont les 
sommets sont des sous-ensembles fermés de R). Or nous allons prouver (dans les 
nos 3 — 8), que, si R est un espace topologique complètement normal, les deux mani-
ères de procéder sont absolument équivalentes. 

3. Soit donc R un espace topologique complètement normal et soit a un sous-en-
semble fermé de R donné d'avance. Un réseau fermé My et un réseau ouvert Ug dans R 
soient appelés isologues, s'il existe une correspondance biunivoque entre les sommets 
t / j , m2, uk de Uf et ceux Ul9 U l 9 U k de Ug jouissant des propriétés suivantes: 

1° uv ŒUv (1 g V ^ k) ; 
2° UYl.UV2 UVh 0 entraîne uVi . uV2 uVh 4= 0; 
3° oc. UVl . UV2 UVh 4= 0 entraîne oc. uVl uVh 4= 0. 

On a alors évidemment une correspondance biunivoque entre les (H, H^-cycles 
mod oc et les (n9 Uj-cycles mod oc et cette correspondance conserve les homologies 
mod oc; nous dirons qu'on transporte un cycle de Uf à Ug ou réciproquement. 

4. Soit Uf un réseau fermé dans R. Il existe un réseau ouvert Ug isologue a Uf. 
Démonstration. Désignons par ul9 ul9 ...9uk les sommets de Uf. En appliquant 

aux sous-ensembles fermés a, ux ul9..uk de R le théorème du Chap. III, n° 21 (A = 
= R), on obtient des sous-ensembles ouverts V9 Ul9U2, -.-,Uk de R. On voit sans peine 
que Ul9 Ul9 ...9Uk constituent un réseau ouvert Ug isologue à Uf. 

5. Soient Û  un réseau ouvert donné dans R. Il existe un réseau fermé Uf isologue 
àUg. 

Démonstration. Désignons par Ul9 JJl9..., Uk les sommets de D'après 
un lemme de M. Menger24 il existe des ensembles ouverts Vl9 Vl9..., Vk tels que 

__ k 
1° Vy c: Uy; 2° Yy? = P°u r chaque combinaison (vl9 v2,..., v̂ ) des indices 

î 
2 4 K. Menger, Dimensionstheorie, „Bemerkung" p. 156—160. M. Menger suppose l'espace R 

séparable; mais on voit bien que la démonstration est valable dans chaque espace complètement 
normal (même, plus généralement, dans chaque espace normal). 
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1, 2 , k telle que l'ensemble UVi . UV2 UVh n'est pas vide, choisissons un point 
Pvj,v2,...,vh

 e UVl . UV2 UXh; ce point soit choisi dans a toujours lorsque cela est 
possible. Pour v = 1, 2, . . . , k désignons par 7V l'ensemble fini constitué par les points 
pvJfV2,...,vh tek qu'un des indices v,, v2 , . . . , vh coïncide avec v. Posons uv = Vv + Iv; 
on voit sans peine que ul9 u2,uk sont les sommets d'un réseau fermé Uf isolo-
gue à Ug. 

6. Soit {Cn(Uj} un (n, R^-cycle25 mod a donné. A chaque réseau fermé Uf 

attachons un réseau ouvert UG = J(H/) isologue à IXf et désignons par CN(UF) le 
(«, Hy)-cycle mod a obtenu en transportant Cn(Hj de Û  à Uf. Soit 93r un affinement 
de Uf; soit Ug = /(H/), = 7(93^. Désignons par uu u2, ...,uh (vl9 v2y..., vk) les 
sommets de y) et par Ul9 U2i (Vu Vl9..., Vk) les sommets correspon-
dants de Soit n = Pr. (93j, Hy); nvv = un{v). Remplaçons chaque sommet 
Vv de par l'ensemble ouvert F. Un(v); le réseau 93̂  se transforme de cette manière 
en un nouveau réseau ouvert 933̂  qui est évidemment un affinement simultané des 
deux réseaux Ug et 939; aussi on voit sans peine que est isologue à 93y. Posons 

^ v . t / n ( v ) ] = K , n ' i K • ^ n ( v ) ] = , 

de manière que n' = Pr. (9®,, 93̂ ), TÏ" = Pr. (Wg9 Ug). Posons 

C/n(93j = n' C(W9) , C"n(Ug) = n" C"(fflBf) 

de manière que 

C(S f ) ~ C'n(93,) mod a , Cn(Ug) ~ C"n(Ug) mod a . 

Il en résulte que 

(1) Cn(93f) ~ C'n(93/) mod a , C^H,) - C"n(Uf) mod a , 

où les cycles Cfl(93/) et C"n(Uf) s'obtiennent en transportant C'n($g) de Wg à 93, et 
C"n(Ug) de Ug à U / . Or il est évident que C'^U,) = n Cfn(Uf) de manière que les 
homologies (1) entraînent 

(2) CN(UF) ~ TÍ C"(93f) mod a . 

Donc {^(Uy)} est un (w, R)f-cycle mod a. Ce cycle n'est pas absolument déterminé, 
car l'opération Ug = l(U f) ne l'est pas. Or si l'on pose Uf = 937 dans le raisonnement 
qui précède, la relation (2), (dans la quelle n est l'identité) montre que le cycle {Cw(Uy)} 
est bien déterminé à une homologie mod a près. 

7. Soit {^(Hy)} un (n, R)f-cycle mod a donné. A chaque réseau ouvert Vig at-
tachons un réseau fermé Uf = 7(U0) isologue à Ug et désignons par Cn(H )̂ le (h, Ug)-
cycle mod a obtenu en transportant Cn(Uy) de U f à Ug. Soit 93fl un affinement de 

2 5 L'indice g ( f ) signifie tout partout que Tou a pris les réseaux ouverts (fermés) comme famille 
fondamentale de réseaux. 
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soit Uf = l(Ug), 23f =7(23^). Choisissons un affinement simultané 2By des deux 
réseaux Uf et 23, ; soit n' = Pr. (2I3/, 23,), n = Pr. (213,, H,). Soit 2B* un réseau 
ouvert isologue à 213,. Soit W* un sommet arbitraire de 213* et w le sommet cor-
respondant de 213,; soit Fie sommet de 23̂  correspondant au sommet rc'H de 23/, 
remplaçons W* par l'ensemble W = W* . V. En procédant ainsi avec tous les sommets 
W* de 213*, ce réseau se transforme en un nouveau réseau ouvert 213ff, qui est évidem-
ment un affinement de 2139; on voit sans peine que 213̂  est isologue à 213,. 

Désignons par C/;,(23g) le cycle obtenu en transportant n' Cfl(2i3,) 
[n Cn(2B,)] de 23, a 23̂  [de U, a Uj; on voit sans peine (cf. 6 (l)) que 

(1) C(» f ) - C'n(Wg) mod a , C(Uff) ~ C"n(Xig) mod a . 

Soit n = Pr. U,), ñ = Pr. (2L\, 23,), donc nñ = Pr. (213̂ , Ug). Désignons par 
CJ(2I3j le cycle obtenu en transportant C(2)3,) de 213, à 213, et posons = 
= 7r Cn

0(Hg) = n 7ïC5(Sffiff), de manière que 

(2) ' CS(Uf) = *C5(B f). 

Or le raisonnement du Chap. II, n° 12 est évidemment applicable pour montrer 
que 

(3) C'"(23,) - CJ(23j mod a , C"n(Ug) ~ Cn
0(Ug) mod a . 

Des relations (1), (2), (3) on déduit 

(4) C"(U,) - 7T C(», ) mod a . 

Donc {C"(U )̂} est un (n, R),-cycle mod a. En posant Ug = 23, dans le raisonnement 
qui précède, la relation (4) montre que ce cycle est bien déterminé à une homologie 
mod a près. 

8. Les opérations considérées dans les deux nos précédents étant évidemment 
inverses l'une à l'autre, on voit qu'il existe une correspondance biunivoque entre 
les deux modules M„(R; a), et M„(R; a),. Or on voit sans peine que cette correspond-
ance est une isomorphie, donc P„(R; cc)g = P„(R; a),. Les deux familles fondamentales 
composées respectivement de réseaux ouverts et de réseaux fermés sont donc bien 
équivalentes; or les réseaux ouverts sont peut-être plus commodes dans les applica-
tions; cf. le théorème III, 11 qui a joué un rôle si important au Chap. IV. 

9. Revenons à la théorie générale de l'homologie exposée au Chap. II. Supposons 
que nous ayons choisi une certaine famille x de sous-ensembles de R jouissant de la 
propriété que A¡ e x, A2ex entraînent At + A2 e x. Par un (H, R)x-cycle mod a 
(a étant un sous-ensemble donné de R) nous voulons entendre un («, R)-cycle {Cn(U)} 
mod a tel qu'il existe un ensemble Aex jouissant de la propriété C"(U) <= A (dans 
le sens du Chap. II, n° 5) pour chaque réseau U. Un (n, R)x-cycle (C"(H)} mod a 
ne sera considéré comme homologue à zéro mod a que s'il existe un ensemble B ex 
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tel que pour chaque réseau U on ait Kn + 1(U) Cn(U) mod a, la (m + 1, U)-chaîne 
étant contenue dans B. En vertu de la propriété additive de la famille x, les («, R)x-cyc-
les mod a constituent un module Mn(R; a)x, en considérant comme égaux deux cycles 
homologues dans le sens qui vient d'être précisé. Le rang Pn(R; a)x de ce module est 
le «ieme nombre de Betti d'espèce x de R. Si R e x, la nouvelle théorie ne diffère pas 
de la précédente. 

10. Voici un cas particulier bien important des définitions qui viennent d'être 
posées. Soit R un espace métrisable où nous prenons les réseaux ouverts comme 
famille fondamentale; posons a = 0. Soit x la famille de sous-ensembles compacts 
de R, c'est-à-dire des ensembles A a R tels que de chaque suite xne A on puisse 
extraire une autre yn possédant un point limite v e A, D'après un théorème connu 
de M. Hausdorff, les quasicomposantes d'un ensemble métrisable compact sont elles 
mêmes compactes et coïncident avec les composantes. Donc, d'après III, 14 et 17, 
on a {p} ~ {q} au sens de la théorie d'espèce x si et seulement s'il existe un continu 
(= ensemble compact et connexe) contenant p et q. Donc le nombre P0(R)X est le 
nombre des constituantes de R, c'est-à-dire des semicontinus maximés, le nom semi-
continu désignant un ensemble A a R dont chaque couple de points appartient à un 
continu C <= A. 
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LA NOTION DE VARIÉTÉ 
ET LES THÉORÈMES DE DUALITÉ 

Verhandlungen des internationalen 
Mathematikerkongresses. 
Zürich 2 (1932), 194 

Toutes les définitions connues d'une variété (Mannigfaltigkeit, manifold) V sup-
posent ou bien que F soit un complexe, ou du moins que chaque point de F possède 
un voisinage qui soit un complexe. On peut introduire une nouvelle définition de la 
variété F ne faisant usage que des propriétés topologiques intrinsèques de F. Les 
théorèmes de dualité de Poincaré et de M. AÎexander sont valables pour les nouvelles 
variétés. Ma démonstration ne fait aucun usage des polyèdres. Un exposé complet 
paraîtra dans les Annals of Mathematics. 
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HÖHERDIMENSIONALE HOMOTOPIEGRUPPEN 

Verhandlungen des internationalen 
Mathematikerkongresses. 
Zürich 2 (1932), 203 

Sei a ein fester Punkt eines topologischen Raumes R; sei p eine natürliche Zahl. 
Sei Gp die Menge der a enthaltenden und in R gelegenen p-dimensionalen singulären 
Kugeln (= stetigen Bildern einer gewöhnlichen p-dim. Kugel); zwei Elemente von 
Gp werden als gleich betrachtet, wenn sie sich durch eine a festhaltende Homotopie 
in R ineinander überführen lassen. Es wird in Gp eine Multiplikation definiert, ver-
möge der Gp zu einer Gruppe wird. Gx ist die klassische Wegegruppe Poincares. 
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SUR LES CONTINUS PÉANIENS UN1COHÉRENTS 

Fundamenta Mathematicae 
20 (1933), 232 -243 

1. Un espace topologique R s'appelle unicohérent1' 2y 3' 4 si, pour chaque décom-
position R = Rt 4- R2 en deux sous-ensembles fermés et connexes, le produit RXR2 

est connexe. 
2. Théorème A. Si le premier nombre de Betti5 d'un espace topologique R con-

nexe et complètement normal est égal à zéro, l'espace R est unicohérent. 
Démonstration.6 Soient p et q deux points de R3 = RxR2. Il s'agit de prouver 

(cf. Homologie, III, nos 13 — 18) que {p} ~ {q} dans R3. Or les ensembles Rt et R2 
étant connexes, on a {p} ~ {q} et dans Rx et dans R2. Dans les notations de Homolo-
gie, IV, n° 15 (où on pose n = 0 et oc = 0) on doit donc démontrer que n0(R3; 0) = 0, 
ce qui est une conséquence immédiate de la formule (l), 1. c., car P^R; 0) = 0. 

3. Le théorème inverse du théorème A est faux même si l'espace R est métrique et 
compact. Exemple: 1. c. sub,2 p. 148, remarque. Le but de cette Note est de démontrer 
le théorème suivant: 

1 L. Vietoris, Über stetige Abbildungen einer Kugelfläche, Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 
XXIX, 1926, 4 4 3 - 4 5 3 . 

2 C. Kuratowski, Sur les continus de Jordan et le théorème de M. JBroitwer, Fund. Math. VIII, 
1926, 137-150 . 

3 C. Kuratowski, Une caractérisai ion topologique de la surface de ta sphère, Fund. Math. XIII, 
1929, 307-318 . 

4 K. Borsuk, Quelques théorèmes sur les ensembles unicohérents, Fund. Math. XVII, 1931, 
171-209 . 

5 Pour la définition des nombres de Betti, v. mon Mémoire Théorie générale de Vhomologie 
dans un espace quelconque, Fund. Math. XIX, 1932, 149—183. Je citerai ce Mémoire: Homologie 
[7]. 

6 Une autre démonstration (valable dans les espaces métriques et compacts) m'a été communi-
quée par M. Vietoris. 
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Théorème B.6a R étant un continu Péanien (= espace métrique, compact, con-
nexe et localement connexe) unicohérent, le premier nombre de Betti de R est égal 
à zéro. 

Pour la validité du théorème B, il est essentiel que les coefficients des cycles et des 
homologies soient des nombres rationnels. Le théorème B est faux pour les cycles 
mod m = 2, 3,...; exemple: plan projectif. 

4. Dans le cas où la dimension de R est égale à un, le théorème B a été démontré 
par M. Vietoris (1. c. sub,1 p. 446, (5)). Dans le cas où R est immergé dans le plan 
euclidien, le théorème B est une conséquence d'un résultat de M. Kuratowski (1. c. 
sub,2 p. 145, théorème II). Le théorème B peut être aussi regardé comme connu dans 
le cas où R est un polyèdre. En effet, on l'obtient dans ce cas en rapprochant un théorème 
de M. Borsuk (1. c. sub,4 p. 190) d'un théorème de M. H. Hopf.7 Or la démonstration 
de M. Hopf fait usage essentiel de la supposition que R soit un polyèdre; d'autre 
part dans ce qui suit je ne m'appuie nullement sur les résultats de MM. Borsuk et 
Hopf.8 

5. Soit H un réseau ouvert9 dans un espace R; soient Ui9 U2,Um les sommets 
de H. Un réseau 33 dans R soit appelé un affinement10 barycentrique11 de H, si on 
peut indiquer les sommets de 33 par des symboles Vi0t îu^t ¡k (0 ^ k ^ m), où(/0, i i , . . . 
..., ifc) parcourt des combinaisons (sans répétition) des indices 1, 2,..., m de manière 
que 1° Vi0til_ik c UhUti ... Uik; 2° si les sommets Vi0tiu_ik, Vj0jl_jh de 33 ont 
un point commun, une des deux combinaisons (/0, ix,..., ik), (y0>./n •••»A) fait partie 
de l'autre. 

Ceci étant, je démontrerai le 
Lemme. Soit U un réseau dans un espace complètement normal12 R. Il existe un 

affinement barycentrique 33 de H. 
Démonstration. Soit n l'ordre13 du réseau H. Le théorème étant banal pour 

n = 0, on peut le supposer vrai pour les ordres < n. Désignons par G la somme de 
tous les ensembles Uio, Uh , . . . , Uin, où (/0, i u in) parcourt toutes les combinaisons 
nkn parmi les indices 1, 2,.. . , m. Les ensembles f/J = l/, — G constituent un réseau 

6 a Le même théorème a été démontré simultanément et indépendamment, mais par une mé-
thode complètement différente, par M. Borsuk. Voir, sa note publiée dans ce volume, p. 230, 
corollaire 1. 

7 Math. Annalen CIV, 1931, p. 641, théorème Va. 
8 II serait aisé de déduire de ce qui suit une nouvelle démonstration du théorème cité de M. 

Borsuk (limité au continus péaniens) et par suite aussi du théorème cité de M. Hopf (étendu au 
continus péaniens). 

9 V. Homologie, III, 2. Dans ce qui suit, chaque réseau est ouvert, sauf avis contraire. 
1 0 V. Homologie, II, 9. 
1 1 Cf. la notion d'une sous-division barycentrique (régulière) d'un complexe, v. p. ex. H. R. 

v. Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitàtssâtze (Dissertation Leiden, 1929), 
1, § 2, no s 2 et 7. 

1 2 Du reste, ce lemme est vrai dans chaque espace normal. 
1 3 C'est-à-dire la dimension maxima d'un U-simplexe. 
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U' dans R — G dont Tordre est évidemment <n. Il existe donc des ensembles 
Wio.ii,...,¿k (0 = ^ = n ~~ 0 o u v e r t s dans K — G et constituant un affinement bary-
centrique de U'. 

Il existe14 des ensembles Vio il ^¡k ouverts dans R et tels que, 1° Vio u ifc ci 
c UhUSl ... Uik; 2° Vi0til ik. VjZi..jh * 0 entraîne que WioJl_ik. Wj'jZjh * 
4= 0. En ajoutant à ces ensembles ViQtil ik (0 g k g n — 1) tous les ensembles non 
vides de la forme Vi0tiltmmttin = C/io .Uit Uin on obtient un réseau 23 dans R et 
on démontre sans peine que 93 est un affinement barycentrique de U. 

6. Lemme. Soit U un réseau connexe.15,16 Soit T0 un (1, U)-cycle17 qui n'est 
pas homologue à zéro. Soient cj (1 ^ / ^ ocj) tous les (1, H)-simplexes. On peut 
attacher à chaque a\ un nombre rationnel 5£- et par suite à chaque (1, U)-cycle r = 

ai ai 
= YériG\ nombre <p(r) = J/,-^ manière que: 1° si r est un (1, U)-cycle homo-

i î 
logue à zéro, on a cp(r) = 0; 2° si r est un (l, U)-cycle entier,18 le nombre cp(r) est 
entier; 3° <p(r0) = 0. 

Démonstration. Soit yl5 y2,yM une base du premier groupe de Betti de U, 
de manière qu'à chaque (1, U)-cycle r il existe un et un seul groupe de nombres 

u 
rationnels cv (l ^ v ^ m) tel que r ~ £cvyv. Il est bien connu qu'on peut s'arranger 

î 
de façon que les nombres cv soient entiers si le cycle T est entier. En particulier, on 
a A) ~ Zcv7v e t o n Pe u t supposer que c° 4= 0. Soient Uj (1 ^ j ^ a0) tous les som-

î 
metts de H. Le réseau U étant connexe, on peut attacher à chaque j (l g j ^ a0) 
une (1, H)-chaîne entière Cf telle que Cj -+ Uj — Ui. Soit donnée une valeur de i 
(1 ^ ï ^ o )̂; soit aj = (Uj9 Uk). On a G\ Uk — Uj de manière que <rj + Cy — Ck 

est un (1, U)-cycle entier. Il existe donc des entiers civ (l g v ^ /î) tels que <rj + Cj — 
— Ck ~ £ civyv. Posons Sg = cir On voit sans peine que les nombres s, possèdent 

V = 1 

les propriétés voulues. 
7. Lemme. Soit 93 un affinement barycentrique d'un réseau U. Le réseau U soit 

connexe.15,16 Soit n = Pr. (93, U).19 Soit A0 un (1, 93)-cycle tel que le (1, U)-cycle 
r0 = 7tAq ne soit pas ~ O.20 Soient a\ et rj (1 ^ / ^ a t; 1 g j ^ px) tous les 1-sim-
plexes resp. de U et de 93. Supposons que l'on ait attaché à chaque a\ un nombre 
rationnel s, et par suite à chaque (l, U)-cycle F = X^o-f nombre cp(r) = Y,risi 

14 V. Homoiogie, III, 21. 
1 5 Cela signifie que le 0 è m e nombre de Betti de U égale à un. 
1 6 L'hypothèse de connexité est d'ailleurs superflue. 
17 Cf. Homoiogie, II, 2-8. 
1 8 Cela signifie que tous les coefficients de / sont des entiers. 
19 V. Homoiogie, II, 10. 
2 0 Par suite A0 n'est pas (v. Homoiogie, II, 11). 
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manière que 1° |s,| < Ai pour 1 ^ i < a ^ 2° <p(r) = 0 pour chaque (1, U)-cycle 
r ~ 0; 3° <p(r) est entier pour chaque (1, U)-cycIe entier18 F; 4° <p(r0) 4= 0. On peut 
attacher à chaque T) un nombre rationnel tj et par suite à chaque (1, U)-cycle A = 
= Y f f ) l e nombre \j/(A) = Y / j h d e m^nière que: 1° |fy| < + 1)] pour 
1 g p u où n désigne Tordre13 de U; 2° ^(¿1) = 0 pour chaque (1, U)-cycle 
A ~ 0; 3° \j/(A) est entier pour chaque (1, ®)-cycle entier18 A; 4° \j/(J0) = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient Ul9 C / 2 , U m tous les sommets de H; pour 1 g i ^ aï9 

a\ = t / J posons [A, M] = — = 5,; posons aussi [A, A] = 0 pour 1 ^ A ^ 
^ m. D'après la définition d'un affinement barycentrique, chaque (1, 93)-simpIexe 
T), convenablement orienté, a la forme z) — (Vi0tii ,h, Vh,,,,.,.,/J (0 g h < k ^ n), 
la combinaison (i0, i j , . . . , i*) des indices 1, 2 , m étant telle que (U i o , Uik) 
est un (k9 U)-simplexe. Posons 

j h k i h k 
1 = (1 ^ A\(U ^ 1\ ^ ^ 'J = /; L «Wf. ^ ^ Z Q • 

(/c + 1 ) (fc -h 1 ) ;. = o M = '» + L (k + L ) ( N + 1) A = O /I = O 

Il en résulte que 

k
 M < -J}— M . 

(fc + 1) (k + 1) " k + 1 " « + 1 

Pour démontrer que \jj(À) = 0 pour chaque (1, 2J)-cycle A ~ 0, il suffit de prouver 
que \j/(A) = 0 si A est la frontière d'un (2, 33)-simplexe. Or chaque (2, 93)-simplexe T2, 
convenablement orienté, a la forme 

T = VloA »fc' ^¿0,«t,...,/{) 
avec la combination (f0 , i,) des indices 1, 2, . . . , m étant 
telle que (U i ()9 Uil9..., Uit) soit un (/, U)-simplexe. Donc2 1 

= * ,, I ['V- <\] + „ * , , I [«v, «J + (fc + 1) (/ + 1) d.» (/ + 1) (h + 1) ^ 

1 X ['A. « , ] (a + i)(fc + i) i i 1 

I ( [ ' V - ' » ] + [ ' v . « J + [ ù , ' „ ] ) = 0 , (h + i ) (k + i ) (/ + i ) i X 

car si p. ex. X = /i, on a [ /^ t'„] = 0, [i^, i J = - [iv, iJ tandis que dans le cas où 
les indices X, /1, v sont différents entre eux on a 

'"v] + ['\> «"d + i j = <PÎF(Uu, I V (/,„)] = 0 

d'après la propriété 2° des nombres s,. 

21 Les indices A, n, v parcourent resp. les valeurs O g ; i Ji, 0 â i i Q ^ v <; / 
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Reste a prouver les propriétés 3e et 4° des nombres t}. A cet effet il suffit évidemment 
de démontrer que \I/(A) = (p(nA) pour chaque (1, 23)-cycle A. nx et n2 étant deux 
projections de 53 dans M, on a nxA ~ n2A (v. Homologie, II, 12) et par suite (p(nxA) = 
= (p(n2A). On peut donc choisir n de manière que l'on ait pour chaque sommet 
Vl0flli...tlk de 23: = Uh l'indice / étant égal à un des indices z0> • h-
Les sommets Vi0mi de 93 étaient attachés à des combinaisons (i0, i x , i k ) telles 
que Uio. Uh Uik 4= 0. Attachons plus généralement à chaque combinaison 
(/0, ix,..., ik) de ce genre un symbole ViQtii ¡k. Ces symboles Vi0tii ik peuvent être 
regardés comme les sommets d'un complexe abstrait Q, qui est une sous-division 
barycentrique (v.11) du complexe réalisé par le réseau U; et le réseau 93 est un sous-
complexe du complexe 0. On peut étendre la définition de ij/(A) à chaque 1-cycle du 
complexe Q et on voit sans peine que l'égalité i¡/(A) = 0 est vraie non seulement 
si A ~ 0 dans 23, mais plus généralement si A ~ 0 dans Q. Or on sait22 que A ~ Ax 
dans Q, Ax étant le sous-division barycentrique d'un (1, U)-cycle J\ Par suite i¡/(A) = 
= ^(J,)et (p(nA) = <p(r) car nA ~ n A x =- T. 11 suffit donc de prouver que \i*(Ax) = 
= (p(T). Or soit 

et par suite 

d'où 

,p(r) = lr. [;.,„] 
= f ] - il>. = • 

8. Lemme. Soit R un espace connexe et complément normal. Soit e un nombre 
positif donné. Soit {r0(U)} un (1, i?)-cycle23 qui n'est pas ~0. Il existe un réseau U0 

dans R jouissant de la propriété suivante: Soit 93 un affinement10 de H0. On peut 
attacher à chaque (1, 93)-simplexe r} un nombre rationnel tt et par suite à chaque 
(1, 93)-cycle r = J/jt} l e nombre <p(r) = JV^- d e manière que: 1° |f,| < e; 2° 
<p(r) = 0 si le (1, 23)-cycle r est - 0 ; 3° <p(r) est entier si le (1, 93)-cycle r est entier;18 

4° <p(r0(93)) 4= 0. 

Démonstration. L'espace R étant connexe, chaque réseau dans R l'est aussi. 
Soit Hj un réseau tel que r0(Ut) n'est pas ~0. D'après le lemme du n° 6, on peut 
attacher à chaque (1, U^-simplexe al

Xi un nombre rationnel sxi et par suite à chaque 
(1, U^-cycle rx = ^/¿cr}; le nombre q>x(rx) = Y/is\ « manière que 1° si rx ~ 0, 
çx(rx) = 0,2° si le cycle Tx est entier,18 le nombre (px(rx) est entier, 3° <px(r0(Ux))j= 
4= 0. Soit n l'ordre13 du réseau U^ D après le lemme du n° 5, il existe des réseaux 
ll2, U3 , . . . , tels que + i soit un affinement barycentrique de Hfcpour k = 1, 2, 3,.. .; 
évidemment, l'ordre de chaque réseau est g n. Soit M un nombre positif tel que 

2 2 L. c. sub. 1 A , I , § 4, n° 3 et 4 et II, §3 , n° 6. 
2 3 V. Homologie, II, 20. 
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\s i i| < M pour chaque (1, U,)-simplexe d}^ D'après le lemme du 7, on peut 
attacher, pour k = 2, 3,. . . , à chaque (1, Hfc)-simplexe a^ un nombre rationnel ski 

et par suite à chaque (1, U/c)-cycle rk = Yriali nombre (pk(rk) = de manière 
que 1° \ski\ < [nl(n + 1)]*"1 M pour chaque (1, UA)-simplexe c]

kh 2° (pk(rk) = 0 
pour rk ~ 0, 3° (pk{rk) est entier si le (1, U*)-cycle rk est entier18; 4° (pk(r(Uk)) * 0. 
Choisissons une valeur de k si grande que [h/(h + l. M < c et posons Uk = U0. 
Soit 33 un affinement 10 de Uk; soit n = Pr. (23, Ilk).19 Pour chaque (1, 23)-simplexe 
T} on a24 ou 7ir} = 0 ou bien il existe un (1, Hft)-simplexe alj tel que nx\ = rj. alj 
0? = ±1); posons ti = 0 dans le premier cas, /f = rjskj dans le second cas. On voit 
sans peine que les nombres ^jouissent des propriétés demandées. 

9. Soit U un réseau25 dans un espace R. Partageons les sommets U de U en k 
( = 2 , 3 , . . . ) groupes T1? T2 , . . . , Tk sans éléments communs. Désignons par R(Ti) 
(i = 1, 2, 3, . . . , k) la somme de tous les U e Tf; les U e T( sont alors les sommets 
d'un réseau dans R(Tf) que nous désignerons par U(T£). Désignons par R(Ti9 Tj) 
le produit R(Tf). R(Tj) (1 ^ i j ^ k). Soit Tu l'ensemble des noyaux26 L/f. Uj de 
tous les (1, U)-simplexes (Ui9 Uj) tels que Uf 6 Th Uj e T}; alors les U,. Uj e sont 
les sommets d'un réseau dans R(Ti9 Tj) que nous désignerons par II(Th Tj). Ceci 
étant je démontrerai deux lemmes. 

Lemme a. Soit U un réseau connexe15 dans un espace R. Partageons les sommets 
de U en deux groupes T\ et T2. Supposons que le réseau Vl(TX9 T2) soit connexe.15 

Soit T un (1, U)-cycle. Il existe un [1, U^j -cyc le et un [1, U(T2)]-cycle T2 tels 
que T ~ T l + T2 dans U. 

Démonstration. On peut poser T = Ct + C2 H- C12, où Ct est une [1, U(TX)]-
chaine, C2 est une [1, H(T2)]-chaîne, tandis que 

C 1 2 = lr{Ui9 Vt) 

avec Ute Tl9 V{ e T2. La frontière de Cv (v = 1, 2) a la forme JX/^vi» U'vi e Tv avec 
£ s w = 0; la frontière de T étant égale à zéro, on en déduit que = 0. Le noyau 

i 
Ut. Vt de (Ui9 Ff) est un sommet du réseau H(7\, T2). Puisque Yri = 0, on a dans ce 
réseau 

InUiV^YniUiVi-u^). 

Or le réseau U(Tt, T2) étant connexe, il existe pour chaque / une [1, H(7\, T2)]-
chaîne dont le frontière est égale à (/¡F) — U1V1. Par suite il existe une [1, 1 l(Ti9 T2)~\-
chaîne 

(0 Z ciÀfl{UxV^UtiVfl)-+YriUiVi. 

2 4 V. Homologie, II, 11. 
2 5 Tous les réseaux de ce n° sont supposés fermés (v. Homologie, V, 2). 
2 6 V. Homologie, II, 2. 
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Naturellement V K9 17, G TX; Vx, VM e T2. Puisque (UXVÀ9 U^) est un (1, U(TL9 T2))-

simplexe, on a U^U^ 4= 0. Par suite (UÀ9 VÀ, VJ et (UX9 Vj sont des (2, U)~ 
simplexes et l'on a 

(2) (ux, u„, v„) ~ (uÀ, vlt vu) - (u,, v,) - (ux> vx) + 
+ (ux, v,) - (v„ v,). 

Or on déduit de (1) que 

Ir,U,V, = I«JUS, ~ U*V>) 
ce qui donne 

C12 = Zrt(Ui9 V) = £<1*1(1/,, V,) - (Ux, Vj] . 

D'après (2), il en résulte qu'il existe une (1, H(T,))-chaîne Dx et une (1, U(T2))-
chaîne D2 telles que 

l^KUjJJ^) - {VkVkVj\ - C12 + Dx + D2 

où C12 + Dx + D2 ~ 0 et donc r = Cx + C2 + C12 ~ Tt + rl9 où 

r1 = c i - d19 r2 = c 2 - D2; 

rx (v = 1,2) est une (1, H(Tv))-chaîne. Il suffit donc de prouver que Fx et r2 sont 
des cycles. Or F(FX + F2) = 0, d'où F(FX) = - F(r2) = 0, car F(FV) est une 
[0, U(Tv)]-chaîne et les deux réseaux 11(7 )̂ et U(I2) n'ont aucun sommet commun. 

Lemme /?. Soit U un réseau connexe15 dans un espace R. Partageons les sommets 
de U en deux groupes TX et T2 de manière que le réseau H(7j) soit connexe.15 Suppo-
sons qu'il existe un (1, H)-cycle F tel qu'il soit impossible d'indiquer un 1-cycle 
dans UfTj) et un 1-cycle F2 dans H(T2) de manière que F ~ F t + F2 dans U. On 
peut alors partager les sommets de H en deux groupes T/ et T2 de manière que 1° 
les deux réseaux H(T/) et H(r2) soient connexes; 2° le réseau U(7\', T2) ne soit ni 
vide ni connexe. 

Démonstration.2 7 Le réseau U(r2) n'est pas nécessairement connexe; or on peut 
évidemment partager les sommets de T2 en un nombre fini de groupes T21, T2 2 , . . . , T2k 

sans éléments communs de manière que chaque réseau U(T2i) (1 ^ i ^ k) soit con-
nexe. On voit sans peine que les réseaux U(T2i, T2J)(1 g i < j ^ k) sont vides. Le 
réseau H étant connexe, on voit sans peine que les réseaux H(Ti, T2i) (1 ^ i ^ k) ne 
sont pas vides. 

Il n'est pas possible que tous les réseaux VL(Tl9 T2i) (1 g i g k) soient connexes. 
En effet, si cet énoncé n'était pas vrai, puisque H(Tl9 T2i) = U(Ti + T21 + ... 
. . . + T2 i - , , T2i), on déduirait par une application successive du lemme a qu'il existe 

2 7 Cf. la démonstration de M. Kuratowski du théorème II, 1. c. sub,2 p. 145. 



127 

pour 1 ^ i g k, un 1-cycle r 2 i dans H(T2i) et un 1-cycle rl dans VL(Tt) tels que 
r ~ rx + (r2 1 + ... H- r2fc) dans U, ee qui présente une contradiction. On peut 
donc supposer que le réseau H(T2fc) ne soit pas connexe. On voit sans peine qu'il 
suffit de poser 

T{ = T2k, r2'= r, + r21 + ... + . 
10. Passons à la démonstration du théorème B. Soit donc R un continu Péanien 

et supposons qu'il existe un (1, Recycle {r0(U)} qui n'est pas homologue à zéro. 
Il s'agit de prouver que le continu R n'est pas unicohérent. 

Posons £ = i et déterminons le réseau ouvert U0 d'après le lemme du n° 8. Selon 
un théorème de M. Sierpiriski,28 il existe un réseau fermé Pi qui est un affinement de 
U0 et dont les sommets Kl9K2, sont des continus. R étant un continu, le 
réseau R est connexe. D'après le lemme du n° 8, on peut29 attacher à chaque (1, 
simplexe (K„ Kj) un nombre rationnel s y et par suite à chaque (1, ft)-cycle r = 
= Kj) le nombre Yfu * su = de manière que 1° |slV| < % pour chaque 
(1, ft)-simplexe ( K h K j ) ; 2° <p(r) = 0 si le (1, ft)-cycle r est ~0; 3° (p(r) est entier 
si r est entier; 4° (p(r0(R)) 4= 0. 

Soit S la circonférence e2n,x (0 ^ x ^ 1, i = y/— 1). Attachons à chaque sommet 
Kv de $t un point f(Kv) de S de la manière suivante: Le réseau ft étant connexe, il 
existe une (1, ft)-chaîne entière18 

= K») Kv — K1 . 
Posons 

f(Kv) = e
2ni£a^5^. 

La chaîne Cv n'est pas déterminée sans ambiguité; or, C'v étant une autre valeur de 
Cv, C'v — Cv est un (1, ft)-cycle entier18; les deux coefficients de lui différant l'un 
de l'autre par le nombre entier <p(Cv — Cv), le point f(Kv) est bien déterminé. 

Pour 1 ^ / i , v ^ m, on a 

C,- + 0 . 

D'après la propriété 3° des nombres s^ on en déduit que 

2 ni g / ( / Q 

la partie imaginaire du logarithme étant comprise entre — n et +7C en vertu de la 
propriété 1° des nombres s^. 

Soient A et B deux points diamétralement opposés de la circonférence S et dif-
férents de tous les points f(Kv). Les points A et B partagent S en deux arcs Jt et I2; 

28 Sur une condition pour qu'un continu soit une courbe jordanienne, Fund. Math. I, 1920, pp. 
4 4 - 6 0 . 

2 9 On peut appliquer ce lemme bien que le réseau & soit fermé, cf. Homologie, V, 4. 

i 1 ) V = — l o g 
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choisissons la notation de manière que, conformément à l'orientation positive de S, 
le point A soit le point initial de II. Partageons les sommets Kv de ft en deux groupes 
7\ dt T2 en posant Kv e T,(T2) si le point f(Kv) est situé dans Ii(l2). Partageons Tx 

et T-, resp. en groupes T t l , T î 2 , . . . , T]ui; T2i, T22,..., T2ti2 sans éléments communs 
de manière que (dans les notations du n° 9) les réseaux U(Try) (1 ^ r g 2, 1 ^ v ^ ur) 
soient connexes. Chaque sommet de R(TÎ9 T 2 ) (la notation étant la même que celle 
du n° 9) a la forme K^ . K^avec/C^ eTl9Kve T2. Partageons les sommets de 5*(T,, T2) 
en deux groupes P, Q en posant Kil.Kve P(Q) si le plus court chemin sur 5 du point 
/ ( X J au point f(Kv) passe par le point A(B). Partageons de plus P en groupes P„v 

en posant (pour KflKv e P) K^K, e P„v si Kfl e Tlfl et 
KV e T2V. 

Ceci étant, soit 
r = ïaap(Kp,Ka) 

un (1, tt)-cycle; on peut choisir l'orientation des (1, ft)-simplexes de manière que 
KaKp e 5*(r,, T2) entraîne que Ka e Tx et Kp e T2. De (1) on déduit sans peine que le 
nombre <p(r) est égal à la somme Yj1*^ sommation étant étendue à toutes les 
valeurs telles que KaKp e P. Pour 1 ^ / î ^ «t, 1 ^ v ^ «2, posons <p/tv(0 = Z^a/b 
la sommation étant étendue à toutes les valeurs telles que KaKp e P^. Donc 

(2) <p(r) = ï Z d O -
n=l v — 1 

Soit (K a ,K p , Ky) un (2,tf)-simplexe, On reconnaît sans peine que (p^lffâ 
= 0 pour 1 1 ^ v ^ u2. Il en résulte que <pMV{r) = 0 pour chaque 
(1, SV)-cycle r ~ 0, d'où ( p ^ i ) = ^ v ( A ) si r x ~ T2 dans fl. 

D'après la propriété 4° des nombres slV, il existe un (1, ft)-cycle T tel que <p(r) 4= 0. 
D'après (2), il existe des valeurs de fi, v telles que + Soit p. ex. <pn(r) 4= 0, 
d'où <pu(r) 4= 0 pour r ~ I dans 5*. Or posons Ul = T n , et désignons par U2 

l'ensemble de tous les sommets de SI qui n'appartiennent pas à XJX. Si IX est un 1-cycle 
dans ^(C/j) et si r2 est un 1-cycle dans ft(C/2) (notations du n° 9), on a évidemment 
(pn(rj) = q>n(r2) = 0, d'où (pii(/i + r2) = 0. Par suite on ne peut pas avoir 
r ~ + r 2 dans Le réseau ^(i/j) = ft(Tn) étant connexe, il résulte du lemme P 
(n° 9) que l'on peut partager les sommets de ft en deux groupes U[ et U' de manière 
que 1° les deux réseaux et R(U2) soient connexes, le réseau U2) ne soit 
ni vide ni connexe. 

Soit Ri (i = 1, 2) la somme de tous les sommets de soit R3 la somme de tous 
les sommets de U'2); évidemment RX -h R2 = R, RX . R2 = R3 3= 0. Les 
sommets de 5* étant des continus et les réseaux R(Ui) et &(U2) étant connexes, on 
voit que RX et R2 sont des continus; le réseau R(Ui, U2) n'étant pas connexe, on 
voit que R3 n'est pas un continu. Donc le continu R n'est pas unicohérent. 
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CONTRIBUTION À LA THÉORIE DE LA DIMENSION 

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky 
62 (1933), 2 7 7 - 2 9 1 
(Traduit de tchèque: 
Příspěvek k theorii dimense.) 

Introduction. Soit n = 1, 2, 3, ..., soit C„ l'ensemble des „points" (A,, .Y2, ..., XN) 
tels que 0 g x¡ g 1, (1 g i g n). (1 g / g n). L'ensemble C,, est l'exemple le plus 
simple d'un ensemble de points de dimension n. En particulier, si m < /?, îa dimen-
sion de l'ensemble Cm est inférieure à celle de Vensemble Cn. Cependant, le sens 
mathématique exact de la proposition imprimée en italique n'est pas très facile 
à préciser. Au premier coup d'oeil, il semble que l'ensemble Cn contient plus de 
points que l'ensemble Cm. Mais déjà en 1877 G. Cantor a montré1 que ce n'est pas 
le cas, car il existe une application biunivoque de Cm sur C„. Essayons donc une autre 
possibilité. Il est évident que (toujours pour m < n) Cm est une image continue (une 
projection par exemple) de l'ensemble C„; par contre, il nous semble intuitivement 
que Cn ne peut être image continue de l'ensemble Cm. Mais ce chemin ne conduit 
pas non plus au but, car G. Peano a montré en 18902 qu'il existe vraiment une applic-
ation continue de l'ensemble Cm sur l'ensemble C„. En 1910, H. Lebesgue a énoncé3 

la proposition suivante (lemme de Lebesgue): il est possible de recouvrir C„ par 
un nombre fini d'ensembles fermés aussi petits qu'on veut, et de telle manière que 
chaque point appartienne à n + 1 d'entre eux au maximum, ceci n'est pas possible 
si chaque point ne doit appartenir qu'à n ensembles recouvrant. 

Il est évident que le lemme de Lebesgue permet d'énoncer une définition générale 
de la dimension. Mais H. Lebesgue n'a pas fait cela et il s'est contenté d'affirmer 
que Cm et C„ (m 4= n) ont des structures topologiques différentes.4 

1 Journal f. Math. 84 (1877), p. 242. 
2 Math. Annalen 36 (1890), p. 257. 
3 Voir Math. Annalen 70 (1911), p. 166. La démonstration qu'on y trouve esquissée n'est pas 

complète; Lebesgue Ta exposée d'une manière exacte seulement dans Fundamenta Math. 2 
(1921), p. 256. La première démonstration exacte a été donnée par Brouwer dans so narticle cité 
ci-dessous (voir la note5). W. Hurewicz (Math. Annalen 101 (1929), p. 210) et E. Sperner (Ham-
burg. Abh. 6 (1928), p. 265) ont plus tard simplifié la démonstration de Lebesgue. 

4 La première démonstration exacte de ce fait a été donnée par Brouwer dans Math. Annalen 
70(1911), p. 161. 
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L. E. J. Brouwer a énoncé en 1913 la première définition générale de la dimension.5 

Mais le travail de Brouwer est resté isolé et Ton considère seulement K. Menger et 
P. Urysohn comme fondateurs de la théorie générale de la dimension.6 Ces travaux 
datent environ des années 1921—23. Quant aux autres auteurs qui ont contribué 
au développement de cette théorie, il faut noter surtourt W. Hurewicz. 

Cette théorie de la dimension est établie dans les espaces séparables7, mais plusieurs 
théorèmes ne sont valables que dans les espaces compacts8 ou semi-compacts9. Pour 
certains problèmes10 il paraît être essentiel que l'on se borne au cas des espaces 
séparables. Pour d'autres problèmes la situation est différente. Comme j'ai montré 
dé jà 1 on peut modifier la définition de la dimension, donnée par Menger et Urysohn, 
de telle manière que certains théorèmes deviennent valables dans le cas beaucoup 
plus général d'espaces parfaitement normaux12, contenant les espaces métriques13 

comme cas particuliers. 

P. Urysohn a montré14 que dans le cas des espaces compacts, on peut définir la 
dimension à l'aide de-la propriété citée dans le lemme de Lebesgue; il fait remarquer 
en même temps que cette définition est limitée aux espaces compacts seulement. 
Cependant, Hurewicz a énoncé plus tard le lemme de Lebesque sous une forme telle 
qu'il rend la propriété caractéristique de la dimension même dans des espaces sé-
parables arbitraires. On est donc porté à essayer d'établir des théorèmes de la théorie 
de la dimension en prenant la propriété mentionnée pour sa définition. Dans le 
présent article, je vais montrer comment on peut établir ainsi ce qu'on appelle le 
théorème de Vaddition}5 Cette démonstration est non seulement plus simple que 
la démonstration déjà connue, mais elle a encore l'avantage d'être valable dans tout 
espace normal.16 

5 Journal Math. 142 (1913), p. 146 (voir aussi 153 (1924), p. 253). 
6 Pour un exposé systématique de cette théorie voir le livre Dimensionstheorie (1928) de Men-

ger; cf. le mémoire posthume de P. Urysohn publié dans Fundamenta Math. 7 (1925), p. 30—137 
et 8 (1926), p. 225—351. Pour l ' information première on peut se reporter à l'article de M. V. Jarník, 
Časopis pro pěst. mat. a fys., 58 (1929), p. 367. 

7 Un espace R est dit séparable s'il est métrique (voir le paragraphe 5) et que tout système 
d'ensembles ouverts en R recouvrant .R(voir le paragraphe 1) contienne un sous-système au plus 
dénombrable recouvrant R. 

8 Un espace R est dit compact s'il est métrique et que tout système d'ensembles ouverts en R 
recouvrant R contienne un sous-système fini recouvrant R. 

9 Un espace R est dit semi-compact s'il est métrique et somme d'un système au plus dénom-
brable de sous-ensembles compacts. 

1 0 P. ex. pour les problèmes étudiés au chapitre 4 du livre de Menger. 
1 1 Rozpravy II. tř. ces. Akad., 42 (1932), No. 13. Voir aussi Comptes rendus Acad. Paris, 

193 (1931), p. 9 7 6 - 9 7 7 (voir [6], [3]). 
1 2 Voir le paragraphe 25. 
1 3 Voir le paragraphe 26. 
1 4 Fundamenta Math. 8 (1926), p. 301. 
1 5 Voir les paragraphes 23 et 24. 
1 6 Voir le paragraphe 9. 
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La définition choisie a deux défauts. D'abord, il n'est pas évident que la dimension 
d'un ensemble ne peut être inférieure à celle d'un sous-ensemble de cet ensemble; 
mais je montrerai que, dans les espaces parfaitement normaux du moins, ceci résulte 
du théorème de l'addition. Le second défaut est plus sérieux: on peut définir ainsi 
la dimension d'un espace pris comme un ensemble, mais on ne peut définir ainsi sa 
dimension en des points ou sous-ensembles particuliers. C'est à cela que se rattache 
mon hypothèse que pour les espaces parfaitement normaux la définition choisie ici 
coïncide avec celle de mon article cité dans la note11. Ce serait à mon avis un progrès 
important de la théorie de la dimension que de démontrer cette hypothèse. 

A côté de ses défauts, notre définition a aussi deux avantages. Premièrement, la 
définition choisie est la mieux appropriée pour démontrer le fait que l'espace eucli-
dien et ses parties élémentaires ont au sens de la théorie générale exactement la même 
dimension qu'on leur attribue depuis longtemps.17 Deuxièmement, il existe des théo-
rèmes importants qui pour leur démonstration n'exigent que la propriété de la dimen-
sion qui vient d'être choisie pour la définition de cette dernière. C'est le cas p. ex. du 
théorème dû à M. P. Alexandroff: Un espace compact de dimension n peut être 
transformé par une déformation continue arbitrairement petite en un polyèdre 
de dimension n, mais non pas en polyèdre de dimension plus petite que n.18 

Je remarque encore que pour comprendre intégralement le texte qui suit on n'a 
pas besoin de connaisances mathématiques spéciales; il suffit d'avoir lu un certain 
nombre de paragraphes (1 — 6) de mon article „Sur les ensembles connexes irréduc-
tibles entre n points.19 Ce n'est pas par hasard qu'on a pu choisir une forme aussi 
élémentaire de l'exposé. En effet, la topologie moderne, en procédant à son analyse 
minutieuse de l'espace, n'a point recours aux connaisances détaillées des mathémati-
ques classiques, mais réussit à résoudre ses problèmes à l'aide de moyens très simples, 
savoir des règles élémentaires du raisonnement logique, appliquées directement 
à de simples notions provenant de l'intuition et précisées axiomatiquement. Puisse 
cet article modeste contribuer un peu à répendre chez nous l'intérêt pour cette belle 
discipline mathématique, l'intérêt qu'elle mérite bien par sa beauté intrinsèque et par 
son importance pour l'ensemble des sciences mathématiques! 

1. Soit A une partie d'un espace topologique R (voir M, 1). Soit <3 un système de 
sous-ensembles de l'espace R. Nous disons que <S recouvre A si chaque point a e A 20  

fait partie d'un S e S. 

1 7 Un lecteur non initié pourrait regretter l'absence de la démonstration de ce fait intéressant; 
dans un autre article qui paraîtra dans ce même Časopis j 'aurai l'occasion de présenter une telle 
démonstration. 

1 8 Voir Annals of Math. 30 (1929), p. 120 (Uberfuhrungssatz). On trouvera une démonstration 
simple dans l'article de M. C. Kuratowski „Sur un théorème fondamental...", dans Fundamenta 
Math., vol. 20. 

1 9 Časopis pro pěst. mat. a fys., 61 (1931), p. 109. Ce travail sera désigné par l'abréviation M . 
Voir [41. 

20 a e A signifie que a est un élément de l'ensemble A. 
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2. Soit n = —1,0, 1,2, . . . Soit S un système de sous-ensembles de l'espace R. 
Nous disons que S est d'ordre ^n si aucun point ae R n'est contenu dans plus de 
n + 1 éléments du système S. Nous disons que S est de l'ordre n si 1° S est d'ordre 
^m, 2° soit n = — 1, soit S n'est pas d'ordre gn — 1. 

3. Soit n = — 1, 0, 1, 2,. . . , soit R un espace topologique. Nous disons que R 
est de dimension ^n et nous écrivons dim R g n, si à tout système fini21 U d'ensem-
bles ouverts dans R, recouvrant R, on peut associer système fini 33 d'ensembles ouverts 
dans R tel que 1° 33 recouvre R; 2° chaque Ve 93 fait partie d'un U e U; 3° 93 est 
d'ordre ¿n. Nous disons que R est de dimension n, et nous écrivons dim R = n, 
si 1° dim R ^ n; 2° soit n = — 1, soit dim R g n — 1 n'a pas lieu. 

D'une façon évidente, on a dim R = — 1 si et seulement si R = 0. (Voir M. 2.) 
D'après M 1, 2, la dimension de tout espace composé d'un seul point est égale 

à zéro. 
Il est évident que dim R = n entraîne dim R* = n pour tout espace R* homéo-

morphe à R (voir M, 3). 
4. Soit R un espace topologique, soi/ S ci R (cf. M, 6). Supposons que S soit 

fermé en R. Si dim R g n, alors dim S ^ n. 22 

Démonstration. Soit U' un système fini d'ensembles ouverts dans S; supposons 
que U' recouvre S. Nous avons alors à montrer qu'il existe un système fini 93' de 
sous-ensembles ouverts dans S et tel que 1° 93' recouvre S; 2° tout V' e 93 fait partie 
d'un U' e U; 3° 2V est d'ordre ^n. D'après la définition des ensembles ouverts dans S 
(cf. M, 5), on peut associer à chaque U' e U' un ouvert U tel que U' = S .U (cf. M, 5). 
Aux ensembles U ainsi définis nous ajoutons encore l'ensemble R — A (voir M, 7) 
ouverts dans R (voir M, 5). Nous obtenons ainsi un système fini U d'ensembles ou-
verts dans R; il est évident que U recouvre R. Comme dim R ^ H, il existe un système 
fini 93' d'ensembles ouverts dans R et tel que 4° 93 recouvre R; 5° tout Ve 93 fait partie 
d'un U e U; 6° 93 est d'ordre gn. A chaque Ve 93 nous associons V = S. V. Ces 
ensembles V' forment un système 93'. Il est évident que 93' est un système fini d'en-
sembles ouverts dans S. Les propriétés 4°, 5°, 6° du système 93 entraînent alors les 
propriétés 1°, 2°, 3° du système 93'. 

5. Un ensemble R (composé de n'importe quels éléments) sera appelé espace 
métrique (et ses éléments seront appelés points) si à toute paire a, b de points de R 
on a associ é un nombre réel g(a b) — appelé distance des points a, b dans l'espace R. 
Les trois axiomes suivants doivent alors être satisfaits: 

5.1. Si a e R, on a a) = 0. 
5.2. Si a e R9 b e R, g(a, b) = 0, alors a = 
5.3. Si a e R, b e R, c e R, alors g(a, b) 4- e(c, b) ^ c). 

2 1 Cela signifie que le nombre de ses éléments est fini. 
22 S est un espace topologique d'après M, 5. 
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On a alors les théorèmes 5,4 et 5,5 que voici:23 

5.4. Si a G R9 be R, a + b, alors g(a, b) > 0. 
Démonstration. D'après 5,3 on a 2g(a9 b) ^ g(a9 a), donc g(a9 b) ^ 0 d'après 

5,1, d'où g(a9 b) > 0 en vertu de 5,2. 
5.5. Si a G R9 b G R, alors g(a9 b) = g(b9 a). Démonstration. D'après 5,3 on 

a g(a, a) + g(b, a) ^ ^(a, 6), donc a) ^ g(a, b) d'après 5,1. D'une manière 
analogue, on déduit b) à a), d'où l'énoncé. 

6. Soit R un espace métrique. Nous définissons alors: un ensemble A cz R sera 
dit ouvert dans R s'il est possible d'associer à chaque a e A un nombre positif t] tel 
que x G R, g(a, x) < rj implique x G A. Il est aisé de voir que les théorèmes 1,5 — 1,8 
de M ont alors lieu de sorte que tout espace métrique est (en vertu de notre définition 
des ensembles ouverts) un espace topologique. 

1. Soit R un espace métrique. Soit A cz R, A 0. Soit r > 0. Nous appellerons 
sphère de centre A et de rayon r et nous désignerons par K(A, r) l'ensemble des 
x e R pour lesquels g(a, x) < r9 a étant un point de A, convenablement choisi. Lors-
que A = {a} est un ensemble composé d'un seul point, nous écrivons K(A9 r) = 
= K(a, r).2* 

8. Soit R un espace métrique. Soit A cz R, A 4= 0. Soit r > 0. Alors Vensemble 
K(A9 r) est ouvert dans R. 

Démonstration. Nous avons à montrer qu'il est possible d'associer à chaque 
x G K{A9 r) un nombre rj > 0 tel que y G R9 g(x9 y) < rj implique y G K(A9 r). Soit 
donc x G K(A9 r). Il existe alors un point a e A tel que S = g(a9 x) < r. Le nombre 
i] = r — $ est donc positif. Soit y e R, g(x9 y) < rj. D'après 5,5 nous avons g(y9 x) < 
< Y]. D'après 5,3 nous avons donc g(a9 j>) ^ g(a9 x) + g(y9 x) < S + r\ — r. Donc 
(?(a, v) < r de sorte que y e K(A9 r). 

9. Un espace topologique R sera dit normal25 s'il jouit de la propriété suivante: 
Si A9 B sont deux ensembles fermés dans R et A . B = 0, il existe dans R deux en-
sembles ouverts 17, V tels que A cz U9 B cz V, U . V = 0. 

10. Soit R un espace normal. Soit A cz U cz R, A étant fermé et U ouvert dans R. 
Il existe alors un Vouvert dans R tel que A cz V cz V cz U (voir M, 4). 

Démonstration. Les ensembles A, R — U sont fermés dans R et l'on a A. 
. (R — U) = 0. L'espace R étant normal, il existe dans R deux ensembles ouverts V9 

x 3 Les propriétés 5,4 et 5,5 sont généralement postulées dans la définition de l'espace métrique. 
C'est A. Lindenbaum qui les a déduites à partir des propriétés 5,1, 5,2 et 5,3; voir Fundamenta 
Math. 8 (1926), p. 211. 

2 4 L'ensemble K(A, r) ne détermine ni A ni r sans ambiguïté. Par example, si l'espace R ne 
contient que deux points a, b avec ç(a b) = 1, alors K(a, 2) = K(by 3). 

2 5 Cette notion se rencontre pour la première fois chez H. Tietze (Math. Annalen 88 (1923), 
p. 301); et c'est P. Urysohn (Math. Annalen 94 (1925), p. 265) qui emploie le premier le mot 
„normal41. 
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W; tels que A cz V9 R — U c: W9 V. W — Comme VW = 0, on a K c R — \\\ 
or R — W est fermé dans R, donc (voir M, 4) F c: R — W9 c'est-à-dire VW = 0. 
Comme R - U cr W; on a F(R - U) = c'est-à-dire F c [ / . 

11. Soif R un espace topologique jouissant de la propriété suivante: Si A Œ U c 
c R, yl etanf fermé et U ouvert dans R, il existe un ensemble V ouvert dans R tel 
que A cz V cz V a U. Alors R est un espace normal. 

Démonstration. Soit A a R, B c R, A . B = 0, >1 et B étant fermés dans R. 
Nous avons à montrer qu'il existe dans R des ouverts V9 W tels que A c= V9 B c W9 

VW = 0. Posons U = R — B. Comme B est fermé dans R, l'ensemble C/ est ouvert 
dans R. Comme = 0, on a X c U. Il existe donc un ensemble V ouvert dans R, 
tel que A c V a V c U. Posons W = R — F. Comme F est fermé dans R (cf. M, 4), 
l'ensemble W est ouvert dans R. Comme Va F nous avons VW = 0. Comme U = 
= R - F c U9 on a VB = 0, donc B c R - F, c'est-à-dire B c i f . 

12. Soif R un espace normal. Soient Fl9 F 2 , F m des ensembles fermés dans R, 
/ewr nombre étant fini. Alors, il est possible d'associer à chaque Ff (l ^ i fg m) an 
ensemble Ui z> Ff, ouvert dans R, de manière que si pour une combinaison 

k _ fc 
d'indices (il9 /2 , . . . , îk) (l ^ fc ^ m) on a f | (/ir 4= 0 a aussi f ] Fir 4= 0.26 

r = 1 r r = 1 
k 

Démonstration. Soient & l 9 . . . , t o u s les produits de la forme J~[ Fir 
r = 1 

où (ii9..., sont respectivement toutes les combinaisons possibles d'indices 1, 2 , . . . 
..., m.21 Soit S = où j prend toutes les valeurs (1 fg j ^ 2m — 1) pour lesquelles 
Fi<Pj = 0. L'ensemble S ainsi que Ft sont fermés dans R (voir M, 1, 3) et F t . S = 0. 
L'espace R étant normal il existe dans R deux ouverts Ul9 Vx tels que Fx c Ul9 

S a Vl9 UtVx = 0. Nous avons U1 ci R — Vx; l'ensemble R — Vt étant fermé dans 
R, nous avons (voir M, 4) D^ c: R — Vx c'est-à-dire U^ = 0, donc V^ = 0 de 
sorte que U ^ j =f= 0 (1 S j ^ 2m — 1) implique Fx<Pj 4= 0. En modifiant ainsi le 
système Fl9 F2 , . . . , Fm pour la première fois, nous avons obtenu le système Ul9 F 2 , . . . 
..., Fm; nous procédons ensuite de façon analogue (mais en partant de F2 au lieu 
de Fx) et nous obtenons la deuxième modification Ul9 Vl9 F 3 , . . . , Fm, etc.; après m 
modifications nous arriverons au système Ul9 U2,Um cherché. 

13. Il est clair que même dans le cas spécial de m = 2 le théorème du paragraphe 
12 peut être en défaut si l'espace R n'est pas normal. 

14. Soit R un espace normal. Soient Ul9 Ul9..., Um (m fini) des ensembles ouverts 
dans R et recouvrant R. Il est alors possible d'associer à chaque C/f (1 g i ^ m) 

2 6 Voir W. Hurewicz et K. Menger, Math. Annalen 100 (1928). 
2 7 Le nombre de toutes les combinaisons possibles d'indices 1 ,2 , . . . , m est égal à + 

+ + ... -f- = 2m — 1. D'ailleurs, ce qui importe ici c'est seulement le fait que ce 

nombre-là est fini. 
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un ensemble Vt ouvert dans R tel que 1° Vt c Ut pour 1 ^ / <; m; 2° les ensembles 
Vl9 Vl9vm recouvrent R.2S 

Démonstration.29 Posons Fř = R — C/f (1 ^ i g m). Les ensembles Ff sont 
m m 

donc fermés dans R et l'on a Y[ Fř = R — Z = ® M» 4). D'après le para-
i=i ¿=i 

m 
graphe 12, il existe alors des ensembles Wt ouverts dans R, Wt => Fh tels que f j Wx = 

¿=1 
= 0. Posons Vi = R — Wi9 de sorte que V{ cz R — Wr Comme R — W{ est fermé 
dans R, on a également Ff c: R — P̂ ., donc = 0; comme 3 F„ on a F^. = 

m m 
= 0, donc Vi cz R - F i9 c'est-à-dire Ff c Uf. De plus Z = Z ~ = 

i = 1 i = 1 
m 

= R -Y\Wi = R - <D = R. 
i= 1 

15. Le théorème du paragraphe précédent lui-aussi n'est plus valable si R n'est 
pas normal. On a même le theorème suivant: Supposons que l'espace topologique 
donné R jouisse de la propriété suivante: A tout système fini U d'ensemble ouverts 
dans R et recouvrant R on peut associer un système fini g d'ensembles fermés dans R 
tel que 1° g recouvre R, 2° chaque F e g fait partie d'un certain U e U. Alors R est 
un espace normal 

Démonstration. Soit A cz U cz R. Soit A fermé dans R, U ouvert dans R. 
En vertu du paragraphe 11, il suffit de montrer qu'il existe un V ouvert dans R tel que 
A a V a V cz U. Les deux ensembles U et R — A forment évidemment un système 
fini U d'ensembles ouverts dans R, recouvrant R. Il existe donc un système fini g 
d'ensembles fermés dans R, recouvrant R, et tel que pour chaque F e g la relation 
AF 4= 0 entraîne F cz U. Soient Fi, F'l9..F'h les éléments F e g pour lesquels ,4F = 
= 0; soient F\9 F29..., FJ les éléments F e g pour lesquels AF 4= 0, donc F cz Um 

h k 
Posons <P' = Y, F\, = Z Les ensembles 0' et sont fermés dans R et l'on 

«=i j=i 
a = 0, <P" a U et + <P" = R, car g recouvre R. Posons F = R — alors V 
sera ouvert dans R. Comme A<P' = 0, nous avons A cz V Or, <P' -f <P" = R, de 
sorte que F cz <P". Comme <P" est fermé dans R, nous avons aussi F c (p". Or <P" cz U; 
donc i c F c F c t / . 

16. Soiř R un espace métrique. Alors R est un espace normal. 

Démonstration. Soient A, B deux ensembles fermés dans R, AB = 0. Nous 
avons à montrer qu'il existe dans R des ensembles ouverts U, V tels que A cz U9 
B cz V9 UV= 0. Comme l'ensemble R — B est ouvert dans R et A cz R — B9 on 
peut associer, d'après 6, à chaque a e A un nombre rja > 0 tel que K(a, 2rçfl) cz 

2 8 Voir K . Menger: Dimensionstheorie, p. 159 — 160 (Bemerkung). 
2 9 Voir K. Kuratowski: Topologie (Monografie Matematyczné). 
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cz R — B (voir 7). De même, on peut associer à chaque b e B un nombre Çb > 0 
tel que K(b, 2Çb) cz R — A. Posons 

ae/i beB 
D'après 5,1, nous avons aeK(a, tja), donc A cz U; et, analogiquement, B cz V. 
D'après 8 et M, 1,8 les ensembles U, F sont ouverts dans R. Il reste donc à montrer 
que UV = 0. La démonstration sera faite par l'absurde; supposons c e UV. Il existe 
alors des points a e A, b e B tels que c e K(a, rja), c e K(b, Çb)9 c'est-à-dire c) < 
< Q(by c) < Çb. Soit pour fixer les idées rja ̂  D'après 5,3 nous avons b) g 
^ Q{G> C) + g(b9 c) < rja + Çb g 2rja donc b e K(a, 2rja), ce qui est une contradiction 
car b e B, et 2rja) cz R - B. 

17. Soit R un espace topologique, soit A cz R. Nous disons que A est un Fa dans R 
(un Gô dans R) lorsqu'il existe des ensembles Av fermés (ouverts) dans R tels que 

A = t A v ( A = f [ A y ) . 
V — 1 V = 1 . 

A est un Gô dans R (un Fe dans R) si et seulement si .R — est un Fff (un Gô) 
oo OO 

dans R. En effet, A — \\AV signifie la même chose que R — A = £ (R — 
V = 1 V = 1 

Si A est ouvert dans R (fermé dans R), alors A est un Gô (un Fa) dans R. En effet, 
00 00 

pour Av = A (v = 1, 2,...), on a I~[ ̂ v = Z ^v = 
V — 1 V — 1 

18. Soit R un espace normal. Soit A cz R, B c R deux ensembles Fa dans R. 
Soit A . E = Â. B = 0. Alors il existe dans R deux ouverts U, V tels que A cz £/, 
B a V, UV = 0.30 

Démonstration. Comme A, B sont des Fa dans R, il existe des ensembles £v, 
00 00 

fermés dans R, tels que A = £ ylv, B = £ £v, donc >lv c >1, £v c B. Comme 
V = 1 v = 1 

cz = 0, nous avons AVBV = 0. Comme les ensembles Av, l?v sont fermés 
dans l'espace normal R, et que AVBV = 0, il existe dans R des ensembles ouverts Gv, 
Hv tels que Av cz Gv, Bv cz Hv, GVHV = 0. Comme Av cz A, = 0, nous avons 
AVB = 0; de manière semblable nous trouvons aussi BVÂ = 0. Donc Av cz Gv — S, 
Bv cz Hv — Â. L'ensemble Gv — B = Gv. (R — B) est, d'après M, 1, 7, ouvert 
dans R: comme Av cz Gv — 5, il existe d'après 10 un ensemble Pv ouvert dans R, 
tel que Av <= Pv cz Pv cz Gv — B. De même, il existe dans R un ouvert Qv tel que 
By cz Qv cz Qv cz Hv — Â. Posons 

u1=Pl9 vi = Qi - -Pi ; Uv = Pv-ZQ„, 

F v = Ç V - E P m (v = 2, 3,.. .) ; u = f u v 9 
/i = 1 V = 1 v = 1 

3 0 Les théorèmes 18, 19 et 27 sont dus à Urysohn; loc. cit. sub3 2 ; p. 285-288. 
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Les ensembles Pv, Qv étant ouverts dans R, nous voyons d'après M, 1,3 et M, 1,7 
que l/v, Vv sont aussi ouverts dans R; d'après M, 1,8, les ensembles U9 Useront donc 
ouverts dans R également. Comme Q^ cz //M — Â cz R — Â9 Av cz Pv, Av cz A cz Â9 

nous avons ,4V cz Uv9 et d'une manière analogue nous trouvons Bv cz Vv. Donc A = 
00 

= Y CZ U et B cz V. II nous reste à montrer que UV = 0, c'est-à-dire que U^Vy = 0 
v= 1 

V 

pour /y, v = 1, 2, . . . Soit d'abord p ^ v. Alors U ̂  cz P^ Vv = Qv - Y PM cz R -

— Pp a R — P^, donc = 0. Soit maintenant p. > v. Alors Kv cz Qv, U ̂  = 

= - ' i 2v c: P - ë v ci R - <2V, donc = 0. 
V = 1 

19. Soit R un espace normal, soif S cz R. Supposons que S soit un Fff dans R. 
Alors S est un espace normal, (cf. 30). 

Démonstration. Comme S est un Fa dans R, il existe dans R des ensembles 
00 

fermés Sv tels que S = Y Sv. Soient A, B deux ensembles fermés dans S, soit AB = 0. 
v= 1 

Nous avons à montrer qu'il existe dans S deux ensembles ouverts (dans S) U0, V0 
tels que A cz U09 B cz V0, U0V0 = 0. Comme A est fermé dans S, on a d'après M, 6 

00 00 

= Or S = Y Sv9 donc A = Y ÂSV. Les ensembles Sv étant fermés dans R, 
v = l v=l 

nous voyons d'après M, 1,4 que les ensembles ÂSV sont fermés dans R. Donc A est 
un Fa dans R; de façon analogue nous trouvons que B est un Fa dans R. Comme A = 
= AS, AB = 0, B cz S9 nous avons ÂB = 0, et par analogie AB = 0. D'après 18 il 
existe donc deux ensembles U9 Couverts dans R9 tels que A cz U9 B cz V9 UV = 0. 
Posons Uo = US, V0 = FS, nous voyons (cf. M, 5) que U0, V0 sont ouverts dans 
S et U0V0 = 0. Comme A cz S, B cz S, on a A cz 170, B cz V0. 

20. Soit R un espace normal, soit dim R ^ n. Soient Ui9 U2, Um (m < oo) 
des ensembles ouverts dans R et recouvrant R. Alors on peut associer à chaque Ut 

(1 g i g m) un ensemble \\ ouvert dans R, tel que 1° Vt cz Ut pour 1 g i ^ m; 
2° les ensembles Vî9 Vl9..., Vm recouvrent R; 3° /e système d'ensembles Vl9 Vl9... 
..., Vm est d'ordre n. 

Démonstration. D'après 3 il existe un système fini 2B d'ensembles ouverts 
dans R tel que 1° 20 recouvre R; 2e chaque We SB fait parti d'un certain l/f (1 ^ i ^ 
^ m); 3° le système 2B est d'ordre ¿n. Soient Wi9 Wl9..., Wk les éléments du système 
ÏÏ3. A chaque indice j (1 ^ j g k) nous associons un indice <p{j) = i (1 g i ^ m) 
de telle façon que nous ayons Wj <= U,. Pour 1 ^ i g m posons Z; = a v e c 

j 
1 è j û k9 (p(j) = /. Les ensembles Zj,. . . , ZOT sont manifestement ouverts dans 
R, forment un système d'ordre gw, recouvrent R; on a de plus Zf c L/j pour 1 g 
g i g m. D'après 14, nous trouvons des ensembles Vx (1 g i g m) ouverts dans R, 
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recouvrant R et tels que V{ cz Zf pour l ^ i g / n . Les ensembles Vl9...9 Vm jouissent 
alors évidemment des propriétés demandées. 

21. Soit n = —1, 0, 1, 2, . . . Supposons que l'espace topologique R jouisse de la 
propriété suivante: A tout système fini U d'ensembles ouverts dans R, recouvrant R 
on peut associer un système fini d'ensembles fermés dans R tel que 1° 5 recouvre R; 
2° chaque F e 5 fait partie d'un U e II; 3° 5 est d'ordre ^n. Alors R est un espace 
normal et dim R ^ n. 

Démonstration. R est un espace normal en vertu de 15. Il nous reste donc 
à montrer qu'il est possible d'associer à tout système U un système 23 d'ensembles 
ouverts dans R, tel que 1° 93 recouvre R; 2° chaque Ve 23 fait partie d'un U G U; 
3° 93 est d'ordre ^n. D'après nos hypothèse, nous pouvons associer au système 
U donné un système JÇ. Soient Fl9 F, , . . . , Fm tous les éléments du système 0r. A chaque 
Fi (1 ^ i ^ m) nous pouvons associer un ensemble C/£ G U tel que Ff cz (/.. D'après 
12 on peut associer à chaque F, (l ^ i ^ m) un ensemble ouvert dans R, => Ft, 

tel que Y[ + ® entraîne f ] Fir 4= 0 pour toute combinaison (il9 /2, •••> h) 
r = 1 F r = 1 

(1 ^ k ^ m) d'indices 1, 2,. . . , m. Il est aisé de voir que les ensembles = U^ 
forment le système 23 cherché. 

22. Soit R un espace normal. Soit A cz R, A fermé dans R; soit dim A ^ n. Soit 
U l9..., Um un système fini d'ensembles ouverts dans R, recouvrant A. Alors on peut 
associer à chaque Ut (1 ^ / ^ m) «n ensemble ouvert dans R tel que 1° Kf cz [/•; 
2° les ensembles Vl9..., recouvrent A; 3° le système des ensembles Vi9 V2,Km 

est d'ordre g m. 
Démonstration. Soit C/'f = (1 ^ i ^ m). Les ensembles U[9 l / 2 , . . . , U'm 

sont ouverts dans ,4 et recouvrent ,4. D'après 19, /l est un espace normal. Comme 
dim A g w, on peut, d'après 20, associer à chaque U\ (1 g i g m) un ensemble F,-
fermé dans yl et tel que 1° Ff cz t/J pour 1 ^ / g m; 2° les ensembles Fx, F 2 , F m 

recouvrent >4; 3° le système F l9 F2 , . . . , Fm est d'ordre Comme les ensembles F; 

sont fermés dans A et que A est fermé dans R, les ensembles Ft sont (cf. M, 5) fermés 
dans R. Comme Ff cz U\ cz Ui il existe d'après 10 des ensembles Zt ouverts dans R 
tels que F£ cz Zf cz Zt- c Ux. Or le système F t , F2 , . . . , Fm est d'ordre il existe 
donc d'après 12 des ensembles (1 ^ i g m) ouverts dans R et tels que 1° Ff cz Wt\ 
2° le système FPj, W2,..., îFm est d'ordre ¿n. Les ensembles Vx = (1 g i ^ m) 
jouissent alors manifestement des propriétés demandées. 

QO 
23. Soit R un espace normal. Soit R = £ Av. Supposons que les ensembles 

V = 1 

Av, v = 1, 2, 3,.. . , sont fermés dans R et que dim Av ^ n. Alors dim R ^ n. 
Démonstration. Soit Ui (1 g i ^ m) des ensembles ouverts dans R, recouvrant 

R. Il suffit alors de trouver des ensembles Vx (1 g i g m) ouverts dans R et tels que 1° 
le système Vl9 Vl9..., Vm recouvre R et soit d'ordre ^n; 2° Vg cz Ut. 
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D'après 22 il existe un système 231 d'ensembles Vl (1 ^ i g m) ouverts dans R, 
tel que 1° V\ c £/.; 2° 231 recouvre 3° le système 23l d'ensembles F/ 31 est d'ordre 
^n. D'une manière plus générale, supposons que pour un v donné (v = 1, 2,. . .) 
nous ayons déjà trouvé un système 23v d'ensembles V? (I g i g m) ouverts dans R 

V 

tel que 1° 23v recouvre £ Âx\ 2° V? c= i/.; 3° 23v soit d'ordre ¿n. Nous allons montrer 
x=i 

qu'il est alors possible de trouver un système analogue 23v+1. 
Comme 23v est un système fini d'ordre ¿n d'ensembles fermés dans R, il existe 

d'après 12 des ensembles (1 ^ i ^ m) ouverts dans R tels que 1° V? c= St; 2° le 
système Sl9 S2> Sm est d'ordre Comme F* c [/,-, il existe d'après 10 des 
ensembles Tt ouverts dans R tels que ^ c Tf c T. c [/.. Posons W{ — S^. Le 
système 2B des ensembles WX9 Wl9..., Wm est un système fini d'ordre ^n d'ensembles 
ouverts dans R, et l'on a V? c W-x c= Ĥ  c= [/.. D'après 10 il existe des ensembles Pf 
(1 ^ i g m) ouverts dans R tels que <= p. c= p. a Wv 

Pour 1 ^ i g m soit: 1° le système des deux ensembles Pi9 R — F/; 2° le 
système des deux ensembles Wi9 R — P;. Il est évident que chacun de ces 2m systèmes 

recouvre R. Désignons par § le système des m . 4m ensembles ouverts dans R 
m m 

qui sont de la forme Ui Mj f j Nk, où 1 ^ i, j, fc g m, Mj e yJlj9 Nk e Alors $ 
y=i k=i 

sera un système fini d'ensembles ouverts dans R, recouvrant R. Comme est 
fermé dansR et dim Av+l g n il existe d'après 22 un système fini 3 d'ensembles Zr 
(1 ^ r ^ i = m . 4m) ouverts dans R, tel que 1° chaque Zr fait partie d'un élément 
du système 3 recouvre Av+l; 3° 3 est d'ordre En vertu de la définition des 
systèmes 9JÎ;, la propriété 1° de 3 entraîne: 4° si ZrV? 4= 0, alors Zr ci Pf; 5° si 
ZrPt. 4= 0, alors Zr c Wv 

Nous allons distinguer trois espèces des ensembles Zr (1 ^ r ^ /): nous dirons 
que Zr est de la première espèce, lorsqu'il existe un i (1 ^ i ^ m) tel que Z,.^ 4= 0; 
nous dirons que Zr est de la deuxième espèce, lorsqu'il n'est pas de la première espèce 
et qu'il existe un i (1 g i ^ m) tel que ZrP(- 4= 0. Enfin, Zr sera dit de la troisième 
espèce s'il n'est ni de la première ni de la deuxième espèce. 

Nous associons tout Zr de la première espèce à tout indice i tel que ZrV? 4= 0, 
tout Zr de la deuxième espèce sera associé h un seul indice i choisi de telle façon que 
l'on ait ZrPt 4= 0. Enfin, tout Zr de la troisième espèce sera associé à un seul indice 
i choisi de telle façon que l'on ait Zr <= C/,.32 

Pour 1 g i g m posons W[ — V\ + £Zr où la somme s'étend à tous les éléments 
de la première et de la seconde espèces du système 3» associés à l'indice i. On a évi-
demment Vi c W{ et la propriété 5° du système 3 entraîne W{ c Wr Posons ensuite 
Ff

v+1 = W[ 4- £Zr où la somme s'étend à tous les éléments de la troisième espèce 

3 1 Le symbole 23v dans la suite a une signification analogue. 
3 2 C'est toujours possible en vertu de la définition du système $ et de la propriété 1° du 

système 3-
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du système 3 associés à l'indice i. Il est évident que les ensembles Ff
v + 1 sont ouverts 

V 

dans R et que l'on a VJ c c c L/t, Comme 93v recouvre £ Ax et que 3 
A=1 

recouvre Av+l9 le système 93v+1 des ensembles Vf+i
9 F2

 + 1 , r e c o u v r e évidem-
v+1 

ment £ Ax. 
A=1 

11 nous reste à montrer que 93v+1 est d'ordre c'est-à-dire que tout point a e R 
appartient à n + 1 éléments du système 93v+1 au plus. Nous allons distinguer deux 
cas. Supposons d'abord qu'il existe un indice j (1 ^ j ^ m) tel que aePj. Alors 
a eZr entraîne ZrPj =# 0, donc Zr n'est pas de la troisième espèce. Donc, a eV?+l 

entraîne a e W{ cz Wt. Il existe donc au plus autant de Ff
v+1 contenant le point a 

qu'il existe de Wt contenant A; or le système 9CB est d'ordre donc le point a est 
contenu dans n + 1 ensembles V7+1 au plus. Supposons maintenant qu'il n'existe pas 
d'indice / pour lequel on ait a e P;. En vertu de la propriété 4° du système 3 la rela-
tion a e Zr entraîne ZrFjv = 0, de sorte que le point a ne se trouve dans aucun en-
semble V? ni dans aucun ensemble Zr de la première espèce. Donc a e W( entraîne 
a G Zr où Zr est un ensemble de la deuxième espèce associé à l'indice i. Comme tout 
Zr de la deuxième espèce n'est associé qu'à un seul i, le point a est contenu dans 
au plus autant des W[ qu'il y a de Zr de la deuxième espèce qui le contiennent. De 
même, a se trouve dans au plus autant des ensembles V?*1 — W[ qu'il y a d'ens-
embles Zr de la troisième espèce qui le renferment. Donc il existe au plus autant 
d'ensembles V?+1 contenant a qu'il y a de Zr qui le contiennent; or le système 3 
est d'ordre ¿n9 donc il existe au plus n -h 1 ensembles Fjv+1 qui contiennent le 
point a. 

Nous avons ainsi démontré qu'il est possible de déterminer par récurrence des 
systèmes 23v (v = 1, 2, 3,...) d'ensembles V] (1 ^ i ^ m) ouverts dans R, tels que 
1° yy a V?+1; 2° Vy a \Jt\ 3° 93v recouvre Av; 4° 93v est d'ordre ¿n. 

QO 
Posons Vi = Y, Vï (1 = 1 = m \ Alors les ensembles Vt sont ouverts dans R. 

V = 1 

00 

D'après 2° nous avons Vt c: L7f. Comme R — £ Av9 la propriété 3° entraîne que le 
V = 1 

système 93 des ensembles Vl9 Vl9 ..., Vm recouvre R. Il reste à montrer que 93 est 
d'ordre ^n. Si ce n'était pas le cas, il serait possible de trouver n + 2 indices dif-
férents il9 i 2 , i n + 2 et un point a e R tels que a e Vis (1 g s g n + 2). D'après 1°, 
il existerait alors un indice v tel que a eVis( 1 ^ s ^ n + 2). Or c'est en contradiction 
avec 4°. 

24. Soit R un espace normal. Supposons que les ensembles Av (v = 1, 2, 3,.. .) 
00 

soient des Fff dans R9 dim Av ^ n. Alors dim £ Av g n. 
V = 1 

00 

Démonstration. Soit S = Comme les ensembles Av sont des Fa dans R9 
V = 1 
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il existe des ensembles Bvtl = 1,2,...) fermés dans R tels que Av = £ BVfi. Comme 

BVfl c Av et BVfi est ferme dans R, nous voyons que BVfl est fermé dans Av. Comme 
dim Av G M, nous avons d'après 4 dim BVfl ^ M également. Réarrangeons la suite 
double BVfi (v, p = 1, 2, 3,...) en une suite simple Bx (A = 1, 2, ...)33. Alors S = 

00 

= Z Bx et les ensembles sont fermés dans R, donc aussi dans S, et l'on a dim ^ 
A=1 

^ n. Or S est un Fa dans R, donc 5 est un espace normal d'après 19. Nous voyons 
alors d'après 23 que dim 5 ^ n. 

25. Soit R un espace topologique. Nous dirons que R est parfaitement normal 
lorsque: 1° R est normal; 2° tout ensemble ouvert dans R est un Fa dans R. La con-
dition 2° peut être formulée de la façon suivante: tout ensemble fermé dans R est 
un Gô dans R. 

26. Soit R un espace métrique. Alors R est un espace parfaitement normal. 
Démonstration. En vertu de 16 il suffit de faire voir que tout ensemble fermé 

dans R est un Gô dans R. Soit donc A un ensemble fermé dans R; nous pouvons 
évidemment supposer A + 0. Soit (voir 7) Uv = K(A, l/v), v = 1,2, ... D'après 

oo 

8, les ensembles Uv sont ouverts dans R, il suffit donc de montrer que A = Y\UV. 
v= 1 

00 

Il est évident que A <= ]"] l/v, il reste donc à montrer que pour chaque xe R — A il 
V — 1 

existe un indice v tel que x e R — Uv. Or l'ensemble R — A étant ouvert dans R, 
il existe un rç > 0 tel que y e R, q(x, y) < ri entraîne y e R — A. Pour un v convena-
blement choisi nous aurons l/v < rç, donc x e R — Uv en raison de la définition 
de Uy. 

27. Soit R un espace parfaitement normal. Soit S cz R. Alors S est un espace 
parfaitement normal (cf. 30). 

Démonstration. Soit Z un ensemble ouvert dans S; il existe alors un ensemble G 
ouvert dans R tel que Z = SG. L'espace R étant parfaitement normal, il existe des 

00 

ensembles Fv fermés dans R tels que G = £ Fv. Posons &v = SFV; nous avons alors 
v= 1 

00 

Z = X tf>v e t j e s ensembles <PV soit fermés dans S. Donc tout ensemble ouvert dans S 
V — 1 

est un Fa dans S. Il reste à montrer que S est un espace normal. Soient donc A, B 
deux ensembles fermés dans S, AB = 0. Nous avons à montrer qu'il existe des en-
sembles U\ V' ouverts dans S tels que A cz U\ B a V\ \J'V' — 0. Les deux en-
sembles A, B étant fermés dans S, nous avons d'après M, 6 A = AS, B = BS. 
Comme AB = 0, on a aussi ÂBS = 0. Posons A0 = Â — B, B0 = B - Â; il est 

3 3 P. ex. de la f a ç o n suivante: Bu = Bx\ B2l = BX1 — B3; £31 = B22 = Z?5, 
3 = B6; B4i = Bly etc. 
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alors aisé de voir que A c A0, B ci B0. Comme A0 c: A, on a d'après M, 4,2> 
Â0 <= Â donc Â0B0 = 0, et par analogie A0B0 = 0. L'espace R étant parfaitement 
normal, l'ensemble R — E est un dans R; il en résulte facilement que A0 = 
= ^(R — S) est un Fa dans R; de même B0 est un Fa dans R. Or A0B0 = Â0B0 = 
= 0, donc d'après 18 il existe deux ensembles U, F ouverts dans R tels que c= 17, 
B 0 c F (donc aussi A c [7, B c= F), [7F = 0. Il suffit alors de poser U' = S[7, 
F' = 5F 

28. So/f R un espace parfaiîemenî normal, dim R ^ n. S cz R. Alors 
dim S ^ n. 

Démonstration. Soit H' un système fini d'ensembles ouverts dans S, recou-
vrant 5. Nous avons à montrer qu'il existe un système fini 33' d'ensembles ouverts 
dans S tel que 1° 33' recouvre S; 2° tout V e 33' fait partie d'un 17' e U'; 3° 33' est 
d'ordre ^n. Soient 17 J (1 ^ i ^ m) les éléments de U'. Il existe alors des ensembles 

m 
17, ouverts dans R, tels que 17} = St7,.. Posons /I = £ [7f. L'ensemble est ouvert 

»=i 
dans R, il est donc aussi un Fa dans R, car l'espace R est parfaitement normal. Il 

00 

existe donc des ensembles ¿4V (v = 1, 2, 3,...) fermés dans R tels que A = £ >lv. 
v= i 

Comme dim R ^ n, nous avons d'après 4 dim g n. Donc, d'après 24, dim A g n 
également. Comme les ensembles I7 l9..., Um recouvrent A, il existe un système fini 
33 d'ensembles fermés dans A, tels que 1° 33 recouvre A; 2° tout F G 33 fait partie 
d'un Ui; 3° 33 est d'ordre ^n. Nous obtenons alors le système 33' cherché en posant 
F' = SF, FG 23. 
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ÜBER EINEN KURVENTHEORETISCHEN 
SATZ VON AYRES 

Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums. 
Wien 5 (1933), 2 4 - 2 5 

Für einen metrischen Raum K sei KJ die Menge derjenigen Punkte von K, die 
eine Umgebung U mit ö(U) < l/v und mit höchstens n-punktigem K . B(U) besitzen.1 

00 

Der Durchschnitt J~I Kn
v ist die Menge Kn aller Punkte höchstens n-ter Ordnung von 

V — 1 
K. Ayres bewies folgenden Satz:2 Für jeden metrischen Raum K und für n — 3, 4, . . . 
ist die Menge Kln~3 — Kn~x nulldimensional3 oder leer. Der Ayressche Beweis 
wurde von Menger in seinem Buche „Kurventheorie" (1932), S. 115, ausführlich 
dargestellt. Im Folgenden möchte ich daraufhinweisen, daß im Falle eines separablen 
Raumes K unter Verwendung des Summensatzes der Dimensionstheorie für separable 
Räume der ganze Beweis schon mit Hilfe der von Menger zum Beweise eines Hilfs-
satzes (Kurventheorie, S. 117), verwendeten Methode ohne die bei Menger folgende 
rekursive Konstruktion geführt werden kann. Da die Menge K"~l in K offen ist, 

ist Kln~3 - X r 1 (v = 1,2, . . . ad inf.) in K2n'3 - K""1 = f^K2""3 - K'1) 
V = 1 

abgeschlossen. Nach dem Summensatz der Dimensionstheorie4 hat man also nur 
zu beweisen, dass K2n~3 — K""1 für jedes v nulldimensional oder leer ist. Sei also p 
ein Punkt von K2n~3 und sei Z0 eine vorgelegte Umgebung von p. Man hat eine 
Umgebung Z' von p mit den Eigenschaften Z' c Z0 und X2n"3.ß(Z') c K""1 

anzugeben. Es gibt eine Umgebung Z c c Z0 von p, deren Begrenzung mit K einen 
endlichen (sogar höchstens (in — 3)-punktigen) Durchschnitt hat. Falls K2n~3 . B(Z) 
leer ist, setzen wir Z' = Z. Sonst seien qj (1 g j ^ c) die endlich vielen Punkte von 
K2n~3 . B(Z). Wie bei Menger (I.e. S. 117) bestimmen wir Umgebungen Qj von qs 
mit den Eigenschaften 1*), 2*), 3*), 4*), wobei jedoch 1*) jetzt aussagt, dass p 

1 ö(U) bedeutet den Durchmesser, B(U) die Begrenzung von U. 
2 Trans. Amer. Math. Soc., 33 (1931), S. 253-256. 
3 Im Menger-Urysohnschen Sinn. 
4 Die Voraussetzung der Separabilität brauche ich, da sonst die Gültigkeit des Summensatzes 

nicht feststeht. 
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nicht in Qj liegt und in 2*) e = l/v zu setzen ist. Man hat dann (I.e., S. 118) S(Vhj) < 
< l/v, ö(Wh) < l/v und die Mengen K. B(Fh>), K. B(Wij) sind höchstens (n - 1)-
punktig; folglich ist K. Vhj a Kn

v'\ K.WXJ^ Kl'1. Wir definieren Z' wie I.e., 
S. 118 (**). Dann ist (p) c Z' c Z0 und (I.e., S. 119, Zeile 17) K2n~3 . B(Z') <= 

c Z X . ^ + ^ / C . ^ c C 1 . 
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EINE VERALLGEMEINERUNG 
I>ES JORDAN-BROUWERSCHEN SATZES 

Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums. 
Wien 5 (1933), 2 9 - 3 1 

Sei R eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren (n — l)te Bettische Zahl ver-
schwindet und S eine abgeschlossene Teilmenge von R (0 #= S =# R). Dann besagt 
der einfachste und wichtigste Fall des Dualitätssatzes, dass die um eins verminderte 
Komponentenzahl von R — S gleich der (n — l)ten Bettischen Zahl von S ist. 

Es ist bemerkenwert, dass in diesem Satze, der bekanntlich den Jordan-Brouwer-
schen Satz als Spezialfall enthält, die Voraussetzung, R sei eine Mannigfaltigkeit, 
wesentlich abgeschwächt werden darf. Es genügt nämlich, Folgendes über R anzu-
nehmen (in der Theorie mod 2, auf die ich mich hier beschränke; sonst kommt noch 
die Orientierbarkeitsannahme hinzu): R ist ein zusammenhängendes Polyeder, das 
Summe ist von einer endlichen Anzahl abgeschlossener (simplizialer) n-Zellen. Jede 
(n — l)-Zelle ist Randzelle von genau zwei n-Zellen. Sind und <r2 zwei beliebige 
n-Zellen mit gemeinsam Eckpunkt p, so kann man cr1 und a2 durch eine Kette von 
n-Zellen mit dem Eckpunkt p verbinden so, dass je zwei benachbarte Glieder der 
Kette eine gemeinsame (<n — 1)-Zelle haben. Ausserdem wird, wie gesagt, voraus-
gesetzt, dass die (« — l)tc Bettische Zahl von R gleich Null sei. 

Der Beweis des angeführten Satzes möge in dem Falle hier durchgeführt werden, 
dass S ein Unterkomplex der gegebenen Zelleneinteilung von R ist. Sei Z" die Summe 
sämtlicher rc-Zellen von R. Dann ist Zn der einzige n-Zyklus in R. Seien Kt (i = 
= 1, 2,.. . , r) die Komponenten von R — S. Sei CJ die Summe derjenigen n-Zellen 
von R, deren Inneres in liegt. Sei CJ FJ""1. Dann sind die F""1 (n — l)-Zykeln 
in S. Da jeder (n — 1)-Zyklus in R ~ 0 ist, schliesst man leicht, dass jeder (h — 1)-
Zyklus in S von den F""1 linear abhängt, u beweisen bleibt, dass zwischen den 
F""1 genau eine lineare Abhängigkeit besteht. Sei ^¿F'/"1 ~ 0 in S (ö; = 0 oder 1). 
Es gibt also einen n-Komplex Dn in S so, dass Dn Z^i^l"1 lst- ^ann *st + 
+ Zaicl °> folglich Dn = Za/Cf + aZn (a = 0 oder 1). Der n-Komplex aC\ 
unterscheidet sich daher von aZn nur in den Zellen c S. Dasselbe gilt aber auch für 
den n-Komplex a . a l s o ai — ai = ••• ar — a• Umgekehrt ist ZH" 1 ~ 0 
in S. 
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Der Beweis für den Fall, das S eine beliebige kompakte Teilmenge von R ist, 
ist gegenüber dem durchgeführten Fall nur insofern komplizierter, als es schon für 
den Wortlaut des Satzes (Begriff der (n - l)ten Bettischen Zahl von S!) der Fall ist. 
Indem man sich auf die von mir angegebene (Fund. Math., 19, [7]) Definition 
der Bettischen Zahl stützt, führt man für beliebiges S den Beweis völlig analog und 
direkt (es wird also nicht etwa S polyedral approximiert!) durch. Der einzige Unter-
schied besteht darin, dass man nicht mit der gegebenen Zelleneinteilung von R aus-
kommt, sondern gleichzeitig deren sukzessive baryzentrische Unterteilungen (die 
eine „famille complěte de réseaux dans R" definieren) in Betracht ziehen muss. 

Wichtig ist nun, dass auch der polyedrale Charakter von R für den Beweis gar nicht 
wesentlich ist und leicht durch mengentheoretische (den Homologiecharakter von R 
betreffende) Annahmen ersetzt werden kann, wobei der Beweis noch ganz durch-
sichtig bleibt. 

Die naheliegende Frage, ob auch in den höheren Fällen des Dualitätssatzes die 
Annahmen über R analog abgeschwächt werden dürfen, ist zu bejahen. Doch ist 
der allgemeine Fall ungemein komplizierter (Vgl. meine ausführliche Darstellung in 
den Annais of Math., Oktober 1933, [15]). 
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INTRODUCTION À LA THÉORIE DE L'HOMOLOGIE 

Spisy vydávané přírodovědeckou fakultou 
Masarykovy university. 
Brno 184 (1933), 36 pp. 
(Traduit de tchèque: 

Úvod do theorie homologie.) 

I. Modules 

1. désigne l'ensemble des nombres rationnels. 
2. Soit 9JI un ensemble d'éléments quelconques. Nous disons que 9JÎ est un module 

lorsque 1° =J= 0 (c'est-à-dire l'ensemble 9JÎ n'est pas vide: il contient un élément 
au moins); 2° pour A esUÎ, BeWl 1 on a défini une somme A + BeWl; 3° pour 
A G SDÎ, a G on a défini un produit a A = a . A G 9JÎ; les deux opérations étant 
définies de façon à satisfaire aux conditions (axiomes) suivantes (2.1 — 2.7)2: 

2.1. A + B = B + A; 
2.2. (A + B) + C = A + (B + C); 
2.3. a(A + B) = aA + aB; 
2.4. (a + b) A = aA + bA; 
2.5. a(bA) = (ab)A; 
2.6. 1A = A; 
2.7. Il existe un élément neutre O G 9JÎ tel que A + O = A, OA = O, aO = O 

pour tous A G 9JÎ, a G 9?. 
n 0 

3. La somme générale Y Ai (n = 0, 1,...) est définie par récurrence: = O, 
i — 1 ¿=1 n+1 n l 2 

Y Ai = Y^i + An+i. Donc = í4J, = ,4t 4- A2. De l'axiome 2.2 on 
1=1 1=1 1=1 i= 1 

m+n m m + n m + n n 

déduit p. ex. Y Af = Y Ai + Y Ax où Y At signifie, bien entendu Y^m + i- H 
i = l ¿=1 i = m+1 i = m +1 »=1 

n n 
résulte de l'axiome 2.1 que l'on a Y AVi = Y Ai où (vj, v2 , . . . , v„) est une permuta-

i=l ' i=i 
n 

tion arbitraire des nombres (1, 2, . . . , n). L'axiome 2.3. entraîne l'égalité aY^i = 
¿=i 

1 A e signifie que A est élément de l'ensemble 3DÎ. 
2 Ici et dans tout ce chapitre les lettres minuscules désignent les nombres rationnels, les lettres 

majuscules désignent les éléments du module donné. 
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n n n 

= £ aAii l'axiome 2.4 entraine ( £ at) A = £ (atA). En vertu de l'axiome 2.5 nous 
»=1 i= 1 1=1 

pouvons écrire p. ex. abA sans craindre l'ambiguité. 
4. D'après l'axiome 2.7 nous avons 0 4 = 0 , aO = 0, et réciproquement, si 

aA = O on a ou bien a = 0 ou bien / l = O. En effet soit aA = 09 a 4= 0. Alors 
>1 = M = (1 ¡a .a) A = 1 ¡a(aA) = ija O = O, donc 4 = 0 . 

5. Au lieu de ( — 1 ) 4 nous écrivons — 4 , au lieu de B -h ( — 4 ) nous écrivons 
B- A. 

6. On a X + 4 = B si et seulement si X = B - 4 : I. Soit Z 4- = B. Alors 
B - .4 = (X + 4 ) - 4 = * + (4 - 4) = * + [14 + {-1)A~] = X + (1 - 1 )4 = 
= X + 0A = X + O = X9 donc X = B - A. II. Soit X = B - 4 . Alors X + 4 = 
= ( B - 4 ) + 4 = B + ( - 4 + 4 ) = B + [(—1) 4 + 1A] = B + ( - 1 -h 1) A = 
= B + O4 = B + 0 = B, donc X + 4 = B. 

7. Il découle de 6 en particulier que si pour un élément O' du module 9JI il existe 
au moins un élément 4 tel que 4 + O' = 4 , alors O' = O. Car d'après 6 l'équation 

+ X = 4 a une seule solution. 

8. Dans la suite, les simples règles déduites en 3 —7 seront appliquées couramment 
sans explications; elles sont d'ailleurs bien connues du domaine des nombres. 

9. U n exemple simple de module est fourni par 9R = 9Î, la somme 4 -f- B et le 
produit a A étant interprétés de la manière usuelle. L'élément neutre O c'est le nom-
bre 0. 

U n exemple plus général est donné par l'ensemble 9JI des vecteurs à m composantes 
(m = 1, 2, 3 , . . . ) soit (al9 a 2 , a m ) si nous définissons 

(al9 al9..., am) + (bl9 bl9..., bm) = + bi9 a2 + bl9 ...9am + bm), 
a(al9 al9..., am) = (aal9 aal9..., aam) , 

la somme et le produit des seconds membres sont interprétées arithmétiquement. 
L'élément neutre est le vecteur (0, 0 , . . . , 0). 

10. Soit 971 un module, soit 9t c 9R.3 N o u s disons que est un sous-module 
du module si l'ensemble forme un module par rapport aux opérations d'addition 
et de multiplication, telles qu'elles ont été définies dans le module 3JÎ. Evidemment, 
il faut pour cela et il suffit que l'on ait: 1° 9t 4= 0; 2° si 4 G 91, B G 91, alors 4 + B G 91; 
3° si 4 G 9Î, alors aA G 91. 

D'après 1°, il existe un 4 G 91; d'après 3° on a O = 0 4 e 91. Donc, l'élément 
neutre O du module appartient à tout sous-module 9Ï; il est évidemment l'élément 
neutre de celui-ci également. 

11. Soient Al9...9 Am (m = 0, 1 ,2 , . . . ) des éléments donnés d'un module 

3 9t c ou r) signifie que l'ensemble 91 est sous-ensemble de l'ensemble ÏÏl. (Les cas 
de = et = 0 ne sont pas exclus.) 

4 Pour m = 0 rien n'est donné. 



149 

L'ensemble de tous les X = £ où chaque at peut prendre toutes les valeurs 
¿=i 

de 91, forme évidemment un sous-module, que nous désignerons par {Ait..., Am}. 
(Si m = 0, l'ensemble 91 ne contient que l'élément neutre 0). 

Nous dirons d'un élément X de 9)1 qu'il est dépendant des éléments Alf ..., Am 

lorsque X e 91. 
12. Etant donné m (m = 0, 1,2,. . .) éléments Al9...,Am du module 9)1, nous 

m 
dirons qu'ils sont indépendants Vun de Vautre lorsque £ a ¡Ai - O implique = 0 

i= i 
pour f = l , . . . , m; cela a toujours lieu pour m = 0. Dans le cas contraire nous 
dirons que Au ..., Am sont dépendants. 

13. Les éléments Au ..., Am (m = 0, 1, 2,. . .) d'un module 9)i forment une base 
de ce module lorsque 1° ils sont indépendents; 2° 9JÎ = ..., Pour m = 0 
cela a lieu si et seulement si 3W ne contient que l'élément neutre 0. 

14. Soit 9)1 = {Al9..., Am}. Si Au ...,Am ne forment pas une base de 9)1, nous 
m m— 1 

avons m > 0 et £ atAi = O où p. ex. am 4= 0. Alors Am = ]T b^A^ où = — ûj/am. 
i=i »=i 

Il en résulte aisément que = {Au ..., ^ - j } . 
En répétant le raisonnement de ci-dessus nous voyons que: Lorsque 9JÍ = 

= {Al9..., Am}> alors ou bien Al9..., Am forment une base du module 9JÎ, ou bien 
nous obtenons une base en éliminant certians éléments Au ...,Am. 

15. Le module 9)1 sera appelé fini si 9)1 = ..., Am}> (m = 0,1, 2,...). D'après 
14, tout module fini a une base. Par contre, tout module qui a une base est fini, 
d'après 13, 2°. 

16. Soit Al9 ...,Am une base du module 9H. Soit n > m. Soient Bl9..., Bn des 
éléments du module 9JÏ. Alors Bu ...,Bn sont dépendents. 

Démonstration. Comme 9)1 = {Al9..., Am}, il existe des nombres rationnels 
m 

aik tels que Bk = £ (1 á k á Le système de m équations linéaires homo-
¿=i 

n 
gènes Y aikxk = 0 à « > m inconnues a une solution (xj,.. . , .xn)5 où un au moins 

k= 1 
n 

des nombres rationnels xk est 4=0. Or £ xkBk = O évidemment. 
k= i 

17. Il résulte de 13, 1° et 15 que si Al9..., Am est une base du module 9)1, on peut 
trouver dans 9JÎ m, mais pas plus de m, éléments indépendants. Le nombre m est 
donc égal pour toutes les bases. On l'appelle rang du module fini 9R. Il est évident que 
m = 0 si et seulement si 9)1 ne contient que O. Par le rang d'un module infini nous 
entendons le symbole oo que nous considérons plus grand que tout m = 0,1,2, — 

5 Voir p. ex. B. Bydžovský, Základy teorie determinantů, p. 71. 
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18. Supposons que les éléments Au...9Am (m = 0 ,1 ,2 , . . . ) d'un module 9Jt 
soient indépendants mais qu'il n'existe pas dans 9JÎ m + 1 éléments indépendants. 
Alors Al9..., Am est une base du module 9JÎ (et SDÎ est alors un module fini). 

Démonstration. La condition 13, 1° étant vérifiée, il nous reste à montrer que 
tout élément B du module est dépendant de Al9..., Am. Les éléments Ax,..., Am, 
B sont au nombre de m + 1, donc dépendants. Il existe donc des nombres rationnels 

m 

al9..., am, b dont un au moins est =#0, tels que + bB — 0. Les éléments 
i — l 

m 

Al9..., Am étant indépendents, on a forcément b =F 0. Donc B = ]T c,/!,- où ct — 

= -ajb. 
19. Soit 91 un sous-module d'un module fini Alors 91 est un module fini. 

De plus9 le rang n du module 91 est plus petit que ou égal au rang m du module 9JÎ; 
l'égalité n = m n'a lieu que si 91 = 9JÎ. 

Démonstration.-Soient Al9...9An des éléments indépendants du module 91 
(ce qui est possible pour n = 0) choisis de telle façon que le nombre n soit le plus 
grand possible (ce qui est possible, car n g m d'après 16). D'après 18 nous avons 
alors 91 = {Aî9 ..., An}9 donc Al9..., An est une base du module 9Î. Si n = m, 18 
entraîne 9Ï = {A,,..., An] = 9R. 

20. Soient SM' deux modules. Soit (p une fonction ayant 9M pour son domaine6 

telle que: 1° <p(9Jï) = 9TC';7 2° pour A e 9TC, B e 9K, on a cp(A + B) = q>(A) + q>(B); 
3° pour A e 9JI, a e 9Î on a (p(aA) = acp(À). Nous disons alors que <p est une applica-
tion homomorphe du module 9JÎ sur le module 9)î\ ou bien que 9JÏ est une image 
homomorphe du module 

Nous avons <p{A) -f q>(0) = (p(A + O) = <p{A). Donc d'après 7 ç{0) est l'élé-
ment neutre du module 9JÎ'. 

21. Lorsque (p[A) = <p(B) implique A = B, nous disons que les modules SJJÏ et 
9JT sont isomorphes. Deux modules isomorphes sont essentiellement identiques: 
ils ne diffèrent que par la notation des éléments. Ils ont p. ex. toujours le même 
rang. 

22. Lorsque SOI = {Aî9 ..., Am} et que 9Jïm désigne le module des vecteurs à m 
m 

composantes (voir 9), posons <p(al9..., am) = ]T a ¡4;. Alors q> est évidemment une 
i= 1 

application homomorphe du module sur le module SUÎ. Si A!,..., Am est une base 
du module 9R, alors et 9JÎ sont isomorphes. 

23. Toute image homomorphe <p(9Jt) d'un module fini 9JÎ est un module fini. 
Car 9DÎ = {A l 9 . . . , Am} implique = {<;p(A l) 9<p(Am)} . De plus, le rang m' 

6 Cela veut dire que (¡> associe à tout élément A e un élément q>(A) d'un autre ensemble. 
7 <p(Wl) est l'ensemble des ç(A) lorsque A parcourt 9J2. De façon plus générale, si 91 c 30?, 

est l'ensemble de tous les ç(A) où A parcourt 91. 
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du module (p(9)l) est évidemment m, le rang du module 9JI, et Von a m = m' si et 
seulement si l'application ç est isomorphe. 

24. Soit 91 un sous-module du module 9)1. Nous pouvons diviser les éléments 
du module 9J1 en classes [.4] en définissant pour A e 9)1 donné: B e [A ] si et seulement 
si B — A e 91. Nous voyons aisément que tout élément A du module 9)1 appartient 
à une seule classe, savoir à [A]. De plus, si [A ] = [A7], [B] = [B'], on a [A -f B] = 
= [A* + B'], [aÀ] = [ûi4']. Nous pouvons donc définir sans ambiguïté: 

[A] + [B] = [A + B] , a[A] = [aA] . 

Par rapport à ces définitions, l'ensemble des classes forme un module que nous 
désignerons par 9)1 — 91. L'élément neutre du module 931 — 91 est la classe [ 0 ] = 91. 
Si nous posons ç(A) = [\4], <p est une application homomorphe du module 9)1 sur 
le module 9)1 - 91. 

Aux chapitres suivants nous n'emploirons pas le symbole [.4] mais nous écrirons 
tout simplement A au lieu de [A], Pour faire voir qu'il s'agit des classes, nous dirons: 
Les éléments A e 9J1, B e 9)1 sont considérés égaux si B — A e 91.8 

25. Soit 91 un sous-module d'un module fini 9)1. Alors il est possible d'étendre 
toute base du module 919 en une base du module 9)1. 

Démonstration. Soit Au ..., An une base du module 91. Le module 9)1 — 91 
est en vertu de 24 image homomorphe du module 9)1. Donc (d'après 23), 9J1 — 91 est 
un module fini de sorte qu'il existe des éléments An+l, ..., Am (m = n,n -h 1, . . .) 
du module 9)1 tels que [An +,],..., [/!„,] est une base du module 9)1 - 91. Nous avons 
à montrer que Au ..., Am est une base du module 9J1, c'est-à-dire que 1° Au ..., Am 

sont indépendants; 2° tout élément B du module 9J1 est dépendant de Av,..., Am. 
m m 

I. Soit £ a .A, = 0. Alors £ ailAi] = Pour 1 = * = n on a Ai e donc 

¿=1 i=1 
n 

[i4j = [O], de sorte que £ a i i A î l = Comme [A n + l ] , . . . , [Am] est une base 
i = m+ 1 

n 

du module 9)1 - 91, on afl,. = 0 pour n + 1 ^ i ^ m, de sorte que £ aiAi = 
; = i 

Comme Au est une base du module 91, on a at = 0 pour 1 g i g n égale-
ment. 

II. Comme [ A „ + . . . , [/4m] est une base du module 9)1 — 91, il existe des nombres 
m m 

rationnels at(n + 1 £ i £ m) tels que [B] = £ d'où [B - £ a ^ J = 
i = n + 1 » = n + t 

m 
= [O], c'est-à-dire B — £ a^ e 91. Comme Al9..., An est une base du module 91 

* = F1+1 

8 En effet, B — A e 9t si et seulement si [A] = [B], 
9 en a bien une d'après 19. 
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m n 

il existe des nombres rationnels at (1 ^ i g n) tels que B — £ = S donc 
i=„+i ¿=1 

B - I M . . 
i=l 

26. Soit £ une partie du module 9JÍ. Nous dirons que £ est un système linéaire par 
rapport à 9K, lorsqu'il existe un élément A0 G 2 et un sous-module 91 du module 9JÎ 
tels que A G 2 si et seulement si A — A0e 91. 

Le sous-module 91 est d'ailleurs déterminé univoquement par le système linéaire 2 : 
91 est l'ensemble des A - B où A e 2, B e 2. Car 1° si A e 2, B e £, on a A - A0 e 
G % B - A0 G 9Î, donc A - B = (A - A0) - (B - A0) G 91 en vertu de 10, 2° et 3°. 
2° Si C G 91, A = A0 + C, on a A - E 91, donc 4 G £ et C = 4 -

L'élément A0 ne joue, dans le système £, aucun rôle important: Soit Ax un élé-
ment quelconque du système £. Alors A e 2 si et seulement si A — At e 9L Car: 
1° Comme Ax e £, il existe un élément C0 G 91 tel que Al — A0 = C0. 2° Lorsque 
A G £, on a C = A - A0 e 91, donc A - At = C - C0e 91. 3° Lorsque C = 
= 4 - Ai G 91, on a A - = C' + C0 G 9ï, donc A e £. 

27. So// yl wne classe10 non-vide de systèmes linéaires par rapport au module 9JÎ. 
Soit& Vintersection11 de tous les éléments de la classe A. Il existe alors des éléments 
£,, £2,..., £fc (k = 1, 2,...) de /a c/asse 4 1 2 íe/s gue Q = f ] £*. Si l'ensemble 
n'es/ pas vide, c'esi «n système linéaire par rapport à 9JÎ. 

Démonstration. Lorsqu'on peut trouver dans A un nombre fini d'éléments 
dont l'intersection est vide, nous avons Q = 0 et l'énoncé est évident. Supposons donc 
le contraire. Soit £j un ensemble quelconque de la classe A. Lorsque &l9 2l9..., 2k 
sont des ensembles de la classe A, donc des systèmes linéaires par rapport à 9JI, en 
nombre fini, soient 9îj, 9t2,..., 9Î& les sous-modules correspondants et soit S$k = 

k k 
= Jï 9ïi5 Qk = Y[ £»• • Nous trouvons aisément que Qk est un système linéaire par 

i=l ¿=1 
rapport à 901 et que est le sous-module correspondant. 9R étant un module fini, S$k 

en est un aussi (cf. 19) et pour le rang nk du module Sp* nous avons 0 g n i + 1 ^ nk. 
Il en résulte qu'en choisissant successivement 2i9 £ 2 , . . . dans la classe A de façon à 
avoir nk+l < nk tant que c'est possible, nous arrivons forcément à une valeur k 
telle que cela ne sera plus possible et que l'on aura nk+i = nk pour tout choix de 
2k+1. D'après 19, nous avons alors pour tout 2k+1 e A:tyk+1 = Or si A0 eOfc+1, 
donc A0 eQk9 alors Dk est l'ensemble des A pour lesquels A — A0 e et Dk+1 est 
l'ensemble des A pour lesquels A— A0e%+1. Donc c'est-à-dire 
£k + 1 => Qfc pour tout 2k+J e A et Q coïncide avec le système linéaire Qk. 

1 0 Une classe, c'est un ensemble dont les éléments sont des ensembles. 
1 1 L'intersection de tout les éléments d'une classe A est l'ensemble des éléments communs 

à tous les ensembles de la classe A. La notation est la même que pour le produit de nombres. 
1 2 Ce qui est essentiel c'est que leur nombre k est fini. 
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28. Sans crainte de malentendu, nous désignons dans la suite l'élément neutre 
de tout module tout simplement par le chiffre 0. 

II. Complexes 

1. Soit ft un ensemble fini (peut-être vide). Soit Q une classe dont les éléments 
sont des sous-ensembles de l'ensemble R. Supposons vérifiés les deux axiomes sui-
vants: 

1.1. Si Ae$i9 alors (À)eQ.13 

1.2. Si » 6 Q, 0 4= 51 a alors e Q. 

Nous appelons alors l'ensemble Si complexe, les éléments de Si seront appelés 
sommets du complexe Si. Nous dirons que est simplexe du complexe Si, lorsque 
51 e Q; lorsque 51 contient p + 1 sommets nous dirons que le simplexe 51 est de 
dimension p, ou que 51 est un (p, ft)-simplexe. En particulier, un (0, ft)-simplexe est, 
d'après notre définition, un ensemble composé d'un seul élément, sommet du com-
plexe Si. Toutefois, il importe de faire la distinction entre un sommet du complexe Si 
et le (0, R)-simplexe qui lui correspond, voir pour cela la note 20) de la partie III, 
paragraphe 3. 

La dimension du complexe Si sera par définition la dimension maximum de ses 
simplexes, soit resp. le nombre — 1 si Si = 0. 

2. Soit p = 1,2,.. .; soit 51 un (p, ft)-simplexe. Les sommets du simplexe 51 
peuvent être ordonnés de (p -f 1)! manières. Comme on le sait bien14 on peut diviser 
ces permutations en deux catégories ipl9 \jj2, chacune contenant \(p + 1)! permuta-
tions, avec la propriété suivante: si nous interchangeons deux sommets du simplexe 51, 
nous passons de en \J/29 ou inversement. Si nous choisissons und de ces catégories, 
nous disons que nous avons orienté le simplexe 51. Il est donc possible d'orienter 
tout (p, £)-simplexe de deux manières différentes (et de deux seules), à condition que 
P ^ 1; pour p = 0, l'orientation ne sera pas définie. Lorsque A0, Al9..., Ap sont 
les sommets de 51 ordonnés suivant une orientation i/̂  ou i¡/2, nous écrivons 51 = 
= (A0fAl9...9Ap). On a donc p. ex. pour p = 2: (A0, Au A2) = (Aî9 A29 A0)9 
mais non pas (.40, Al9 A2) = (A0, Al9 Ax). 

3. Soit Si un complexe, soit p — 0, 1, 2, . . . Nous appellerons (p, Si)-chaîne toute 
fonction cp qui associe à chaque (p, ft)-simplexe 51 (orienté si p ^ 1) un certain 
nombre rationnel cp (51), et telle que (pour p ^ 1) si 51' est le même (p, ft)-simplexe 
que 51, mais orienté autrement, on ait <p(51') = — cp(51). 

Si aeSl9 alors acp désigne, bien entendu, la fonction qui associe à chaque 51 le 
nombre a . <p(5l); si <p et \J/ sont deux fonctions du type considéré, alors (p + \J/ 

13 (A) est Pensemble composé d'un seul élément, à savoir de A tout seul. 
1 4 Voir p. ex. Bydzovsky, loc. cit., § 2, 6; p. 9 - 1 3 . 
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désigne la fonction qui associe à chaque 51 le nombre <p(5I) -f Par rapport 
à ces définitions, l'ensemble 9Jlp de toutes les (p, R)-chaînes forme un module. 

Soient <7?, ap
2, • • Gap

 t o u s les (p, ft)-simplexes.15 Chaque simplexe <rf (p ^ 1» 
1 ^ i g ap) soit orienté d'une façon arbitraire. Sans craindre l'équivoque, nous 
entendrons par crf (p ^ 0) aussi la fonction <p (c'est-à-dire la (p, ft)-chaîne) pour 
laquelle <p(trp) = 1 et <p(ffp) = 0 pour 1 ^ j ^ ap, j 4= i.16 Alors toute (p, ft)-chaîne 

«P 
est de la forme £ rio--', rf G 91, et les nombres rf sont déterminés sans équivoque par la 

¿= i 
(p, ft)-chaîne donnée (car ri = <p(of)). Autrement dit, les (p, ft)-chaînes ap (1 g i g 
g ap) forment une base du module 9Jîp. Donc 9)îp est un module fini de rang ap. 

Les (p, ft)-chaînes seront désignées par les symboles tels que Cp(ft), Cf(5\), Dp(ft), 
Fp(ft), etc. 

4. Soit p g: 1. Soit ap un (p, ft)-simplexe orienté. Soit ap~l un (p — 1, ft)-sim-
plexe (orienté si p ^ 2). Nous dirons que op et ap~l sont incidents, lorsque tout 
sommet du simplexe çp~l est aussi sommet du simplexe crp. 

Supposons Gp, <Tp_1 incidents. Soient Av,...,Ap les sommets du simplexe ap~l: 
en dehors des sommets At,..., Ap, up a encore un autre sommet, désignons le par A0. 
Soit = (A!,..., >4p) (compte tenu de l'orientation également si p ^ 2). Alors 
(compte tenu de l'orientation), nous avons op = rj(A0, Al9Ap) où rç = ±1. 
Soit Bi9...,Bp une permutation quelconque des sommets Al9...,Ap; on a alors 

= C(Bj,..., £p), où C = ±1 (pour p = 1, on a C = 1, bien entendu). Il est aisé 
de voir17 que crp = rj(,(A0,..., /lp). En particulier op = ^ o , chaque fois 
que Ç = 1. Donc, le signe de rj est déterminé sans ambiguïté par les simplexes (orien-
tés) GP et Gp~1. De plus, nous voyons qu'en changeant l'orientation du simplexe 
crp (et pour p 2 aussi celle du simplexe Gp~1) nous obtenons — rj au lieu de rj. 
Ecrivons pour préciser y\ — rj(crp,ap"1) et posons rj(op, ap~l) = 0 si les simplexes 
op, op~ l ne sont pas incidents. 

5. Soient de nouveau o\ (p = 0, 1, 2,.. .) comme au paragraphe 3. Soit p ^ 1 et 
soit ap un (p, ft)-simplexe orienté. Nous posons 

(1) Fa" • 
¿ = 1 

Si Gp = (¿40, Aj, ..., Ap)9 nous trouvons aisément 

(2) Fc» = x£(-iyarl, 
¿=o 

1 5 Nous avons évidemment ap — 0 si et seulement si le nombre p est plus grand que la dimen-
sion du complexe St. 

1 6 En vertu de cette convention le symbole — <rf (p ^ 1) désigne le (p, $)-simplexe, égal à af 
mais orienté inversement. 

1 7 Cf. Bydiovsky, loc. cit., § 2, 6, d (p. 12). 
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où of"1 provient de (A0, At,Ap) lorsqu'on en élimine At sans changer l'ordre 
des autres sommets. 

Donc F(op) est une (p — 1, ft)-chaîne qui est (pour p ^ 2) indépendent du choix 
de l'orientation des simplexes af"1. En changeant l'orientation du simplexe op nous 
obtenons F(-op) = -F(ap\ 

Soit maintenant 

C'( ft) = I r ( a f ( r , e « ) 
i — î 

une (p, ft)-chaîne arbitraire. En généralisant la notation que nous venons d'intro-
duire, nous posons 

i — 1 

Donc, FCP(R) est une (p — 1, tt)-chaîne qui ne dépend évidemment pas du choix 
de l'orientation des simplexes of. Nous l'appelons frontière de la (p, R)-chaîne 
CP(R). 

Au lieu de = r p ' l (R) nous écrivons souvent Cp(ft) -> 
Signalons les règles évidentes que voici: Si et DP(R) sont deux (p, 5\)-chaines 

et a e R, nous avons 

(3) F[CP(R) 4- DP(R)] = F CP(R) + F DP(R), 
F[a C'(ft)] = aF Cp(ft) . 

Autrement dit: L'opération F est une application homomorphe (voir I, 20) du module 
de toutes les (p, R)-chaînes sur un certain sous-module du module 

de toutes les (p — 1, R)-chaînes. 
6. Lorsque est une (0, 5*)-chaîne, nous prenons pour la frontière le zéro et 

nous écrivons F C°(R) = 0, ou C°(ft) 0. 
Cto 

Soient (1 ^ i g a0) tous les (0, ft)-simplexes. Alors C°(R) = £ r¿crf, les rf étant 
t= i 

déterminés de façon univoque. Le nombre £ r,te R sera appelé indice (indice de 
i — 1 

Kronecker) de la (0, fl)-chaîne C°(ft) et désigné par J[C°(R)]. Lorsque C°(ft) et 
D°(R) sont deux (0, ft)-chaînes et a G R, on a manifestement 

(1) J[C°(R) + D°( f t ) ] = J [ C ° ( f t ) ] + J [ D ° ( f t ) ] , 

J [ a C°(f t ) ] = fli[C°(ft)] . 

Autrement dit, l'opération J est une application homomorphe du module 9Jl0 sur 
le module SR. 

7. Soient § et R deux complexes. Si tout simplexe du complexe § est aussi sim-
plexe du complexe R (donc, en particulier, tout sommet du complexe § est aussi 
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sommet du complexe ft), nous disons que § est sous-complexe du complexe R. Mais 
si tous les sommets d'un simplexe a du complexe R sont sommets du sous-complexe 
il n'est pas nécessaire que a soit un simplexe du complexe 

Soient o\ (1 ^ i ^ OLP) comme d'habitude tous les (p, ft)-simplexes. Soit Cp(ft) = 
"P 

= X riaPi u n e {p> ̂ )-chaîne. Nous disons que est située dans le sous complexe § 
i= 1 

si pour tout i (1 ^ î g ocp) soit rf = 0, soit a\ est un (p, §)-simplexe; nous écrivons 
alors CP(R) c § ou bien CP(R) = 0 mod D'une manière plus générale, = 
= DP(R) mod § signifie que - DP(R) c Au lieu de F CP+1(R) = 
= C"(£) mod § nous écrivons souvent CP+1(R) CP(R) mod 

Il est évident que l'ensemble de toutes les (p, ft)-chaînes situées dans § 
est un module isomorphe au module de toutes les (p, §)-chaînes. Sans craindre 
l'équivoque, nous pouvons identifier les deux modules. 

8. Soit § un sous-complexe du complexe R. Soit p ^ 1. Soit CP(R) c: Alors 
F CP(R) c 

Il suffit de faire la démonstration seulement pour le cas où CP(R) = ap est un 
(p» §)-simplexe. D'après 1.2 tout (p — 1, K)-simplexe incident avec ap est un 
(p — 1, §)-simplexe. Donc Fap c 

9. Une (p, fl)-chaîne rp(R) sera appelée (p, R)-cycle absolu, lorsque F = 0. 
Donc, un (0, ft)-cycle absolu est la même chose qu'une (0, ft)-chaîne. 

D'après 5(3) Vensemble ©p de tous les (p, R)-cycles absolus est un sous-module 
du module sJMp de toutes les (p, R)-chaînes. 

Si p ^ 1, le module (voir fin du paragraphe 5) des frontières des (p, R)-
chaînes est un sous-module du module ©p_j. 

Comme, dans la notation usuelle (voir I, 11), on a = {FGp
19..., Fop

p}9 il 
suffit de montrer que si op est une (p, ft)-simplexe orienté, Fap est un (p — 1, ft)-cycle 
absolu, c'est-à-dire que Fap 0. C'est évident pour p = 1. Soit donc p ^ 2. D'après 
5(1) nous avons, dans la notation usuelle, 

n°p) - Y "fnt**. *) • s * r 2 ) . * r 2 . ¿=i j=i 

Nous avons donc à montrer que pour tout (p — 2, &)-simplexe a*7""2 on a 

(1) = 
i=l 

Soit a''"*2 = ( y 4 2 , / l p ) . Si A2, Ap ne sont pas tous sommets du simplexe op
9 

alors dans la somme (1) chaque terme est égal à zéro. Soit donc 

ap = (A09 Al9 A29 ...9Ap)= - (Al9 A09 A29Ap) . 

Nous pouvons supposer trf"1 = (Al9 Al9..., Ap)9 op
2~l = (A0i Al9..., Ap). Alors 
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(voir 4) 

n« ^ r 1 ) = i , «K .̂ « r 1 ) = - 1 ' "K" 1 ' = ^ r 1 . = i . 
f K t x r ' M ^ r 1 , <Tp-2) = o 

pour 3 ^ i ^ ap_j d'où (1). 
10. Soit p ^ 0. Soit rp(5t) un (p, tf)-cycle absolu. S'il existe une (p + 1, 5*)-chaîne 

Cp+1(ft) dont la frontière est Fp()\) (donc si Fp(ft) e nous disons que FP(R) est 
homologue à zéro et nous écrivons FP(R) ~ 0. Plus généralement, lorsque rp(ft) et 
AP(R) sont deux (p, 5*)-cycles absolus et que rp(R) — Jp(ft) ~ 0, nous disons que 
rp(R) et J p ( f t ) sont homologues et nous écrivons fp(ft) -

L'ensemble de tous les (p, ft)-cycles absolus où nous identifions les cycles homolo-
gues, n'est rien d'autre que le module ©p — (voir I, 24). Comme SDÎP est un module 
fini, ©p — est aussi un module fini (cf. I, 19, 23, 24). Son rang s'appelle pème 

nombre absolu de Betti du complexe il est désigné par Z?p(ft). 
11. Soit r°(ft) - 0. Alors J[r°(5*)] = 0. 
Démonstration. Nous avons à montrer que J[F C!($\)] = 0 pour toute (1, ft)-

chaîne C1^). En vertu du 5(3) et 6(1) il suffit de le faire pour le cas où C^ft) = 
= (/40, Ai) est un (1, tt)-simplexe. Mais alors F Cl(5^) = (/4,) — (/40), donc 
J[F Cl(Rj] = 1-1=0. 

12. Soit § un sous-complexe du complexe Une (p, ft)-chaîne Fp($\) sera appelée 
(p, R)-cycle mod § lorsque F rp($t) c: § (voir 7). Il est évident que l'ensemble 
©p(£>) de tous les (p, $t)-cycles mod § forme un sous-module du module sDîp de 
toutes les (p, $l)-chaînes. On a (50(ô) = pour tout choix de 5. 

Evidemment, un (p, ft)-cycle absolu est la même chose qu'un (p, ft)-cycle mod 0. 
Lorsque est un sous-complexe du complexe $> et § est un sous-complexe du com-
plexe alors évidemment tout (p, 5\)-cycle mod est aussi un (p, 5*)-cycle mod 
En particulier, tout (p, ft)-cycle absolu est un (p, 5l)-cycle mod § pour tout choix 
de S. 

Lorsque rp(S\) est un (p, fl)-cycle mod Cp(ft) est une (p, #)-chaîne et Cp(ft) = 
= rp(R) mod 9) (voir 7), alors d'après 8 Cp(5*) est aussi un (p, ft)-cycle mod 
En particulier, Cp(ft) est un (p, 5\)-cycle mod lorsqu'il existe une (p + 1, ft)-
chaîne Cp+1(ft) telle que F Cp+l(fl) = C'(ft) mod 

13. Soit § un sous-complexe du complexe ft. Soit FP(R) un (p, ft)-cycle mod 
S'il existe une (p + 1, ^-chaîne Cp+1(ft) telle que F Cp+1(ft) = rp(ft) mod nous 
disons que rp(5\) est homologue à zéro mod § et nous écrivons rp(S\) n* 0 mod 
Plus généralement, si Fp(SK) et ¿lp(ft) sont deux (p, ft)-cycles mod § et que FP(S\) — 
— ~ 0 mod alors nous disons que FP(S\) et ¿lp(ft) sont homologues mod § 
et nous écrivons Fp(Si) ~ mod 

Si § = 0, nous retrouvons les définitions du paragraphe 10. 
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Lorsque est un sous-complexe § du complexe et § est un sous-complexe du 
complexe il, que rp(ft) et AP(R) sont des (p; ft)-cycles mod et que rp(ft) ~ 
~ AP(R) mod alors aussi rp($i) ~ ¿lp(5\) mod Considérons le cas où = 0. 

Si nous désignons par le module de toutes les (p, 5l)-chaînes égales mod § 
à la frontière d'une (p + 1, 5l)-chaîne, alors l'ensemble de tous les (p, ft)-cycles 
mod 9} où nous identifions les cycles homologues mod n'est rien d'autre que le 
module — C'est aussi (voir 10) un module fini. Son rang s'appelle pème 

nombre de Betti relatif du complexe mod £>; il sera désigné par Bp($t, §). Donc 
Bp(R, 0) = BP(R). 

14. Soit § un sous-complexe d'un complexe £, soit £ un sous-complexe du com-
plexe 51. Soit rp(St) un (p, 5l)-cycle mod et supposons rp(R) situé dans £ (voir 7). 
Nous disons que rp(R) est homologue à zéro mod dans £, lorsqu'il existe une 
(p -h l,5*)-chaîne Cp+1(Si) c £ telle que CP+1(S\) rp(R) mod nous écrivons 
rp($t) ~ 0 mod § dans £. Plus généralement, lorsque rp($t) et ¿lp(5ï) sont deux 
(p, 5l)-cycles mod § situés dans £, nous disons que rp(St) et ¿lp(5ï) sont homologues 
mod § dans £ et nous écrivons rp(S\) ~ ¿p(5l) mod § dans £ si rp(R) - Jp(ft) ~ 
~ 0 mod § dans £. Considérons le cas particulier où § = 0; nous écrivons alors 
rp(S\) - AP(R) ~ 0 dans £ en omettant mod 

15. Les sommets du complexe R soient répartis parmi m groupes S 2 , . . . , 
de telle manière que chaque sommet se trouve dans un groupe et un seul.18 Lorsque 
tout (1, 5l)-simplexe a ses deux sommets dans le même groupe19, nous disons que 
les groupes <5i9 S2, •••> sont séparés. 

Le nombre 2?°(5ï) est le nombre maximum de groupes non-vides séparés, parmi 
lesquels on peut répartir les sommets du complexe R. 

Démonstration. I. Répartissons tous les sommets du complexe R de telle 
manière que deux sommets A, B soient dans le même groupe si et seulement si (>4) ~ 
~ (B). Manifestement, chaque sommet appartient alors à un groupe et à un seul; 
désignons ces groupes par ï j , X2,..., Xn. Si (A, B) est un (1, 5l)-simplexe, nous avons 
(A, B) (yl) — (B), donc (A) ~ (B). Donc les groupes % 2 y s o n t séparés. 
Choisissons un sommet At dans chaque groupe (1 ^ / g n). Alors tout (0, 51)-
simplexe est homologue à un des (0, 5\)-simplexes (Ai), de sorte que tout (0, 5l)-cycle 

n 
est homologue à un (0, 5Î)-cycle de la forme £ rt(At). Donc 2?°(5l) g n. 

i= 1 

II. 11 nous reste à montrer que si les sommets du complexe R sont répartis — 
n'importe comment — parmi m groupes séparés non-vides S 2 , . . . , nous 

ŒO 
avons forcément £°(5l) m. Si C°( 51) = £ a l o r s Po u r 1 â * ^ «o >1 ûj 

i= 1 

soit = rf lorsque a? appartient au groupe Sj et = 0 lorsque cr? n'appartient 

1 8 On a m = 0 si et seulement si $ = 0. 
1 9 Cette condition est toujours vérifiée si la dimension du complexe $ (voir 1) est égale à zéro. 
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pas à Pour 1 ^ j ^ m soit J,[C°(a)] = £ ris. Si a1 = (A, B) est un (1, ft)-
i= 1 

simplexe arbitraire, ses deux sommets appartiennent au même groupe Donc 
Jj\Fol] = 0. Il en résulte aisément que Jj[F C 1 ^ ) ] = 0 pour 1 g j g m et pour 
toute (1, &)-chaîne C 1 ^); c'est-à-dire que - 0 implique = 0 pour 

m 

I û j è wi. Soit Ai le sommet choisi du groupe Alors £ r * ^ ) ] = rk, de 
k= î 

m 
sorte que £ rk(Ak) ~ 0 seulement si = ... = rm = 0. Donc ^ m. 

16. Le symbole •••^p) a u n s e n s si ^ o M i , - , ^ sont des sommets 
(différents l'un de l'autre) d'un simplexe du complexe ft. Il est parfois utile d'attribuer 
une signification à ce symbole même si A0, Ax Ap sont des sommets d'un simplexe 
du complexe mais non pas tous différents. Dans ce cas-là, le symbole (A09 Al9... 
..., Ap) sera égal à zéro (ou plus exactement à l'élément neutre du module de toutes 
les (p, 5\)-chaînes. 

La formule 5(2) est valable chaque fois que (A0> Al9..., Ap) a un sens. En effet, si 
les sommets AQ9 Al9..., Ap ne sont pas tous différents, on a op = 0, donc Fap = 0. 
Soit p. ex. Aj = Ak (0 g j < k ^ m). Alors a?"1 = 0 pour 0 g i g p, i 4= i 4= k; 
de plus aPj~l = af"1 de sorte que le second membre de la formule 5(2) égale zéro. 

17. Soient St et £ deux complexes. Si nous associons à chaque sommet A du com-
plexe £ un certain sommet TZA du complexe R d'une telle manière que chaque fois 
que A0n Al9 ...9 Am sont des sommets d'un simplexe du complexe £, les sommets 
KA09 TÏAî9 ..., 7iA,„ soient aussi des sommets d'un simplexe du complexe $t9 alors 
nous disons que n est une application simplicielle du complexe £ dans le complexe R. 
Lorsque B est un sommet donné du complexe ft, il n'est pas nécessaire que l'on ait 
7ïA = B pour un sommet A du complexe £. 

Soit Tp = (A0i..., Ap) un (p, £)-simplexe. Nous posons nxp = (nA09 nAi9..., nAp). 
En vertu de la convention adoptée au paragraphe 16 le symbole 7îtp a toujours un 
sens et d'après 5 ( 2 ) (cf. 16 ) nous avons Fnxp = 7TFTP. 

Soient Tp, T£, ...,TJ tous les (p, £)-simplexes (orientés d'une certaine façon si 
aP 

p > 0). Si Cp(£) = £ rfT? est une (p, £)-chaîne, alors le symbole n Cp(£) désignera la 
i=i 

(p, 5*)-chaîne 

7rCp(£) = f ri.mpi. 
¿=1 

II est évident que la valeur du symbole n Cp(£) ne dépend pas du choix de l'orientation 
des simplexes Tp. On a évidemment 

( i ) 7i[C(e) + D"(£)] = n Cp(£) + 7t D"(£) , 

n[a C"(fi)] = a . n CP(Q). 
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Autrement dit, /'opération n est une application homomorphe du module de toutes 
les (p,2)-chaînes sur un certain sous-module du module de toutes les(p,$t)-chaînes. 

C o m m e Fnxp = 7tFtp, nous avons 

(2) Fn C p ( £ ) = 7zF C p ( £ ) 

pour toute (p, £) -chaîne C p (£ ) . 

Lorsque T° est un (0, £)-s implexe arbitraire, nz° est un (0, 5*)-simplexe, donc 
J(t°) = J(nx°) = 1. Donc 

(3) J\n C ° ( £ ) ] = J [ C ° ( £ ) ] 

pour toute (0, £) -chaîne C°(£) . 

18. Soient 7rt et n 2 deux applications simplicielles du complexe £ dans le complexe 
St. N o u s disons que nt et n2 sont voisines si chaque fois que A0, Au ..., Ap sont des 
sommets d'un simplexe du complexe £ , alors aussi 

rc^o, nvAu ..., nxAp9 n2AQ9 n2Au .... n2Ap 

sont des sommets d'un simplexe du complexe $t. 

Soient n l 9 n 2 deux applications simplicielles voisines du complexe £ dans le 
complexe 51. Arrangeons tous les sommets du complexe £ d'une manière mais fixe 
de façon qu'ils forment une suite finie 

(1) Au A2,..., i4a. 

Alors tout (p, £) -s implexe peut s'écrire d'une manière et d'une seule sous la forme 

(2) TP = ÇAV0, AVl,..., AVp) , 1 ^ v0 < Vl < . . . < vp ^ a . 

N o u s posons alors 

p 
(3) Pzp = £ ( - 1 ) 1 M v o , . . M . , . . . T T 2 A J . 

i = 0 

En vertu de la convention faite au paragraphe 16, le second membre de (3) est tou-
jours une (p 4- 1, 5l)-chaîne [dépendant essentiellement du choix de l'arrange-
ment (1)]. 

Soient t f , . . . , tous les (p, £)-s implexes, rangés arbitrairement mais orientés 
p 

(pour p ^ 1) en accord avec (2). Lorsque C p ( £ ) = £ jyrf est une (p, £ ) -chaîne 
k= 1 

arbitraire, nous posons 

(4) P C p ( £ ) = I r , . PT? , 
* = 1 
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de sorte que P Cp(£) est une (p + 1, 5t)-chaîne. Nous avons 

(5) P[CP(£) + Dp(£)] = P Cp(£) + P Dp(£), 
P[a Cp(£)] = a[P Cp(£)] . 

Revenons aux formules (2) et (3). 
D'après 5(2) (cf. 16), nous avons 

F(7r1^vo, ntAVi9 7t2AVl, ..., n2AVp) = 
i 

= Z ("" (̂ l̂ vo» • • TUl̂ vp ̂ 2/lv<, • • M ^Mvjy -
i=0 

P 

y M 
j=i 

où l'indice j signifie s'il se trouve en bas qu'il faut omettre le sommet nlAVj, et s'il 
se trouve en haut qu'il faut omettre le sommet n2AVJ. Donc 

FPTp = Y fal^vo* • • n2Avr • • m Avp)i ~ 
¿ = 0 

p 
- Z fal^vo l̂̂ v,» ^ v , » .. •> AVPY + 

+ £ ( - 1 V + i { n l A V o 9 . . . 9 n i A v r n 2 A v p . . . 9 7 t 2 A ) j -
o£j<iâp 

0âj<l£p 
= — S2 + S3 — S4 . 

Evidemment 
Si - S2 = 7T2TP - 7liXP . 

Si p = 0, nous avons S3 — S4 = 0. Si p ^ 1, le somme des termes de S3 — S4 qui 
correspondent à une certaine valeur de l'indice est manifestement égale à( — L)J + 1 PTP~~ 1, 
où tJ"1 = (/lvo,..., 4̂Vp)/> l'indice j signifie qu'il faut omettre le sommet AVJ. D'après 
(4) et 5(2), nous avons donc S3 — S4 = — P F T p , de sorte que pour p È 1 nous 
avons 

FPzP = 7T2TP - 7TJTP — P F T P . 

Donc, en général, nous avons pour toute (p, £)-chaîne C P ( £ ) : 1° si p = 0, alors 

( 6 ) F P C ° ( £ ) = 7T2 C ° ( £ ) - TT1 C ° ( £ ) , 

2° si p ^ 1, alors 

( 7 ) F P C P ( £ ) = TI2 C P ( £ ) - NX C P ( £ ) - P F C P ( £ ) . 
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III. Réseaux 

1. J'ai fait l'exposé de la notion générale d'espace (topologique) R au paragraphe 1 
de non travail Sur les ensembles connexes irréductibles entre n points (ce vol., p. 49). 
Rappelons (cf. loc. cit., § 5) que chaque partie d'un espace forme elle-même un espace. 

2. Soit R un espace. Un réseau (dans l'espace R) c'est une classe finie U d'ensembles 
non-vides Ul9 Ul9...9 Um9 ouverts dans R, (appelés sommets du réseau) telle que 

m 

£ Ui = R. Les sommets 17V0, UVl9..., UVp (distincts) du réseau de R forment un 
i=i P 

(p, U)-simplexe si et seulement si l'ensemble 

( 0 n f v, 
i = 0 

est 4=0. Les conditions II 1.1 et 1.2 sont satisfaites de sorte que le réseau est un 
complexe. L'ensemble (1) s'appelle noyau du (p, U)-simplexe (UVo9 l/Vl,..., UVp). 

3. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit II un réseau dans R. Par U(S) nous 
désignons le sous-complexe (voir II, 7) du réseau U défini comme suit: un (p, U)-
simplexe est simplexe du complexe U(S) si et seulement si son noyau K coupe S 
(c'est-à-dire si KS 4= 0). Nous voyons aisément que U(S) est vraiment un sous-com-
plexe du réseau U. 

Soit CP(U) une (p, U)-chaîne (voir II 3). Au lieu de CP(U) c U(S) (cf. II 7) nous 
écrivons CP(U) c S et nous disons que CP(U) est situé dans S.20 Donc [op

9..., <rp 

«p 
désignant, comme dans II, 3, tous les (p, U)-simplexes] on a £ r^f c: S si et seule-

»=i 
ment si pour tout i on a ou bien ri = 0, ou bien SKi 4= 0 où Kt est le noyau du sim-
plexe af. Evidemment, lorsque S c T c: R (S et T étant fermés dans R), alors 
CP(U) c S implique CP(U) c T. Par contre, si C'(U) c Si9 CP(U) c S2 (St et 
S2 étant fermés dans R), on peut ne pas avoir CP(U) <= StS2. Au lieu d'écrire CP(U) = 
= DP(U) mod U(S) (cf. II 7) nous écrivons CP(U) = DP(U) mod S. 

D'une manière analogue, CP(U) est un (p, U)-cycle mod S si c'est un (p, U)-cycle 
mod U(S) (voir II, 12). Si CP(U), DP(U) sont deux (p, U)-cycles mod 5, alors 
Cp(U) - Dp(U) mod S signifie que CP(U) - DP(U) mod U(S) (voir II, 13). Si CP(U) 
et DP(U) sont deux (p, ll)-cycles mod S dans T(S et Tétant fermés dans R, S c T), 
alors CP(U) - DP(U) mod S dans T signifie que CP(U) - DP(U) mod U(S) dans 
U(T) (voir II, 14). 

Remarquons le cas particulier de (p, U)-cycles absolus (S = 0). 
4. Un réseau 23 s'appelle raffinement du réseau H, lorsque chaque sommet du 

réseau 33 fait partie d'un sommet du réseau H. 

2 0 Lorsque U est un sommet du réseau U et o° = (U) le (0, U)-simplexe qui lui correspond 
[en raison de la convention adoptée dans II, 3, c° est une (0, U)-chaîne], alors a 0 cz 5 ne signifie 
point que U cz S, mais seulement US 4= 0. 
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4.1. Si U1} U 2 , e s t un système fini de réseaux donné, il existe un réseau 33 
qui est le raffinement de chacun des réseaux donnés. 

Démonstration. Nous pouvons prendre pour 93 le réseau dont les sommets 
m 

sont Y[ Ub les Ui étant tous les sommets du réseau U,-, mais où nous éliminons 
i= 1 

m 

les valeurs pour lesquelles f ] = 0. 
i= 1 

5. Soit R un espace, soit S un ensemble fermé dans R. Soit U un réseau dans R; 
soient Ui9 U l 9 U a ses sommets. Si nous prenons alors les ensembles SUl9 SU2, ... 
..., SUa9 ommettons les ensembles vides et éliminons toutes les répétitions, ces 
ensembles formeront un réseau dans l'espace S; nous le désignerons par SU. 

La proposition suivante est évidente: 
5.1. Soit 93 un raffinement du réseau U dans l'espace R\ alors S93 est un raffine-

ment du réseau SU. 
5.2. Soit U0 un réseau dans S; il existe alors un réseau U dans R tel que U0 = 

= SU. 
Démonstration. Soient U0l9 U029..., U0(X les sommets du réseau U0. Alors 

il existe des ensembles Ul9 U2t ...9Ua ouverts dans R et tels que U0l = Sl^. Les 
ensembles Ul9 Ul9..., Ua et R — S (dont le dernier disparaît dans le cas banal de 
R = S) sont les sommets du réseau U cherché. 

5.3. Soit U un réseau dans R; soit U0 = SU, soit 330 un raffinement de U0. 
Il existe alors un raffinement 93 du réseau U tel que 930 = S93. 

Démonstration. Soient V0l9 V02f..., V0fi tous les sommets du réseau 930. Alors 
pour 1 ^ i g fi on peut trouver un sommet Uoi du réseau U0 tel que V0l c Uoi 
puis un sommet U\ du réseau U tel que Uoi = St/J et enfin un ensemble Wt ouvert 
dans R tel que Voi = SWi. Soient Ul9 U29 ...9Ua tous les sommets du réseau U. 
Les ensembles 

U\Wl9 V'2W29..., U'pWfi9 U! - S, U2 - S,. . . , Ua — S 9 

(nous omettons les ensembles vides et ne comptons chacun qu'une seule fois) sont les 
sommets du réseau 93 cherché. 

6. Soit 93 un raffinement du réseau U dans l'espace R. A chaque sommet V du 
réseau 93 nous pouvons associer un sommet U = nV du réseau U tel que VcU. 
L'opération n s'appelle projection du réseau 93 dans le réseau U; nous employons 
la notation n = Pr. (93, U). Les réseaux U, 93 étant donnés, il peut exister plusieurs 
projections n. 

La projection n est une application simplicielle (voir II, 17) du réseau 93 dans le 
réseau U. Quand S est fermé dans R et que xp est un (p, 93)-simplexe. alors nzp (voir 
II, 17) est ou bien vide, ou bien c'est un (p, 93)-simplexe, dont le noyau coupe S, 
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car il contient, en tant qu'un sous-ensemble, le noyau du simplexe tp. Donc si Cp(93) 
est une (p, 93)-chaîne située dans S (voir 2), alors la (p, U)-chaîne n Cp(93) est située 
dans S. Compte tenu de la formule II, 17, (2), il en résulte ensuite: 

Soit S c T c R, les ensembles S et Tétant fermés dans R. Si Cp(93) est un (p, 93)-
cycle mod S dans T, alors n Cp(93) est un (p, U)-cycle mod S dans T. Si Cp(93) ~ 
- Dp(93) mod S dans T, alors rc Cp(93) - n Dp(93) mod S dans T. 

En particulier: Soit S fermé dans R. Lorsque Cp(93) est un (p, 93)-cycle mod S, 
alors 7C Cp(93) est un (p, U)-cycle mod S. Lorsque Cp(93) - Dp(93) mod S, alors 
n CP(<B) - n Dp(93) mod S. 

Lorsque Cp(93) est un (p, 93)-cycle absolu, alors n Cp(93) est un (p, il)-cycle absolu. 
Si Cp(93) - Dp(93), alors n Cp(93) - TC Dp(93). Lorsque S est fermé dans R et que 
Cp(93) est un (p, 93)-cycle absolu dans 5, alors n Cp(93) est un (p, U)-cycle absolu 
dans S. Si Cp(93) - Dp(93) dans, 5 , alors tt CP(<B) - n Dp(93) dans 5 . 

7. Soif S c T cz R, les ensembles S, T e7a«f fermés dans R. Soi/ U un réseau 
dans R, soi/ 93 MM de ses raffinements. Soit = Pr. (93, U), 7T2 = Pr. (93, U). Soif 
e/i/w Cp(93) un (p, ty-cycle mod S dans T. 4/ors 

(1) CP(93) - 7T2 CP(93) mod S dans T. 

Remarquons les cas spéciaux: 1° T = R; 2° S = 0; 3° S = 0, T = R. 
Démonstration. Il est aisé de voir que et n2 sont deux applications simpli-

cielles voisines (voir II, 18) du réseau 93 dans le réseau U. Donc, d'après II, 18,(7) 
et (6) nous avons 

P Cp(») -> n2 Cp(93) - tu! CP(S) - PF Cp(93) , 

où le dernier terme disparaît pour p = 0. Comme Cp(93) c T et (pour p > 0) 
F Cp(93) c S, il résulte facilement de II, 18, (3) que P Cp(93) c Te t (pour p > 0) 
PF Cp(93) c S. Donc (l) a lieu. 

8. Soit U un réseau dans R. Soit S cz T c R, les ensembles S et T étant fermés 
dans R. Nous disons que CP(U) est un (p, VL)-cycle essentiel mod S dans T(pour 
T = R: un (p, VL)-cycle essentiel mod S; pour S = 0: un (p, U)-cycle essentiel 
absolu dans T; pour S = 0, T = R: un (p, U)-cycle essentiel absolu) lorsque non 
seulement CP(U) est un (p, U)-cycle mod S dans T mais qu'il existe pour chaque 
raffinement 93 du réseau U un (p, 93)-cycle Cp(93) mod S dans T tel que n Cp(93) -
~ CP(U) mod S dans T. Ici n = Pr. (93, U), le choix propre de la projection n ne 
joue ici (et pour la plupart dans la suite non plus) aucun rôle important, en vertu 
de 7 (1). 

Manifestement, les (p, U)-cycles essentiels mod S dans T forment un sous-module 
du module des (p, U)-cycles mod S dans T. 

8.1. Tout (0, U)-cycle mod S dans T est essentiel. 
Démonstration. Soient Ul,...i Um les sommets du réseau U qui coupent T. 

Pour 1 ^ i è m choisissons un point a, G (/¿T. Soit C°(U) un (0, U)-cycle mod S 
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dans alors C°(U) = Soit 23 un raffinement du réseau U, soit n = 
t=i 

= Pr. (93, lï). Pour 1 g i ^ m, choisissons le sommet Vt du réseau 23 de façon 
m 

à avoir at e Vi9 donc V{T 4= 0, et C°(93) = £ ^(F,) est un (0, 93)-cycle mod S dans T. 
; = i 

Comme a^Uf. nVi9 nous avons ou bien (Ui9 7rF,) = 0 (voir II, 16), ou bien (C/f, nVt) 
est un (1, U)-simplexe situé dans T. D'après 5(2) nous avons 

i — 1 

donc ;r C°(93) - C°(U) dans 7, donc a fortiori n C°(93) - C°(ll) mod S dans T. 
8.2. Soir U2 raffinement du réseau Ut; soif TU21 = Pr. (U2, Uj). Si CP(U2) 

es/ un (p, U2)-cyc/e essentiel mod S dans T\ alors n2l Cp(ll2) es* mm (p, U^-cycle 
essentiel mod S dans T. 

Démonstration. Soit U3 un raffinement arbitraire du réseau U,; soit 7r31 = 
= Pr. (U3, U,). Nous avons à montrer qu'il existe un (p, U3)-cycle mod S dans T 
tel que 7r31 Cp(ll3) ~ 7c21 CP(U2) mod S dans T. Soit (voir 4.1) lt4 un réseau, raf-
finement commun des réseaux U2, ll3; soit n42 = Pr. (U4, U2), 7r43 = Pr. (U4, U3). 
Comme CP(U2) est un (p, U2)-cycle essentiel mod S dans T, il existe un (p, U4)-cycle 
CP(U4) mod S dans T tel que 7r42 CP(U4) - CP(U2) mod S dans T. D'après 6 nous 
avons 7r217r42 CP(U4) ~ 7t21 CP(U2) mod S dans T2 1 . D'après 7(1) nous avons 
^21^42 CP(U4) ~ 7r317r43 Cp(U4) mod S dans car 7r217r42 = Pr. (U4, U,), 7T317T43 = 
= Pr. (U4, Uj). Donc 7R317r43 CP(U4) - TT21 Cp(U2) mod S dans T, de sorte qu'il 
suffit de poser CP(U3) = TT43 CP(U4). 

9. Soit U un réseau dans R. Soit S e T e iî, les ensembles S et T étant fermés 
dans R. Nous disons que 93 est un raffinement du réseau U normal par rapport 
aux p-cycles mod S dans T [pour T = R: par rapport aux p-cycles mod S; pour 
S = 0: par rapport aux p-cycles absolus dans T; pour S = 0, T = R: par rapport 
aux p-cycles absolus] lorsque non seulement 93 est un raffinement du réseau U, 
mais aussi chaque fois que Cp(93) est un (p, 23)-cycle mod S dans T, alors n Cp(93), 
où 71 = Pr. (93, U), est un (p, U)-cycle essentiel mod S dans T. Le choix de 7r n'a 
aucune importance en vertu de 7(1). 

Il découle de 8.1: 
9.1. Tout raffinement du réseau l\ est normal par rapport aux (0, VL)-cycles 

mod S dans T. 

Il s'ensuit de 8.2: 
9.2. Soit U2 un raffinement du réseau U1( Soit U3 un raffinement du réseau U2, 

normal par rapport aux p-cycles mod S dans T. Alors U3 est un raffinement du 
réseau U1 normal par rapport aux p-cycles mod S dans T. 

2 1 7121^42 signifie qu'on procède d'abord à la projection 7r42 et puis à la projection n 2 1 . 
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La proposition suivante est évidente: 
9.3. Soit U2 un raffinement du réseau Ut normal par rapport aux p-cycles 

mod S dans T. Soit U3 un raffinement du réseau U2. Alors U3 est un raffinement 
du réseau Ux normal par rapport aux p-cycles mod S dans T. 

10. Soit U un réseau dans R. Soient S, T deux ensembles fermés dans Ry S cz 
c T e K. Soit p = 0, 1, 2 , . . . Il existe alors un raffinement du réseau U, normal 
par rapport aux p-cycles mod S dans T. 

Démonstration. Pour tout raffinement 93 du réseau U soit 9Jî(93) l'ensemble 
de tous les (p, U)-cycles CP(U) mod S dans T tels que pour toute n = <Pr. (23, U) 
[le choix de n n'étant pas important, en vertu de 7(1)] il existe un (p, 93)-cycle Cp(23) 
mod S dans T tel que n Cp(93) - CP(U) mod S dans T. Il est évident que 2H(23) 
est un sous-module du module de toutes les (p, U)-chaînes. Comme (voir II, 3) 
9Jîp est un module fini, S0î(93) est aussi un module fini (voir I, 19). Soit /z(23) le rang 
du module 931(33). 

Si 93 est un raffinement du réseau U et 2B un raffinement du réseau 23, il est évident 
que 9Jî(2B) est un sous-module du module 9W(93), de façon que (cf. I, 19) /i(2B) ^ 
^ 3). 

Choisissons maintenant un raffinement Ut du réseau U d'une telle manière que le 
nombre ¿(Ut) soit le plus petit possible. Nous allons démontrer que Ut est un 
raffinement de U normal par rapport aux p-cycles mod S dans T. 

Soit 7r10 = Pr. (II!, U). Soit CP(UX) un (p, U^-cycle mod S dans T. Nous avons à 
montrer que Cp(Ui) est un (p, U)-cycle essentiel mod S dans T, c'est-à-dire: 
si U2 est un raffinement arbitraire du réseau U et n20 = Pr. (U2, U), il existe un 
(p, U2)-cycle CP(U2) mod S dans T tel que n20 CP(U2) - nl0 Cp(Uj) mod S dans 
T. Soit (voir 4.1) U3 un raffinement commun des deux réseaux Ut et U2. Alors le 
module 9W(U3) est sous-module des deux modules 9W(Uj) et 90?(U2), de sorte que 
/i(U3) ^ ^(Ui), Ji(U3) ^ h(ll2). Mais le nombre ^(U^ est le plus petit possible, 
nous ne pouvons donc avoir /z(U3) < ¿(l^), donc sJ0?(U3) = ^ ( U j , d'après I, 19. 
Or, TT10 C P ( U 0 e 2*1(110, d o n c 1̂0 C ' (U , ) e 2TC(U3); d'où il résulte que TT10 CP(Uj) e 
e OT(U2), car 90?(U3) est un sous-module du module OT(U2). Il existe donc un (p, U2)-
cycle CP(U2) mod S dans Ttel que TT20 CP(U2) - TC10 CP(UJ) mod S dans T. 

IV. Caractères combinatoires d'un espace 

1. Soit R un espace. Soient 5, T deux ensembles fermés dans R, S c T . Soit 
p = 0, 1, 2 , . . . Nous appelons (p, R)-cycle mod S dans T[pour T = R: (p, R)-cycle 
mod S; pour S = 0: (p, R)-cycle absolu dans T; pour S = 0, T = R: (p, R)-cycle 
absolu] toute fonction ayant pour son domaine l'ensemble de tous les réseaux dans R 
et dont la valeur CP(U) en chaque réseau U est un (p, U)-cycle mod S dans T, la 
condition suivante étant vérifiée: Si 93 est un raffinement du réseau U et u = Pr. (93,U), 
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alors 7t CP(U) ~ CP(U) mod S dans T. Le choix de la projection k est sans impor-
tance en raison de III, 7. 

Nous dénoterons les (p, R)-cycles par Cp, Cf, Dp, P \ etc. Si p. ex. Cp est un (p, K)-
cycle mod S dans T, alors, pour tout réseau U, CP(U) désigne le (p, U)-cycle mod S 
dans T correspondant (c'est la valeur de la fonction Cp en U). 

1.1. Soit C° un (0, R)-cycle absolu. Le nombre J[C°(U)] (voir II, 6) ne dépend 
pas du choix du réseau U. 

Nous écrirons donc J(C°) = J[C°(U)]. 
Démonstration. Soient Uj, U2 deux réseaux donnés. Soit U3 un raffinement 

des deux réseaux U,, U2; soit rc, = Pr. (U3, Uj), 7r2 -•= Pr. (U3, U2). Alors 
Tt^iU,) ~ C^UO, TT2 C°(U3) - C°(U2), donc J[C°(U3)] = J[C°(U2)], J[C°(U3)] = 
= . / [ C 0 ^ ) ] d'après II, 6 (1), 11 et 17(3). 

Si Cp et Dp sont deux (p, R)-cycles mod S dans T et a e 91, nous définissons les 
(p, ^-cycles Ep = Cp + Dp, Tp = aCp mod S dans T de la façon suivante: 

£P(U) = CP(U) + Dp(U), TP(U) = a CP(U) pour tout réseau il Par rapport 
à ces définitions les (p, R)-cycles mod S dans T forment un module. 

2. Si Cp est un (p, R)-cycle mod 5 dans T, alors Cp ~ 0 mod S dans T signifie que 
CP(U) - 0 mod S dans T pour tout réseau U. Si Cp et Dp sont deux (p, fi)-cycles 
mod S dans T, alors Cp - Dp mod 5 dans T signifie que Cp - Dp ~ 0 mod S dans T, 
donc que CP(U) ~ Dp(ll) mod S dans T pour tout réseau U. 

L'ensemble 9lp de tous les (p, R)-cycles mod S dans T homologues à zéro mod S 
dans T est évidemment un sous-module du module $lp de tous les (p, fl)-cycles 
mod S dans T. Donc (voir I, 24) W - W est aussi un module; soit Bp(Rt T; S) son 
rang. Nous posons 5) = BP(R, K, S), flp(R) = £P(K, 0) = Bp(Ry R, 0). Le 
nombre .BP(R, S) s'appelle pème nombre de Betti relatif de Y espace R mod S. Le 
nombre BP(R) s'appelle pèmc nombre de Betti absolu de Vespace R. 

En vertu de I, 13, 16 et 17, nous avons: 
2.1. On a BP(R, T, S) = 0 si et seulement si chaque (p, R)-cycle mod S dans T 

est homologue à zéro mod S dans T. 
2.2. On a BP(R, T, S) = m (= 1, 2,.. .) si ei seulement si, i/ existe des (p, R)-cycles 

Cpi (1 g i ^ m) mod S dans T tels que: 1° à tout (p, R)-cycle r p mod S dans T 
m 

on peut associer des nombres rationnels r , , . . . , rm tels que Fp ~ £ r,C? mod S 
i=i 

m 

dans T; 2° £ rfiï ~ 0 mod S dans T implique r{ = ... = rm = 0. 
¿=1 

2.3. On a Z*P(R, T, S) = oo si, e/ seulement si> il existe une suite infinie Cp, C2, 
m 

... de (p, R)-cycles mod 5 dans T telle que £ ^CJ ~ 0 mod S dans T implique 
¿ = i 

toujours r1 = ... = rm = 0 (m = 1, 2,.. . , r, e 
3. Soient S, T deux ensembles fermés dans Rt S a T. 
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Soit U un réseau dans R; U0 un réseau dans T, U0 = TU (voir III, 5). Soient 
Ult U2, les sommets du réseau U qui coupent T; alors TUl9 TU2,..., TUm 

sont tous sommets du réseau U0; pour i k on a L/f =# Uk9 mais on peut avoir 
TUi = TUk. Lorsque CP(U) = X>VoVl...Vp(l/Vo, l / V l , l / V p ) est une (p, U)-chaîne 
arbitraire dans T, alors (voir II, 16) £r V O v , . . .v p (Ft / V l , TUV2,7T7Vp) est une (p, U0)-
chaîne que nous désignerons par (U | U0) CP(U). Evidemment, l'opération (U | U0) 
est une application homomorphe du module de toutes les (p, U)-chaînes situées 
dans Tsur le module de toutes les (p, U0)-chaînes. Manifestement 

(1) J[C°(U)] = J[(U) | U0) C°(U)] . 

Evidemment: 

si C^ll) est un (p, U)-cycle mod S dans T, alors 

(2) (U | U0) CP(U) est un (p, U0)-cycle mod S . 

La réciproque n'est .pas toujours vraie, mais, évidemment, 
à tout (p, U0)-cycle Cg(U0) mod S on peut associer un (p, U)-cycle CP(U) mod S 

dans Ttel que 

(3) (U | U0) C(U) = CS(U0) . 

Ensuite nous avons: 

lorsque C"(U) et DP(U) sont deux (p, U)-cycles mod S dans T, alors CP(U) ~ 
~ D^H) mod S dans T si et seulement si 

(4) (U | U0) Cp(U) ~ (U | U0) Dp{U) mod S . 

Démonstration. Si CP(U) ~ DP(U) mod S dans Ty alors évidemment (U | l t0) . 
. CP(U) ~ (U | U0) DP(U) mod S. Soit donc(U | U0) CP(U) ~ (U | U0) DP(U) mod S. 
Soit T(U) le sous-complexe du réseau U défini comme dans III, 3; soient Ui, U2,... 
..., Um ses sommets. Nous pouvons supposer que les ensembles TUl9TU2,... 
...,TUn sont tous différents et qu'on peut associer à chaque i, (1 g i ^ m), un 

indice / ( / ) (1 g / ( / ) ^ n) tel que 77/, = TUni); on a bien entendu / ( / ) = i pour 
1 ^ î g n. Pour 1 ^ i g m soit TC^ = Uh n2Ui = Vf{iy II est aisé de voir que 
7tx et 7t2 sont deux applications simplicielles voisines du complexe T(U) dans le com-
plexe T(U), donc d'après II18 (6) et (7) il existe une (p + 1, U)-chaîne P[CP(U) -
- Dp(uy] et une (p, U)-chaîne PFfC^U) - DP(U)] (qui disparaît si p = 0) tels que 

P[Cp(U) - D"(U)] n2[Cp(U) - Dp(U)] -

- [Cp(U) - DP(U)] - PF[CP(U) - DP(U)] . 

Comme CP(U) - DP(U) <= T, F[CP(U) - DP(U)] c S, nous avons 

Cp(U) - Dp(U) ~ n2[Cp(U) - Dp(U)] mod S dans T. 
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Comme (U | U0) [CP(U) - 0P(U)] - 0 mod 5, il s'ensuit de la définition de l'opéra-
tion n2 que 7i2[Cp(ll) - £>P(U)] - 0 mod S dans 7 de sorte que CP(U) - DP(U) ~ 
- 0 mod S dans T. 

Soit 93 un raffinement du réseau U, 930 = T93 est (voir III 5.1) un raffinement 
du réseau U0. 

Soit n = Pr. (93, U), TE' = Pr. (930, H0). Soit Cp(93) un (p, 93\cycle mod S dans T. 
Alors 

(5) (U | U0) 7z Cp(93) - 7r'(93 | 930) Cp(93) mod S . 

Démonstration. Soient Vj9 V2,..., Vm les sommets du réseau qui coupent T. 
Ce sont donc les sommets du complexe T(93) (voir III, 3). Nous pouvons supposer 
que TVl9 TVl9..., TVn sont tous différents et que l'on peut associer à tout i (1 ^ 
g i g m) un indice f(i) (1 g f(i) g n) tel que TVt = TVf(i)'9 on a /(/) = i pour 
1 < i < n. Pour 1 ^ i ^ m soit TZjVf = TTZVÎ9 T^V,- = TTZV/(i). Il est évident que iz± 
et 7i2 sont deux applications simplicielles voisines du complexe T93 dans le réseau 
U0. Pour 1 ^ i g « posons n'TV\ = TnVf(i); alors n' = Pr. (930, U0); en vertu de 
III. 7 il suffit de faire la démonstration pour ce choix particulier de la projection n'. 

D'après II, 18 on a 

FP Cp(93) = 7i2 Cp(93) - TI1 Cp(93) - PF Cp(93) , 

où le dernier terme disparaît si p = 0. Mais PF Cp(93) C S9 izi CP(93) = (U | U 0 ) . 
. 71 CP(93), TT2 CP(93) = * ' ( » I S o ) C ' ( 8 ) . 

Soit Cp un (p, R)-cycle mod S dans T. Soient U,, U2 deux réseaux R tels que 
TUj = TU2 = îl0. Alors on a 

(6) (U1 | U0) C'(U,) - (U2 | U0) Cp(U2) mod 5 . 

Démonstration. Soit (voir III, 4.1) U3 un raffinement des deux réseaux 
et U2, de sorte que (voir III, 5.1) le réseau 930 = TU3 est un raffinement du réseau 
U0. Soit 7Zi = Pr. (U3, U,), TT2 = Pr. (U3, U2), n' = Pr. (930, li0). Comme Cp est 
un (p, R)-cycle mod S dans T, nous avons CP(U,) ~ 7zl C*(U3) mod S dans T9 
Cp(U2) - TT2 Cp(U3) mod S dans T9 donc d'après (4) 

(U, | U0) C^IU) ~ (U1 | U0) TCi Cp(U3) mod S , 
(«2 | H0) Cp(U2) - (U2 | U0) tt2 Cp(U3) mod 5 . 

Or, d'après (5) 

(U, | U„) C'(U3) ~ 7t'(U3 | 33o) C(U3) mod 5 , 
(U2 | U0) n2 C>(U3) ~ n'(U3 j SB0) C'(U3) m0d S , 

d'où 
(U, | U0) C^U,) ~ (U2 | U0) C(U2) mod S . 
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4. Soient à nouveau S, T deux ensembles fermés dans R, S c T. En vertu de 
III 5.2 nous pouvons associer à tout réseau U0 dans Tun réseau <pU0 dans R d'une 
telle manière que nous ayons U0 = T<pU0. Bien entendu, la fonction cp n'est pas 
déterminée d'une façon univoque. 

Soit Cp un (p, R)-cycle mod S dans T. A tout réseau U0 dans T faisons cor-
respondre la (p, U0)-chaîne Cg(U0) = (<pU0 | U0) Cp(q>U0). D'après 3 (2) Cg(U0) est 
un (p, U0)-cycle mod S. Soit 93 0 un raffinement du réseau U0; soit n' = Pr. (930, U0). 
D'après III, 5.3, il existe un raffinement 2B du réseau ç>U0 tel que T2B = 930. Soit 
n = Pr. (ÎB, <pU0), donc n CP(9B) - Cp(<pU0) mod S dans T. Il en résulte d'après 
3(4) 

(«rtl0 | U0) 7T CP(2B) - Cg(U0) mod S . 

Or 3(5) entraîne 

| U0) n Cp(2B) - 7r'(2B | 230) Cp(9») mod S , 

et d'après 3(6) nous.avons (2B | 930) CP(9E) - Cg(930)modS, donc d'après III 6 

TT'(2B | 930) CP(2B) - TU' Cg(«0) mod S . 

d'où 7c' Cg(930) ~ Cg(U0) mod S. Les chaînes Cg(U0) définissent donc un (p, T)-cycle 
Cg mod S; nous écrivons Cg = (R | T) Cp. 

Réciproquement, soit Cg un (p, T)-cycle mod 5. Si U est un réseau arbitraire dans R 
choisissons d'après 3(3) un (p, U)-cycle CP(U) mod S dans Tde façon 

(U | TU) Cp(U) = Cg(TU). 

Soit 93 un raffinement du réseau U; soit n = Pr. (93, U), soit (voir III, 5.1) n' = 
= Pr. (T93, TU). Alors 

n' Cg(T») - Cg(TU) mod S , 
C'est-à-dire 

7r'(® | T93) Cp(93) - (U | TU) CP(U) mod 5 . 

Or 3(5) entraîne 

TT'(93 | T93) Cp(93) - (U | TU) TT Cp(93) mod 5 , 
d'où 

(U | TU) 7i Cp(93) - (U | TU) Cp(U) mod S . 

donc d'après 3(4) TT CP(93) - CP(21) mod S dans T, c'est-à-dire les chaînes CP(U) 
définissent un (p, R)-cycle Cp mod S dans T. Evidemment (R | T) Cp = Cg. 

Nous voyons donc que l'opération (R | T) est une application du module de 
tous les (p, R)-cycles Cp mod S dans T sur le module Wp de tous les (p, T)-cycles 
Cg mod S; cette application (dépendant du choix de la fonction q>) est évidemment 
homomorphe. Soit yip le module des Cp qui sont ~ 0 m o d S dans T; soit le 
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module des Cg qui sont ~0modS. Si Cpe9îp , 3(4) entraîne évidemment que 
(R | T)Cpe 9ÏP. Réciproquement, soit Cg = (R | T) Cp e Wp; nous allons démontrer 
que Cp e 9lp. Soit U un réseau arbitraire dans R; nous avons à montrer que CP(U) ~ 
~ 0 mod S dans T. Soit U0 = TU, Ut = çli0. D'après 3(6) nous avons (U l | U0). 
• C'fa) ~ 0* | Ho) Cp(U) mod S; mais (Hj | U0) CP(U,) = CP(U0) - 0 mod S, 
donc (U | U0) CP(U) mod S, d'où CP(U) - 0 mod S dans Ten vertu de 3(4). 

Le résultat que nous venons de démontrer entraîne immédiatement que l'opération 
(R | T) définit une application isomorphe du module sJl)lp — 9lp sur le module 9Jîp — 
— $l'p. Il découle de 3(6) que cet isomorphisme est indépendant du choix de la fonc-
tion (p. Or le rang du module 9Jîp — 9îp égale BP(R, 7, S) et le rang du module sJJÎp — 
- Wp égale Bp(Ty S), Nous avons donc 

(1) BP(T, S) = BP(R, T, S) 

et en particulier 

(2) BP(T) = BP(R, T, 0). 

5. Soit R un espace. Soient S, T deux ensembles fermés dans R, S ci T. A tout 
réseau U de l'espace R soit associé un système linéaire ^(U)(voir 1,26) par rapport 
au module 9ftp(U) de tous les (p, VL)-cycles mod S dans T. Si 33 est un raffinement du 
réseau U, n = Pr. (23, U) et Cp(23) e <P(S), alors il doit exister un CP(U) e *(U) 
tel que CP(U) - n Cp(93) mod S dans T.22 Dans ces conditions, il existe un (p, R)-
cycle rp mod S dans Ttel que pour tout réseau U il existe un CP(U) e <£(U) tel que 
r p(U) ~ CP(U) mod S dans T. 

Pour faire une démonstration générale de ce théorème on a besoin des nombres 
transfinis; on trouve une telle démonstration au chapitre II, paragraphes 21—27 
du Mémoire Théorie générale de l'homologie dans un espace quelconque (Funda-
menta Math., 19 (1932), 149 — 183; [7] 49.). Ici je vais donner la démonstration 
en supposant que R est un espace métrique compact.23 Alors il existe24 une suite 
{3„} de réseaux telle que: 1° 3 n + 1 est un raffinement de 3„ (et nnA = Pr. (3„ + lf 3„)); 
2° si U est un réseau quelconque et n suffisamment grand, alors 3n e s t u n raffinement 
de H. Soit nnt2 = nu.inn+i,i> nn,3 = ^«,2^+2,1» ••• 

Soit n = 1, 2, 3, . . .; k = 1, 2, 3, ... Soit l'ensemble de tous les (p, 3„)-cycles 

Cp(3n) mod S dans T tels qu'il existe un (p, 3„+fc)-cycle Cp(3n+k) e 0(3„+fc) mod S 
dans Ttel que Cn(3„) ~ n„tk Cp(3„+fc) mod S dans T. L'ensemble *PHtk jouit évidem-
ment de la propriété suivante, que nous exploiterons dans la suite: à chaque Cp(3„) e 
e x¥ntk on peut associer Dp(3n) e #(3n) d'une telle manière que l'on ait Cp(3„) ~ 

2 2 D'après III, 7, cette hypothèse est indépendante du choix de la projection n. 
2 3 On trouvera une définition de l'espace métrique compact p. ex. au chapitre II, paragraphe 1 

de mon article Sur Vapplication de la théorie deVhomologie à la théorie de la connexité, qui paraître 
sous peu (voir [16]). 

2 4 Voir le même article, chap. IL, paragraphe 11. 
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~ Dp(3„) rnod S dans T. Comme C'(3„+)[) e <*>(3n+t), il existe alors C'(3„+ t + 1) e 
n+ft + t) tel q u e ^p(3n+fc) ~ nn+k,i Cp{3n+h+1) mod S dans T d'où il résulte 

que C(3n) ~ 7r„,*+i Cp(3„+fc+i) mod S dans T. Donc îP„tfc 3 !PM+1. Il est évident 
que chaque ¥*nfk est un système linéaire par rapport au module 2TCp(3n)- Comme 
Y„tk Yn,k+1» il résulte de I, 27 qu'on peut associer à chaque entier n = 1, 2, 3, . . . 
un autre entier f(n) = 1, 2, 3 , . . . tel que pour h ^ f(n) on ait Wn1c = Ynif(n). Posons 
^n = 

Soit Cp(3„) e ÎPn. Alors pour chaque k = 1, 2, 3, . . . on a Cp(3„) G !Fnffc, de sorte 
qu'il existe Cp(3„+fc) G <*>(3„+k) tel que Cp(3„) ~ nn k C£(3„+jt) mod S dans T. 
Posons Dp(3n + , ) = nn+, Jin +i)Cf(H + 1) + l(3H+1+/(n + i)). Nous avons alors Dp(3n +1 ) G 
G <Pn+1 et Cp{3n) ~ 7Trtil Dp(3„+i) mod S dans T. 

Fixons arbitrairement r p ( 3 i ) e ¥ V Si nous avons déjà construit rp(3„) g 
nous pouvons, en raison du résultat qui vient d'être établi, trouver un rp(3„ +1) G 
G ï /

n + 1 tel que rp(3„) ~ rp(3„+i) mod S dans T. De cette façon, nous formons 
par récurrence une suite {rp(3n}} telle que Tp(3„) e rp(3„) - Tp(3 

n+fc)mod S 
dans T, pour /1, k = 1 , 2 , 3 , . . . En vertu de la propriété précitée des ensembles 
!fn>fc, nous pouvons associer à chaque n un Cp(3„) G 4>(3„) tel que rp(3„) ~ Cp(3„) 
mod S dans T. 

Soit maintenant U un réseau arbitraire dans R. Si U = 3* P o u r u n certain M, 
rp(U) est déjà défini. Dans le cas contraire, fixons un n tel que 3n

 s°it un raffinement 
du réseau H et posons rp(2l) = n rp(3„) où n = Pr. (3„, U). Nous avons alors 
Tp(U) - n Cp(3n) mod 5 dans T, Cp(3„) G 4>(3n) de sorte qu'il existe CP(U) G $(VL) 
tel que TP(U) - Cp(ll) mod S dans T. 

Soit 23 un raffinement du réseau U; soit n = Pr. (23, H). Alors il existe deux 
entiers n, m tels que 3n

 e s t un raffinement de U et 3m u n raffinement de 23 et que 
rp(U) = 7i' rp(3„), rp(23) = tt" rp(3m\ OÙ = Pr. (3„, u), tt" = Pr. (3m, 23). 
Soit h > n, h > m. Alors nous avons Tp(3„) ~ rp{3h), rp(3m) ~ 7rm.*-m(3„)> 
donc f ^ ) ^ / / r W i h . m P ( 3 , ) m o d 5 dans T, rp(U) ~ n'nnth-n rp(3h) mod S 
dans T. D'après III, 7, nous avons 7r"7rw>ij_n rp(3/,) ~ nn"nm,h-m rp(3h) m ° d S 
dans T, donc TP(U) - 7r Tp(23) mod S dans T. Les chaînes TP(U) définissent donc le 
(p, R)-cycle rp mod S dans T cherché. 

6. Il s'ensuit de 1, III, 8 et 10: lorsque Cp est un (p,R)-cycle mod S dans T et que 
U est un réseau arbitraire dans R, alors CP(U) est un (p, VL)~cycle essentiel mod S 
dans T. Réciproquement: 

6.1. Soit U0 un réseau dans R. Soit Co(UD) un (p, U0)-cycle essentiel mod S 
dans T. Alors il existe un (p, R)-cycle rp mod S dans T tel que TP(U0) = Cg(U0). 

Démonstration. Soit 23 un réseau arbitraire. Soit $(23) l'ensemble de tous les 
(p, 23)-cycles Cp(23) mod S dans T jouissant de la propriété suivante: Il existe un 
réseau 23', raffinement des deux réseaux 23 et U0, et un (p, 23')-cycle Dp(23') mod S 
dans T tels que Cp(23) - n9 Dp(23') mod S dans T, CP(U0) - 7t'0 DP(W) mod S 
dans T, où n' = Pr. (23', 23), n'0 = Pr. (23', U0). Comme Cg(U0) est un (p, H0)-cycle 
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essentiel mod S dans 7, nous avons évidemment #(93) 4= 0. est évidemment 
und système linéaire par rapport au module de tous les (p, 23)-cycles mod S dans T. 
Evidemment CP(U0) e #(U0) si et seulement si CP(U0) - C£(U0) mod 5 dans T. 

Soit 93 un raffinement au réseau U; quant à nous gardons la notation de ci-dessus. 
Soit 7i = Pr. (93, U). D'après III, 6 nous avons x Cp(8) - TITI' DP(W) mod S dans T. 
Donc Cp(93) G <î>(93) implique n Cp(93) G 0(11). 

D'après 5 il existe un (p, R)-cycle rp mod S dans Ttel que rp(ll) e <Z>(U) pour tout 
réseau U. En particulier, rp(UQ) ~ Cg(U0) mod S dans T, de sorte que nous pouvons 
supposer rp(U0) = Cg(U0). 

7. Si U est un réseau dans R, désignons par sJJÎp(U) le module de tous les (p, U)-
cycles essentiels mod S dans T; soit 9lp(U) le sous-module du module 9JÏP(U) con-
tenant ceux des CP(U) e Wlp(U) qui sont - 0 mod S dans T. Soit le module de 
tous les (p, J*)-cycles mod S dans T; soit 9îp le sous-module du module contenant 
les Cpe9Jlp qui sont ~0mod dans T. Le module Wp(U) - <RP(U) (voir I, 24) est 
évidemment fini; soit Bp(Ut S, T) son rang. Nous écrivons BP(U, S) = Bp(Uy S, R), 
flp(U) = £P(U, 0, R). Nous appelons le nombre flp(U, S) pème nombre de Betti 
relatif réduit du réseau U mod S; le nombre 2?P(U) sera appelé pème nombre de 
Betti absolu réduit du réseau U. Le mot de réduit signifie que le module 9JÎP(U) 
contient seulement les (p, U)-cycles essentiels mod S dans T. 

En vertu de 6 nous voyons aisément que le module sJJÎp(U) — 9îp(U) est une image 
homomorphe du module sIRp — 9tp de sorte que d'après I, 23 nous avons 
BP(U9 S, T) g BP(R, S, T), [2]. On démontre aisément les théorèmes suivants: 

7.1. Si BP(R; S, T) est fini alors £P(U, S, T) = BP(R; S, T) pour tout réseau U 
suffisamment fin. 

7.2. Si BP(R; S, T) = oo et m = 1, 2, 3 , a l o r s flp(U, S, T) > m pour tout 
réseau U suffisamment fin. 

D'après III 9.1 nous avons (v. II, 13 et III, 3) 

(1) *r°(U, 5, T) = Z*°[U(T), U(5)] , 

en particulier 
(2) tfr°(U, S) = B°[ll U(S)] , tfr°(U) = B°(U). 

8. Le nombre de composantes de Vespace R égale B°(R). 

Démonstration. I. Supposons que R ait un nombre infini de composantes. Soit 
n 

m = 1, 2, 3, D'après M 1825 il existe une décomposition R = £ Ut aux termes 
i= 1 

non-vides séparés (voir M 7) avec n > m. Ul9 ...,Un sont les sommets du réseau U. 

2 5 M désigne l'article cité au paragraphe 1 de III. 
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D'après II, 15 nous avons i?°(U) = n. Donc B°(R) = oo en vertu de 7.1, 7.2 et (2). 
II. Supposons que R ait un nombre fini de composantes; désignons les par Kt 

m 

(1 S i è w). D'après M 19, on a R = aux termes non vides séparés. Donc 
¿=1 

B°(${) = m, où ft est le réseau ayant Kl9 ...9Km pour sommets. Soit U un réseau 
arbitraire dans R; répartissons les sommets du réseau en groupes séparés (voir II, 
15); soient Sl9..., Sn les sommes des sommets des différents groupes. Alors évidem-

n 

ment R = £ S,. aux termes séparés, donc n ^ m9 d'où 2?°(U) ^ m d'après II, 15. 
/= î 

Donc B°(R) = m en vertu de 7.1, 7.2 et (2). 
9. Soit R un espace. Soit 90ïo le module de tous les (0, /^-cycles absolus C0.. Soit 

9̂ 00 le module des C° pour lesquels J(C°) = 0 (voir 1.1). Soit 9Ï0 le module des 
C° qui sont Alors 9Ji0o est sous-module du module 9JÎ0 et (d'après II, 11) SR0 est 
sous-module du module 9W0o- Désignons par 2?S(K) Ie ranE du module SCRoo — ^o-

9.1. Si K = 0, alors B%(R) = B°(R) = 0. Si B%(R) = oo, alors B°(R) = oo. Si 
J* 4= 0 et B%(R) = m ( = 0 , 1 , 2 , . . . ) , alors B°(R) = m + 1. 

Démonstration. La première proposition est évidente, la deuxième découle de 
I, 19. Soit donc R 4= 0 et soit SR00 - un module fini. Soit C?, C^,..., une 
base du module 9J?0o ~~ ^o» s°it a e R. Dans chaque réseau U fixons un sommet U 
tel que a e U et posons C°(U) = (£/). Les chaînes C°(U) définissent évidemment 
un (0, i?)-cycle absolu C° tel que J(C°) = 1. Il est évident que C°, C°i9..., C°m 

forment une base du module S0?o — donc B°(R) = m + 1. 
De manière analogue pour T fermé dans R définissons le nombre B%(R; T, 0). 

D'après 3(1) et 7(2) nous avons 

(1) B°0(R;ZQ) = B°0(T). 

10. Soit R un espace, soit S fermé dans R. Soit p = 0, 1, 2, Soit a e S. Par U9 
V9 Wnous désignerons des ensembles ouverts dans R et contenant le point a. 

Soit Va U. Soit p l'ensemble de tous les (p, fl)-cycles Cp mod (S - U) dans S; 
soit 33p l'ensemble de tous les Cp qui sont ~ 0 mod (S — V) dans S. Alors $Îp est 
un module et 23p son sous-module. Soit fip(V9 U; S9 R) le rang du module $Îp — 23p. 

Si W c V c U9 alors évidemment Pp(W9 U; S9 R) g fip(V9 U; S9 R). Il en découle 
aisément que, U étant donné, on peut trouver V a U tel que pour tous W c V le 
nombre Pp(W, U; S, R) a une certaine valeur fixe, indépendente de W; nous la dé-
signerons par Pp(a9 U; S, R). 

Si WaVczU9 alors évidemment j3p(W9 V; S9 R) ^ pp(W9 U; S9 R). Donc si 
V cz 17, on a Pp(a9 V; S, R) ^ Pp(a9 U; S, R). Il en résulte que les trois cas suivants 
sont possibles.: 

I. Il existe un nombre m (= 0, 1, 2,.. .) et un ensemble U tels que Pp(a9 V; S9 R) = 
= m pour tous V c [/. Nous posons alors Pp(a; S9 R) = m. 
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II. Le nombre Pp(a, V; S9 R) est fini pour tout V, mais pour n'importe quel 
nombre m (= 0, 1, 2,. . .) on peut trouver U tel que Pp(a, V; S, R) > m pour tous 
V cz U. Nous posons alors Pp(a; S9 R) = co. 

III. Il existe un ensemble U tel que Pp(a, V; S, R) = co pour tous V cz U. Nous 
posons alors Pp(a; S, R) = oo. 

Nous considérons le symbole œ comme étant plus petit que oo, mais plus grand 
que tout entier m (= 0, 1, 2,...). 

Nous écrivons Pp(V9 17; R, R) = Pp(V, U; R), Pp(a, U; R, R) - pp(a9 U; R), 
Pp(a;R9 R) = Pp(a9 R). 

Il découle de la discussion des paragraphes 3 et 4 que Pp(V9 U; S, R) = Pp(V,, U; S), 
Pp{a9 U; S, R) = Pp{a9 U; S), Pp(a; S, R) = Pp{a9 S). 

Le nombre Pp(a9 R) s'appelle peme nombre de Betti local de l'espace R au point a. 
Soient Sl9 S2 deux ensembles fermés dans R9 a e SlS2, soit U un ensemble ouvert 

dans R tel que a e U9 L/Sj = US2; alors on démontre aisément que Pp(V9 U; Si9 R) = 
= Pp(V9 U; S2, R) pour tous les ensembles Ktels que a e V c: U. Il en découle 

(1) PP(a, S^ = /»,(*, S2) . 
11. Soit R un espace, soit a e R. Nous appelons quasicomposante de l'espace R 

déterminée par le point a l'ensemble (dénoté par Q(a)) des points x e R jouissant de 
la propriété suivante: Si R = A 4- B aux termes séparés (voir M 7) et a e A, alors 
x e A. Evidemment a e Q(a). 

Il s'ensuit de M 11 : 
11.1. La composante de l'espace R déterminée par le point a est une partie de la 

quasicomposante de l'espace R déterminée par le point a. 
11.2. Toute quasicomposante de l'espace R est fermée dans R. 
Démonstration. Evidemment Q(a) = où le produit s'étend à tous les sous-

ensembles de R tels que 1° a e A, 2° la somme R = A + (R — A) a les termes séparés. 
Comme (voir M 7) tout A est fermé dans R9 en vertu de M 1.4 Q(a) est aussi fermé 
dans R. 

11.3. Chaque point aeR n'appartient qu'à une seule quasicomposante de 
l'espace R. 

Démonstration. Soit b e Q(a). Il suffit de démontrer que Q(a) = Q(b). Il 
suffit même de démontrer que Q(a) a Q(b)9 car alors a e Q(b), donc aussi Q(b) cz 
c: Q(a). Soit donc x G Q(a) et soit R = A + B aux termes séparés, b e A. Nous 
avons à montrer que x 6 A. Si l'on avait a e B9 on aurait Q(a) cz B9 d'après la dé-
finition de Q(a)9 donc b e B, ce qui est une contradiction. Donc a e A9 donc, d'après 
la définition de Q(a), nous avons Q(a) cz A, donc x e A. 

11.4. Lorsque l'espace R a un nombre fini de quasicomposantes9
26 alors ses 

composantes sont identiques avec ses quasicomposantes. 

2 6 Donc (voir 11.1) a fortiori, lorsque R a un nombre fini de composantes. 
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Démonstration. Soit R = Y Q(ai), les quasicomposantes figurant au second 
i= 1 

membre étant supposées distinctes. D'après 11.1 et d'après la définition de la com-
posante, il suffit de démontrer que p. ex. l'ensemble Q(a), est connexe. Supposons 
le contraire. Alors = A + B, où A, B sont fermés dans Q(al), av G Ay B 4= 0, 
AB = 0. D'après 11.2 et M 5, les ensembles A et B sont fermés dans R. Donc R = 

m 

= A -h \B + Y Qiai)] a u x termes séparés (voir 11.2). Comme at e A, nous avons 
i — 2 

d'après la définition de Q(ai) la relation Q(aL) c A, donc B a A ce qui est une 
contradiction, car B 4= 0, AB = 0. 

11.5. Lorsque R est un espace métrique compact, alors ses composantes sont 
identiques avec ses quasicomposantes. 

Démonstration. D'après S II 9 (S désigne l'article: Sur l'application de la 
théorie de Vhomologie ... cité au paragraphe 8), il est possible de choisir dans tout 
système infini d'ensembles ouverts dans R recouvrant R un système fini d'ensembles 
recouvrant R. D'après S II 3, tout ensemble fermé dans R jouit de la même propriété. 

Une fois de plus, il suffit de démontrer que l'ensemble Q(a) est connexe. Supposons 
le contraire. Alors Q(a) = A 4- B aux termes non-vides séparés, a e A. Les en-
sembles Ay B sont fermés dans Q(a), donc d'après 11.2 ils le sont dans R également. 
De plus AB = 0. Si xeB, alors l'ensemble (x) est fermé dans R, l'ensemble R — A 
est ouvert dans R et (x) cz R — A. Donc en vertu des paragraphes 10 et 16 de mon 
article Contribution à la théorie de la dimension (Časopis pěst. mat. a fys. 62 (1933), 
277-291; [11]) il existe un ouvert UX dans R tel que x G UX CZ Ux C R - A. 
Lorsque x parcourt B les ensembles BUX sont ouverts dans B et recouvrent B. L'en-
semble B étant fermé dans R, il existe un nombre fini de points x l 5 x 2 , x m e B 

tels que B c: £ UXi. Soit C = Y ÛXi ~ Y ^xr Alors l'ensemble C est fermé dans 
¿=1 ¿=1 ' ¿=1 

R et l'on a AC = BC = 0, donc C c R — Q(a). On peut donc associer à chaque 
y G C une décomposition R = Hy + Ky aux termes séparés, telle que y G Ky, a G Hy\ 
donc Q(a) cz Hy. Les ensembles Ky sont (voir M 7) ouverts dans R et recouvrent C. 
L'ensemble C étant fermé dans R, il existe un nombre fini de points yl9 y2,..y» G C 

n 
tels que C c Y^yp Comme 

j = i 

m m n 

i=l J=1 1 
nus pouvons poser 

M = Íuxi + Í K y j = ZUXl + ÍK,J. i= 1 j=1 1=1 j=1 

Les ensembles Ux et Ky étant ouverts dans R, l'ensemble M est ouvert dans R. Les 
ensembles UX et Ky étant fermés dans R, l'ensemble M est aussi fermé dans R. Donc 
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R = M + (R — Ai) aux termes séparés. Comme a e A, Ux c: R — A, a e Hy, 
HyKy = 0, on a a e R — M. Donc a R — M d'après la définition de g(a). 

m 
Il en résulte B c R - M, car B cz Mais UXi cz M. Donc B cz 

/=i 
c: M(R — Ai), c'est-à-dire B = 0, ce qui est une contradiction. 

11.6. Soif K une composante d'un espace métrique compact R. Soit G ouvert 
dans R, K a G. Il existe alors une décomposition R = A + B aux termes séparés 
telle que K a A c G. 

Démonstration. Soit a e K, donc K = Q(a) d'après 11.5. Si x e R — G, on 
a x e R — Q(a), de sorte qu'il existe une décomposition R -- Ux + Vx aux termes 
séparés telle que xe Vx% a e C/x,doncK = Q(a) cz Ux. Lorsque x parcourt l'ensemble 
R — G, les ensembles (R — G) Vx sont ouverts dans R — G et recouvrent R — G. 
Comme l'ensemble R — G est fermé dans R, il existe d'après S II 3 et S II 9 un nombre 

m m 

fini de points xl9 x2 , . . . , xm e R — G tels que R — G cz £ FXi. Posons [~[ UXi = y4, 
i = 1 ' ¿=1 

m 

Y vxt = B. Les ensembles Ux et Vx étant ouverts dans R, ,4 et B sont aussi ouverts 
i= 1 
dans R. Comme R = Ux + Vx, on a R = A + B. Comme l/xKx = Q, on a AB = 
= 0. Donc iî = i4 + fî aux termes séparés. Comme K cz on a /C cz A. Comme 
B ZD R - G, >45 = 0, on a A cz G. 

12. Soit R un espace, a e R. Dans chaque réseau U on peut choisir un sommet U 
tel que a e U. Lorsque U parcourt tous les réseaux dans R, nous voyons aisément que 
les (0, U)-simplexes (U) définissent un (0, R)-cycle absolu que nous désignerons par 
{a}. Evidemment {a} fait partie de (a), où (a) désigne l'ensemble composé d'un seul 
point a. 

Le (0, R)-cycle {a} n'est pas déterminé univoquement par le point a; mais si 
{ci}2 s o n t deux de ses valeurs, il est facile de démontrer que {a}t ~ {a}2 dans 

(«). 
Evidemment J({a}) = 1. 
12.1. Soit R un espace; a e R, b e R. Les deux points a et b appartiennent à la 

même quasicomposante de l'espace R si et seulement si {a} ~ {6}. 
Démonstration. Soit {a} = C°, {b} = D°. 
I. Soit C° ~ Soit R = Ul + U2 aux termes séparés; a e C/,. Nous avons à 

montrer que beUi. Les ensembles Uu U2, sont ouverts dans R, ils forment donc 
un réseau U dans R. Comme C° - D°, il existe une (1, U)-chaîne El(VL) C°(U) -
- D°(U). Or le réseau U est d'ordre 0, donc El(U) = 0, donc C°(U) = D°(U). 
Comme a e U1 et UlU2 = 0, nous avons C°(U) = (C/,). Donc D°(U) = (I7t) d'où 
6 6[ / l t 

II. Soit Q(a) = Q(b). Soit U un réseau dans R. Nous avons à démontrer que 
C°(U) - D°(U). Soit C°(U) = (U'). Soit le système des sommets U du réseau U 
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pour lesquels ([/) ~ (l/'); soit <P2 le système des autres sommets du réseau U. Soit A 
la somme de tous les éléments du système <Pl9 B la somme des éléments de <P2. Alors 
les ensembles A et B sont ouverts dans R et R = A + B. Si c e AB9 il existe Ule^>i9 
U2e<P2 tels que ceU^U^ Alors (Ul9U2) est un (1, U)-simplexe et (Ul9 U2) 

(^2) - donc (U2) ~ (t/j). Comme l/j e <Pl9 on a ([/t) ~ (U')9 donc aussi 
(U2) ~ (U')9 c'est-à-dire U2e<Pl9 ce qui est une contradiction. Il en résulte que 
AB = 0, donc R — A + B aux termes séparés. Comme a e U' C: A9 on a Q(a) a >1 
d'après la définition de Q(a). Comme Q(a) = Q(b), nous avons b e A. Il, existe donc 
U" e <Pi9 tel que b e U". Comme b e U"9 on a (U") ~ D°(U). Comme U" e <Pi9 on 
a (U") - (U') = C°(U). Donc C°(U) - D°(U). 

13. Soit p = 0,1, 2, Nous dirons que l'espace R est acyclique d'ordre p si 1° 
p = 0 et B%(R) = 0 (voir 9), ou bien si 2° p ^ 1 et BP(R) = 0 (voir 2). 

D'après 8 et 9.1 un espace R est acyclique d'ordre 0 si et seulement si il est vide 
ou connexe. 

14. Soit R un espace. Soit S fermé dans R. Soit p = 0,1, 2, Soit a e S. Les 
lettres U9 V9 W désignent à nouveau des ensembles ouverts dans R et contenant le 
point a. 

Soit V a U. Soit (ip l'ensemble de tous les (p, i?)-cycles absolus rp dans SV; pour 
p = 0 nous supposons de plus J(r°) = 0. Soit T)p l'ensemble des Tp qui sont ~ 0 
dans SU. Alors &p est un module et son sous-module. Le rang du module — T>p 

sera désigné par yp(V9 U; 5, R). 
Lorsque W a V <n U9 on a évidemment yp(W9 U;S9R) g yp(V9 U; 5, R). Il en 

résulte aisément que, l'ensemble U étant donné, on peut trouver V c: U tel que pour 
tous W a Vie nombre yp{W9 U; S, R) a une valeur fixe (indépendante de W) que 
nous dénoterons par yp(a9 U; S9 R). 

Lorsque W a V a U9 on a évidemment yp(W9 V; S, R) ^ yp(W9 U; S9 R). Donc, 
si V c U9 on a yp(a9 V; S9 R) ^ yp(a9 S9 R). Il en résulte aisément que les trois 
cas suivants sont possibles: 

I. Il existe un entier m (= 0, 1, 2,. . .) et un ensemble U tels que yp(a9 V; S9 R) = m 
pour tous Val], Nous posons alors yp(a; S, R) = m. 

II. Le nombre yp(a9 V; S, R) est fini pour tous les V9 mais pour tout m ( = 0,1,2, ...) 
il existe U tel que yp(a9 V; S9 R) > m pour tous V a U. Nous posons alors yp(a; 
5, R) = co. 

III. Il existe un ensemble U tel que yp(a9 V; S9 R) = 00 pour tous V Œ U. Nous 
posons alors yp(a; S9 R) = 00. 

Nous écrivons yp(V9 U; R9 R) = yp{V9 U; R)9 yp{a9 U; R9 R) = yp(a9 U; R)9 yp(a;R9 R) = 
= yP{a, R). 

Il découle aisément de la discussion des paragraphes 3 et 4 que l'on a 
yp(V9 U; 5, R) = yp(V917; S), yp{a9 U; 5, R) = yp(a9 U; 5), yp(a; 5, R) = yp(a9 S). 

Nous disons que l'espace R est localement acyclique d'ordre p au point a, lorsque 
yp(a9 R) = 0. 



179 

On démontre aisément la proposition suivante: si S,, S2 sont deux ensembles 
fermés dans R9 a e S1S2 et qu'il existe un ensemble U ouvert dans R et tel que a eU9 
US1 = US2, alors on a yp(V9 U; Sl9 R) = yp(V9 U; S2, R) pour tous les ensembles V 
tels que a e V cz U. Il en résulte 

(0 rp( f l,s1) = yp(a,s2). 

15. Nous disons que l'espace R est régulier au point ae R s'il jouit de la propriété 
suivante: Si U est ouvert dans R et a e U, il existe un ensemble V ouvert dans R et tel 
que a e V ci V cz U. 

D'après D 10 (D désigne le mémoire cité dans la démonstration du théorème 11.5) 
on a: 

15.1. Tout espace normal est régulier en chaque point. 
D'après D 16 nous avons ensuite: 
15.2. Tout espace métrique est régulier en chaque point. 
16. Soit p = 0, 1,2, Si l'espace R est régulier au point a9 on a ou bien 

yp(a9 R) = 0, ou bien yp(a9 R) = oo. 

Démonstration. Soit yp(a9 R) ^ 1. Il existe alors dans R un ouvert U contenant 
le point a et tel que yp(a9 U; R) ^ 1. Nous avons à démontrer que yp(a9 U; R) = oo. 
Soit V un ensemble ouvert dans R9 a e V cz U. Nous avons donc à démontrer que 
yp(V9 U; R) = oo. Soit au contraire yp(V9 U; R) = m (= 0, 1, 2,...); il existe alors 
des (p, R)-cycles absolus Tf (1 g i g m9 J(T°) = 0 pour p = 0) dans F tels que 

m 

l'homologie £ ~ 0 d a n s Û (ri e SR) implique rx = ... = rm = 0. 
i= i 

Pour tout réseau U soit 9J?(U) l'ensemble de tous les vecteurs (r,, r2 , . . . , rw) 
m 

(voir I, 9) tels que £ ri ~ 0 dans U. Il est évident que 9̂ (11) est un module 
¿=1 

fini de rang h(U) g m. Lorsque 93 est un raffinement du réseau U, alors évidemment 
2TC(93) est un sous-module du module 9Jî(U), donc (voir I, 19) h(%3) ^ h(U). Il existe 
évidemment un réseau U0 tel que h(U) ^ h(\X0) pour tout réseau U, de sorte que pour 
tout raffinement U du réseau Xl0 on a h(U) = h(ll0), donc (voir I, 19) 9Jï(U) = 
= 9ft(U0)> donc pour tout réseau U on a 2N(U0) 9Jî(ll). Lorsque (r^ ..., rm)e 

m 

e9Jî(ll0), on a (r,,. . . , rm) e 9J2(U) pour tout réseau U, donc £ rf Tf ~ 0 dans U9 
i = i 

m 

donc rj = ... = rm = 0. L'homologie ]T ri rj(U0) ~ 0 dans U implique donc r, = 
i=l 

= ... = r„ = 0. 
Soit U0 le sommet du réseau U0 pour lequel a e U0. Comme R est régulier au 

point a, il existe un ensemble W ouvert dans R et tel que aeW a W cz U0U. Les 
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deux ensembles ouverts U0 et R — Reforment un réseau U^ Soit (voir II, 4.1) U2 

un raffinement des deux réseaux U0 et Ut. Comme U2 est un raffinement du réseau 
Uj, on a U2 <=• U0 pour tout sommet U2 du réseau U2 tel que U2W 4= 0. Il existe 
donc une projection n = Pr. (U2, lï0) telle que nU2 = U0 pour tout sommet U2 

du réseau U2 tel que U2W 4= 0. 
Comme yp(a, U; R) ^ l, nous avons yp( W, U ; R) ^ 1. Il existe donc un (p, R)-cycle 

absolu rg dans W [avec J(r%) = 0 si p = 0], qui n'est pas ~ 0 dans U. Il suffit de 
m 

démontrer que l'homologie £ rf Tf ~ 0 dans U implique r0 = rv = ... = rm = 0, 
¿ = 0 

car alors on aura yp(V9 U; R) ^ m + 1, ce qui est une contradiction. 
m m 

Soit donc £ rt /"T ~ 0 dans U. Alors £ rf r?(U0) - 0 dans Ï7. Or TJ ci FF, donc 
¿ = 0 ¿ = 0 

rg(U2) cz ÏF. Cela signifie que le noyau de tout simplexe de la chaîne Tg(U) coupe Wj 
de sorte que pour tout sommet U2 d'un tel simplexe on a U2W 4= 0, donc ;rl/2 = t/0. 
Il en résulte pour p ^ 1 que nap = 0 pour tout simplexe ap de la chaîne Tg(U2), 
d'où 7z rg(U2) = 0." Pour p = 0 nous avons n r£(U2) = r(U0) (r G <K); comme 
J[7z TO(U2)] = ^[^0(^2)] = 0, nous avons r = 0. Donc n Tg(U2) = 0 pour toutes 
les valeurs de p. Mais n Pg(U2) ~ rg(U0) dans U, de sorte que rg(U0) - 0 dans (7. 

m m 
Comme £ r,- H(^o) ~ 0 dans U, nous avons £ r,. J7(U0) ~ 0 dans (7, donc r! = 

¿=0 ¿=1 m 
= ... = rm = 0 d'après la définition du réseau U0. Comme £ rfTf ~ 0 dans Î7, 

_ ¿=0 
on a r0Tg ~ 0 dans [/, donc r0 = 0 d'après la définition du cycle TJ. 

17. L'espace R est localement acyclique d'ordre 0 dans le point a e R si et seule-
menf s/ à chaque ensemble U ouvert dans R et contenant a on peut associer un 
ensemble V ci U ouvert dans R, a e V, et tel que V soit une partie de la quasicom-
posante de U déterminée par le point a. 

Démonstration. Il est évident que R est localement acyclique d'ordre 0 en a 
si et seulement si à chaque ensemble U ouvert dans R et contenant a on peut associer 
un ensemble V ci U ouvert dans R contenant a et tel que r° ~ 0 dans U pour tout 
(0, R)-cycle absolu r° dans F tel que J(r°) = 0. 

I. Soit F une partie de la quasicomposante de l'espace U déterminée par le point a. 
Soit r° un (0, R)-cycle absolu dans F tel que J(r°) = 0. Soit U un réseau dans R. 

m 

Nous avons à démontrer que r°(U) - 0 dans U. Soit r°(U) = £ ^(C/,), l/f e U. 
1 = 1 

m 

Comme J(r°) = 0, nous avons rt = 0. Comme r° ci F, il existe des points at e 
¿=1 

e VUi. Comme af e F, on a d'après 12.1 (voir aussi 3 et 4) {a,} ~ {a} dans E7, donc 
m m 

Z ri{ai} ~ 0 dans puisque £ rt = 0. Si {a^ = C„ alors évidemment (U^ ~ 
<=1 ¿=1 
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- C,(U) dans V, donc aussi dans U. Donc £ r^Uf) ~ 0 dans 17, c'est-à-dire r° ~ 0 
i — 1 

dans V. 
II. Soit maintenant r° ~ 0 dans V pour tout (0, i?)-cycle absolu r° dans V tel 

que J(r°) = 0. Soit beV. Alors {a} - {b} est un (0, Recycle absolu dans V et 
J({a} - {b}) = 0. Donc {a} - {b} dans U, et d'après 12.1 (voir aussi 3 et 4) b 
appartient à la quasicomposante de l'espace U déterminée par le point a. 

18. Nous disons que l'espace R est localement connexe en un point a e R, lorsque 
à chaque ensemble U ouvert dans R et contenant a on peut associer un ensem-
ble V c: U ouvert dans R, contenant a et tel que V soit une partie de la composante 
de l'espace U déterminée par le point a. 

D'après 11.1 et 17 nous avons: 
18.1. Si l'espace R est localement connexe dans le point a, alors R est localement 

acyclique d'ordre 0 en a. 
D'après 11.5 (voir aussi S II 3) nous avons: 
18.2. Lorsqu'un espace métrique compact R est localement acyclique d'ordre 0 

en un point a, alors R est localement connexe en a. 
Nous disons que l'espace R est localement connexe lorsqu'il est localement con-

nexe en chacun de ses points. 
18.3. L'espace R est localement connexe si et seulement si chaque composante 

de tout ensemble ouvert dans R est ouverte dans R. 

Démonstration. I. Soit R un espace localement connexe. Soit U un ensemble 
ouvert dans R. Soit K une composante de l'ensemble U. Nous avons à démontrer 
que K est ouvert dans R. Dans le cas contraire il existerait un point a eK . R — K. 
Comme a e K, on a a eU. Comme U est ouvert dans R et R est localement connexe 
en a, il existe un ensemble V a U ouvert dans R, a e V9 tel que V a K. Donc R — K a 
c R — V, d'où R — KaR— V=R — V, ce qui est en contradiction avec a eV. 
.R- K. 

II. Supposons maintenant que chaque composante de chaque ensemble ouvert 
dans R soit elle aussi ouverte dans R. Soit a eU,U ouvert dans R. Soit K la com-
posante de l'ensemble U qui contient a. Alors K est ouvert dans R, et a eK a U. 
Donc R est localement connexe dans le point a. 

L'éspace R est dit localement acyclique d'ordre p (= 0, 1, 2, ...) s'il l'est en chacun 
de ses points. 

18.4. L'espace R est localement acyclique d'ordre 0 si et seulement si chaque 
quasicomposante de chaque ensemble ouvert dans R est ouverte dans R. 

La démonstration de 18.4 ne diffère de celle de 18.3 que par le fait qu'on y 
remplace la définition de la connexité locale par le théorème 17. 

18.5. Si l'espace R est localement connexe, alors ses composantes coïncident avec 
ses quasicomposantes. 
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Démonstration. Soit K une composante de l'espace R, soit a e R. Nous avons 
à démontrer que K = Q(a). D'après 18.3 K est ouvert dans R; comme R — K est 
la somme des autres composantes de l'espace R, nous voyons d'après 18.3 que R — K 
est aussi ouvert dans R. Donc R = K + (R — K) aux termes séparés. Comme ae K, 
la définition de Q(a) entraîne Q(a) c= K. Or K c Q(a) d'après 11.1. Il en résulte 
Gto = K. 
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THÉORIE GÉNÉRALE DES VARIÉTÉS 
ET DE LEURS THÉORÈMES DE DUALITÉ1 

Annals of Mathematics 
( 2 ) 34 ( 1 9 3 3 ) , 6 2 1 - 7 3 0 

La topologie combinatoire a fait dans les dernières annés des progrès très remar-
quables et elle constitue, tant intrinsèquement qu'au point de vue des applications, 
un des plus importants chapitres de la topologie. Ceci est vrai tout particulièrement 
pour la théorie de l'homologie; c'est en effet la branche la plus avancée de la 
topologie combinatoire2. D'autre part, la topologie générale, fondée sur la théorie 
abstraite des ensembles, constitue désormais un édifice immense occupant une des 
places centrales dans le vaste champ des mathématiques modernes. 

A mon avis, on peut espérer d'arriver à étendre d'une manière inattendue le champ 
de recherches topologiques si on réussit à approcher mutuellement le plus près pos-
sible les méthodes combinatoires et celles de la théorie générale des ensembles. Le 
premier pas essentiel et général dans cette direction et qui a déjà eu des conséquences 
très remarquables a été fait par M. Vietoris qui a réussi à fonder la théorie de l'homo-
logie dans chaque espace métrique et compact.3 Néanmoins il y a encore un profond 
abîme entre les recherches combinatoires et celles abstraites dans la topologie. 
Mon opinion est d'une part que la topologie combinatoire doit complètement 
abandonner l'usage des polyèdres, c'est-à-dire des figures dont la nature topologique 
(au sens d'une description axiomatique complète) nous restera probablement pour 
longtemps cachée; d'autre part qu'il est impossible d'étudier profondément déjà 
p. ex. la topologie des sous-ensembles de l'espace ordinaire si on s'obstine à négliger 
systématiquement les notions combinatoires. 

Un des plus beaux sujets de la topologie combinatoire est sans doute la 

1 Received February 15, 1933. — J'ai exposé quelques résultats de ce Mémoire dans une 
communication au Congrès Int. de Zurich (septembre 1932) ainsi que dans un cycle de quatre 
conférences que j'ai faites, à l'Université de Varsovie (novembre 1932). 

2 Une exposition complète de cette théorie se trouve dans l'excellent livre de M. Lefschetz, 
Topology, Amer. Math. Soc., Coll. Publ. vol. 12, 1930. 

3 Math. Annalen, 97, 1927, pp. 454-472. Cf. déjà L. E. J. Brouwer, Math. Annalen, 72, 
1912, pp. 422-425. 
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théorie des variétés (Mannigfaltigkeiten, manifolds). Or toutes les définitions con-
nues4 d'une variété V supposent ou que V soit homéomorphe à un polyèdre ou du 
moins que chaque point de V possède un entourage5 homéomorphe à un polyèdre. 
Il n'existe donc jusqu'à présent aucune définition purement topologique de la notion 
de variété.6 Dans le présent Ouvrage, je donne justement une telle définition com-
prenant du reste, comme on pourrait le démontrer sans difficulté, toutes les définitions 
connues comme des cas particuliers. 

Je m'appuie dans ce qui suit très essentiellement sur mon Mémoire Théorie 
générale de l'homologie dans un espace quelconque1 dont la connaissance est 
indispensable au lecteur; je le cite par l'abréviation Homologie. Outre ce quit a été 
exposé dans \'Homologie, je ne suppose de la topologie combinatoire que la connais-
sance des nombres de Betti d'un simplexe. Je suppose d'ailleurs quelques connaissances 
de la topologie générale, en particulier de la théorie de la dimension (v. n° 2.2). 
Relativement à l'Homologie, quatre remarques sont nécéssaires: 

I. Pour un (p, R.)-cycle, j'emploie ici la courte notation Cp (p. ex.) au lieu de 
{CP(U)} (Homologie II, 20). Donc Cp est l'ensemble de tous les CP(U), XI parcourant 
tous les réseaux dans R. 

II. La famille fondamentale de réseaux (Homologie, II, 1) est dans ce qui suit 
toujours la famille de tous les réseaux ouverts (v. Homologie, III, 2). 

III. La notion d'un affinement normal (Homologie, II, 15) dépend essentiellement 
des deux ensembles A et a(v. 1. c.); je parle donc toujours explicitement d'un affine-
ment normal rel. aux cycles mod et dans A (l'attribut dans A sera omis si A = R; 
l'attribut mod a sera omis si a = 0). 

IV. Dans ce qui suit, les coefficients de toutes les chaînes appartiennent à l'en-
semble 91 des nombres rationnels (v. Homologie, I, 1 et II, 3); du reste, toute la 
théorie vaut sans aucune modification si 9Î désigne l'ensemble des entiers réduits 
mod p, p étant un nombre premier8 (v. Homologie, V, 1). 

Le présent Ouvrage est divisé en huit Chapitres. 
Au Chap. I, j'introduis successivement les axiomes Ax (n° 1), A2 (n° 2), A3 (n° 3) 

et A4 (n° 7). Les deux axiomes Al et A2 sont vérifiés en particulier si R est un espace 

4 La plus générale de ces définitions est celle de MM. Lefschetz et Flexner (v. Proc. Nat. 
Acad. Sci., 16, 1930, pp. 530-533, et Annals of Math., 32, 1931, pp. 393-406 et 539-548). 

5 Un entourage d'un point a ou d'un ensemble A est un ensemble ouvert contenant a ou A. 
6 Après avoir terminé cet Ouvrage, j'ai pris connaissance d'un manuscript de M. Lefschetz 

intitulé On generalized manifolds (à paraître dans le Amer. Journal of Math.). L'illustre géomètre 
américain y étudie, avec une méthode entièrement différente, presque la même notion. Je voudrais 
insister sur une différence essentielle: pour démontrer le théorème de dualité entre les /^-cycles 
et les (n — />)-cycles (0 ^ p ^ n — p ^ «), je n'ai besoin d'aucun axiome relatif aux cycles de 
dimensions < n — p — 1. 

7 Fund. Math., 19, 1932, pp. 149-183 (voir [7]). 
8 J'espère de revenir ailleurs sur la possibilité d'étendre ma théorie des variétés au cas d'autres 

domaines 3ft. 
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métrique et compact. Bien que ce soit le cas le plus important, je n'ai pas voulu 
introduire explicitement la métrisabilité de R, d'autant mieux que cette hypothèse 
ne simplifie guère les démonstrations. On pourrait se passer entièrement de l'ensemble 
S introduit dans l'axiome A3, en remplaçant At et A3 par l'axiome unique que R — S 
soit un espace localement bicompact9; ce procédé, logiquement équivalent à celui 
du texte, introduirait peut-être quelques difficultés d'exposition. L'axiome A4 dit que 
la dimension n (au sens de Menger-Urysohn) de l'espace R — S est finie (et >0). 
En appliquant le allgemeiner Zerlegungssatz de M. Menger10 je prouve au n° 8 
que, un réseau 3 étant donné, on peut définir une famille complète de réseaux 
„commodes" U jouissant de la propriété suivante: chaque (/c, U)-simplexe xk est 
situé dans un certain sens sur un (h, 3)'simP^exe °h 11 de manière qu'on ait toujours 
k ^ n — h. On voit que les oh sont pour notre variété abstraite ce que les faces sont 
pour une variété polyèdrale (à un ah correspondant une (n — /?)-face du polyèdre). 

Au Chap. II, j'introduis successivement les axiomes B (n° 9), Dj (n° 11), D2 (n° 12), 
E (n° 13) et F (n° 16) relatifs à la manière dont se comportent les cycles à n ou à n — 1 
dimensions de l'espace R — S. A l'aide de ces axiomes on démontre (n° 17) l'existence 
d'un («, R)-cycle G" mod 5, recouvrant tout l'espace R et appelé le cycle principal. 
En considérant un réseau 3 e t ïes réseaux commodes U relatifs, on attache (n° 19) 
à chaque (0, 3)-simptexe a0 une (H, U)-chaîne Kn(<r°, U) située dans a0 de manière 
que la somme de tous les Kn soit égale à Gn(U). Successivement, on attache alors à 
chaque (h, 3)"simplexe u n e (n — h, U)-chaîne Kn"h{ah, U) située dans oh de 
manière que les relations d'incidence entre les cř soient duelles de celles entre les 
Kn~h(<rh

9 H). On voit déjà que le théorème de dualité subsiste entre les (p, 3)-chaînes 
et entre les (n — p, U)-chaînes élémentaires, c'est-à-dire de la forme Kn~p{op

i9 U). 
Ce théorème de dualité n'a d'ailleurs encore aucune signification géométrique et on 
doit encore vaincre trois différentes difficultés: 

a. On doit prouver que l'on peut s'arranger de façon que Kn~p(t7?, U) 4= 0. 
p. On doit prouver que, Cn~p étant un (n — p, ft)-cycle, C"P(U) est homologue 

à une chaîne élémentaire. 
y. On doit prouver que si la chaîne élémentaire Cn~p(Vi) est homologue à zéro, il 

existe une (n - p + l)-chaîne élémentaire Dn_p+1(U) telle que D"~P+1(U) 
c " - p ( u ) . 1 2 

Pour vaincre les difficultés a, P et y, on a besoin de nouveaux axiomes (le nombre 
de ces axiomes croit avec p; pour p = 0 aucun nouvel axiome n'est plus nécessaire). 

La difficulté a est résolue au Chap. III (n° 25) à l'aide des axiomes Gk (v. n° 21), 
où n — p ^ k ^ n — 1. L'axiome Gk dit que, dans R — S, les petits cycles à k di-
mensions sont ~0. 

9 Tous les axiomes ultérieurs se rapportent uniquement à l'espace R — S. 
10 C'est peut-être la première application de ce théorème très important à mon avis. 
11 T* est d'espèce ah dans la terminologie du texte (v. n° 8.3). 
12 En réalité, je démontrerai un énoncé un peu plus compliqué que y. 
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La difficulté fi est résolue au Chap. IV (n° 31) à l'aide des axiomes Gk (n — p g 
g k g n — 1) et des nouveaux axiomes Hk (v. n° 27), où max (0, n — p — 1) g 
g k ^ n — 2. La démonstration est très compliquée et presque entièrement combina-
toire. 

La difficulté y ést résolue au Chap. V (n° 44); on n'a plus besoin d'aucun nouvel 
axiome. La démonstration est très analogue à celle du Chap. IV. 

Au Chap. VI, j'introduis (n° 56) l'indice de Kronecker d'un couple de cycles 
dont les dimensions sont resp. p et n — p. Cette théorie est complète à l'exception 
de la loi commutative que je démontrerai dans un Mémoire qui fera suite au présent, 
et où j'exposerai la théorie complète des intersections des cycles sur une variété 
abstraite. 

Au Chap. VII, je démontre le théorème général de dualité dans une variété abstraite; 
pour une variété polyèdrale, c'est la formule (7), p. 142 de la Topology deM. Lefschetz. 

Au Chap. VIII je prouve d'abord que les axiomes Gfc[0 g k g (n — l)/2] et 
Hk(0 ^ k ^ H/2 — l)-sont des conséquences des autres axiomes. Ensuite, je géné-
ralise à mes variétés quelques autres théorèmes de dualité (théorèmes de Poincaré 
et de MM. Alexander, Lefschetz et Pontrjagin). 

I. 

1. Axiome Ax : L'espace R est bicompact.13 Cela signifie que de chaque famille 3 
de sous-ensembles ouverts on peut extraire une famille finie recouvrant R (= réseau 
dans R). 

1.1. Un sous-ensemble A de R est bicompact si et seulement si A est fermé dans R. 
Démonstration. Supposons en premier lieu que A = Â. Soit $ 0 un recouvre-

ment de A. A chaque U0 e 5 0 attachons un ensemble U ouvert dans R et tel que 
U0 = U . A; en ajoutant R — A à ces ensembles l/, on obtient un recouvrement g 
de R. L'espace R étant bicompact, il existe un recouvrement fini 5! extrait de JÇ-
Les U0 = U. A, où U e JÇi, forment un recouvrement fini de A extrait de 5Ç0. Sup-
posons en second lieu que l'ensemble A c R soit bicompact. Alors A = Â (v. 
Alexandroff et Urysohn, 1. c. sub13, p. 47, corollaire 1). 

1.2. L'espace R est normal. Cela signifie que, U étant un entourage d'un sous-en-
semble fermé A de R, il existe un entourage Kde A tel que F c U. 

Pour la démonstration, v. Alexandroff et Urysohn, 1. c., p. 26,1. 
1.3. Chaque réseau (dans R) U possède un affinement jouissant de la propriété 

suivante: A chaque sommet Vde 93 on peut attacher un sommet U de U de manière 

1 3 L. Vietoris, Stetige Mengen, Monatshefte f. Math, u. Phys., t. 31, 1921; P. Alexandroff 
et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts, Verhandelingen Akad. Amsterdam, 
1929. 
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que non seulement V c: U mais aussi V' c U pour chaque sommet V' de ÜB tel que 
VV 4= 0. 

Démonstration. Soient C/f (l ^ i ¿ m) les sommets de U. D'après un lemme 
de M. Menger14 on peut trouver des ensembles ouverts U\ (l ^ i ^ m) tels que 

m 

ÏÏ'i Œ Uh = R. A chaque point a de R attachons un entourage V si petit que 
i 

1 ° ae U\ entraîne V c U\; 2° a e Ü¡ entraîne V c C/(; 3 e a e R - V\ entraîne VU\ = 
= 0. D'après l'axiome A¡, il existe des points av en nombre fini tels que les entourages 
Vv correspondants constituent un réseau 33. Pour chaque valeur de v, il existe une 
valeur de i telle que av e U'h d'où (d'après Io) Vv a U'r II suffit de montrer que 
V.K * 0 entraîne VfJ c U¡. Or soit b e VßVv; alors b e VJJ'^ d'où VJJ\ * 0 et donc 
(d'après 3°) aß e {][ et par suite (d'après 2°) Vß c U¡. 

2. Axiome A2: Chaque sous-ensemble ouvert de R est un Fa dans R. 

2.1. Chaque sous-ensemble de R satisfait à /'axiome A2.15 

2.2. Nous allons rappeler les théorèmes de la théorie de la dimension dont nous 
ferons usage dans ce qui suit. Ces théorèmes sont vrais dans chaque espace satisfaisant 
aux axiomes Ax et A2, et même plus généralement dans chaque espace topologique 
normal satisfaisant à l'axiome A2. Pour les démonstrations je renvoie au livre de 
M. Menger: Dimensionstheorie (cité par M) pour le cas particulier d'un espace 
métrique séparable ainsi qu'à mon Mémoire: Sur la dimension des espaces parfaite-
ment normaux16 (cité par C) pour le cas général. 

2.21.17 dim R = — 1 signifie que R = 0. A étant un sous-ensemble fermé de 
R, dim^ R g n signifie qu'à chaque entourage U de A on peut attacher un entourage 
V c U de A tel qu'on ait dim 4> ^ n — 1, où <P = V — K dim R = n signifie que: 
Io âimA R ^ n pour chaque sous-ensemble fermé A de R; 2° la relation dimx R ¿ 
g n — 1 n'est pas vraie pour chaque sous-ensemble fermé A de R.18 

2.22.19 S <= R entraîne que dim S g dim R. 
GO 

2.23.20 Soit R = Yj Rv> l e s Kv étant fermés dans R. Alors dim R = max dim Rv. 
v = i 

14 Dimensionstheorie, pp. 159—160, „Bemerkung". Le lemme est évidemment vrai dans 
chaque espace normal. 

1 5 V. Urysohn, Über die Mächtigkeit zusammenhängender Mengen, Math. Annalen, t. 94, 
p. 286, note 4 1 au bas de la page. 

1 6 Bull, intern, de TAcad. des Se. de Bohème, 1932, (voir [6]). 
1 7 M, Chap. II (v. aussi p. 116); C. Chap. II, (voir [6]). 
1 8 Dans cette définition, il est permis de limiter A aux points de Ry si l'espace R jouit de la 

propriété suivante: de chaque famille de sous-ensembles ouverts recouvrant R on peut extraire 
une famille dénombrable recouvrant R (cette propriété vaut si R est un sous-ensemble d'un espace 
satisfaisant aux axiomes Al et A2). 

19 M, p. 81; C, n° 23 (voir [6]). 
2 0 M, Chap. III; C, chap. III (voir [6]). 
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2.24.21 Soit dim R g n; soit U un réseau dans R. Il existe un affinement 93 de U 
dont l'ordre (v. cet Ouvrage, n° 7.2) est g n. 

2.25.22 Soit dim R ^ n. Soit U un réseau dans R; soient Ui9 U2,..., l/m les sommets 
de U. Il existe des sous-ensembles fermés Fl9 F29.Fm de R tels que 1° Fv c C/v; 

2° dim Fvo. FVl FVh^n-h pour 0 g h g n + 1; 3° f Fv = R.23 

î 
2.26.24 Soit R = R0z> R1 =>...=> les K, étant fermés dans R. Soit dim Rt = 

= Soit a e Rk. Soit U un entourage de a. Il existe un entourage Va U de a tel 
que dim K,(F- V) ^ nf- - 1 pour 0 ^ i g k. 

2.3. Si R = R0 z> Rj ^ ...-=> Rn9 les Rfc étant des sous-ensembles fermés de R 
tels que dim Rk g n — k pour 0 ^ H n, alors chaque réseau U dans R possède 
un affinement 93 jouissant de la propriété suivante: Si chaque sommet d'un (/i, 93)-
simplexe ah rencontre Rk (0 g k g n), on a h ^ n — k. 

Démonstration..Le théorème étant évident pour n = 0 (v. 2.24), supposons 
le vrai pour la dimension n — 1 (= l'hypothèse H). Soit donné le réseau U. A chaque 
point a de R attachons un entourage Va U e U tel que (v. 2.26) dim Rk F(V) g 
g: n — k — 1 pour 0 ^ fc ^ en particulier F(K) = 0. D'après l'axiome Al9 

s 

il existe des points av (1 ^ v ^ 5) en nombre fini tels que £ Vv = R. Posons 
Ï 

v - 1 

k; = vx 9 v; = Vv - £ ^ Pour 2 g v g 5. 
¿=1 

On a alors ¿Fv' = R9 VX = 0, d'où V; F(Vv') = 0 et enfin F(Vv') c j? F(KV) et par 
1 i = 1 

suite (v. 2.23) dim Rk F(FV') g n - k - 1 pour 0 ^ k ^ n, 1 ^ v g 5, en parti-
culier Rn. F(V;) = 0. Posons R'0 = £ F(KV'), R'k = Rk. R'0 (1 g k g n - 1). 

1 
Alors dim ^ n — 1 — k pour 0 ^ fc w — 1. En vertu de 1.1 et 2.1, l'espace Rq 
satisfait aux axiomes A1 et A2. Donc, d'après l'hypothèse H, il existe des ensembles v^ 

t 
(1 ^ /x g t) en nombre fini ouverts dans R'0 et tels que: 1° = Ro\ 2° chaque vM 

1 
fait partie d'un sommet l/M de U; 3° si les indices différents l'un de 

h 

l'autre sont tels que Ylvm + 0 et que (pour une certaine valeur de k9 0 ^ k g n — 1) 
0 

K^m + 0 pour 0 g i g h, alors h <; n - k - 1. Pour 1 g pi g t9 soit un sous-

2 1 M, pp. 158-161; C, n° 26 (voir [6]). 
2 2 M, pp. 161-174; C, n° 26 (voir [6]). 
2 3 En réalité on trouve 1. c. seulement la démonstration de l'existence d'un réseau fermé g 

qui est un affinement de U et tel que dim 4>io<Pil . . . &ih n — h pour e g. Or il suffit de 
partager les sommets 0 de g en m groupes de manière que <& c Uv pour chaque 0 du vème 

groupe et de désigner par Fy la somme de tous les # de vèmc groupe. 
2 4 M, p. 169; C, n° 24.2 (voir [6]). 
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ensemble ouvert de R tel que 1° vM c c: U^ - Rn; 2° si vH . R'k = 0 (1 g \i g f, 
h h 

1 ^ B « - 1), alors K; . R* = 0; 3° si = 0 a , o r s Y\Ki = °-25 L e s ensembles 
o o 

v; (1 ^ V ^ s) et VU (1 ^ nè t) constituent raffinement cherché $ de II. 

3. Axiome A3: S est un sous-ensemble fermé de R; S 4= R. 

3.1. Il existe une suite dénombrable {F,} de sous-ensembles bicompacts de R — S 
00 

telle que 1° F i + 1 => Ff; 2° R — S = £F f; 3° pour chaque sous-ensemble bicompact A 
î 

de R — S il existe une valeur de i telle que A a FOn peut même supposer Fi = G„ 
G, étant un sous-ensemble ouvert de R — S, Gt- c Gi + 1. 

Démonstration. D'après les axiomes A2 et A3, il existe une suite {<£,} de sous-
00 

ensembles bicompacts (v. 1.1) de R — S telle que R — S = 5 et sont deux 
i 

sous-ensembles fermés disjoints de l'espace R. D'après 1.2, il existe un ensemble 
ouvert G1 tel que c Gt cz R — S. Plus généralement, supposons que, pour une 
certaine valeur de k (= 2,3,. . .) , on ait déjà construit des ensembles ouverts G£ 

(1 g i k — 1) tels que G;-1 c= G„ <2>f c Gt c c: R — S. Les ensembles + 
+ et S étant fermés dans l'espace normal R et disjoits, il existe un ensemble 
ouvert Gk tel que <Pk + c= Gk c: c= R — S. La suite {Gf} étant ainsi construite 
par récurrence, il suffit de poser F, = Gt. En effet, si A est un sous-ensemble bicom-

00 

pact de R — S, on a Gf = A, d'où, d'après la définition même de la bicompacticité, 
k 1 fc 

= ]y!Gf pour une certaine valeur de k, et donc c ^G,- = Gk a Fk. 
i i 

4. Un réseau gén. (= généralisé) P̂ est une famille {P,} au plus dénombrable de 
00 

sous-ensembles uoverts et non vides de R — 5 telle que: 1° R — S = Ĵ P»» 2° pour 
i 

chaque sous-ensemble bicompact A de R — 5 on a = 0 pour presque toutes 
les valeurs de i. En particulier, un point a e R — S ne peut appartenir qu'à un nombre 
fini des Pf. Les Pt sont les sommets du réseau gén. SÇ. 

Dans le cas particulier S = 0 [ou, plus généralement, si R — S est fermé dans R] 
l'ensemble R — S est bicompact; en vertu de la condition 2°, les ensembles Pf sont 
alors en nombre fini et le réseau gén. est simplement un réseau dans R — S. 

4.1. Soit une famille de sous-ensembles ouverts de R — S (en particulier, 
ty peut être un réseau gén.). Soit Q un réseau gén. On dit que Q constitue un affine-
ment de si chaque sommet Q de Q est contenu dans un élément (sommet) de p̂. 

4.2. Soit p̂ une famille comme dans 4.1. Il existe un réseau gén. Q qui soit un 
affinement de 

2 5 V. Homologie, III, 21 (voir [7]). L'hypothèse que l'espace soit complètement normal est ici 
vérifiée en vertu de 1.3 et 2.3 (v. Urysohn, 1. c. sub 1 5). 
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Démonstration. Déterminons {F,} d'après 3.1. Les ensembles F£ étant bicom-
pacts et Œ R — S, pour chaque valeur de i il existe un nombre fini d'éléments 
Piu ...» Pu, d e ¥ recouvrant F,. Posons Qik = Pik - (1 g kg A,), où 
F0 = 0. La suite Qik (i = 1, 2, 3,...; k = 1, 2,. . . , A,) dont on supprime les membres 
vides, constitue le réseau gén. Ci cherché. 

4.3. Chaque réseau gén. ^ possède un affinement Q jouissant de la propriété 
suivante: Pour chaque QeQ il existe un Pety tel que Q cz P. En particulier 
Q ci R — S pour chaque sommet Q de Q. 

Démonstration. Déterminons les Pik (i = 1,2,3, . . . ; k = 1,2,. . . , A,) comme 
dans 4.2. Pour chaque valeur de i les ensembles ouverts P n , Pi2i..., Piki recouvrent 
le sous-ensemble fermé F| de l'espace normal R. Il existe donc (v. 14) des ensembles 

Qik (k = 1, 2,.. . , Af) tels que Qik cz Pik9 £ Qik => Ff. Les Qik (i = 1, 2, 3, ...; 
*=i 

k = 1, 2,.. . , A,-) constituent le réseau gén. Q cherché. 

4.4. Chaque réseau gén. possède un affinement Q jouissant de la propriété 
suivante: A chaque sommet Q de Q on peut attacher un sommet P de ty de manière 
que non seulement Q Œ P mais aussi Q' a P pour chaque sommet Q' de Q tel que 
QQ' * 0. 

Démonstration. Déterminons {Ff} d'après 3.1. On peut (v. 4.3) déterminer 
00 

deux suites {Pj et {Pj} d'ensembles ouverts telles que Pf e P\ c= P., = 
i 

00 

== = R — S. A chaque point a de R — S attachons un entourage Q si petit 
i _ _ 

que: 1° a e P\ entraîne Q a Pj; 2° a e P\ entraîne Q cz 3° a e R - P[ entraîne 
QP\ = 0;26 4° ae R — Fi entraîne QFf = 0. Les ensembles Ff étant bicompacts, 

00 

de la relation R — S = ^F» on voit qu'il existe une suite dénombrable {av} de points 
i 

de JR — S telle que les Qv correspondants recouvrent R — S; de plus, pour une valeur 
donnée de /c, on a av e Fk pour un nombre fini d'indices v, d'où, en vertu de 4°, 
QvFk = 0 pour presque toutes les valeurs de v. Les Qv constituent donc (v. 3.1) un 
réseau gén. Q. Pour chaque valeur de v, il existe une valeur de i telle que av e P[, 
d'où Qv cz P[ d'après 1°. Si Q^QV 4= 0, on a QMP; 4= 0 et donc (d'après 3°) aM e P\ 
et par suite (d'après 2°) Q„ c: p.. 

2 6 On ne peut préscrire qu'un nombre fini de telles conditions à l'entourage Q. Or d'après 
la définition même du réseau gén., la relation a e Pi (et a fortiori a e P\ ou a e pj) ne peut avoir 
lieu que pour un nombre fini d'indices i de manière que 1° et 2° n'imposent qu'un nombre fin 
de conditions. Quant à 3°, déterminons un entourage U de a tel que V ci R — S et posons la 
nouvelle condition 5°: Q c: U. La condition 3° est alors vérifiée pour tous les indices i tels que 
0 = Z/Pj z> VP\. Or V étant un sous-ensemble bicompact de R — S, l'inégalité ÛPi 4= 0 n'a 
lieu que pour un nombre fini d'indices /. Enfin, d'après 3.1 on a a e Fj pour presque toutes les 
valeurs de i. 
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5.1. On dit qu'un réseau U est un affinement mod S d'un réseau gén. P̂, si chaque 
sommet U de U tel que US = 0 est un sous-ensemble d'un sommet de 

5.2. Une famille <P de réseaux dans R s'appellera parfaitement complète si, U 
étant un réseau et P̂ étant un réseau gén., il existe dans <P un affinement de U qui soit 
un affinement mod S de p̂. Une famille parfaitement complète est complète (dans le 
sens de Homologie, II, 30 et relativement à la famille fondamentale Z constituée 
par tous les réseaux ouverts dans R). 

5.3. Soit U un réseau; soit P̂ un réseau gén. Il existe un réseau 23 tel que 1° 33 
est un affinement de U; 2° 33 est un affinement mod S de P̂; 3° les sommets rencon-
trant S sont les mêmes dans les deux réseaux U et 33; 4° Ve 33, VS = 0 entraine 
VS = 0. 

Démonstration. Soit G la somme de tous les sommets de II rencontrant S. 
Soient Ut (1 g i g k) les autres sommets de U. Soit Pv (1 ^ v g m) les sommets 
de <P rencontrant R — G (ces sommets sont en nombre fini, car R — G est un sous-
ensemble bicompact de R — S). L'ensemble R — G étant fermé dans l'espace normal 
R et recouvert par les ensembles U(. Pv (1 ^ i ^ /c, 1 g v ^ m), il existe, d'après 
le lemme,14 des ensembles ouverts ViY tels que Viv c: Ut. Pv, R — G. Le 
réseau 33 s'obtient de U en remplaçant chaque Ut (1 g i ^ k) par les Viv (1 g v ^ m), 
dont on omet ceux qui sont vides. 

5.4. Soit U un réseau; soit ^ un réseau gén.; soit <P une famille parfaitement 
complète de réseaux. La famille de tous les réseaux 33 tels que 1° 33 e 0; 2° 33 est 
un affinement de U; 3° 33 est un affinement mod S de est parfaitement complète. 

La démonstration est banale. 

5.5. Soit <P la famille de tous les réseaux U tels que: 1° U est régulier par rapport 
à S (v. Homologie, III, 22); 2° U e U, US = 0 entraîne US = 0. La famille <P est 
parfaitement complète. 

Cela résulte de 5.3 et de Homologie, III, 23. 

6.1. Déterminons {Gj d'après 3.1. Soit p = 0 , 1 ,2 , . . . . Pour chaque valeur 
de i soit Li un système linéaire de (p, R)-cycles mod (R — G,) tel que Cp e Lt pour 
chaque (p, R)-cycle Cp mod (R — G,) jouissant de la propriété que, pour chaque 
réseau U d'une famille complète donnée il existe un Cf e Lf tel que CP(U) ~ C£(U) 
mod (R — Gf). Si i < k, supposons qu'à chaque C£ e Lk on puisse attacher un Cf e Lx 
de manière que Cp ~ Cp mod (R — G,). Il existe un (p, R)-cycle Cp mod S tel que 
pour chaque valeur de i il existe un C• e L,- jouissant de la propriété Cp ~ Cp 

mod (R - G,). 
Démonstration. Soit <P la famille complète du n° 5.5. Soit Ue<P. Soit K la 

somme de tous les sommets de U disjoints à S. D'après la définition de la famille 
on a K c R — S, de manière qu'il existe (v. 3.1) un indice i0 tel que K c Gf pour 
i ^ i0. Alors si un sommet U de U rencontre R — G( (i ^ j0), il rencontre aussi S; 
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le réseau U étant (v. 5.5) régulier par rapport à 5, on a plus généralement: si le noyau 
d'un U-simplexe rencontre R — Gf (i è i0)9 il rencontre aussi S. Donc les frontières, 
cycles, homologies mod S et mod (R - G,) (i ^ i0) coïncident dans le réseau U. 

Pour i ^ i0, soit /lf(U) la famille de tous les (p, U)-cycles CP(U) mod S (ou, ce 
qui est la même chose, mod (R — Gf)) tels qu'il existe un Cf G tel que CP(U) ~ 
- Cf(U) mod (R - G,) (et donc mod S). On voit sans peine que /lf(U) 4= 0 et que 
Ap

k(U) c AftU) pour k > i à i0• Donc 

ieN 

pour chaque ensemble fini N d'indices i ^ /0, car = P o u r k = m a x N. 
ylf(U) est évidemment un système linéaire contenu dans le module fini de toutes les 
(p, U)-chaînes. Par suite (v. Homologie, I, 15) la partie commune /1P(U) de tous les 
^K^O (* = *o) e s t n o n vide; c'est donc un système linéaire. 

Or, soit U, 33 G ^ et supposons que 23 soit un affinement de U, n = Pr. (33, U). 
On voit sans peine que n /lp(33) c /1P(U). Donc (v. Homologie, II, 21) il existe un 
(p, R)-cycle Cp mod S tel que CP(U) G /1P(U) pour chaque réseau VL G <P. Soit donnée 
une valeur de i; on doit prouver que Cp ~ Cf mod (R — Gf), Cf G Lf. On peut même 
démontrer que Cp e L,. Il suffit de prouver que pour chaque U G <P il existe un Cf e L{ 

tel que CP(U) - Cf(U) mod (R - G,). Or soit U G <i>; soit k ^ î0. On a CP(U) G 
GT1P(U) cz YIP(U), d'où C P ( U ) - CJ(U)modS avec Cp

keLk. Or on peut attacher 
à Cp

k un Cf G Lf tel que Cp
k ~ Cf mod (R - G,), d'où CP(U) - Cf(U) mod (R - G,). 

6.2. Déterminons Gf d'après 3.1. Soit p = 0, 1, 2, Soif Cp an (p, R)-cycle 
mod S tel que Cp ~ 0 mod (R — G,) pour chaque i. A/ors Cp ~ 0 mod 5. 

Démonstration. La famille <P du n° 5.5 étant complète, il suffit de voir que 
CP(U) ~ 0 mod 5 pour chaque réseau U G Or nous venons de voir que, U étant 
donné, il existe une valeur de i telle que CP(U) ~ 0 mod (R — Gf) (ce qui a été supposé 
pour chaque i) entraîne CP(U) ~ 0 mod S. 

6.3. Soient Rl9 R2 deux espaces; soit S t c Rl9 S2 a R2. Supposons que Rt 

et Si9 ainsi que R2 et S29 vérifient les axiomes Al9 A2, A3. Supposons de plus que 
Rx — Si soit homéomorphe à R2 — S2. Alors, pour p = 0, 1, 2, . . . , le pème groupe 
de Betti de Rj mod St est isomorphe au pème groupe de Betti de R2 mod S2. 

Démonstration. Soit (p l'homéomorphie donnée entre Rx — Sj et R2 — S2. 
Dans l'espace R1 — Sl9 définissons la suite {Gf} comme dans 3.1. La suite {GJ}, 
où G- = <pGi9 jouit de propriétés analogues par rapport à R2 — S2. Soit Cp un 
(p, R^-cycle m o d ^ . Pour i = 1 ,2, . . . , soit Cf un (p, G^-cycle mod (Gf - G,) 
tel qu'on ait Cp ~ Cf mod (Rx — Gf). On voit sans peine que de tels cycles existent. 
Posons *Cf = <pCPi ; c'est un (p, 0J)-cycle mod (G- - GJ) que l'on peut considérer 
aussi comme un (p, R2)'cyc^Q moc* (^2 — G})- Evidemment on a pour i < k: *Cf = 
= *Ck mod (R2 - G;). D'après 6.1 il existe un (p, R2)-cycle modS2: *CP tel que 
*CP ~ *Cf mod (R2 ~~ P o u r chaque i. Posons *CP = \j/Cp. De 6.2 il résulte aisé-



193 

ment que i¡/ définit une isomorphie entre les deux groupes de Betti considérés. 

7. Axiome A4: La dimension (v. 2.21) de R — S est égale à n (= 1, 2, 3, ...). 

7.1. Soit U un réseau dans R. Un U-simplexe (en particulier un sommet de U) 
sera dit intérieur si aucun de ses sommets ne rencontre S, extérieur dans le cas 
contraire. 

7.2. L'ordre d'un réseau U dans R est la plus grande dimension d'un U-simplexe. 
L'ordre mod S de U est la plus grande dimension m d'un U-simplexe intérieur; si 
chaque sommet de U rencontre S, on pose m = — 1. 

7.3. Soit U un réseau; soit P̂ un réseau gén. Il existe un réseau 93 tel que 1° 93 
est un affinement de U; 2° 93 est un affinement mod S de P̂; 3° les sommets rencon-
trant S sont les mêmes dans les deux réseaux U et 93; 4° l'ordre mod S de 93 est gn. 

Démonstration. Soit G la somme des sommets extérieures de U. Soient i/ | 
(1 g i g k) les sommets intérieurs de U. Les ensembles (R — G) Ui constituent un 
réseau U' dans R — G. Soient P l5 P2 , . . . , Pm les sommets de rencontrant R — G; 
les ensembles Pv — G (1 g v g m) constituent un réseau W dans R — G. Puisque 
R — G est un espace bicompact de dimension g n, il existe un affinement 93' simul-
tané de U' et de 9CB' dont l'ordre est gn. Soient Vj (1 g j g h) les sommets de 93'. 
Déterminons (v. Homologie, III, 21) des sous-ensembles ouverts Vj de R — S de 
manière que (R - G) Vj = Vj et que \\Vjv = 0 entraîne \\Vjv = 0. 93' étant un 
affinement de U' et de 933' on peut s'arranger de manière que chaque Vj fasse partie 
d'un Ui et d'un sommet de p̂. En ajoutant aux Vj les sommets extérieurs de U, on 
obtient le réseau cherché 93. 

7.4. Soit <Pi la famille de tous les réseaux U de la famille # du n° 5.5 dont l'ordre 
mod S est gn. La famille est parfaitement complète. 

D'après 5.5 et 7.3. 

8. Soit 3 u n réseau de la famille <Pt du n° 7.4 possédant des sommets intérieurs. 
Soit G la somme de tous les sommets extérieurs de 3- Pour h = 0, 1, 2, ... soient o\ 
(1 g i g ah) tous les (h, 3)-siniplexes intérieurs rangés dans un ordre déterminé. 
(On a cLh = 0 pour h > n.) En particulier cr? (1 g i g a0) sont les sommets intérieurs 
de 3 de manière que les of — G constituent un réseau dans l'espace bicompact R — G. 
Puisque dim (R — S) g n, d'après 2.25 il existe des sous-emsembles bicompacts Tt aO 
(1 g i g A0) de R - S tels que T{ a <j°, ZD T - G 27 et enfin dim Rk g n - k 

i 
pour 0 2g fc ̂  n + 1, où Rk désigne l'ensemble de tous les points de R appartenant 

à k + 1 au moins parmi les ensembles T^ (On a en particulier R0 = Rn+l = 0.) 
i 

2 7 On pourrait même supposer que R — G; mais ce ne serait pas commode plus 
tard (v. n° 40). 
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Désignons par £ le réseau fermé dans R0 aux sommets Tf. Pour 0 g h g n9 1 g i g 

g ah, a*, = (a? , a?,..., < ) soit T(a?) = En particulier T(*°) = T, Les T(<rj) 
0 

sont d'ailleurs les noyaux des £-simplexes (si on exclut les T(<rJ) = 0). 
8.1. 3 et 2 étant donnés, un réseau U dans R s'appellera commode par rapport à 

3 + ou commode tous court,28 s'il jouit des propriétés suivantes: Io U appartient 
à la famille <P du n° 5.5; 2° aucun sommet de U ne rencontre simultanément R0 

et 5; 3° l'ordre mod 5 de U est g n; 4° pour 1 g k g n9 si chaque sommet d'un 
(h, U)-simplexe rencontre Rk, on a h g n — k; 5° pour U e U, 0 g h g n, 1 g i g 
g ah la relation U Tfâ) = 0 entraîne Ü T(a*) = 0; 6° si le sommet U de U recontre 
Ti0, Th,..., Tih9 alors les <7?, <T°, ..., ofh sont les sommets d'un (h9 3)-simplexe o\ 
et on a U T(^) + 0. 

8.2. Les réseaux commodes forment une famille parfaitement complète. 
La démonstration fera l'objet des nos 8.21-8.22. 
8.21. Soit R* un ensemble bicompact tel que R0 c: R* c R — S. D'après 2.1, 

l'espace R% satisfait à l'axiome A2. 

Lemme Lp (0 g p g n): Soit 93 un réseau dans R%. Il existe un affinement 93p 

de 93 jouissant des propriétés P,, P2, P3 et (p g q g n) ci-après. Propriété Pt: 
L'ordre (7.2) du réseau 93p est g n. Propriété P2: Pour 1 g k g n9 chaque 93p-sim-
plexe dont tous les sommets rencontrent Rk a la dimension g n — k. Propriété P3: 

k k 

V09 Vl9..., Vk étant des sommets de 93p, la relation Y[K = 0 entraîne Y[K — 
0 k o 

en outre, pour 0 g h g n9 1 g i g la relation \\Vv = 0 entraîne 
k __ o 

Y[Vv Tfo1}) = 0. Nous exprimerons cette propriété comme il suit: Les incidences dans 

93̂  + $ sont les mêmes que dans 93p + [Une incidence dans 93p + p. ex., est 
un groupe de sommets de 93p et de X dont le produit n'est pas vide.] Propriété P%: 
Soit Vp un sommet de 93p tel que Io pour q + 1 ^ Q g n91 g ï g aQ, on a VpT(<r?) = 
= 0; 2° il existe une valeur f0, 1 g i0 g <xq telle que Vp T(aq

io) #= 0; alors, pour 
1 g i g a0, ou bien VpTt = 0, ou bien of est un sommet du sirnplexe <rq

io. La démon-
stration du lemme Lp sera donnée dans 8.211 et 8.212, 

8.211. Démontrons d'abord le lemme L„. Pour chaque couple i9j tel que 1 g i g a0, 
1 g j g a„ et tel que ne soit pas un sommet de on

j9 on a Tt T(aJ) = 0 (car autrement 
on aurait Rn+1 4= 0). II existe un affinement U de 93 tel qu'aucun sommet de U ne 
rencontre simultanément Tt et T(cr"), pour aucun de nos couples i, j.29 Puisque 

2 8 Cette définition est provisoire. Plus tard (dans 18.1) nous allons un peu restreindre cette 
notion. 

2 9 En effet, les ensembles disjoints T¡ et T(oj) étant fermés dans l'espace normal il existe 
deux sous-ensembles ouverts U¡j et U'{j de R0 tels que U¡j => T¡, U¡'j => T(anj)9 U¡j. U'{j = 0. 
Les ensembles U\p U'{j et R0 — ( r { + T(cj)) constituent un réseau U.^ dans R0. Il suffit de 
prendre comme U un affinement simultané de 93 et de tous les réseaux U^. 
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R* ZD Ri 3 ... => Rn, dim R% ^ n9 dim Rk <; n - k9 Rk = Rk, d'après 2.3 il existe 
un affinement 93J, du réseau U jouissant des propriétés Pj et P2. Le réseau U, et donc 
évidemment aussi son affinement 93̂ , jouit de la propriété PJ. U ne reste qu'à satisfaire 
à P3. Or les propriétés Pl9 P2, et P£ du réseau 93̂  restent évidemment intactes si l'on 
rapetisse30 les sommets de On peut donc choisir le réseau 93̂  de manière que, si 
93J,' en est un repetissement quelconque, les incidences dans 93' + X (qui sont en 
nombre fini) soient les mêmes que dans 23JÎ + X. Le réseau 93̂  étant ainsi choisi, 
on voit sans peine que chaque rapetissement fort 93„ de 93̂  jouit de la propriété 

8.212. Le lemme Ln étant démontré, supposons pour une certaine valeur de 
p (0 g p ^ n — 1) la validité du lemme Lp+1. Il s'agit d'en déduire le lemme Lp. 
Soit donc 93 un réseau donné dans R*. Soit 93' un rapetissement fort de 93. D'après 
Lp+1, déterminons un affinement 93p+1 de 93' jouissant des propriétés Pl9 P2, P3 et 
PI (p + 1 g q ^ n). 

Soit Vl9 Vl9..., Vr la suite de tous les sommets de $3p+1, Mj = Vl9 M2 = F2 , . . . 
..., Mr = Vr celle de tous les sommets de 93p+1 et Mr+1, M r + 2 , . . . , Mr+S celle de tous 
les noyaux T(crJ) des 2-simplexes. D'après H ontologie, III, 21 il existe des sous-
ensembles ouverts U'l9 V'l9..., U'r+S de R* tels que 1° U'v 3 Mv (1 g v ^ r + 5); 
2° pour chaque combinaison (vl5 v2,..., vh) d'indices 1, 2,..., r H- s (1 g h g r + 5) 

h h 

la relation f l ^ v , = 0 entraîne Y[ — P°ur chaque v (1 ^ v ^ r) il existe un 
i=l i=l 

sommet Fv' de 93 tel que Mv c: V'y. Posons Uv = UJKV' (1 g v ^ r). Les ensembles 
• Ur constituent un réseau U dans tel que 1° Fv c Uy pour 1 g v g r; 

2° les incidences dans U + X sont les mêmes que dans (93p+i + X et par suite, 
93p+ j jouissant de la propriété P3, les mêmes que dans) 93p+1 + X; 3° U est un affine-
ment de 93. 

Pour chaque couple composé d'un sommet Vv de 93p et du noyau Tfcr^) d'un 
ï-simplexe tel que p + 1 ^ h g n, Vv 4= 0, choisissons un point bvhi e Vv T(o-J). 
Appelons points distingués ces points bvhi (qui sont en nombre fini). 

Désignons par M la somme de tous les sommets de 93p+1 n'ayant aucun point 
«p + i 

commun avec Rp+1 = £ T(aJ+1). Considérons tous les couples Ti9 (1 ^ i ^ a0, 
¿=1 

1 g j ^ ap) tels que of n e s°it Pas u n sommet de tf. Évidemment les ensembles M Tt 
et M T(<jy) sont fermés et disjoints. Il existe donc31 un réseau dans R% dont 
aucun sommet ne rencontre simultanément les deux ensembles MTi et M T(a?) 
(pour aucun de nos couples Ti9 

30 Rapetisser les sommets Ul9 U 2 , U m d'un réseau U signifie que Ton passe de U à un 
réseau 53 aux sommets Vl9 K 2 , . . . , Vm tels que Vt cr £/.. Le rapetissement 33 de U est dit fort 
si Vi ci i / j . Chaque réseau U possède un rapetissement fort (v. le lemme 1 4 ) . 

3 1 Cf. la no t e 2 9 . 
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L'espace R* étant bicompact et le réseau 93p+i un rapetissement fort de U, il 
existe évidemment un réseau 3B2 dans R* tel que si We 9B2, WVv =j=0, o n a i f c Uv. 

D'après 1.3, on construit un réseau 2D3 dans R* tel que, si W, W' e W39 WW' 4= 0 
et si W contient le point distingué bvhi9 on a W + W' c Vv. 

En vertu du lemme Lp+1, il existe un affinement simultané 2B des réseaux 93, 
9C2 et 913 3 jouissant des propriétés Pi9 Pl9 P3 et P\ (p + 1 ^ q ^ n). Le réseau 933 
possède évidemment les propriétés de chacun des trois réseaux SBx, 9B2 et 9JÏ3. 

Partageons les sommets Vv (1 ^ v g p + 1) de 93p+1 en deux espèces, les sommets 
de première espèce étant ceux qui rencontrent un des ensembles T(c[+1) (1 ^ i ^ 

Partageons aussi les sommets de 9® en deux espèces de manière que We 2B est 
de première espèce si, et seulement si, WVv 4= 0 pour un sommet Vv de première 
espèce de 93p+1. 913 étant un affinement de 9®2, on a alors W c Uv. 

W étant un sommet de première espèce de 9®, distinguons deux cas: Si W ne contient 
aucun point distingué, choisissons, parmi les sommets Vv de première espèce de 
93p+1 tels que WVy 4= 0, un sommet VVo et attachons Wk VVQ. Si ^contient un point 
distingué, attachons W à chaque sommet Vv de première espèce de 93p+1 tel que 
WVv 4= 0. Pour chaque sommet Vv de première espèce de 93p+1, soit Fv'la somme de 
tous les We 913 attachés à Vv. On a alors Fv

; cz Uv. 
Les sommets du réseau 93p sont: 1° les ensembles V'y que nous venons d'attacher 

à chaque sommet Vv de première espèce de 93p+1 (ce sont les sommets de première 
espèce de 93p); 2° les sommets de seconde espèce de 2B (ce sont les sommets de seconde 
espèce de 93p). Les réseaux U et 913 étant des affinements de 93, 53p est aussi un affine-
ment de 93. Il s'agit de voir si le réseau 93p possède les propriétés Pl9 P2, P3 et P% 
(p^qè n). 

Commençons par les propriétés Pt et P2. A cet effet, choisissons un point a e R*. 
On doit prouver que les propriétés Pt et P2 sont vérifiées pour tous les 93p-simplexes 
dont le noyau contient a. Deux cas sont à distinguer. En premier lieu, supposons 
qu'aucun des sommets de 913 contenant a ne contient aucun point distingué. Chaque 
sommet de Up était la somme d'un certain groupe de sommets de 913; dans notre cas, 
chaque sommet de 9B contenant a appartient à un seul de ces groupes. Le réseau 933 
jouissant des propriétés PY et P2, on voit que cela a lieu aussi pour le réseau 93p 

relativement aux 93p-simplexes dont le noyau contient a. En second lieu, supposons 
que, parmi les sommets de 213 contenant a9 il y en ait au moins un, soit W09 contenant 
un point distingué, soit bvohoio. 

Le réseau 213 étant un affinement de 2333, il en résulte que pour chaque sommet W 
de 2B contenant a on a l'inclusion W cz FVo. Puisque p + 1 ^ h0 ^ n9 bvohoio e VyQ. 
• T(piï 4= 0, VyQ est un sommet de première espèce de 93p+1, donc W a Vyo en est 
un de 9®. Il en résulte que tous les sommets de 93p contenant a sont de première 
espèce;soient Vyi9 Vv\9..., Vv'k ces sommets. On a alors 7v'f c UVi(l g i ^ k). Puisque 
Vy c UV9 et puisque les incidences dans 233p+1 + X sont les mêmes que dans U + X, 
le réseau U jouit des propriétés Px et P2 (car 93p+1 en jouit par supposition). De 
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Vyt c Uvt on conclut que le réseau 93 p jouit des propriétés Px et P2 relativement 
aux 93p-simplexes dont le noyau contient a. 

Chaque sommet de Up étant la somme d'un groupe de sommets de 2B et le réseau 
2B jouissant de la propriété P3, on voit sans peine que le réseau Xlp en jouit également. 

Ensuite montrons que pour p + l g q g n l e réseau 93p jouit de la propriété PJ. 
Soit donc V* un sommet de 93p tel que 1° pour q + 1 g Q g n, 1 g i g aQ, on 
a F* T(af) 4= 0; 2° il existe une valeur i0, 1 g i0 g <*q telle que V* T(aq

io) * 0. 
Soit i (1 g i g a0) un indice tel que of n'est pas un sommet de oq

ÎQ. On doit montrer 
que V* Ti = 0. Si le sommet V* de 93p est de seconde espèce, cela est clair, car V* 
est alors un sommet du réseau 2B qui jouit de la propriété PJ. Supposons donc que 
V* = Vy soit un sommet de première espèce de 93p. On a alors Fv' <= Uy de manière 
qu'il suffit de montrer que UYTI = 0. L'inclusion Fv' c UV montre d'ailleurs que 
Uv T(crf0) 4= 0. Or les incidences dans U + X étant les mêmes que dans 93p+1 + XT 
on voit que Vv. T(aq

io) 4= 0, et qu'il suffit de montrer que FvTf = 0. Supposons par 
impossible que VvTi 4= 0. Le réseau 93p+1 jouissant de la propriété PJ, il en résulte 
qu'il existe des indices Q, j tels que Vv T(pf) 4= 0. Il existe alors un point distingué 
bvjQ e Vv T(af). Soit W un sommet de 2B tel que byJQ e W. Le sommet W contenant 
le point distingué bvjQi on a l'inclusion W c: Vy d'après la définition même de V'y* 
Donc byjQ G Vy. T(aJ) = V* T(af) 4= 0, ce qui est une contradiction. 

Il ne reste qu'à prouver que le réseau 93p jouit de la propriété PJ. Soit donc F* 
un sommet de 93p tel que 1° pour p + 1 ^ Q g n, 1 ^ i g aQ, on a V* T(af) = 0; 
2° il existe une valeur f0 ,1 g i0 g ap telle que V* T((r?0) 4= 0. Soit i (1 g i g <x0) 
un indice tel que a? n'est pas un sommet de of0. On doit montrer que = 0. 
Remarquons d'abord que V* est un sommet de seconde espèce de 93p. En effet, dans 
le cas contraire on aurait V* = Vy. Vv étant un sommet de première espèce de 93p+1, 
il existerait un indice j (1 g j g ap+i) tel que Vv T(tf*1) 4= 0, d'où bvj,P+i e 

G Vy T(GPJ + 1). Jfétant un sommet de 2B contenant byJtP+1, on aurait W CZ Vy (par 
la définition même de Fv') d'où bvJ>p+x G F V ' T ( < 7 J + 1 ) = V* T(<JJ+1) 4= 0, ce qui est 
une contradiction. Donc V* est un sommet de seconde espèce de 93p; cela signifie 
que V* = WQst un sommet de 2B ne rencontrant aucun sommet de première espèce 
de 23p+1, d'où F* c M en vertu de la définition des sommets de première espèce 
de 93p+1 et de la définition de M. Le réseau £B étant un affinement de 9©!, le sommet 
V* de 2B ne peut rencontrer simultanément les deux ensembles (MT( et M T(<r?0) et 
par suite, en vertu de l'inclusion V* c M, les deux ensembles) Ti et T(ff?0) 4= 0. Or 
V* T(cr?0) 4= 0 donc V* TT = 0. 

8.22. Nous venons de démontrer le lemme L0. Or soit 93 un réseau donné dans R 
et soit $ un réseau gén. donné. Les ensembles R0 et S étant fermés et disjoints, il 
existe un affinement 93! de 93 tel qu'aucun sommet de ne rencontre simultanément 
R0 et S. Soit (v. 5.4) 932 un réseau de la famille $ du n° 5.5 qui soit un affinement de 93j 
et un affinement mod S de p̂. Soit M la somme de tous les sommets intérieurs (v. 7.1) 
de 932. Soit N la somme de tous les autres sommets de 932. Soit R* = R — N9 de 
manière que RQ est un ensemble bicompact tel que R0 a R* a M a R — S. V2 par-
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courant les sommets du réseau 932, les ensembles R*V2 (dont on supprime ceux qui 
sont vides) sont les sommets d'un réseau 93* dans D'après le lemme L0, il existe 
dans l'espace R* un affinement U* du réseau 93* jouissant des propriétés Pl9 P2, P3 
et PP

A (0 ^ q ^ n). U*9 U*,U* étant les sommets du réseau U*, déterminons 
[v. Homologie, III, 21) des ensembles Ul9 U2,..., Um ouverts dans M => R* et tels 
que 1° U* c [ / v ( l g v ^ m); 2° R*Ut = Uf; 3° R^Ui = C7f ; 4° vl9 v 2 , v * étant 

h h 

une combinaison des indices 1, 2,.. . , m, la relation = 0 entraîne f l ^ = 

î î 
chaque U v ( l g v g f n ) est une sous-ensemble d'un sommet intérieur de 932. En ajou-
tant aux Ul9 U2i..., Um les sommets extérieurs de 932, on obtient un réseau U 
dans R qui est évidemment un affinement du réseau 93 et un affinement mod S de ty. 
On voit sans peine que le réseau U est commode. 

8.3. Soit U un sommet d'un réseau commode U. Si UR0 = 0, disons que U est 
d'espèce (où le symbole c"1, appelé aussi ( — 1, 3)-simplexe intérieur, n'a aucune 
signification). Si UR0 4= 0, d'après la propriété 6° d'un réseau commode (v. 8.1), 
il existe des indices h, i (0 g h ^ n, 1 ^ i g ah) tels que U 4= 0, tandis que 
U T(i7°) = 0 pour toutes les valeur de j (1 g j ^ a0) telles que tr® n'est pas un sommet 
de a* [et donc, plus généralement, U T(a)) 4= 0 (0 ^ k ^ n9 1 ^ j g ak) si, et seule-
ment si, le simplexe ak est une /:-face du simplexe ah

i9 ce qui exige en particulier k ^/i]. 
Nous disons alors que U est d'espèce <7*. Chaque sommet U du réseau commode U 
possède donc une espèce bien déterminée; cette espèce est un (h9 3)-sirnplexe intérieur; 
le nombre h (— 1 ^ h ^ n) est appelé rang du sommet 17. 

Soit maintenant xk = (U0, Ui9..., £/fc) un {k9 XI)-simplexe. Supposons que le 
sommet Uv ( O ^ v g f c ) soit d'espèce Soit G\ la face commune de dimension 
maxima de tous les k + 1 3-simplexes [Si hv = — 1 pour une valeur de v (0 ^ 
g v g /c), ou bien si les k + 1 3-simplexes n'ont aucun sommet commun à tous, on 
a G] = 0"-1.] Nous disons alors que rfe est d'espèce a*; le nombre / z ( — l g / i g w ) 
est le rang de xk. 

8.31. Si le (fc, li)-simplexe xk est extérieur (v. 7.1), en particulier si k ^ n -f 1, 
alors xk est d'espèce a"1. 

C'est une conséquence immédiate des propriétés 2° et 6° d'un réseau commode (v. 8.1). 
8.32. Si le noyau d'un (k9 U)-simplexe xk rencontre Rh (0 ^ h g n)9 le rang de 

xk est ^h. ejffei, i/ ex/sie un indice i (1 ^ i ^ aA) fe/ gwe 3(t*) 4= 0, d'où 
UT(crj) 4= 0 pour chaque sommet U de xk. 

8.33. Soif un (k9 VLysimplexe de rang h ^ 0. 4/ors h ^ n — k. C'est une con-
séquence immédiate des propriétés 3° et 4° d'un réseau commode. 

8.34. Soit xk' une k'-face d'un (k9 U)-simplexe xk
9 avec xk et xk' resp. d'espèce ah

i9 

oV.. Alors le 3-simplexe G) est une h-face du %-simplexe cj'; en particulier on 
a h ^ h'9 et h = W entraîne a^, = a[Le symbole a~l est ici considéré comme une 
( — l)-face de chaque 3-simplexe intérieur.] C'est une conséquence aisée des définitions. 
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8.35. Soient U, deux réseaux commodes, étant un affinement de U; soit 
n = Pr. (U1? U). Soit zk un (k, Vi^-simplexe d'espèce aAlors ou bien nxk = 0, 
ou bien nzk est un (k, U)-simplexe d'espèce o"~k. C'est une conséquence facile de la 
définition de l'espèce et de 8.33. 

II. 

9. Axiome B. Chaque point a e R — S possède un entourage U tel que, Fn étant 
un (n, R)-cycle (absolu) dans U, on a l'homologie rn ~ 0 mod S.32 

9.1. Chaque entourage suffisamment petit de chaque point a e R — S possède 
la propriété suivante: Chaque (n, R)-cycle Fn dans U est ~0 dans U. Il existe même 
(v. 7.4) un réseau 93 dans R tel que, si Fn est un (n, R)-cycle dans U, on a Fn(ll) = 0 
pour chaque af finement U de 23 qui soit d'ordre gn mod S. 

Démonstration. Déterminons un entourage U c c R — S du point a d'après 
l'axiome B. Soit 93x un réseau tel qu'aucun sommet de 93t ne rencontre simultanément 
U et S. Déterminons un affinement 23 de 23 L jouissant de la propriété du n° 1.3. Alors, 
si V, V" sont deux sommets de 23 tels que V'U 4= 0, SV" * 0, on a V'V" = 0 et la 
même propriété appartient à chaque affinement de 93. Soit U un affinement de 93 
d'ordre ¿n mod S. Puisque H ~ 0 mod S, il existe une (w 4- 1, U)-chaîne ¿T+1(U) 
telle que 

(*) F A" + i(ll) - r'(U) c 5. 

Supposons, par impossible, que Fn(U) 4= 0. Alors il existe un (n, U)-simplexe on 

qui se trouve dans la chaîne r"(U) [avec un coefficient 4=0]. Puisque Fn c= U, chaque 
sommet de on rencontre U et ne peut donc rencontrer S. Par suite (*) montre que 
la chaîne Jn+1(U) contient un (n + 1, U)-simplexe on+l dont an est une n-face. 
Puisque U est un affinement de 23 et puisque les sommets de on rencontrent U, aucun 
sommet de on+1 ne peut rencontrer S. Or ceci est une contradiction, car le réseau U est 
d'ordre g n mod 5. 

9.2. Il existe un réseau gén. ̂  jouissant de la propriété suivante: Lorsque e ^3^ 
on a Pt Œ R — S et si Fn est un (n, R)-cycle dans Pon a Fn ~ 0 dans Pt ; on peut 
même attacher à chaque sommet P t de un réseau 23(Pj) tel que, si Fn est un 
(n, R)-cycle dans P l5 on a Fn(\Î) = 0 pour chaque affinement U de 23(P,) d'ordre 
gn mod S. C'est une conséquence de 4.2 et de 9.1. 

3 2 En vertu de Homologie, II, 28 (voir [7]), cet axiome peut être énoncé comme il suit: Chaque 
point a e R — S possède un entourage U tel que, U étant un réseau et rn(U) étant un («, U)-cycle 
essentieldansTf, on a Vhomologie rn{U) ^ 0 dansTf. De la même manière on peut modifier aussi 
Ténoncé de presque tous les axiomes suivants. Il est important que le lecteur se rappelle constam-
ment la possibilité de cette modification. 
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9.3. Déterminons un réseau gén. ^ d'après 9.2, puis un affinement de 
jouissant de la propriété suivante: A chaque sommet P2 de o n peut attacher un 
sommet Pi de de manière que, si P2 est un sommet de S#2 tel que P2P2 =i= 0, on 
ait P2 c P1# [Le réseau gén. <p2 existe en vertu de 4.3 et 4.4.] Soit un affinement 

jouissant par rapport à p̂2 de la même propriété que par rapport à 
On suppose dans tout ce Chapitre que le choix des réseaux gén. ^32, <p3 ait été 
fait d'une manière bien déterminée. 

10. Soit i = 1, 2, ou 3. Soit A 4= 0 un sous-ensemble bicompact de R — S. Soit 
r * 1 un (n — l,R)-cycle dans A. Supposons qu'il existe un sommet Pe du réseau 
gén. tel qu'on ait l'homologie T"-1 ~ 0 dans Pf (d'où A cz Pf). Nous dirons alors 
que T""1 est un (n — 1, R)-cycle du type ti dans A. 

10.1. Soit r ' 1 un (n - 1, R)-cycle du type ti (i = 1, 2, 3) dans A. Soit Pf un 
sommet correspondant du réseau gén. Il existe un (n, R)-cycle Cn mod A dans Pt 

jouissant des propriétés suivantes: 1° FCn ~ T"""1 dans A; 2° il existe un réseau 
93(Pf) [ne dépendant que de P j tel que si le réseau ll2 est un affinement de Uj et si 
Ux est un affinement de 93(Pf), si enfin Ut et U2 sont d'ordre ^n mod S, on a 
n Cn(U2) = C^Ux) mod A, où % = Pr. (U2, 1^). Le cycle relatif Cn est bien déter-
miné à une homologie mod A dans Pt près; pour chaque affinement U de 93(P,) 
d'ordre ^n mod S on peut même affirmer que C"(U) est bien déterminé mod A. 
Le cycle relatif Cn reste inaltéré (dans le sens qui vient d'être précisé) is on rem-
place rn'x par un (n - 1, R)-cycle Tï"1 ~ F*"1 dans A. 

Démonstration. Déterminons un réseau 93(Pt) jouissant de la propriété du 
n° 9.2. Cette propriété restant intacte si on remplace 93(Pf) par son affinement, on 
peut supposer qu'aucun sommet de 93(Pf) ne rencontre simultanément les deux 
ensembles Pf et S (qui sont fermés et disjoints). Désignons par <P la famille de tous 
les affinements de 93(Pf) qui soient d'ordre ^ n mod S; c'est (v. 7.3) une famille 
complète de réseaux. 

A chaque réseau UeiP attachons un affinement e <P normal relativement aux 
cycles dans Ph et choisissons une projection n1 = Pr. (Uj, U), puis un (n — 1,1^)-
cycle / T ^ U i ) - r"^Uj dans A, enfin une (n, U^-chaîne dans C^U^ telle 
que F CÏ(U!) = R Î _ 1 ( U I ) E T P°sons C"(U) = ^ C^Uj). Démontrons le lemme L 
suivant: La (n, U)-chaîne C"(U) reste inaltérée mod A si l'on fait un autre choix U2, 
7t2, J T 1 ^ ) , Cn

2(U2) de Ul5 7rj, r ; - 1 ( C ^ U j ) . On voit sans peine qu'il résulte 
du lemme L que le cycle relatif C", s'il existe, est bien déterminé dans le sens énoncé 
dans le théorème. 

Démontrons d'abord le lemme L dans deux cas particuliers: I. Soit U2 = Ul9 

n2 = 7U|_. On a alors ri^(Uj) ~ ry1(VL i) dans A; il existe donc une (n, U^-chaîne 
dans A: D^Uj) telle que 

F jy{ux) = JT W - T W = F c2(Uj) - F q(uO. 

Alors A'Qii) = D"(ui) + C ? ^ ) - C1^) est un (n, U^-cycle dans Pt. Ux étant 
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un affinement de U normal relativement aux (n, U)-cycles dans Pl9 il en résulte que 
nl An(yix) = 7ii D^Ui) + 7Tj Cï(U!) - 7tt C^IÎ!) est un (n, U)-cycle essentiel dans 
jPj. Or le réseau U est un affinement d'ordre g n mod S du réseau 93(P,), d'où il 
résulte (v. 9.2) que n1 A"(1 )̂ = 0. Or ceci donne nx C^Hj) = n1 C^lï^ mod A, 
car D^UJ c ^ entraîne 7rt jr(Ux) cz A. II. Soit U2 = Ul9 JT^U 2) = r î " 1 ^ ) . 
C5(U2) = C;(U0. On a alors TT2 C^UJ) - T̂  C^U^ - Omod^l dans POr le 
réseau Ui est d'ordre g n mod S et aucun sommet de ne rencontre simultanément 
Pi et S; on en déduit sans peine que l'homologie précéndente entraîne n2 Cï(U ̂  = 
= nl C^Ui) mod A. 

Ceci étant, passons à la démonstration du lemme L dans le cas général. Soit U3 un 
affinement simultané des réseaux U, Ui9 U2 normal relativement aux cycles dans P,; 
soit 7t3 = Pr. (U3, Ui), TT3 = Pr. (U3, U2). Soit C$(U3) une (n9 U3)-chaîne dans Pf 
telle que F Cn

3(U3) = T""1^). D'après I on a itt c ; ^ ) = nxir3 CS(U3) mod A, 
n2 C"2(U2) = n2n3 C5(U3) mod A; d'après II on a nxn3 C5(U3) = 7r27r3 C3(U3) mod A. 
Donc n1 C^Ui) = n2 C2(U2) mod A. 

Le lemme L étant démontré, il reste à voir que les (n9 U)-chaînes C"(U) construites 
plus haut pour chaque Ue<P9 jouissent des propriétés suivantes: 1° C(U) c Px; 
2° F C"(U) - r'^U) dans Pf; 3° si Ul9 U2 e <P9 si U2 est un affinement de Ut et si 
n = Pr. (U2, Ut), on a n Cn(U2) = C^Uj) mod A. Les propriétés 1° et 2° étant 
évidentes, démontrons 3°. A cet effet, soit U3 un affinement simultané des réseaux 
Uj, U2 normal relativement aux cycles dans Px et soit n3 = Pr. (U3, U2). D'après 
le lemme L, on a Cn(U2) = n3 Cn(U3) mod A, Cn(Uj) = 7i7r3 C"(U3) mod A, d'où 
n C"(U2) = C^UO mod 

10.2. Étant donné un (n - 1, Recycle T""1 du type (i = 1, 2, 3) dans il peut 
exister plusieurs sommets P£ de ^tels que T""1 ~ 0 dans Pf. Or, si i = 2 ou i = 3, 
Je cyc/e relatif Cn du n° 10.1 est indépendant du choix de P{ dans le sens suivant: 
Il existe un réseau 9B tel que dans chaque affinement U de 9® qui soit d'ordre 
g n mod S le cycle relatif C"(H) est bien déterminé à mod A près. 

Démonstration. Soient P i t , Pi2 deux choix de Pt et soient C", C2 les deux cycles 
relatifs correspondants. On a PnPi2 A 4= 0. Il existe donc (v. 9.3) un sommet Pi_ t 
du réseau gén. ^¿-i tel que P f l 4- Pi2 c= Pi-1. Il en résulte que rn~x est un (n — 19 R)-
cycle du type dans A, P ^ étant le sommet correspondant de ^P,-!. Soit CJ le 
cycle relatif correspondant. Soit 9D un affinement simultané des trois réseaux 93(P41), 
93(Pi2), 93(Pi_1). Chacun des deux cycles relatifs C\9 C2 jouit évidemment des pro-
priétés du cycle relatif CJ. Ces propriétés déterminant Cn

0 univoquement, on a pour 
chaque affinement U d'ordre g n mod S du réseau 9B les relations Cï(U) = C2(U) = 
= CJ(U) mod A. 

10.3. Soit r"'1 un (n — 1, R)-cycle du type tt (i = 2 ou i = 3) dans A. Il existe 
un ensemble bicompact H tel que 1° A a H cz R - S; 2° rn~rl ~ 0 dans H; 3° 
H cz Pi9 où Pi e 4° si K est un ensemble bicompact tel que A cz K cz p'i9 P[ e 
et F1""1 ~ 0 dans K9 alors H a: K. 
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Le démonstration fera l'objet des nos 10.31 —10.33. L'ensemble H est évidemment 
bien déterminé (v. aussi 10.4); nous l'appellerons le porteur de Vhomologie 
r ' 1 ~ 0. 

10.31. Lemme. Soit rn~l un (n - 1, R)-cycle du type tt (i = 1, 2, 3) dans A. Soit 
A c BXB2, BX et B2 étant des ensembles bicompacts tels que BL + B2 A PI9 Pf e 3̂,. 
Soit RN~X ~ 0 et dans BT et dans B2. CN étant le cycle relatif du n° 10.1, C" est situé 
dans BJB 2 . 

Démonstration. Soit # la famille de tous les affinements U de 93(Pt) d'ordre 
^ n mod S. On voit sans peine que C"(U) c Bt et C"(U) c: B2 pour chaque U e <P. 
Il s'agit d'en déduire que C"(U) c B{B2. Soit donc U un réseau donné de la famille 
Soit 93 un affinement de U régulier (v. Homologie, III, 22 et 23) par rapport à BtB2. 
Déduisons de 93 un nouveau réseau 213 de la manière suivante: Un sommet V de 23 
tel que VBiB2 4= 0 est un sommet de 933; au lieu d'un sommet Ve 93 tel que VB{B2 — 
— 0 le réseau 913 possède deux sommets V — ô, et V — B2. Evidemment le réseau 933 
est un affinement de.U régulier par rapport à BtB2; en outre 933 possède la propriété 
suivante: Si FTG 3B, WBl 4= 0, WB2 4= 0, on a aussi WBlB2 4= 0. Soit Ul e <P un 
affinement de 933 qui soit en même temps un affinement de U normal relativement aux 
cycles dans Pf. Soit 7Ct = Pr. (U,, 913), u2 = Pr. (333, U). D'après 10.1, on a Cn(U) = 
= TZ2UX C^UI) mod A. Puisque C"(U,) c: B{ et C^Uj) <= B2, chaque sommet de 
chaque simplexe de la l^-chaîne C'^U^ rencontre Bv et B2. Il en résulte que chaque 
sommet de chaque simplexe de la 913-chaîne C(U,) rencontre Bx et B2, et par suite 
aussi BtB2 d'après la propriété du réseau 913. Le réseau 213 étant régulier par rapport 
à il en résulte que nl C"(Uj) c: BlB2, d'où n27tl C^U^ c= BVB2 et par suite 
aussi C(U) c ^JBJ. 

10.32. Lemme. Soit rn~l un (n - 1, R)-cycle du type tt (i = 1, 2, 3) dans A. Soit 
r n _ 1 ~ 0 dans PI9 PI e Soit a > 0 un nombre ordinal donné. A chaque nombre 
ordinal ci; < a soit attaché un ensemble bicompact BÇ de manière que: 1° B0 = Pf; 
2° Pour { < ^ < a on a ^ d 3° A c ^ pour chaque £ < a; 4° F1"1 - 0 dans 
BÇ pour chaque ^ < a. Posons BA = Y[ Alors F""1 ~ 0 dans BA. 

Démonstration. Soit C" le cycle relatif du n° 10.1. Pour chaque c < a on 
a évidemment CN c BÇ. Soit <P la famille de tous les affinements U de 23(Pt) d'ordre 
-¿n mod S. Soit U e 0 . Il s'agit de montrer que C"(U) c Ba. Soit un rapetisse-
ment fort (v. 30) de U. Évidemment e Soient UV (1 ^ v ^ m) les sommets de U 
et TJY c cz UV les sommets correspondants de Ut. En posant NU'Y = UV, on a N = 
= Pr. (U1? U). D'après 10.1 on a Cn(U) = N C"(l^) mod A. Soit (UVQ9 UVL,..., UVN) 

n 

un simplexe de la chaîne C"(U), 3 = Y\ s o n noyau. On doit montrer que 4= 0. 
k = 0 

Ceci est clair si 3^. 4= 0, car A c £a. Supposons donc que 3 ^ = 0. Puisque C"(U) = 
= N C^lti) mod A, la chaîne C^U^ contient le simplexe AN = (U'VO9 UYI,..., U'VJ. 
Pour chaque < a le noyau de AN rencontre B^9 car C"^!) c BÇ. En posant K = 
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n 
= Y\ K est un sous-ensemble bicompact de 3 tel que KB« 4= 0 pour chaque 

k = o 
£ < a. {KBç} étant une suite monotone d'ensembles bicompacts et non vides, on 
a U K B t = K B * + °> d ' o ù * 0. 

10.33. Passons à la démonstration de l'énoncé du n° 10.3. Choisissons Pt s 
de manière que A <= ph F""1 ~ 0 dans Pf. Choisissons un nombre transfini p dont 
la puissance soit supérieure à celle de R — S et définissons par récurrence une suite 
transfinie < fi) telle que: 1° les B5 sont des sous-ensembles bicompacts de 
R - S; 2° Bç =j Bn pour chaque £ < rj < fi; 3° B0 = P,; 4° z> /I pour chaque 
Ç < P; 5° T"""1 ~ 0 dans pour chaque ç < p. Soit r] > 0 et <P un nombre ordinal 
donné et supposons qu'on ait déjà défini les Bç pour tous les Ç < t]. Deux cas sont 
à distinguer: Premièrement soit rç = £ 4- 1 un nombre de première espèce. Dans 
ce cas choisissons l'ensemble bicompact Bn de manière que A a Bn a et que 
f " 1 ~ 0 dans Bn\ c'est vérifié en posant Bn = or si cela est possible choisissons 
Bn 4= Bç. En second lieu soit r\ un nombre de seconde espèce. Dans ce cas posons 

= I l c e e s t loisible en vertu du lemme du n° 10.32. La construction de la 
€<«1 

suite transfinie { B j (£ < p) est ainsi achevée. De la propriété V résulte l'existence 
d'un nombre ordinal a < P tel que Bt = Bx+i. Posons H = Bv Les propriétés 
1°, 2°, 3° du n° 10.3 sont évidentes. Soit donc K un ensemble bicompact tel que 
A c K cz P[, p; e et F" -1 - 0 dans K; il s'agit de montrer que H cz K. Puisque 
P^; o A 4= 0, il existe (v. 9.3) un sommet Pi_l de tel que Pt + P\ c: P ^ , 
d'où H + K c Pi-x. Puisque JT"~l - 0 et dans H et dans K, on a F""1 - 0 dans 
HK en vertu du lemme du n° 10.31. Puisque H = Ba = Ba+1, on ne peut avoir HK 4= 
4= H par la définition même de BJ+l. Donc HK = H, c'est-à-dire H a K. 

10.41. Soit F"""1 un (n — 1, R)-cycle du type i3 dans A. On peut alors considérer 
F""1 aussi comme un (n — 1, R)-cycle du type t2 dans A. Evidemment ceci est sans 
influence sur le porteur de l'homologie F"-1 ~ 0. 

10.42. Pour v = 1, 2 soit J^"1 un (n - 1, R)-cycle du type t2 dans Av et soit 
~ 0 dans P2, P2esP2; soit Hv le porteur de l'homologie F""1 - 0. Soit 

HT1 ~ H"1 dans + A2- Mors H, - (At 4- A2) = H2 - (A, + A2). 
/ 

Démonstration. Il existe un (n - 1, R)-cycle F""1 dans Ax 4- A2 tel que 
r „ - i _ rn-1 DANS A I + A2(v = î, 2), F"-1 ~ 0 dans P2. [Il suffit de poser p. ex. 
jrn-1 = rn-1 j Evidemment F"'1 est un (/1 - 1, R)-cycle du type t2 dans At + A2; 
soit H le porteur de l'homologie F""1 ~ 0. Il suffit de montrer que H, + A2 = 
= H2 + At = H. Or H 4- Ht + H2 cz P2. On a H => At + A2, F""1 - 0 dans 
H, F""1 - Fï"1 dans At 4- ¿ 2 , donc F""1 - 0 dans H, d'où H => Ht (par la 
définition de Ht), et par suite H => Hl 4- A2. D'autre part on a F ^ 1 ^ 0 dans Hu 

ponc aussi dans Hl + A2 At + A2, et Fî"1 ~ F""1 dans At + A2f donc F""1 -
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~ 0 dans H1 + Â2, d'où Hx + A2 => H (par la définition de H). Il est ainsi prouvé 
que Ht + A2 = Ht et on prouve pareillement que H2 + At = H. 

10.43. Pour v = 1, 2 soif J^"1 un (n - 1, R)-cycle du type t3 dans Av. Soif Hv 
/e porteur de Vhomologie TJ"1 - 0. Soit Ax + A2 c P3, P3 e <P3. Soif T\l"1 - rj*1 

dans Ai + A2. Alors Ht - (At + A2) = H2 - (^ + 

Démonstration. Soit J^"1 ~ 0 dans P3v, P3ve<p3 (v = 1,2). Alors P3P3v => 
3 ylv 4= 0. Il existe donc (v. 9,3) un sommet P2 de <p2

 tel <lue P3 + F31 + -P32 c ^2-
Il suffit donc d'appliquer 10.41 et 10.42. 

10.44. Soit rn'1 un (n — 1, R)-cycle qui peut être considéré comme un cycle 
dans At ou comme un cycle dans A29 dans les deux cas du type t2. Soit Hv (v = 1, 2) 
le porteur de Vhomologie r71"1 ~ 0, en considérant rn~x comme un cycle dans A„. 
Alors H, - (At + A2) = H2 - (Ax + A2). 

Démonstration. D'après la définition d'un (n — 1, R)-cycle du type f2, il 
existe un sommet P2eïp2 tel que rn~x ~ 0 dans P2, d'où Ax + A2 ci P2. Il suffit 
donc appliquer 10.42 en y posant r"'1 = F f 1 = T""*1. 

10.5. Pour v = 1, 2 soit r"'1 un (n — 1, R)-cycle du type t3 dans Av. Soit Hv le 
porteur de Vhomologie r"'1 ~ 0. Soit HJl2 * 0. Soit cv e 9Î. Alors c ^ ï " 1 + 
+ c2T5_1 est un (n — 1, R)-cycle du type t2 dans Ax + A2 et le porteur H de Vhomo-
logie c^l'1 + c2Tn

2
x ~ 0 est contenu dans Ht + H2. 

Démonstration. Soit TJ"1 ~ 0 dans P3v, P3ve<p3 (v = 1,2). Alors (v. 10.3) 
on a P3v ZD HV9 donc P3iP32 0. Il existe donc (v. 9.3) un sommet P2 

de P̂2 tel que P31 + P32 cz P2. Il en résulte que Ax + A2 cz F29clrH
1~1 + c2Tn

2
x ~ 

~ 0 dans P2, de manière que clrn
i~1 + c2Tn

2
x est un (n — 1, R)-cycle du type t2 

dans At + A2. Puisque c ^ " 1 + c2Tn
2
x ~ 0 dans H1 + H2 c= P31 + P32 c P2, 

on a H cz Hx + H2 d'après 10.3. 

11. Axiome Dx: Soit H"1 un (n — 1, R)-cycle du type t2 (ou t3, v. 10.41) dans A. 
Soit H le porteur de Vhomologie T""1 ~ 0. L'ensemble H — A est ouvert dans R 
(donc dans R — S). 

L'ensemble H — A sera appelé l'intérieur du cycle T""1. La manière dont il 
dépend de A est éclaircie dans les nos 10.42 et 10.43. 

11.1. Soit r""1 un (n — 1, R)-cycle du type t2 dans A. Soit H le porteur de 
Vhomologie T""1 ~ 0. Soit a un point de l'intérieur de T"""1. Il existe un entourage 
W de a jouissant de la propriété suivante; A chaque entourage Va W de a on peut 
attacher un (n - 1, R)-cycle An~x du type t2 dans F(V) = F - V tel que: 1° le 
porteur de Vhomologie An~l ~ 0 est V (de manière que le point a est à l'intérieur 
de An~x); 2° on a Vhomologie F1"1 ~ A"'1 dans H - V. Vêtant donné, le cycle 
An~l est bien déterminée à une homologie dans F(V) près. 
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Démonstration. Soit W un entourage de a si petit que Î F c H — A. W existe 
en vertu de l'axiome Dl. Soit F un entourage de a tel que V <= W. Soit Cn le (n, R)-
cycle relatif du n° 10.1. C'est donc un (n, R)-cycle mod A dans H. Soit N la famille 
complète de réseaux dans H qui s'obtient de la famille N définie dans Homoîogie, 
IV, 2, en y remplaçant R, RI9 R29 R3 = RXR29 a, aj = Rt<x9 OL2 = R2CL9 a3 = R3A 

respectivement par H, V, H - V9 F(V) = V(H - V) (car F c H), A, 0 (car VA = 0), 
A, 0. Soit W la famille de tous les réseaux U dans R qui s'obtiennent d'un réseau 
23 e N de la manière suivante: Soient Vl9 Vl9..., Fm les sommets de 23; d'après 
Homoîogie, III, 21 on peut déterminer des ensembles U't (1 g i g m) ouverts 

k k 
dans R tels que Vt = HUi et que f ] Viv = 0 entraîne I^C/j = 0; soient Um+l9 Um+29... 

v = 0 V 0 

•••> Um+s le s sommets d'un réseau arbitraire dans R — H: les sommets de U sont 
Ul9 U29..., Um+S. W est évidemment une famille complète de réseaux dans R et les 
réseaux de la famille N sont les intersections de ceux de la famille W avec l'espace H. 
Pour chaque U e W9 on peut poser (Homoîogie, IV, 6, où l'on remplace n par n — 1) 
Cn(U) = x;(U) - x;(u), les («, U)-chaînes x;(U) et Kn

2(U) étant telles que Kï(U) c 
c F, ^ ( U ) c: H — F, et on peut définir un (n — 1, U)-cycle absolu dans F(F): 
¿"-'(H) tel que x;(U) - An'l(VL), Kn

2(U) An'\U) mod A. Les A"-'(U) définissent 
(v. Homoîogie, IV, 13) un (h - 1, K)-cycIe An'1 dans F(F). Puisque XJ(U) c F, 
on a A ^ 0 dans F c H a P2, P2 e s£2. J""1 est donc un (n - 1, K)-cycle du 
type t2 dans F(F) et, H0 étant le porteur de l'homologie An"i ~ 0, on a H0 a F. 
D'après 10.1, on a pour chaque Ue¥: ~ F C"(U) = FX;(U) - Fiq(U) 
dans A. Or FKÎ(U) = ¿""'(il) et x;(U) c H - F, d'où FK;(U) c H - F; enfin 
A a H —V. Donc F" ' 1 ^) - ¿""'(II) dans H - F pour chaque U e d'où F""1 ~ 

dans H - V. Si Al'1 est un autre (n - 1, R)-cycle dans F(F) tel que A\~x ~ 0 
dans Fet F""1 - ¿Ï"1 dans H - F, on a ¿T"1 - Jï"1 ~ 0 et dans Fet dans H — V 
Puisque V + (H - V) = H a P29 P2eSp2, J""1 - J]"1 est un (n - 1, £)-cycle 
du type t2 dans F(F) et, Hx étant le porteur de l'homologie — J 

1 ^ 
0, on 

a i / ^ F e t ^ c i i - F , d'où Ht a F(F) et par suite A"'1 ~ A\~x dans F(F). 
Le cycle 1 est donc bien déterminé à une homoîogie dans F(F) près. On doit encore 
démontrer que H0 = F. (Nous savons déjà que H0 c F.) D'après la définition de H09 

il existe pour chaque H e W une (n9 U)-chaîne L"(U) c H0 telle que Ln(U) Jn_1(U). 
Or KJ(U) ¿"^(U) et 

F Cn(U) = FXÏ(U) - FKn
2(U) ~ F""1^) 

dans A, de manière qu'il existe une (n, U)-chaîne M"(U) telle que JCï(U) — X2(U) 
Fn l(U) + F Mn(U). Il en résulte que L"(U) - K$(U) - M"(U) - F*"1^) pour 

chaque U e W. Or, Ln(U) c Kn
2(VL) a H - F, Mn(U) c i c i / - 7 , d e manière 

que F"'1 ~ 0 dans H0 + (H - V) a H. H étant le porteur de l'homologie Fn"~1 - 0, 
on a donc i f 0 + (H - F) = H, d'où F = H - (H - F) c et par suite, étant 
fermé, V ^ H0. Comme nous savons que H0 c F, nous arrivons bien à la conclusion 
F= H0. 
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12. Axiome D2: Chaque point aeR — S est intérieur à un (n — 1, R)-cycle 
du type t2. 

12.1. Chaque point a e R — S possède un entourage WQ jouissant de la propriété 
suivante: Si V cz W0 est un entourage de a, il existe un (n — 1, R)-cycle An~x du 
type t3 dans F(V) tel que le porteur de Vhomologie An~x ~ 0 soit F. (Le point a est 
par suite à l'intérieur de An~1.) 

Démonstration. Soit P3 un sommet de réseau gén. P̂3 contenant le point a. 
En vertu de l'axiome D2, il existe un ensemble bicompact A c= R — S — (a) et un 
(n — 1, Recycle r n _ 1 du type t2 dans A tel que le point a appartienne à l'intérieur 
de rn~x. Déterminons Wd'après 11.1 et posons W0 = WP3. Pour chaque V c: W0 c: 
cz W, on a, d'après 11.1, un (n — 1, R)-cycle A"~x du type t2 dans F(V), tel que le 
porteur de l'homologie An~x ~ 0 soit F Puisque An"x ~ 0 dans V <= P3, An~x est 
un (n - 1, R)-cycIe du type t3 dans F(F). 

12.2. La dimension de Vespace R — S en chaque point a est égale à n. 

Démonstration. D'après l'axiome A4 (n° 7) on a dima (R — S) ^ n. Supposons 
par impossible qu'on ait dimfl (R — S) < n. Le point a possède alors des entourages V 
arbitrairement petits tels que dim F(V) ^ TÎ — 2. La famille ÎP de tous les réseaux 
U tels que les dimensions des U-simplexes dont le noyau rencontre F(V) sont <; n — 2 
est alors une famille complète. D'autre part, si V est suffisamment petit, il existe 
d'après 12.1 un (n - 1, R)-cycIe An~x dans F(V) tel que An~x ~ 0 dans F(V). Or 
pour tous les réseaux U e ÎP on a évidemment Jn-1(U) = 0 ce qui est une contra-
diction. 

13. Axiome E: A chaque point a e R — S et à chaque entourage Q de a on peut 
attacher un entourage c: Q jouissant de la propriété suivante: Pour chaque 
entourage Q2 de a tel que Q2 c Qt il existe un entourage Q3 de a tel que: 1° Q3 c: 
c: Q2; 2° si les (n - 1, R)-cycles r\~x

9 r2~l sont situés dans Qt - Q2 et sont 
homologues à zéro dans Ql9 il existe deux nombres rl9 r2e 9?, dont un au moins 
4=0, tels que r , / ^ " 1 + r2Tn

2
x - 0 dans Q - Q3. 

13.1. De l'axiome E on déduit d'après 4.2: Q étant un réseau gén. donné, il existe 
un affinement de Q et une projection n = Pr. ( Q ^ Q ) qui jouissent de la pro-
priété suivante: étant un affinement quelconque de Ql9 on peut déterminer 
un affinement Q 3 de 532 ainsi qu'une projection n' = Pr. ( Q 3 , Q 2 ) de manière 
que l'énoncé suivant soit vrai: Pour chaque sommet Q3 de &3 et pour chaque som-
met Q2 de Q2 tel que Q2 n'Q3 on peut attacher à chaque couple de (n — 1, Re-
cycles ri~x, r2~x situés dans Qx — n'Q3 et homologues à zéro dans Qt un couple 
de nombers rl9 r2 e SR dont un au moins 4=0, tels que r^T"'1 + r2r2~x ~ 0 dans 

Ql - 03-
14.1. Soit aeR — S; soit U un entourage de a. Il existe un entourage V cz U 

de a jouissant de la propriété suivante: A chaque couple C\9 C2 de (n, R)-cycles 
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mod (R — U) on peut attacher deux nombres rl9r2eM9 dont un au moins 4=0, 
tels que rxC\ + r2Cn

2 ~ 0 mod (R - V). 

Démonstration. Soit Q a c= L7 un entourage de a si petit que Q c P2e<$2 

(v. 9.3). Q étant donné, déterminons un entourage Qx c Q d'après l'axiome E. 
Choisissons l'entourage Q2 c Q1 de a arbitrairement et déterminons l'entourage 
Q3 Œ Q2 de a d'après l'axiome E. 

Soit ÎF la famille complète de réseaux dans R qui s'obtient de la famille N définie 
dans Homologie, IV, 2 en y remplaçant R9 Rl9 R29 R3 = RiR2l a, ar = Rx(x9 a2 == 
= R2cc9 a 3 = R3ol respectivement par R9 Ql9 R - Ql9 F(Q1), R - 17, 0, R - U9 0. 
Soit v = 1, 2. D'après 1. c. n° 6 (où l'on remplace C" + 1 par C") il existe pour chaque 
IX e V deux (in, U)-chaînes Kn

y(U) a Qu LM
V(U) c R - g j telles que C;(U) = Kn

v(U) -
- Ln

v(U) et un (n - 1, U)-cycle JT^U) c F(Qt) tel que Kn
v(U) - JTT'ÎU). D'après 

1. c. n° 13 r r ^ U ) définissent un (n - 1, K)-cycle P""1 dans F ^ ) . Comme XJ(U) c 
c: on a P""1 ~ 0 dans Qx. Puisque les cycles Fn

v~1 sont situés dans F(Ql) <=• -
— Q2, il résulte de l'axiome E l'existence de deux nombres r2 e 9?, dont un au 
moins 4=0, tels que r ^ ' 1 + r2Fn

2~l ~ 0 dans Q - g3 . 
Soit Ue ÎP un réseau donné. On doit montrer que rx C"(U) + r2 C5(U) ~ 0 

mod (R — V). Soit 93 un affinement de U tel que ¿T(93) = 0 pour chaque (H, 93)-cycle 
essentiel dans P2. [93 existe en vertu de 9.2.] Soit U' e ¥ un affinement de 93 normal 
relativement aux cycles dans P2. Soit n = Pr. (93, U), n' = Pr. (IT, 93). D'après 
l'homologie r ^ ï " 1 + r2Fn

2~l ~ 0 dans Q - Q39 il existe une (n, U')-chaîne Dn(U') 
dans Q - Q3 telle que Dn(U') - r^'^VL') + r2Fn

2-\W). Comme i T ^ U ' ) = 
= FKn

v(W) (v = 1, 2), on a Dn(\V) - r1 K;(U') - r2 Kn
2(W) 0. Le premier 

membre de cette relation est un (n9 U')-cycle dans (Q — Q3) + Qt c Q c. P2. 
Donc tc'[Dn(U') - i\ XÏ(U') - r2 X2(U')] est un (n9 93)-cycle essentiel dans P2 et il 
est par suite égal à zéro. Donc on a aussi 

nn'[r1 KÏ(U') + r2 Kn
2{U')] = nn' Dn(W) c Q - Q3 c R - Q3 . 

D'autre part, on a aussi K"V(W) - C;(U') = Ln
v(U') c R - Qx c R - Qz. Donc 

nn'lr, CJ(U') + r2 Cn
2(U')] = 0 mod (R - Q3) . 

Or 7t7c' CÎ(U') - C;(U) mod (R - U) c R - Q3, car Ĉ  est un (n, R)-cycle 
mod (R - L7). Donc 

Cï(u) + Cn
2{ll) - 0 mod (R - Q3) 

pour chaque U e W. U1 suffit donc de poser V= Q3. 

14.2. De 14.1 on déduit d'après 4.2: P̂ étant un réseau gén.9 il existe un affinement 
Q de et une projection n = Pr. (Q, jouissant de la propriété suivante: Si 
Qe£let si Cn

l9 C2 sont deux (n9 K)-cycles mod (R — nQ), il existe deux nombres ru 

r2 e 1R, dont un au moins 4=0, tels que rxC[ -f r 2 C 2 ^ 0 mod (R — Q). 
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15. Soit aeR - S. Soit <9 ¿(a) (i = 2, 3) la famille de tous les (n - 1, /^-cycles 
du type tt dans A, A étant assujetti à la condition de ne pas contenir a. Orienter 
Vespace R — S au point a signifie que l'on attache à chaque F - 1 e 02(a) u n nombre 
œ(a, r"'1) e tel que 1° œ(a, F " 1 ) = 0 si et seulement si le porteur de l'homologie 
F " 1 - 0 ne contient pas a; 2° pour rn~1e02(a), reM on a œ(a,rrn~1) = 
= rco(a, F " 1 ) ; 3° si r ] " 1 , F 2

- 1 , F ^ 1 + 1 e 02(a), onaco(a, Tî"1 + / V 1 ) = 
= co(a, r r 1 ) + ©(a, F,"1). 

Remarque 1. Si r " 1 e 0 2 ( f l ) en le considérant comme un (n — 1, £)-cycle 
du type t2 dans At ou A2, le nombre œ(a, F" 1 ) doit être le même dans les deux cas. 
Ceci est d'accord avec la condition 1° (v. 10.44). 

Remarque 2. Si rH'1eei(a) (i = 2,3), r e t t , évidemment rrn~leOi(a). 

R e m a r q u e 3. Si F ^ 1 , r2'1e03(a) et si œ(a9 JT}"1) # 0, û)(a, F f 1 ) 4= 0, 
r^ r2 e 5H, on a r^J"1 + r 2 r 2

- 1 e 02(a). Démonstration. Soit (v = 1, 2) Hv le 
porteur de l'homologie T""1 ~ 0. D'après 1° a e H ^ . Il suffit donc d'appliquer 
10.5. 

15.1. Le point ae R — S étant donné, il est possible d'orienter R — S en a. 
Si œi9 co2 sont deux orientations de R — S en a, il existe un nombre s e s 4= 0, 
tel que co2(a, F - 1 ) = sca^a, F 1 " 1 ) pour chaque F " 1 e O2(o). Inversement, si 
est une orientation donnée de R — S en a et si s e 91, s 4= 0, on obtient une orientation 
co2 de R — S en a en posant co2(a, F 1 " 1 ) = sco1(a, F " 1 ) pour chaque F " 1 e 02(a). 

Démonstration. D'après l'axiome D2 (v. 12) il existe un (n — 1, i*)-cycle TJ"1 

du type t2 dans A0 dont l'intérieur H0 — A0 contient le point a. Choisissons l'entou-
rage W de a correspondant au cycle i^"1 d'après 11.1. Soit P3 un sommet du réseau 
gén. (v. 9.3) contenant a. Soit A la famille de tous les entourages FdQ a tels que 
F c WP3. A chaque VeA correspond d'après 11.1 un (n — 1, jR)-cycle Jn~1(K) 
du type t2 dans F(V) tel que : 1° le porteur de l'homologie An~l(y) ~ 0 est F; 2° on 
a l'homologie TJp1 ~ ^n"1(F) dans H0 — F. D'ailleurs, comme Fez P3, les cycles 
An-\V) sont du type f3 . Si Vl9 V2eA; V2 c Vl9 on a An~\V2) - A91'1^) ~ 0 
dans Fx + F2 = Vt cr P3, de manière que — est un cycle du type 
t2 (et aussi du type t3) et le porteur Hi2 de l'homologie Jn_1(F2) — ~ 0 
satisfait à la condition H12 c F^ D'autre part, on a rn

0~l ~ JB"1(F1) dans 
i i o - ^ c H o - F2 et F 0

_ 1 - An-\V2) dans H0 - F2, d'où An-\V2) -
- An~\V0 - 0 dans H0 - V2 a H0 a P2, où P2 e p̂2 (car PJ 1 est un cycle du 
type t2)9 et par suite H12 c H 0 - F2. On a donc la relation Hi2 <=• Vt — V2 de 
manière que le point a n'est pas à l'intérieur de Jn_1(F2) — An~l(V^). Donc on a, 
dans chaque orientation œ de l'espace R — S en a, la relation œ\a9 An'1(V2) — 
- ^ln"1(F1)] = 0. Il en résulte que le nombre s = co[a9 J""1^)] e SR est indépendant 
du choix de Feyl. Comme le point a est situé à l'intérieur F du cycle ¿r_1(F), on 
a s 4= 0. 
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Soit maintenant F - 1 G 02(a). F " 1 est un (n - 1, R)-cycle du type t2 dans A; 
soit H le porteur de l'homologie F " 1 ~ 0. On a a e R — A. Si a e R — H, on 
a co(a, F " 1 ) = 0. Si aeH, on a a G H - A. L'ensemble H - A étant ouvert 
(v. 11), il existe un F G /I tel que F c= H - A. Si Fest suffisamment petit, d'après 11.1 
il existe un (n - 1, R)-cycle ^ " ^ ( F ) du type t3 dans F(V) tel que F - 1 - *^T~1(7) 
dans H — V d'où co[a, F " 1 - *An~l(V)~\ = 0 et par suite o)(a, F ' 1 ) = 
= *An~1(V)\ Le porteur de l'homologie est F. Puisque ¿""'(F), 
*An~i(V) sont deux cycles dans F(F) homologues à zéro dans F, il résulte de l'axiome 
E (v. 13) que, si Fest suffisamment petit, il existe un entourage g 3 de <2 ainsi que deux 
nombres r t, r2 G dont au moins un est 4=0 tels que rt An~x(V) -f r2 *An'1(V) ~ 0 
dans H - Q3. Donc co[a, rt ¿"^(F) + r2 "^"^(F)] = 0, d'où rts + 
+ r2œ[a, *zln~1(F)] = 0. Si l'on avait r2 = 0, on aurait 4= 0, r{s = 0, d'où la 
contradiction s = 0. Donc r2 4= 0 et œ(a, F " 1 ) = œ\a, *An~1(V)'] = - r^sjr^ 

On voit que l'orientation œ, si elle existe, est complètement déterminée par la 
connaissance du nombre s. Il s'agit encore de voir qu'on arrive ainsi effectivement 
à une orientation. En premier lieu, on doit prouver que le nombre œ(a9 F " 1 ) est 
déterminé sans aucune ambiguité. Or si l'entourage Fest fixe, ie rapport rt : r2 dans 
la relation rx An~1(V) + r2 *An~l(V) ~ 0 dans H — Q39 est bien déterminé, car 
autrement on arriverait à la contradiction An~l(V) ~ 0 dans H — Q3 (c'est une 
contradiction, car H — Q3 ne contient pas le porteur Fde l'homologie An~l(V) ~ 0). 
D'autre part, si F1? V2 e A; Vt F2, nous avons vu que Jn - 1(F2) - An~l(V1) ~ 0 
dans Vt — F2; et si Vt est suffisamment petit, on a tout pareillement *dn-1(F2) — 
- *An~1(V1) ~ 0 dans Vl - F2, de manière que la relation rt An~1(V2) + 
+ r2 *An~i(V2) ~ Odans H - Q3(Q3 c V2) entraîne rt An-l(Vx) + r2 *An'x(Vx) ~ 
~ 0 dans H — Q3. Enfin on vérifie sans peine que le nombre co(a, Fn~x) satisfait aux 
conditions 1°, 2°, 3° du n° 15. 

16. Axiome F: L'espace R — S est orientable, c'est-à-dire il existe une orienta-
tion œ de R — S simultanée (en tous ses points) jouissant de la propriété suivante: 
Si a e R — S, F " 1 G <92(A), il existe un entourage U de a tel que xeU entraîne 
F " 1 e 02(x) et co(x, F " 1 ) = œ(a9 r"-1). 

Dans tout ce qui suit, on suppose que l'espace R — S soit orienté, c'est-à-dire que 
l'on en ait choisi une orientation œ bien déterminé (jouissant de la propriété qui vient 
d'être énoncée). 

16.1. Dans la théorie mod 2 l'axiome F est superflu et l'orientation de R — S est 
possible d'une seule manière. 

Démonstration. Soit F - 1 G 0 2 ( a ) un (n - 1, K)-cycle du type t2 dans A; 
soit H le porteur de l'homologie F - 1 ~ 0. Il n'y a que deux possibilités: 1° a G R — 
- S - H; alors œ(x, F " 1 ) = œ(a9 F - 1 ) = 0 pour tous les xeR - S - H, ce 
qui est un entourage de a; 2° a G H - A, alors co(x, F"'1) = œ(a, F""1) = 1 pour 
tous les x G H — A ce qui est (v. 11) un entourage de a. 
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17. Nous allons construire un certain (n, #)-cycle mod S dans R, dit cycle princi-
pal que nous désignerons par G". 

17.1. D'après l'axiome D2 (v. 12 et 12.1) on peut attacher à chaque point b de 
R — S un (n — 1, ^-cycle P""1 du type t3 dans A, de manière que b e H — A, où 
H est le porteur de l'homologie r""1 ~ 0. Les H — A étant des sous-ensembles 
ouverts de R — S, d'après 4.2 et 4.3 il existe une suite {M,} d'ensembles ouverts 
constituant un réseau gén. et une suite {&,} de points de R — S telle que, si on 
désigne par PJ"1, Ah les T"-1, 4̂, H correspondant au point bi9 on ait Mt <= 
cz H{ — AI pour chaque i. D'après 10.1 à chaque Rn

i"1 correspond un (n, i*)-cycle C\ 
mod At dans Hf. Déterminons un affinement 91 de jouissant de la propriété du 
n° 4.4. 

17.11. Ceci étant donné à chaque point aeR — S attachons un entourage 
P czcz R — S si petit qu'il satisfasse aux cinq conditions suivantes: 1° a GJVG 91 
entraîne P cz N; 2° a G HT — A{ entraîne que pour chaque x G P on a x G — AX 
et co(x, rj"1) = co(a9 rJ"1); 3° a G Mi entraîne P <= M^ 4° ae R — Mt entraîne 
P cz R — Mil23 5Ô pour chaque couple d'indices i, j (i 4= j) tel que a G MiMj posons 
coal = œ(a, T"""1), coaj = co(a, PJ"1); comme œai 4= 0, œaJ 4= 0 [car a eMiMj cz 
cz (HI - A^ (HJ - AJ)~] et comme R ? " 1 , R } " 1 G 0 3 ( A ) , on a Œ ^ ' 1 - W « ^ - 1 = 
= rn

aJjl G 02(fl) (v. 15, remarque 3); donc co(a, r^j}1) = œajœ(a, rI'1) -
— coai<y(a, r]"1) = 0 de manière que le porteur Haij de l'homologie P^"1 ~ 0 
ne contient pas le point a; choisissons alors P de manière que PHaij 4= 0. 

17.12. D'après 4.2 on peut déterminer une suite {av} de points de R — S telle que 
les ensembles P = Pv correspondant aux points a = av constituent un réseau gén. 
^p.34 Pour chaque couple v, i tel que av G Mf posons œvi = co(av, *) G 91 de manière 
qu'alors (d'après 2° et d'après l'inclusion M£ cz Hi — At) 0 4= caw = co(x, pour 
chaque x G Pv. Pour v, i j tels que i 4= j, av e MiMj soit HviJ le porteur de l'homologie 
û ^ r r 1 — co^ry1 ~ 0 de manière qu'alors (en vertu de 5°) PvHviJ = 0. 

17.13. Soit <P2 la famille de tous les réseaux U de la famille du n° 7.4 qui soient 
des affinements mod S de e s t (v- 5.4 et 7.4) une famille parfaitement complète 
de réseaux dans R. En remarquant qu'un sous-ensemble bicompact de R — S ne 
peut rencontrer qu'un nombre fini de fermetures de sommets d'un réseau gén., on 
démontre sans peine (cf. la démonstration de 7.3) que la famille est aussi parfaite-
ment complète si désigne la famille de tous les réseaux Ue<P2 satisfaisant aux 
deux propriétés suivantes: 1° P* étant un sommet quelconque du réseau gén. p̂2 

(v. 9.3), ou bien aucun sommet intérieur de U ne rencontre P*9 ou bien U est un affine-

3 3 Comme au n° 4.4, on voit que toutes ces conditions sont simultanément réalisables. 
3 4 En réalité, du théorème 4.2 résulte seulement l'existence d'une suite {ô v } constituant un 

réseau telle que chaque Qy fasse partie d'un P = Pv attaché au point a = ay. Or on voit sans 
peine que l'on peut s'arranger de manière que ave Qv pour chaque v, d'où résulte immédiatement 
que les cinq conditions 1° — 5° restent intactes en y remplaçant P par Q. 
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ment du réseau 93(P*) du théorème 10.1; 2° pour i = 1, 2, 3,. . . aucun sommet inté-
rieur de U ne rencontre simultanément les deux ensembles Mi et A¡.3S 

17.14. Ceci étant donné soient U e W et o\ (1 ^ k ^ m) tous les (n, U)-simplexes 
4=0 mod S. Le réseau U étant régulier par rapport à S (v. 5.5 et 7.4) un sommet au 
moins de chaque an

k est un sommet intérieur de H. 3* étant le noyau de il existe 
donc (par définition même de la famille <P2 => V) un indice v tel que 3* c Pv. 2)1 
étant un réseau gén., il existe un indice i tel que ay e Mi9 d'où Pv cz M; en vertu de la 
condition 3° pour les Pv. Le nombre œyi E 9Î étant 4=0, il existe un nombre rke 
tel que le coefficient du simplexe ak dans la (n, U)-chaîne CJ(U) soit rkcoyi.36 

17.15. Il s'agit maintenant de montrer que le nombre rk e 9Î est bien déterminé, 
c'est-à-dire qu'il ne dépend pas du choix des indices v et i. En premier lieu, l'indice 
v étant donné, remplaçons l'indice i par j et désignons par rl la valeur correspondante 
de rk. On a 3k c Pv c M,My-, en particulier ayeMiMj9 d'où PyHviJ = 0. Comme 
3k c Py* on a 3kHylJ = 0. Comme 3k cz MfMy cz (ff. - At) (Hj - A}), on a 
%k(At -f- Aj) = 0. Soit Cn le (n9 R)-cycle mod (A} + Aj) dans Hyij correspondant 
au (in - l,R)-cycle œ^r"'1 - co^P""1 du type î2 dans (Ai -h Aj). Comme Py c -
c MiMj c HiHj, on a HiHj 4= 0. r"'1 étant un (n - 1, R)-cycle du type f3, il 
existe un sommet P3i du réseau gén. <p3 tel que Ht cz P3i; pareillement il existe un 
sommet P3J de <p3 tel que Hj cz P*y. Comme 4= 0, on a P£P3y 4= 0. Il existe 
donc (v. 9.3) un sommet P2 du réseau gén. tel que P^ + Ftj cz P*. Puisque 
Hi c F*h Hj cz F*j, Hyij c H i + Hj9 on a P* => + Hj + HyiJ. Donc les chaînes 
C|(U), C"(U), Cn(U) sont dans P*. Si aucun sommet intérieur de U ne rencontre P*, 
les chaînes C"(U) et C"(U) ne peuvent contenir aucun sommet intérieur et par suite 
rkœyi = 0, rkœvJ = 0, d'où rk = rk = 0. Supposons donc qu'il existe un sommet 
intérieur de U rencontrant P*; en vertu de la propriété 1° de la famille W9 le réseau U 
est un affinement de 93(P*). D'après 10.1, on en déduit sans peine que C"(U) = 
= coyj C%U) - C}(U) mod (At + Aj). Comme %kHyij = 0, C"(U) cz Hyîj9 la 
chaîne Cn(U) ne peut pas contenir le simplexe an

k9 dont le noyau est 3k- Comme 
3*̂ 4* + Aj) = 0, la chaîne œvJ C"(U) — œyi C"(U) ne contient non plus le simplexe 
ak. Or cette chaîne contient le simplexe al avec le coefficient œyJ . rkœyi — coyi. r'kcoyj. 
Comme œyi 4= 0, œyj 4= 0, on a donc rk = rk. En second lieu9 remplaçons l'indice v 
par p. Quant à l'indice i, nous pouvons le supposer inaltéré. En effet, étant un 
réseau gén., il existe deux sommets Ny et N^ de tels que ay e Ny9 a^ e D'après 
la condition 1° pour les Pv, on a alors Pv cz JVv, PM cz N^. Or 3* c PyP^ d'où 

3 5 Ces ensembles sont disjoints, car M f cz H f — A 
3 6 Soit P* un sommet du réseau gén. *P2 tel que i / j cz Remarquons que CJ(U) cz H\ cz 

cz Donc si aucun sommet intérieur de U ne rencontre P* 9 la chaîne C"(U) ne contient aucun 
(n9 U)-simplexe intérieur, d 'où rkcovi = 0. Dans le cas contraire, d'après la propriété 1° de la 
famille U est un affinement de D'après 10.1, la chaîne CJ(U) est donc bien déterminée 
à mod A-x près. Comme cz Py cz Af t cz — Ah on a 3kAt = 0, de sorte que le coefficient 
rkcoVi du simplexe ak dans la chaîne C"(U) est bien déterminé. 
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Nv iV„ 4= 0. D'après la définition du réseau gén. 9t, il existe donc un sommet Mt de 
9JÏ tel que Nv 4- iVM cz Aif, d'où Pv cz ilf f, P„ cz Mh de manière que cette valeur de i 
est admissible dans les deux cas. Soient rk9 r'k les deux valeurs de rk. D'après la défini-
tion même de ces nombres, on a rkœvi = r^œ^. Or choisissons un point x G 3* CZ PVPM. 
En vertu de la condition 2° pour les Pv, on a covi = œ(x, P""1), = co(x, P""1), 
d'où cuvi = co^i 4= 0 et par suite rfc = rk. 

m 

17.16. Les nombres rkeïR étant bien déterminés posons Gn(U) = £ 
k= i 

Remarque. Observons que la (n, U)-chaîne Gn(U) ainsi définie ne contient que 
des (n9 U)-simplexes 4=0 mod S. 

17.2. Pour chaque U G G"(U) est un (n, U)-cycle mod S. 
Démonstration. Soit a""1 un (M — 1, U)-simplexe 4=0 mod S. Il faut montrer 

que la chaîne f G"(U) ne contient pas le simplexe on~l. Pour 1 g k g m, soit t]ke^l 
m 

le coefficient de on~l dans la chaîne Fon
k. On doit montrer que £ rjkrk = 0, ou bien 

k= i 

que ]T Uk = 0 où Z est l'ensemble de tous les indices k (l g k g m) tels que rjk 4= 0. 
keZ 

Puisque on~l 4=0 mod S et puisque le réseau U est régulier par rapport à S9 d""1 

possède un sommet U tel que US = 0. Comme U G <P9 il existe un indice v tel que 
U cz Pv, d'où K cz Pv, K étant le noyau de tr"-1. D'après la condition 3° pour les Pv 

(v. 17.11), il existe un indice i tel que Pv c Mf. Si k e Z, on a évidemment cz K cz 
cz Pv cz Mi de manière que le coefficient de al dans la chaîne C"(U) est rkœvi. Donc 
le coefficient de on~l dans la chaîne F C"(U) est £ rjkrkcovi. Or an~x 4= 0 mod S et 

keZ 

CJ(U) 0 mod S. Donc £ Wk^vi = 0 et par suite £ t]krk = 0, car œvi 4= 0. 
keZ keZ 

17.3. Soit U, Ux G ÎP; soit Ut un affinement de U; soit n = Pr. (Ulf U). Alors 
n Gn(U0 = Gn(U) mod S. 

Les G"(U), U G définissent donc un (H, R)-cycle mod S. C'est le cycle principal G" 
annoncé dans 17. 

Démonstration. Soit on un (n, U)-simplexe donné 4=0 mod S. Soient xn
h (1 ^ 

g h g s) tous les (n, U^-simplexes tels que nxn
h = ±on. Nous pouvons d'ailleurs 

choisir les orientations des de manière que nxn
h = on (l g h g s). Soit 3 le noyau 

de on; soient Kh (1 g h g s) les noyaux de tJJ. On a évidemment Kh cz 3 pour 1 g 
g h g s. Comme nous le savons, il existe des indices v, i tels que 3 <= Pv c Mf. 
Soit r le coefficient de on dans Gn(U); soient r'h (1 g h g s) les coefficients des xn

h dans 
5 

G^Ui). Il faut montrer que r = £ r'h. Soit P* un sommet du réseau gén. tel Que 

Hi cz P*. Si aucun sommet intérieur de U ne rencontre P*, on a, comme nous le 
savons, r = 0; or dans ce cas 3^* = d'où Kh?l = 0 (1 ^ h g 5); on en déduit 

s 

sans peine que r'h = 0 (1 ^ h g s), donc r = £ r'h. Dans le cas contraire, nous 
1 
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savons que U, par suite aussi Uj, est un affinement du réseau 93(P*) du n°10.1, 
d'où C-(U) = 7i C^Ui). Or le coefficient de o11 dans C?(U) est rcovi et les coefficients 

s s 

rn
h (1 ^ h ^ s) dans C^Uj) sont r'hœvi. Par suite rœvi = £ r'hœvh et donc r = £ ri, 

/»= î ft=i 
car covi 4= 0. 

17.4. La construction (v. 17.1 — 17.16) du cycle principal G" possède un certain 
dégré d'arbitraire. Or on peut démontrer que (l'orientation de R — S étant donnée), 
le cycle G" est biern déterminé dans le sens suivant: Il existe une famile complète <P 
de réseaux dans R telle que la (H, U)-chaîne Gn(U) est déterminée sans aucune 
ambiguité pour chaque Ue<P. (Cf. la remarque à la fin du n° 17.16). Nous laissons 
la démonstration de cet énoncé, dont nous ne ferons aucun usage, au soin du lecteur. 

17.5. Soit A un sous-ensemble bicompact de R; soit R — S — A 4= 0. Le cycle 
principal G" n'est pas situé dans A. 

Démonstration. Il existe évidemment un point a e (i? - S) - A. Choisissons 
les indices v, i de manière que a e Pv c M,- czc Ht — Av Soit V un entourage 
de a si petit que 1° F c (R - S) - A; 2° V a Pv. Il suffit de démontrer qu'il existe 
un réseau U e W tel que Gn(U) contienne un n-simplexe an dont le noyau 3 ne ren-
contre pas A. Comme Hi est le porteur de l'homologie r""1 ~ 0 et comme Hi — F c 
c Hh Hi - V= Hi - V 4= Hf, on a C1(U) c Hi mais il existe des réseaux U e V 
arbitrairement petits tels que qu'on n'a pas C"(U) c- — V. Choisissons un tel 
réseau U assujetti à la condition qu'aucun sommet de U ne rencontre simultanément V 
et A, ou bien F et R — Pv, ou enfin F et S. Comme la chaîne C"(U) est dans Hh mais 
non dans Hi — F, elle contient un (n9 H)-simplexe on dont le noyau 3 rencontre F. 
On a alors 3̂ 4 = 0, 3 c Pv c Mh 3S = 0. Comme 3 c= Pv ci M h la chaîne Gn(U), 
comme C"(U), doit contenir le simplexe on. Puisque 3̂ 4 = 0, on ne peut avoir 
Gn(U) c A. 

Remarque. Puisque les réseaux de la famille ¥ sont d'ordre g « mod S (v. 7.4), 
nous avons démontré plus généralement que le cycle principal Gn n'est pas homo-
logue à zéro mod A (A = Â, R — S — A 4= 0). 

18. Faisons de nouveau les conventions des nos 8, 8.1 et 8.3. Choisissons (arbitrai-
rement) l'orientation de chaque simplexe o\ (0 ^ h ^ n, 1 ^ i ^ a,,). Puisque les 
faces d'un (h 4- 1, 3)-simplexe (0 ^ h ^ n — l) intérieur sont des (h, 3)-simplexes 
intérieurs, il existe des nombres rj^j e (0 ^ h ^ n — 1,1 ^ 1 û j è <*h) 
tels que 

(0 ^ A ^ n - 1, 1 ^ ï ^ . 
j= i 

Les nombres r\ ne prennent d'ailleurs que les valeurs 0, 1, —1. 
Comme F<rJ+1 0, on a pour 1 ^ h ^ n - 1, 1 g i g afc+1, 1 ^ k ^ a ^ : 

I ^ 1 = o . 
j= i 
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Remarque. xk étant un simplexe d'espèce a 1 d'un réseau commode U, d'après 
8.32 le noyau de xk ne rencontre pas R0 et par suite xk = 0 mod R — jR0. 

18.1. Soit la famille de tous les réseaux commodes (dans le sens du n°8.l) 
qui appartiennent à la famille du n° 17.13. On voit sans peine que *F0

 e s t u n e famille 
parfaitement complète de réseaux. Dorénavant seuls les réseaux de la famille 
seront appelés commodes. 

19.1. Soit U un réseau commode. A chaque simplexe intérieur cj (0 g h g n9 
1 g i g adu réseau 3 on peut attacher une (n — h, VL)-chaîne Kn~h (oh

i9 H) de la 
manière suivante: 1° Chaque simplexe de chaque chaîne Kn~h((^}9 U) est =#0 
modi? — R0; 2° chaque simplexe de la chaîne Kn~h(oh

i9U) est d'espèce o*}; 3° 
pour 1 g h g n, 1 g j g OLh_x on a 

Kn~h+i(oj~l
9 U) - 2 *àJlKn-kK «) mod R~irR0 \ 

i=i 

4° on a (v. 17) 
ao 

Gn(U) = £ Kn(o°i9 U) mod R - R0 . 
»=i 

Les chaînes Kn~h(oh
i9 U) sont déterminées sans aucune ambiguité par les propriétés 

1°, 2°, 3°, 4°. On a d'ailleurs pour 0 ^ h g n9 1 g i g a„: 5° Kn~h (-oh
i9 U) = 

= ~Kn-\oh
i9 U). 

Nous appellerons les Kn"\oh
i9 U) les U-chaînes fondamentales. Chaque (n — h9 U)-

®h 
chaîne (0 g h g n) de la forme £ Ci Kn~h(trî, U), cx e sera appelée une (n — h9 U)-

¿=i 
chaîne élémentaire. 

Démonstration. Commençons par les U). D'après 8.33 chaque simplexe 
de la chaîne Gn(U) est de rang 0 ou — 1. D'après la remarque du n° 18, les simplexes 
de rang —1 sont =0 modR — R0. D'après 19 1°, 2°, 4° on doit donc entendre par 
Xn(<7|,U) (1 g i g a0) la partie de la chaîne Gn(U) dont les simplexes sont =f=0 
mod R - R0 et d'espèce <7?. Les conditions 1°, 2°, 5° (h = 0) et 4° du n° 19 sont 
immédiatement vérifiées. 

Supposons donc que pour une certaine valeur de p (1 g p g n) on ait déjà défini 
les chaînes Kn~h((jh

i9 U) (0 g h g p — 1, 1 g i g ah) de manière que les conditions 
1°, 2°, 3°, 4° du n° 19 soient vérifiées pour 0 ^ / i ^ p — 1, et que l'on ait reconnu 
que les chaînes Kn~h((Th

i9 U) (0 g h g p — 1) sont univoquement déterminées par 
ces conditions. Il s'agit de définir les chaînes Kn~p(op

i9 U) (1 g i g <xp) de manière 
à satisfaire aux conditions 1°, 2°, 3° du n° 19 pour h = p et de prouver que cela n'est 
possible que d'une seule manière.37 

3 7 On doit aussi observer la validité de 5° pour h = pt en la supposant pour h = p — 1. 
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Ce dernier fait est évident; en effet, la condition 3° donne pour h = p 

Y,nPi7l Kn-p(<jp
i9 U) = F Kn~p+1(oj~l, U) mod R~^~R0 . ¿=1 

Pour définir Kn~p(af, U) pour une valeur donnée de i (1 ^ i ^ ap), on doit donc 
choisir l'indice j (1 g j ^ a d e manière que rjfy'1 4= 0 (ce qui est toujours pos-
sible) et définir comme Kn'p{up

i9 H) la partie de la chaîne tfj'1 F Kn~p+1(tf~i, U) 
dont les simplexes sont 4=0 mod R — R0 et d'espèce a?. Les conditions 1°, 2° et 5° 
(h = p) sont immédiatement vérifiées. Il s'agit de prouver que 1° la définition de 
Kn~p(af, U) est indépendante du choix de l'indice j; 2° les conditions 3° (h = p) 
sont satisfaites. 

A cet effet, considérons une chaîne FK""p+1(o,J"1,U) (l g j ^ a
P-i)- D'après 

8.33, un simplexe de cette chaîne est de rang g p; d'après 8.34 et 2°, ce rang est 
^p — 1 et si le rang égale p — 1, l'espèce du simplexe est aj"1, tandis que, si le 
rang du simplexe égale p, son espèce est crf, l'indice i étant tel que tfj"1 4= 0. Soit 
donc Hj~p(U) la partie de la chaîne FKn~p+1(ap

j~1,Vi) dont les simplexes sont 
4=0 mod R — R0 et d'espèce aj"1 et soit i/fy1 Hïj~p(jli) la partie de la même chaîne 
dont les simplexes sont 4=0 mod R — R0 et d'espèce <rf, de manière que 

(*) FKn-p+1(Gpj'\U) = HJ-'(U) + J fjPf1 JH7/'(U) mod R^~R~0 . 
i=l 

Distinguons deux cas. En premier lieu, soit p = 1. On a d'après 4° 
*0 
£ F Kn(a°j9 U) = 0 mod R - R0, car F Gn(U) = 0 mod S <z R - R0. Donc 
j-1 

E ^ r ' W + s E ^ ; 1 ^ ) = o m o d ^ x , 

d'où 
i / r 1 ( U ) = 0 ( u ; ^ ) 

et 

H S»Î?yHy1(W) = 0 (1 g i â *i) • 
;'= i 

On voit bien que la définition de K*~l(a}9 U) est indépendante du choix de l'indice 
j; en effet pour une valeur donnée de i (l g i ^ ax), il y a justement deux valeurs 
j = et j = j2 de l'indice j tels que tfj 4= 0 et on a t]°ih + rj°lh = 0 de manière que 
(**) donne 

"VW = HÏ-^U), 

de manière qu'on définit sans ambiguïté 
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La relation (*) prend la forme 

F Kn(a°j, U) = £ ni Kn-\u)y U) mod R^~R0 (1 g j g a0) ; i= l 

or c'est précisément la relation 3° (h = p = 1) qui était à démontrer. 
En second lieu, soit p ^ 2. Pour 1 ^ A: g ap_2 on a 

Kn~p+2(ap
k-\ U) 5>5T2 U) mod tf - i?0 

j= i 
et par suite 

< ' z W 2 F K n ~ P + 1 ( < 7 r I ' U ) = 0 mod * - i?0 
j= i 

c'est-à-dire 

" i V 2 « ; - ' (» ) + 1 z W 1 ^ 2 «Î7'(») = 0 

d'où 
tf]-'(U) = 0 (l 

et 

(t) I W 1 ^ " 2 J*Ï7'(10 = 0 (1 ^ k g ap_2, 1 i £ a,) . 
j=i 

L'indice / (1 g i g ap) étant donné, et jxJ2 (1 = ^ a
P-1) étant tels que rçj'r1 4= 

4= 0 4= J/fr"1, on doit démontrer que //^"(U) = HÏ//(U). On voit sans peine qu'il 
suffit de déduire ceci sous la supposition qu'il existe un indice k (\ g k g ap_2) tel 
que Y\y2 4= 0 t]j~k

2- Or sous cette supposition, pour j 4= j 1 ou j2, on a rfij1^2 = 
= 0 et en outre, comme on le voit sans peine, rj?^1 tf~k

2 4- rj^1 tf~k
2 = 0, de manière 

que l'égalité à démontrer s'obtient immédiatement de (j). On définit donc sans aucune 
ambiguité 

Kn~p{crf, H) = WÏ/*(U) 

l'indice j n'étant assujetti qu'à la condition 4= 0. La relation (*) prend alors 
la forme 3° (h = p) qui était à démontrer. 

19.2. Soient M, Ht deux réseaux commodes, Uj étant un affinement de U; soit 
n = Pr. (U,, II). Alors 

(*) 71 Kn~p(a f, Ut) = Kn'p(ol U) mod R - R0 (1 gi g ap) . 

Démonstration. Soit d'abord p = 0. D'après 17.3 et 18.1 on a 71 G"^) = 

= Gn(U) mod S Œ R - R0. D'autre part, d'après 19.1, 4° G"(U) = £ Kn(c°iy U) 
<-1 
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mod R — R0 et pareillement pour Donc 

£ 0 Kn(tr?, U,) - K'tf, U)] = 0 mod R - R0 . 
i = 1 

Or d'après 19.1, 2° et 8.35 chaque simplexe de la chaîne 

(**) 7r K"(al U) - li) (1 ^ i < <x0) 

est d'espèce <7?. Donc les chaînes (**) sont =0 mod R — R0. 
En second lieu, supposons que pour une certaine valeur de p (l ^ p g n) on ait 

déjà démontré que 

nK»-'+x{ay\VLx) = Kn~p+1(a?~i, U) mod R^~R0 (1 è j è * p - t ) . 

Cette relation reste vraie si l'on forme les frontières des deux termes. Cela donne 
d'après 19.1, 3° 

2 U,) - K - ' f a U)] = 0 mod j T ^ . 
» = 1 

D'après 19.1, 2° et 8.35 chaque simplexe de l'ième terme de cette somme est d'espèce 
of; d'autre part, l'indice i étant donné, on peut choisir j de manière que rjfy1 4= 0. 
Il en résulte (*). 

19.3. Soit U un réseau commode. Pour 0 ¿h^n, 1 <; / ̂  och la chaîne Kn~h (a), U) 
est située dans T(cxî). 

Démonstration. Soit 93 un affinement de U régulier par rapport à T(o-J). 
Soit II] un réseau commode qui soit un affinement de 93. Soit n = Pr. (93, U), nx = 
= Pr. (U l 9 93). D'après 19.2 on a nnx Kn~\oh

i9 Uj) = Kn~h(o}U U) mod R - R0. 
Soit Tn~h un simplexe de la chaîne Kn~h(oh

i9 Hj). D'après 19.1, 2° le simplexe xn~h est 
d'espèce gChaque sommet de zn~h rencontre donc (v. 8.3) T(<t5). Donc chaque 
sommet de nlxn~h rencontre Tfâ). Le réseau 93 étant régulier par rapport à T(<rJ), 
il en résulte que 7ixxn~h = 0 ou bien le noyau de nxxn~h rencontre T(gh^ Donc si 
Tt7t1T n~ h 0, le noyau de ce simplexe rencontre T(a5). Par suite la chaîne 
7T7Tj Kn'h(ah

i9 Ui) est située dans T(CTJ). Or TTTT, KN~H(GH
I9 U j est mod R - R0 égale 

à la chaîne K"~h(oh
h U) dont tous les simplexes sont (v. 19.1, 1°) 4= 0 mod R - R0. 

Par suite Kn'h(Gh
h U) c= T(^). 

20.1. En partant du réseau gén. ne contenant que le seul sommet R — S, on con-
struit d'après 14.2 un réseau gén. ^ jouissant de la propriété suivante: Si PeS$ 
à chaque couple Cn

l9 C2 de (n9 R)-cycles mod S on peut attacher un couple de nombres 
ri9r2e${ dont un au moins 4=0, de manière que rjC" + r2C2 ~ 0 mod (R — P). 
On peut supposer que pour chaque P e ty on ait P 4= R — S9 P c= R — 5. 
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20.2. Supposons que chaque sommet intérieur of (1 g i g a0) du réseau 3 du 
n° 8 fasse partie d'un sommet Pf du réseau gén. ty du n° 20.1. Désignons par lFi la 
famille de tous les réseaux commodes II jouissant des deux propriétés suivantes: 
1° Pour 1 <: i g a0, G"(U) ^ 0 mod (R - Pf); 2° si un sommet U de U rencontre 
Tt (1 g i g a0), o n a [ / c p.; 3° t/P; 4= 0 pour 1 g i g a0 et pour chaque sommet 
extérieur U de U. Puisque G" ~ 0 mod (R - Pt) (v. 17.5, remarque) et T; c: <r? c Ph 
la famille est évidemment parfaitement complète. 

20.3. Ceci étant, on a pour chaque Ue le théorème suivant: Soit Cn(U) un 
(n9U)-cycle essentiel mod S. Il existe une (n, U)-chaîne élémentaire DM(U) telle 
que Cn(U) = Dn(U) mod R - R0. 

Démonstration. G" étant le cycle principal, d'après 20.1 il existe pour chaque 
i (1 é * = ao) deux nombres ru r2G 91, dont un au moins 4=0, tels que rx C"(U) 4-
+ r2 Gn(U) - 0 mod (R - P). Or G"(U) ~ 0 mod (R - Pf) d'après la propriété 
1° de la famile lF1. Donc r, 4= 0, c'est-à-dire qu'il existe un nombre st G 9Î (1 g i g 
g a0) tel que Cn(U)-~ st G"(U) mod (R - P,). Donc il existe une (n 4- 1, U)-chaîne 
£n+1(U) telle que 

F En+ï(U) = C"(U) - s, G"(U) mod (R - P,) . 

Le réseau U étant (v. 8.1, 3°) d'ordre ^wmodS, chaque simplexe de la chaîne 
£n+1(U) possède un sommet extérieur, de manière que (v. la propriété 3° de la famille 
¥t) En+1(ll) c R - Pf, d'où F En+1(U) c R - Pt et par suite C"(U) = s, G"(U) 
mod (R — P,). Or si un (n, U)-simplexe zn est d'espèce <7?, chacun des ses sommets 
rencontre Pf d'où zn 4= 0 mod (R — Pf) en vertu de la propriété 2° de la famille 
Donc la partie de la chaîne Cn(U) formée des (n, U)-simplexes d'espèce of est égale 
à celle de la chaîne st G"(U), c'est-à-dire à sf K"(of, U) mod R — R0. Or nous avons 
remarqué, en définissant les chaînes U) (v. 19.1), qu'un (n, U)-simplexe qui 
n'est pas d'espèce of pour aucun / (1 g i g a0), est = 0 mod R — R0. Donc C(U) = 

ao 
= £ Kn(a^9 U) mod R - R0. 

¿=i 

III. 

21. Axiome G* (0 g k g n — 1): Pour chaque entourage Q d'un point a e R — S 
il existe un entourage P cz Q de a jouissant de la propriété suivante: Si rk est un 
(k, R)-cycle (absolu) dans P,38 on a Tk ~ 0 dans Q. 

21.1. D'après 4.2 on déduit de l'axiome G*: Pour chaque réseau gén. il existe 
un affinement 3̂ et une projection n = Pr. (̂ 3, Q) de manière que: Si rk est un 
(ik, R)-cycle dans P9 Pe%on a Tk ~ 0 dans nP. 

3 8 Pour k = 0 il faut supposer encore que I(rk) = 0, / (P*) étant la somme des coefficients 
de r* (U) ( somme indépendante du choix du réseau U). 
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22. Dans tout ce Chapitre, on se donnera une valeur fixe de p (0 ^ p ^ n). 
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II, ainsi que celle des axiomes 
Gk (v. 21) pour n-p^k^n - 1. 

23. Soit E la famille de tous les réseaux 3 de la famille du n° 7.4 possédant 
des sommets intérieurs et tels que 1° 3 est un affinement mod S du réseau gén. ^ 
du n° 20.1, 2° le noyau de chaque 3~simplexe intérieur a contient un point n'appar-
tenant à la fermeture d'aucun sommet de 3 qui ne soit pas un sommet de a. La 
famille E est parfaitement complète. 

Démonstration. Soit U un réseau donné; soitJQ un réseau gén. donné. Il existe 
évidemment un réseau 3 - i tel que 1° 3 - i e 2° 3 - i possède des sommets inté-
rieurs; 3° 3 - i est u n affinement de U; 4° 3 - i est un affinement mod S de ty et de Q. 
Soit m l'ordre (v. 7.2) de 3 - i - Supposons généralement que, pour une certaine valeur 
de h (0 ^ h ^ m), on ait déjà défini le réseau 3/i-i- Dans le noyau de chaque 3/ i -r 
simplexe intérieur TJ choisissons un point ahv de manière que ahv 4= agfl si 0 ^ g < h 
ou bien g = h9 p 4= v.39 Modifions chaque sommet Zh-X de 3/j-i en le remplaçant 
par Zh = — où v parcourt toutes les valeurs telles que Zh_t ne soit pas 
un sommet de xj. Soit 3a le réseau dont les sommets sont les ensembles Zh ainsi 
associés aux sommet Zh-X de 3A-i- En procédant de cette manière on finit part 
construire un réseau 3m- Soit 3 ™ rapetissement fort30 de 3m- On voit sans peine 
qu'on peut choisir 3 de manière que ce soit un affinement de U et un affinement mod S 
de Q possédant les propriétés voulues. 

24. Soit 3 un affinement de 3» les deux réseaux 3 et 3 appartenant à la famille E 
du n° 23. Pour le réseau 3 gardons la notation 

a„, <rh
i9Ti9 T((t*),2,K"-*(<7?,U) 

(où U parcourt les réseaux commodes par rapport à 3 + ï ) . Pour le réseau 3 on 
prendra la notation analogue 

Ph9 r î , tv9 i ( T Î ) , t , k»-h(rh
v9U)9 

U parcourant cette fois les réseaux commodes par rapport à 3 -1- t. Supposons le 
réseau fermé t attaché à 3 choisi selon 8 d'une manière quelconque; quant à X9 nous 
le choisirons bientôt d'une manière convenable. 

Choisissons une projection n = Pr. (3, 3)- Un sommet intérieur de 3 sera appelé 
complètement intérieur, si sa projection 7tr° est un sommet intérieur de 3- Un 
(h, 3)-simplexe intérieur TJ (0 ^ h ^ n) sera appelé complètement intérieur, si chacun 
de ses sommets est complètement intérieur. On peut numéroter les TJ de manière que, 
pour chaque h (0 fg h ^ n), les simplexes complètement intérieurs précèdent les 

3 9 D'après 12.2, ceci est évidemment possible. 
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autres; soient TJ (l g v g tous les (h9 3)-simplexes (0 g h g n) complètement 
intérieurs (donc 0 g yh g pour chaque h). 

Pour 0 g h g n9 1 g V G yh on a 7IT* = 0 (seulement pour h ^ 1) ou bien il 
existe un indice i = <ph(v) bien déterminé (1 g i g a,,) tel que nx* = ±ah

i. Pour 
h = 0 on a toujours le signe plus; et la même chose vaut aussi pour 1 g h g n 
en orientant convenablement les TJ ce que nous voulons supposer. 

Ceci étant, définissons le réseau fermé X attaché à 3 en posant, pour 1 g i g a0, 

(1) Tf = I i v , 
V 

où v parcourt toutes les valeurs (1 g v g y0) telles que <p0(v) = On v°it s a n s peine 
que le réseau fermé X possède bien par rapport à 3 les propriétés du n° 8. 

Rk (0 g k g n) ayant la signification usuelle (v. 8) relativement à X9 soient Ri 
(0 g k g n) les ensembles analogues relatives à t. Evidemment R'k Rk pour 
0 g k ¿n. 

On vérifie sans peine que pour 0 ^ h g n, 1 ^ i g cch on a 

(2) m = i . 
V 

où v parcourt toutes les valeurs (1 ^ v ^ telles que cpjv) = i. 

On voit aussi sans peine qu'un réseau U commode par rapport à 3 + t (dans le sens 
de la définition du n° 8.1) est aussi commode par rapport à 3 + 

Kn~h(oh
i9 U) étant toujours les chaînes fondamentales (v. 19.1) relatives à 3 + X9 

soient kn~h(TJ, U) celles relatives à 3 + t. On vérifie sans peine que pour 0 ^ h g n9 

1 ^ i ^ aft on a dans chaque réseau II commode par rapport à 3 -f t 

(3) Kn-h(Gh
i9 U) = X k"~V*> X0 m o d ^ ^ > 

V 

v parcourant toutes les valeurs (1 ^ v ^ yfc) telles que <ph(v) = /. 
!F0 et iPj étant les deux familles de réseaux définies resp. dans 18.1 et 20.2 relative-

ment à 3 + ï , soient et \j/1 les familles correspondantes relatives à 3 + t. On 
voit sans peine que \j/0 a !F0, ^ c Woi&o) est d'ailleurs la famille de tous les 
réseaux commodes (v. 18.1) relativement à 3 + 2(3 + t). Les familles \l/0 et 1l/t sont, 
comme nous savons, complètes. 

25. Supposons que le réseau 3 appartienne à la famille E du n° 23. On peut 
déterminer le réseau fermé X correspondant à 3 (v 8) de manière que, si le réseau 
commode H est suffisamment fin, on ait Kn~h{oh

i9 U) 4= OpowrO g h g min(n,p + 1), 
I ^iè a*. 

La démonstration fera l'objet des nos 25.1—25.2. 

25.1. Lemme. Soit un ensemble ouvert c R - S. Soit 0 ^ q g p + 1. 
II existe un réseau et un réseau gén. jouissant de la propriété suivante: Suppo-
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sons que le réseau 3 du n° 8 soit un affinement de 93, et un affinement mod S de 
Choisissons arbitrairement le réseau fermé X (n° 8) correspondant à 3- Alors il 
existe une valeur de i (l ^ i ^ <xq) telle que 1° chaque sommet de G] est un sous-en-
semble de W; 2° dans chaque réseau commode H suffisamment fin on a Kn~q(G% U) 4= 
4= O.40 

Démonstration. Soit d'abord q ^ 1. Choisissons un point ae W. Soit Wx un 
entourage de a si petit que Wt a W. Soit un réseau gén. tel que: 1° si a eP°, 
P° G <P°, on a P° c Wi; 2° ̂ Ç0 jouit de la propriété du n° 4.3; 3° si P° G <p°, o n a f -
~ 0 dans P° pour chaque (n, K)-cycle rn dans P°. <P° existe d'après 4.2 et 9.1. Soit 
Q1 un affinement de jouissant des propriétés des nos 4.3 et 4.4. Déterminons un 
affinement ty1 de Q1 ainsi qu'une projection ni = Pr. ( S J > \ d ' a p r è s 21.1, en y 
posant k = n — 1. Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h 
(1 g h ^ q - 2), on ait déjà déterminé les réseaux gén. et Soit Qh+l un af-
finement de P̂* jouissant de la propriété du n° 4.4. Déterminons un affinement + l 

de Qh+1 ainsi qu'une projection nh+i = Pr. (<pfc+1,Qfc+1) d'après 21.1, en y posant 
k — n — h — 1. En procédant de cette manière, on construit de proche en proche 
les réseaux gén. (0 g h ^ q - 1) et a* (l g h ^ q - 1). Soit encore Q9 un 
affinement de p̂*"1 jouissant de la propriété du n° 4.4. Posons ^ = 

Soit 93, un réseau tel que: 1° si Ve 93g et que VWx 4= 0, on a V c W; 2° si a G F, 
Ve 935, o n a F c Wx. 

Supposons que le réseau 3 soit un affinement de 93 g et un affinement mod 5 de 
9Jlq = Qq. Puisque raffinement Qq de Ç«"1 jouit de la propriété du n°4.4, on peut 
attacher à chaque (q - 1, 3)-simplexe intérieur G]'1 (1 <; i ^ a ^ ) un sommet 
P*-1^?"1) de tel que chaque sommet de G]'1 en soit un sous-ensemble. Posons 

~NQ-LPQ 1(G]
 1). Supposons généralement que, pour une certaine 

valeur de h (0 g h ^ q - 2), on ait déjà attaché à chaque G**1 (1 g i ^ ah+l) des 
sommets Pk+l(^i

+1)9 <?+i(pî+l) resp. de <P*+l et de de manière que chaque 
sommet de <r*+1 soit un sous-ensemble de PH^L(AH

L
 + L) C Gh+1(<Ji + 1)- Supposons 

donnée une valeur de; (l g j ^ ah). Deux cas sont à distinguer. En premier lieu, 
supposons que G) ne soit une /i-face d'aucun (h + 1, 3)-simplexe intérieur; dans ce 
cas, choisissons un sommet Ph(G)) de de manière que chaque sommet de G) en 
soit un sous-ensemble; ce qui est possible, puisque le réseau gén. ^P9"1 est un affi-
nement de <p\ En second lieu, supposons qu'il existe des valeurs de i telles 
que RFCJ 4= 0; dans ce cas, choisissons un sommet P\GJ) de Ï$H de manière que 
l'on ait P\GJ) =5 Q*+1(<TÎ+1) pour chaque valeur de i (1 ^ i ^ ah+1) telle que 
rfij 4= 0; ce qui est possible, car + 1 est un affinement de ^jouissant de la propriété 

4 0 Pour q — n + 1, la thèse du lemme s'énonce comme il suit: Il existe une valeur de i (1 ^ 
/ ^ an) telle que 1° chaque sommet de <r" est un sous-ensemble de W\ 2° dans chaque réseau 

commode U suffisamment fin, on a I[KQ(crj, U)] 4= 0, (1 ^ / ^ ocn). (V. 3 8 pour la signification 
de /.) Du reste, nous n'aurons dans cet Ouvrage aucune occasion d'appliquer le cas q = n + 1 
du lemme. 
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du ii° 4.4; on voit que, ici encore, chaque sommet de a) est un sous-ensemble de 
P/,(aJ). Si h ^ 1, posons Qh(a)) = nh P ĉrJ). En procédant de cette manière, on 
construit de proche en proche les ensembles Ph(<r̂ ) (0 g h g q — 1, 1 ^ i ^ aft) 
et Qh(aï) as-

soit W2 un entourage de a si petit que 1° pour chaque sommet Ql de Q1 la relation 
W2Q1 4= 0 entraîne aeQ 1 ; 2° W2G° = 0 pour chaque valeur de i (1 ^ î ^ a0) 
telle que <x? - PV̂  4= 0; 3° W2R - R0 = 0. W2 existe car: 1° en vertu de la définition 
même d'un réseau gén., on a Wx Q1 = 0 pour tous les sommets Ql de Q1 à un nombre 
fini d'exceptions près; 2° si l'ensemble cr? n'est pas contenu dans Wl9 on déduit, 3 
étant un affinement de 93€, que le point a n'est pas situé dans ôf; 3° a e R — R — R0, 
comme nous allons voir. 

On a WXR — R0 = 0 (et donc aeR — R — R0). Dans le cas contraire, il existerait 
«0 

un point b e WX ~R - R0. Or, d'après 8, on a R - R0 = R - £ Tt a £ z 0 ù Z par-
i=l 

court tous les sommets extérieurs de 3- H existerait donc un sommet Z de 3 tel q u e 

b G Z, ZS 4= 0. Le "réseau 3 étant un affinement de 93̂ , il existerait un sommet V 
de 93̂  tel que Z c V, d'où b eV, donc VWi 4= 0 et par suite F c W, ce qui est im-
possible, car Z c V, ZS 4= 0, W c: R - S. 

On peut donc déterminer un réseau commode U0 tel qu'aucun sommet de H0 

ne rencontre simultanément Wx et R — R0. U0 soit en outre tel que la chaîne Gn(U0) 
ne soit pas située dans R — W2; c'est réalisable, car (v. 17.5) le cycle principal G" 
n'est pas situé dans R — W2. Enfin, U0 soit si fin qu'aucun sommet de U0 ne rencontre 
simultanément S et un des ensembles P°((7?) (1 ï ^ a0); c'est possible, car 
jouit de la propriété du n° 4.3. Supposons généralement que pour une certaine valeur 
de h (0 g h g q — 1), on ait déjà construit le réseau UA. Soit alors Uh+i un réseau 
commode tel que UA+1 soit un affinement de Uh normal par rapport aux cycles dans 
Ph((Thi) pour chaque valeur de i (1 g i g a,,). On définit de cette manière de proche 
en proche les réseaux commodes Uh (0 g h g q). Soit encore U i + 1 un réseau com-
mode qui soit un affinement de Pour 0 g h g q, choisissons une projection 
< = Pr. (UA+1, U„). 

Pour 0 ^ h g n, soit Nh l'ensemble de tous les indices i (1 g i g aft) tels que 
le simplexe u\ possède un sommet qui soit un sous-ensemble de Wv Evidemment 
j e Nh, rij 4= 0 (0 ^ h g n - 1) entraîne ieNh+1. 

Pour 0 g k g q, 0 g h g n, 1 g i g ah on a d'après 19.2 

ni Uk+1) = Uk) mod R ^ R 0 . 

Or je dis que, si i G Nh, on a plus précisément 

D'après 19.1,1° il suffit de prouver que la chaîne n'k Krt"",r(crî, Ufc+i) ne contient aucun 
simplexe situé dans R — R0. Supposons au contraire que T soit un tel U^-simplexe. 



223 

Alors chaque sommet de T rencontrera R — R0. D'autre part, d'après 19.3, chaque 
sommet de r rencontre T(aJ) et par suite chaque sommet Z de a). Or, puisque i e Nh, 
on peut choisir Z de manière que Z c= FF,. Donc chaque sommet de r rencontrera 
simultanément Wx et R — R0, ce qui est impossible, car llk est un affinement de U0. 

Par le même raisonnement on déduit de 19,1, 3° que pour O g f c ^ g + 1, l g 
^ h ^ n,jsNh^l on a 

H U4) - f f t * U4). 
1= 1 

Ceci étant, supposons que notre lemme ne soit pas vrai. Si i e Nh (0 ^ h ^ n), 
le simplexe G\ possède un sommet Z0 tel que Z0 c ïFj. Z étant un sommet arbitraire 
de ah

i9 on a ZZ0 =t= 0 et par suite ZWX 4= 0, d'où Z a W, car le réseau 3 est un affine-
ment de 33,. Donc l'hypothèse que le lemme ne soit pas vrai entraîne, en excluant 
d'abord le cas q = n + 1, que Kn~q((jq

h Ufl+1) = 0 pour un choix convenable de 
VLq+u si i e Nq. Donc, d'après (*), on a Km~q(t7?, U,) = 0 pour chaque i e Nq. Donc on 
déduit de (**) que Kn~q+1(<rq

i~~1, U,) est, pour chaque ieNq_u un (n - q + 1, U,)-
cycle, situé dans P*"1^? - 1) d'après 19.3. Donc + est, pour chaque 
ieNq_u un (n - q + 1, U,)-cycle essentiel dans P*" 1 ^? 1 ) de manière qu'il existe 
pour isNq_1 une (n - q + 2, « ^ c h a î n e H"'**2^1, H,-i) dans e*""1^"1) 
telle que 

On arrive au même résultat si q = n + 1. En effet, de l'hypothèse que le lemme ne 
soit pas vrai il résulte dans ce cas que l[K°(an

if U„+i)] = 0 pour chaque ieNn. 
Puisque K0(an

i9Un+1) <= P"«.), il existe donc une (1, U„)-chaîne H1 (a", U„) dans 
Q"(a") telle que 

Quelle que soit la valeur de q, il résulte de ce que nous venons de prouver, en tenant 
compte de (**), que pour chaque j e Nq-2 

r-«+\oy\U4_0 = K"~q+2(ay2, - S nï;2 H--" + 2(ar\ U, - , ) 
ieNq-i 

est un (n — g + 2, U^.^-cycle dans 

Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h (1 g h < q — 2), 
on ai^déjà attaché à chaque ieNh+i une (n - h, Uh+^-chaîne Hn"\o^l

9 UA+1) 
dans Q 1(ÎJJ+1) de manière que pour chaque j e Nh 
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soit un (n — h, U/, + 1)-cycle dans Ph(vj)- Posons 

etc., ce qui est d'accord avec (*). Alors rn"fc(<rj, Ufc) est un (AI - h, U^-cycle essentiel 
dans Ph((Tj). Il en résulte qu'il existe pour jeNh une (n — h 4- 1, Ufc)-chaîne 
Hn-h + 1(cj), Ufc) dans Q*^) telle que 

H*-k + l(o), llh) - r-\a), Uh) 

d'où pour j eJVh.! 

rn'h + 1(ahj-\u„) = K»-> + \a)-\ ir„) -Ziu1 + «/,) 
ieiVh 

- X ^ - ' [ K - V * , u,) - u„)] 

= E H-\a
h

k
+i, i g = o 

ieNh 
k e Nh +1 

de manière que rH~h + i(oj~ l, llh) est, pour j eNh_t, un (n - h + 1, UA)-cycle dans 

ieNh 

En procédant de cette manière on arrive finalement à attacher à chaque / e une 
(w, U^-chaîne Hn(<rJ, l^) dans Q 1 ^ ) de 

manière que pour chaque j e N0 

r(o°j, u,) = K\a), u.) - E H"(cl lu) 
ieNi 

soit un (n, U^-cycle dans P0(a?) de manière que U0) est un (M, U0)-cycle 
essentiel dans P ° ( Î T ? ) G D'après la définition du réseau gén. il en résulte 
que rn((jj> U0) ~ 0 dans P ° ( A ° ) pour chaque j G N0. Or le réseau U0 est d'ordre 
G n mod S et aucun sommet de U 0 ne peut rencontrer simultanément S et P°(O-°) . 

Donc 
U0) = £ n% H"(a\, U0) 

ieNi 
pour chaque j e N0. Donc 

yeNo ieNi 
pour j G N0, OÙ 

JeNo 
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Or pour i e N t on a a\ ± (<r° — où un au moins des deux ensembles 
et <r°t est contenu dans Wv Si <7° + of cz Wl9 on a s, teiV0, d'où ££ = 0. Donc si 
l'indice i e Nx est tel que e, 4= 0, on peut supposer que cr̂  — Wt 4= 0. Or of c Q1^}), 
donc fi1^}) — TFt =1=0. Il en résulte que le point a n'est pas situé dans Ql(a\)\ en 
effet, dans le cas contraire on aurait a e Q1(G\) <= d'où la contradiction 
Ql((j\) c P°(<7°) c Wt d'après la définition de Puisque le point a n'est pas situé 
dans Ql(<rl), on a Q^oj) W2 = 0 d'apiès la définition de W2. Donc ieNl9 £; 4= 0 
entraîne que Ql(o\) c: R — W2 et par suite que la chaîne Hn(a\9 U0) est située dans 
R — W2. Donc pour chaque ieN0 la chaîne Kn(a^9 U0) est c: R — W2. Or ce fait 
subsiste pour toutes les autres valeurs de i (1 ^ i ^ a0); en effet, si l'on n'a pas 
i e N09 on a d°iW2 = 0 d'après la définition de W2 et, d'autre part, la chaîne K.n{a°i9 U0) 
est (v. 19.3) située dans Tf c= <7?. Donc la chaîne 

2 U o ) 
¿=1 

est située dans R — W2. En outre on a R — R0 a R — W2 d'après la définition de W2. 
Donc (v. 19.1, 4°) la chaîne Gn(U0) est située dans R — W29 ce qui est une contra-
diction. 

Le cas q = 0, qui était exclu jusqu'à présent, se traite bien facilement. On peut 
choisir arbitrairement le réseau gén. SD?0. Choisissons de nouveau le point a e W 
et son entourage ^ c e ^ Supposons le réseau 930 choisi de telle manière que 
1° Ve »o, VWX 4= 0 entraîne Va W; 2° a e F, Ve 930 entraîne F c Wt. Soit W2 

un entourage de a si petit que 1° of — Wt 4= 0 (1 ^ i ^ a0) entraîne W2â°i = 0; 
2° W2R — R0 = 0. Comme plus haut on voit que ces conditions sont réalisables. 
Choisissons le réseau commode U0 de manière que la chaîne (J"(U0) ne soit pas 
située dans R — W2. Si le cas q = 0 du lemme n'était pas vrai, on aurait [v. (*)] 
Kn(a°i9 U0) = 0 pour chaque i tel que of c: Wt. Comme plus haut, on voit que pour 
les autres valeurs de iK"(c^9 U0) est située dans R — W2. Puisque .R — R0 Œ R — Wl9 

on aurait de nouveau la contradiction Gn(U0) R — W2. 

25.2. Passons à la démonstration du théorème du n° 25. D'après la définition de la 
famille S on peut déterminer des points ahi e 3(o"J) (0 ^ h g p + 1, 1 ^ i ^ ah; 
3 signifie le noyau) de manière que l'inclusion ahi e Z, Z e 3 entraîne que Z soit un 
sommet de aDésignons par G la somme de tous les sommets extérieurs de 3-
On a alors ahi e R — G. Les points ahi étant manifestement distincts les uns des autres, 
on peut déterminer des ensembles ouverts Whi tels que 1° Whi c 2° WhiWkj 4= 0 
entraîne h = k9 i = j; 3° Whi c R - G. Pour 0 ^ h g p + 1, 1 é i ^ <xh attachons 
à l'ensemble ouvert Whi le réseau et le réseau gén. d'après 25.1 en y posant 
q = h. Choisissons le réseau 3 de manière qu'il soit un affinement de 3» ainsi que de 
chaque 93Af et que chaque sommet intérieur de 3 fasse partie d'un sommet de chaque 

Associons à 3 un réseau fermé t selon 8. D'après 251 il existe des (h9 3)-simplexes 
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intérieurs Q\ = (zhi09 zhil,..., zhih) (0 ^ h g p + 1, 1 ^ i g <xh) tels que 1° zhix c 
c: Whi (0 ^ A ^ /i); 2° il existe une famille parfaitement complète x de réseaux 
commodes par rapport à 3 + t et tels que kn~k(Qh

i9 U) 4= 0 pour 0 g h g p 4- 1, 
1 g 1 ^ aA, U e X' Posons a\ — (Zhi09 Zhii9..., Zhih,). Les ensembles zhiX sont évidem-
ment distincts les uns des autres et on a zhiX cz Whi c 3(<xî) c ZhiX. On peut donc 
choisir 7i = Pr. (3, 3) de manière que 

nzhîX = Zhix pour 0 ^ / i ^ p + l , 0 g Xg h. 

Déterminons le réseau fermé X attaché à 3 d'après 24. D'après 24, (3) on a pour 
chaque U e x et pour 0 g h g p + 1, 1 g i g och 

(*) Kn~\oh
i9 U) = £ Xi) mod i T ^ , 

V 

v parcourant tous les indices (1 ^ v ^ y,,) tels que 7rrî = <rj. En particulier la somme 
à droite dans (*) contient le terme kN~H(QH

I9 U), puisque évidemment TZQ* = <7*. 
La somme à droite dans (*) ne peut être égale à zéro mod R — R0 que si chaque 
terme est = 0 mod R — R0, car chaque simplexe de la chaîne kn~h(tJ, U) est d'espèce 
TJ relativement à 3 + t de manière que deux termes différents de notre somme n'ont 
aucun simplexe en commun. Donc l'égalité Kn~h(oh

i9 U) = 0 entraînerait en parti-
culier que = 0 mod R - R0. Or nous savons que kn~h(gh

v9 U) 4= 0. II 
suffit donc de montrer que, si le réseau U e x est suffisamment fin, un simplexe de la 
chaîne kn"h(Qh

i9 U) ne peut être situé dans R — R0. Or on a, d'après 89 R0 zz R — G, 
d'où R - R0 cz G. D'autre part, on a *(£*) c zhi0 cz Whi a R - G. Donc tfâ) et 
R — Ro sont deux ensembles fermés disjoints, de manière que, si le réseau U est 
suffisamment fin, un U-simplexe ne peut être situé simultanément dans et dans 
R — Or chaque simplexe de la chaîne kn~h(Qh

i9 H) est situé dans tfefy d'après 
19.3. 

26. Soit 0 g p g n. Soit 3 e E (v. 23) Déterminons le réseau fermé X d'après 25. 
Soit A un sous-ensemble bicompact de R. Il existe un réseau commode U0 jouissant 

aP 
de la propriété suivante: Si les nombres rt e 9? sont tels que £ rf Kn p(op

9 U0) est 
i= 1 aP 

un (n — p, U0)-cycle mod AR — R0 homologue à zéro dans A, alors £ rf Kn p(op
9Vi) 

¿=1 
est un (n — p, U)-cycle mod AR — R0 homologue à zéro dans A pour chaque réseau 
commode U qui est un affinement de H0. 

Démonstration. Soient U et U' deux réseaux commodes dont le second un 
affinement du premier. D'après 19.2 et 19.1, 1° la relation Kn~p(of, U') c A entraîne 
Kn~p(op

i9 U) cz A. On en déduit sans peine qu'il existe un réseau commode Uj tel que 
Kn~*(op

i9 U j cz A entraîne Kn~p(op
i9 U) cz A pour chaque réseau commode II. Si 

l'on numérote convenablement les op
i9 on a un nombre <x'h (0 g a'h ^ och) tel que 

Kn~h(oh
i9 Uj) cz A si et seulement si 1 S i û D'après 25 on peut supposer que 
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Kn~h(Gh
i9 U) 4= 0 mod AR - R0 pour 0 g h g min (n, p + 1), 1 g i g <x'h dans 

chaque affinement commode II de Uj. Il en résulte (v. 19.1, 3°) que si 

(*) £ r, «) - 0 mod AR^R~0 
i — 1 

pour H = H,, la même relation a lieu pour chaque affinement commode U de Ht. 
Les chaînes (*) forment un module de rang fini (^a^). Désignons par Mp(U) le sous-
module du module défini par la condition 

]£ r, U) ~ 0 mod AR^R0 dans A 
i = l 

et soit ep(U) le rang de MP(U). Il existe un affinement commode U0 de Uj tel que la 
valeur de É?p(U) pour U = U0 soit un minimum. On voit sans peine que le réseau 
commode U0 jouit de la propriété voulue. 

IV. 

27. Axiome Hk (0 g k g n — 2): Pour chaque entourage P d'un point aeR — S 
il existe un entourage Pt a P de a jouissant de la propriété suivante: A chaque 
entourage P2 <=• Px de a on peut attacher un entourage P3 c P2 de a de manière 
que: Si rk est un (k, R)-cycle dans Pt — P2 et que Von ait rk ~ 0 dans Puon a aussi 
rk ~ 0 dans P - P3. 

27.1. D'après 4.2 on déduit de l'axiome Hk: Pour chaque réseau gén. P̂ il existe 
un affinement ^ et une projection n' = Pr. jouissant de la propriété sui-
vante: A chaque affinement de ^ on peut attacher un affinement ^P3 de ^P2 

ainsi qu'une projection n" = Pr. (̂ P3, ^p2) de manière que: Si P3 G n"P3 c: Px G 
G^Pj, si rk est un (k, R)-cycle dans P1 - ir"P3, si P* ~ 0 dans Pu alors rk ~ 0 
dans n'Pi - P3. 

28. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p (1 g p g n). 
Outre les axiomes des Chap. I et II, on suppose la validité des axiomes Gk pour 
n — p S k ^ n — l(v. 21) et celle des axiomes Hk pour max (0, n — p — 1) ^ k ^ 
g n - 2. 

29. Soit <PJ un réseau gén. donné. 
Déterminons un affinement de jouissant de la propriété du n° 4.4. En-

suite déterminons un affinement de S*"1 ainsi qu'une projection 7rp_, = 
= Pr. (^P/,"1,Qi'"1) d'après 21.1, en y posant k = n - 1. Enfin déterminons un 
affinement «Pf"1 d e a i n s i qu'une projection = Pr. OPÏ"1, ^Pp_1) d'après 
27.1, en y posant k = n - 2.41 Supposons généralement que, pour une certaine 

4 1 Si n = 1 et par suite p = 1, on détermine raffinement *PÏ de et la projection 71'0 de 
manière que TZ'QP® 4= P? pour chaque P j G 
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valeur de h (0 g h g p - 2), on ait déjà défini les réseaux gén. <P*+1, <PÎ+1. 
Déterminons un affinement de <PÎ+1 jouissant de la propriété du n°4.4. Ensuite 
déterminons un affinement de ainsi qu'une projection nh = Pr. (<P\ £}*) 
d'après 21.1 en y posant k = n — p + h. Enfin déterminons un affinement P̂Î de 
ainsi qu'une projection n'h = Pr. (̂ PÎ, P̂*) d'après 27.1, en y posant k = n — p + 
+ h — l.42 En procédant de cette manière, on construit de proche en proche les 
réseaux gén. <p\ <PÎ pour 0 ^ h g p - 1. 

Déterminons un affinement 3̂2 de jouissant de la propriété du n° 4.3. Ensuite 
d'après 27.1, où l'on remplace <PJ, <p2, n\ k resp. par <p°, n - p - 1 
déterminons un affinement 3̂° de ain si qu'une projection 7rJ = Pr. (<P°, ^3°).43 

Enfin déterminons un affinement de jouissant de la propriété du n° 4.3. Sup-
posons généralement que, pour une certaine valeur de h (0 g h g p — 2) on ait 
déjà défini les réseaux gén. ^32, <P$, Déterminons un affinement ^32

+1 de P̂j 
jouissant de la propriété du n° 4.4. Ensuite d'après 27.1, où l'on remplace 3̂, <P2, 

' n', k resp. par <ph+1, n'h+l, n - p + h, déterminons un affinement 
de ^32

+1 ainsi qu'une projection = Pr. (tyh
3
+1

9 ^P2
+1). Enfin déterminons un 

affinement de jouissant de la propriété du n° 4.3. En procédant de cette 
manière, on construit de proche en proche les réseaux gén. ^ ^3» (0 ^ h è 
é p - 1 ) . 

Déterminons encore un affinement de 1 jouissant de la propriété du n° 4.4. 
Ensuite déterminons un affinement 3̂? de ̂ 3$ ainsi qu'une projection np = Pr. (^3,^32) 
jouissant de la propriété du n° 14.2; on peut supposer que raffinement de 
jouisse de la propriété du n° 4.3. Enfin déterminons un affinement de jouissant 
de la propriété du n° 4.4 ainsi qu'un affinement de <P2 jouissant de la même pro-
priété. 

30. Reprenons les notations du n° 8 en supposant que chaque sommet intérieur 
du réseau 3 fasse partie d'un sommet du réseau gén. S$p (et donc aussi d'un sommet 
du réseau gén. donné a priori). 

Pour abréger, disons que <7° (1 g j ^ a0) est contigu à G) (0 ^ h g p, 1 ^ i ^ aft), 
si Oy rencontre un sommet de G\ (en particulier si <7° est lui-même un sommet de G*). 

Comme le réseau gén. P̂J (*P£) jouit par rapport à <P5 (̂ 3J) de la propriété du 
n° 4.4, on peut attacher à chaque (1 ^ i ^ ap) un sommet P^ff?) de de manière 
que chaque sommet intérieur de 3 contigu à g? fasse partie de P3(o-̂ ). Posons 
P$(<x?) = 71" P3(G?) (1 g i g ap). Supposons généralement que pour une certaine 
valeur de h (0 g h ^ p — l), on ait déjà attaché à chaque crj+1 (1 g î g och+1) un 
sommet Ph

2
+1(Gh

i
 + 1) du réseau gén. ^32

+1 tel que chaque sommet intérieur de 3 
contigu à c î + 1 en soit un sous-ensemble. Soit donnée, une valeur de i (1 ^ i g och). 
Distinguons deux cas. Premièrement, si el 3-simplexe Gh

( n'est pas une face d'aucun 

4 2 Si p = n et h = 0, on détermine raffinement de et la projection 7TQ de manière 
que TI'qPI 4= P? pour chaque P ? G 

4 3 Si p = n, on pose = et 7rg est l'identité. 
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(h + 1, 3)-simplexe intérieur, choisissons un sommet P^o]) de ^ de manière que 
chaque sommet intérieur de 3 contigu à oh

t en soit un sous-ensemble; ceci est possible, 
car le réseau gén. est un affinement de En second lieu supposons qu'il existe 
des valeurs de j (1 ^ j g cch+1) telles que 4= 0. Dans ce cas choisissons le sommet 
PÎ(ffi) de de manière qu'on ait P^oty = Ph

2
+1 (a)*pour toutes les valeurs de j 

telles que rj4= 0; ceci est possible, car le réseau gén. tyh
2
+i jouit par rapport à 

de la propriété du n° 4.4. Dans les deux cas le sommet Pj(^) est donc construit de 
manière que chaque sommet intérieur de 3 contigu à a* en soit un sous-ensemble. 
Comme le réseau gén. ^ jouit par rapport à 3̂$ de la propriété du n° 4.3, il existe 
un sommet P ^ i ) (l ^ i g ah) tel que P ^ î ) => Pj(<r?). Posons encore P (̂c )̂ = 
= ni P^Cf). En procédant de cette manière, on attache de proche en proche à chaque 
(h, 3)-simplexe intérieur a\ (0 ^ h ^ p — 1, 1 g i a,,) des sommets P£(<rj), 
P f c ï l ^ M ) resp. de y l <P2\ 

Le réseau gén. jouissant par rapport à p̂j de la propriété du n° 4.3, il existe 
(pour 1 ^ i ^ a0) un sommet P?(<x?) de <p? tel que P°(<x?) 3 P ^ f ) . Posons P°(<x?) = 
= 7Tq ô0(of) = 7To jP0(of)- Supposons généralement que, pour une certaine 
valeur de h (0 g h ^ p — 2), on ait déjà attaché à chaque a) (1 ^ i ^ aft) un sommet 
Q^aJ) de G* tel que chaque sommet intérieur de 3 contigu à o\ en soit un sous-
ensemble. Soit donnée une valeur de i (1 ^ i ^ a,,+ 1). Comme le réseau gén. 
jouit par rapport à ^PÎ+1 de la propriété du n° 4.4, il existe un sommet P\+1 (a**du 
réseau gén. <PÎ+1 tel que P Î + 1 ( < T Î + 1 ) => Q%O)) P O U R C H A Q U E V A L E U R D E J ( 1 Û J È OTH) 

telle que 4= 0. Posons encore 

= P Î + 1 W + 1 ) , Q F T + I W + 1 ) = P H + 1 ( ° Ï + I ) 

(1 ^ i^ah+1). 

En procédant de cette manière, on attache de proche en proche à chaque (fe, 3)-sim-
plexe intérieur a) (0 g h g p - 1, 1 ^ i g ah) des sommets PÎ(cXi), 
resp. de <PÎ, <p\ a \ 

Comme le réseau gén. jouit par rapport à P̂J de la propriété du n° 4.4, on 
peut enfin attacher à chaque <r? (1 ^ i ^ ap) un sommet Pî((7p) de <PJ de manière 
que Pî(tJi) => Q""1^"1) pour chaque valeur de j (1 ¿j g a ^ ) telle que?/?/1 4= 0. 

31. Gardons les conventions des nos 8, 29 et 30. Soit A un sous-ensembles bicom-
pact de R; soif B un entourage de A. On peut choisir le réseau gén. <P[ (n° 29) de 
manière que (3 satisfaisant à la condition énoncée au commencement du n° 30) 
on ait la propriété suivante: Soit U un réseau commode (v. 18.1). Soit Cn-1,(U) un 
(n — p, V£)-cycle mod SA dans A essentiel. Il existe une (n — p, VL)-chaîne élémen-
taire Dn~p(VL) dans E telle que Cn""(U) - Dn~p(Vt) mod B dans B. 

En fait il suffit de choisir de manière que chacun de ses sommets P' qui ren-
contre un sommet P" de tel que P" A 4= 09 fasse partie de B. Un tel choix de P̂f 
est évidemment possible (v. 4.3 et 4.4). Tous les réseaux introduits dans 29 étant des 
affinements de ils possèdent aussi la même propriété. 
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La démonstration fera l'objet des nos 32 — 42.5. 

32. En tenant compte de 19.2, on voit sans peine qu'il suffit de donner la démon-
stration en supposant que le réseau commode U soit suffisamment fin. Or (v. 29) 
l'affinement yh

4 du réseau gén. (0 ^ H p » 1) ainsi que raffinement ^2(^3) 
de jouit de la propriété du n° 4.3. On peut donc supposer que le réseau U 
soit tel que: 1° pour 0 ^ h g p — 1, 1 g i g och chaque sommet de U qui rencontre 

fasse partie de P^O?/); Po u r 1 = * = ao(a
P) chaque sommet de U qui 

rencontre P^ff?) [^'O*?)] fasse partie de P?(<r?) [P?(^)]. De plus on peut supposer 
qu'aucun sommet de U ne rencontre simultanément S et un des ensembles P?(a°) 
(1 g i g a0). Ensuite on peut supposer que, si U\ U" sont deux sommets de U tels 
que U'R0 4= 0, U"S 4= 0, on ait U'U" = 0. Puis, on peut supposer que si un sommet 
de U rencontre simultanément A et un des ensembles P?(<r?) (1 ^ i ^ a0), on ait 
A P?((7") 4= 0. En outre on peut (v. 17.5) supposer que Gn(U) ~ 0 mod (R - P^a?)) 
(1 è i ^ ap)- Encore, comme (v. 30) chaque sommet intérieur de 3 contigu (v. 30) de 
<rj (0 g h g p — 1, 1 g i g och) est un sous-ensemble de l'ensemble ouvert P j ^ ) , 
on peut supposer que, pour 0 ^ h g p — 1, 0 g k g p — 1, 1 g j g afc, les indices 
i, j étant tels que les 3-simplexes a] et u) soient des faces d'un certain (/, 3)-simplexe 
intérieur (/ ^ h9 l ^ fc), chaque sommet de H qui rencontre T{a)) fasse partie de 
P (̂c7|). En effet T(a\•) est un sous-ensemble bicompact de chaque sommet de a); 
or chaque sommet de a) étant contigu à ail en résulte que T(o)) c PÎ(<7*). Pareille-
ment on voit qu'on peut supposer que, si <7° est un sommet de of, chaque sommet 
de U qui rencontre Tr est un sous-ensemble de P^of). 

Il est évident que ces propriétés de U appartiennent aussi à chaque affinement 
de U. 

33. Posons U0 = U. Soit 93 un affinement de U régulier par rapport à B R — R0. 
Soit U4 un réseau commode tel que 1° Ut soit un affinement de 23; 2° Ut est un affine-
ment de U normal par rapport aux cycles mod (R — P2{ofj), Po u r 1 = 1 = <V 
Soit ;r10 = Pr. (93, U), n20 = Pr- (Mi> 53), K = ^10^20 = Pr- (Wi. Supposons 
généralement que, pour une certaine valeur de h (0 g h g p — 1), on ait déjà défini 
le réseau U2p-2fc-i- Alors, soit U2p_2h un réseau commode qui soit un affinement 
de U2p-2h-i normal par rapport aux cycles dans Ph(oh^ pour chaque i (1 g i g cch) 
et soit T̂2p—2h—1 = Pr. l Î 2 p - 2 / , - i ) ; ensuite, soit U 2 p - 2 h + l un réseau com-
mode qui soit un affinement de ll2p-2h normal par rapport aux cycles dans P j ^ ) -
- ^ W ) pour chaque i (1 ^ i g cch) et soit n2p-2h = Pr. (U2p-2h+19 U2p-2/l). En 
procédant de cette manière on construit de proche en proche les réseaux commodes 
Uh pour 1 ^ h g 2p + 1. 

33.1. Le cycle Cn"~p(U) (v. 31) étant essentiel, il existe un (n - p, U2p+i)-cycle 
C'p(U2p+1) mod S dans A tel que Crt-'(U) - ntn*nt... ntp C ^ U ^ i ) mod S 
dans A. Il est évident qu'il suffit de démontrer le théorème du n° 31 en supposant 
que Cn~p(V£) = iz%7t*n2 ... n2p Cn~p(Vl2p+i). Définissons de proche en proche les 
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chaînes Cn'p(Vlh) (1 ^ h ^ 2p) en posant k* + = C'^U,,) (1 g h ^ 2p); 
on a alors tu* Cn~p(Ul) = Cn~p(ll). Généralement, introduisons (pour le n° 34) la 
convention suivante: Si l'on a défini une certaine Uh+1-chaîne (0 g h ^ 2p) Ek(Uh + l), 
on pose Ek(Uh) = n*h Ek(Uh+l). 

34. Lemme. On peut attacher à chaque (/i, 3)-simplexe intérieur o) (0 ^ h ^ 
<; p - 1) une (n - p -f h + 1, U^-chaîne L?-p+h + l(ah

i, U,) dans B de manière 
que: 1° pour 1 ^ i ^ a0, la chaîne 

F LN~P+L(T7?, UT) - C""'^!,) 

ne contienne pas des simplexes situés dans 2° pour 0 ^ /i g p — 2, 1 g / g 
^ afc+1, la chaîne 

F L - ' + 4 + 2(aî+1
f U,) - g + U,) 

j=i 

ne contienne pas des simplexes situés dans P£+l(<rJ + I); 3° pour 1 ^ / ^ ap, la chaîne 

y= i 

soit un (n, R)-cycle mod (K -
La démonstration fait l'objet des nos 34.1 — 34.4. 

Remarque. Si on change l'orientation d'un simplexe <7*, on doit évidemment 
changer le signe de LN~P+H+1(AH

H U,). 
34.1. Pour 1 g i ^ a0, soit Cn~p(aU2p+1) la partie de la chaîne Cn'p(U2p+1) 

dont les simplexes sont situés dans 
Excluons pour le moment le cas où p = n. 

Soit 
r - ' - ' K . «2p+i) = F c - ' K , U2p+1) . 

Or Cn~p(U2p+1) est un cycle mod S; puisque (v. 32) aucun sommet de U ne rencontre 
simultanément S et Pj(of), on voit qu'aucun simplexe de F Cn~p(U2p+1) n'est situé 
dans P?(<x?). Donc r ,_p'1(<7?, U2p+1) est la partie de la chaîne 

(*) F Cn-p(o°l9 U2p+I) - F C"-p(U2p+i) 

dont les simplexes sont situés 
dans P?(<T?). Or le noyau de chaque simplexe de la 

chaîne (*) rencontre R — /^(af) et par suite (v. 32) ce noyau ne peut rencontrer 
F f f i ) ; donc44 

/ * • - ' - > ? , Ut) = PÎÇafj - t?) (0 g * g 2p + 1). 
4 4 II faut tenir compte de ce que Pn" i ?"1(crV, \XK) = TT? Htr?, U f c + 1 ) et pareillement 

dans ce qui suit. 
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Or raffinement U2p+1 de U2p était (v. 33) normal par rapport aux cycles dans P?(<x?) — 
- P2(cr?); d o n c U2p) est un (n - p - 1, U2p)-cycle essentiel dans 
P?(<r?) - P2(t7?). D'après la définition du réseau gén. (n° 29) et celle de son som-
met P?(<7?) (n° 30) il en résulte l'existence d'une (rc — p, U2p)-chaîne DJ~p(U2p) dans 
P°((7?) - P̂ (<7?) telle que C""^?, U2p) - /)rP(^2P) est un (n - p, U2p)-cycle, situé 
naturellement dans P°(of). L'affinement U2p de U^«! étant (n° 33) normal par rap-
port aux cycles dans P°(<7°)> on voit que Cn'p(a°i9 U2p-i) - Dn'p(^9 VÍ2p-¿) est un 
(n — p, U2p_1)-cycle essentiel dans P°(<7?). D'après la définition du réseau gén. 
(n° 29) et celle de son sommet P°(of) (n° 30) il en résulte l'existence d'une (n — p -f 
+ h U2p-i>chaîne Ln-p+1(aU2p_i) dans Q 0 ^ ) telle que 

(*) Mip-i) - C"-^?, u 2 p _ 0 - D T ' i u ^ - O . 

On peut arriver au même résultat dans le cas où p = n: D'après la définition du 
réseau gén. on a P°(<7?) - P?(<7?) 4= 0 et par suite P>V) - P°(er°) * 0. Soit 
donc af un point de P°(<7°) — P^of) et soit un sommet de U2p tel que af g 
Déterminons r¿ G 9Î de manière que /[C°(cr?, U2p) - D?(U2p)] = 0 (v. 38), où 
D°(VC2p) = r ^ j est une (0, U2p)-chaîne dans P°(<7?) - P°(<7?). D'après la définition 
de et de son sommet P°(cr°) il existe une (1, U2p_ ^-chaîne Ü{a0

i9 U2p_i) dans 
Q°(G°Í) telle qu'on ait la relation (*) avec p = n. Dorénavant, nous pouvons traiter 
simultanément toutes les valeurs de p (1 á P iá n). 

Chaque sommet de U qui rencontre P2(of) étant (v. 32) contenu dans P^of), il 
résulte de l'inclusion Dyp(Vi) a P°(<7°) - P°(<7?) qu'aucun simplexe de Dnrp(U) 
n'est situé dans Pffijî); pareillement on voit qu'aucun simplexe de C"~P(U) — 
— Cn~p(of, Il) n'est situé dans P¡J(<7?). Par suite aucun simplexe de la chaîne 

(*) F n~"+1(i7?, U») - C"""(U,) (0 ^ k Ú 2p - 1) 

n'est situé dans P¡J(<7?). 

34.2. Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h (0 ^ h ^ p — 2), 
on ait déjà attaché à chaque a* (1 ^ i g aA) une (n — p + A + 1, lí2p_2A_ ^-chaîne 
dans Q^o'i), soit n~p + h + i(ch

i 9 U 2 p _ d e manière que, pour 1 ^ í ^ aucun 
simplexe de la chaîne 4 5 

«h -1 
(•*) F n~p+h+i(ah

i, Uk) - £ »/¡71 n-'+^a)-1, U*) (0 g k ^ 2p - 2h - l) 
J = I 

ne soit situé dans P¿(tr¡). Il s'agit d'attacher à chaque tr¡ + 1 (l ^ i ^ aA+1) une 
(« - p + h + 2,U2p_2(i_3)-chaîne Ln-'+*+ 2(aî+ 1 , Hip-îh-a) dans Q»+1(o?+1) de 

4 5 Pour h = 0 on doit remplacer la chaîne (**) par (*). 
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manière qu'aucun simplexe de la chaîne 

F L"-'+*+2((t?+1, Uk) - £ rfij Uh) (Ogkg2p-2h-3) 
j= i 

ne soit situé dans PffT(âfrî). Or la chaîne 

M n- P + h + i ( a ? + i f u2p_2fc_1) = f ; ^ U 2 ^ 2 , _ 0 
j = i 

se trouve située (v. 30) dans 

Z ê ^ - f f W 7 ) . o 

Œh «h -1 
En outre, comme F<rî+1 0, d'où Y Ys tâjrfk 1 = aucun simplexe de la chaîne 

J^l k=l 

J=1 fc= 1 

n'est situé (v. 30) dans 

1hij*0 1 èj=ah 

Donc le cycle F M"" J , + ' , + 1(ÎT5+1, U 2 P - 2 / , - I ) est situé dans PÎ + 1 (<J? + 1 ) - P2 + 1 (O? + 1 ) -

Par suite (v. 33) F Mn~p+h+i(ah
i
 + i, U2p_2fl_2) est un (n - p + h, H2p_2A_2)-cycle 

essentiel dans PÎ+1(a$+1) - P2
+1(CTi + 1); d'après la définition du réseau gén. <$h

3
+1 

(n°29) et celle de son sommet P\+l (n° 30) il existe donc une (n — p + h + 
+ 1> U2p_2/,_2)-chaînedansPft+1(ffJ+1) — P3+1(ai + 1)> soitNn~p+ft+1(o'î+1,U2p_2/J-2), 
telle que 

», U 2 „ _ 2 I _ 2 ) - U 2 , _ „ _ 2 ) 

soit un (n — p 4- h + 1, U2p_2/,_2)-cycle, situé naturellement dans Ph+1(<jh
i
 + 1). 

ao 
4 6 Pour h = 0 on a £ //?• = 0, d'où 

j= i 

U ^ . j ) = jtiïjlFL*''*1^, U2p-i) ~ C^Wip-i)], 

de manière que, ici encore, aucun simplexe de FMn~p + 1{a\, U 2 p_! ) n'est situé dans 

1 ̂  j g a0 
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Par suite (v. 33) 

est un (w — p + h + 1, U2p_2/l_3)-cycle essentiel dans P;,+1(aJ + 1). Il existe donc une 
(n _ p + h + 2, U2p_2/l_3)-chaîne dans ê ^ î ^ T 1 ) , soit ir'+fc+2(<rî+1, U2p_2ft_3), 
dont (*) est la frontière. Comme le noyau de chaque simplexe de la chaîne 
JV"-*+*+1(oî+\U2p-21k-3) rencontre J*+1(o*+l) - P5+1(®î+1) et comme (v. 32) 
chaque sommet de U rencontrant P£+1(cr*+1) fait partie de P3

+1(<j; + 1), on voit qu'au-
cun simplexe de la chaîne N"~p+* + 1(îtÎ + 1, Ufc) (0 g A: g 2p - 2/z - 3) n'est situé 
dans PÏ+1(o?+1). Or 

(0 ^ k ^ 2p - 2h - 3). 

34.3. En procédant de cette manière, on finit par attacher à chaque 1 (1 ^ i ^ 
^ ap_i) une (n, U ̂ -chaîne L"^"*1, l^) dans Qp~1(o,f"1) de manière qu'aucun 
simplexe de la chaîne47 

F r « " 1 , U*) - e W 2 ¿""'(«T2. «*) (fe = 0ou 1) 

ne soit situé dans P4 \ap
i *). Alors la chaîne 

M"(<7?, u,) « z V 1 ^ " 1 . « ! ) 
j=l 

est située (v. 30) dans 

E ô p - > r 1 ) < = ^ n -
nP-hj* 0 

En outre aucun simplexe de la chaîne 

F A T « Ut) = E V 1 ^ W.) - E V 2 Î^" 1 «" 2 . U,)] 
j=1 fc=L 

n'est situé (v. 30) dans 

n p t W 1 ) = - • 
tjp-hj* 0 
iâJâ*P-i 

Donc M\t7?, Ux) est un (n, U^-cycle m o d (Pf(<7?) - P5(<x?)) dans Pf(<7?). 
«p-2 

4 7 Dans le cas p = 1 on doit remplacer 2 > / f r 2 Uk) par C""p(Uk). 
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34.4. Si l'indice î (1 ^ / g a0) est tel que A P^(of) = 0, on voit sans peine (v. 32) 
C""P((T|, U2 p-i) = 0; on peut dans ce cas supposer que Ln""p+1(<x?, U2p_i) = 0. 
Plus généralement, si l'indice i (l ^ / ^ aA, 0 ^ h g p - 1) est tel que A P^crf) = 0 
pour chaque sommet Oy de ah

i9 on peut supposer que I"~p+h + l(oh
i9 U2p-2h-i) = 0-

On n'a donc n~p+h^l(ah
h U2p_2h_,) 4= 0 que dans le cas où A P?(cTj) 4= 0 pour un 

sommet <7° de c\. Or la chaîne n~p+h+i((jh
i, U2p-2/,-i) est située dans Qh(o\î). Les 

réseaux gén. et Qh étant (v. 29) des affinements de il existe deux sommets 
P', P" de yp tels que P°(ffJ) c P\ Qh(ah) c= P". Or (v. 29) P?(<rJ) => o-J 4= 0, 
d'où P'P" 4= 0. Comme A P?(<7?) 4= 0, P°(<jJ) c P', on a AP' 4= 0, P'P" 4= 0 et par 
suite (^(ti;) cz P" a B d'après la définition de B. Or ceci signifie que toutes les 
chaînes n-p+h + 1(ah

i, U2p_2f,_,) (0 g h g p - 1, 1 g / g a*) sont situées dans B. 

35. Nous allons modifier un nombre fini de fois le cycle C"~p(Uj) ainsi que les 
chaînes I?~p+h+i(cjh

i9 U )̂ de manière que, *C et *L étant les éléments modifiés, on ait 
les propriétés suivantes: 1° chaque simplexe de chaque différence *C,,"/,(U1) — 
- Cn'p(VLx) ou *Ln~p+h + l(oh

iAli) - L"-'+*+1(<rî,U1) est une face d'un simplexe 
de C'^Uj) ou de *L"~p+* + 1(cr*, U,) de manière que les chaînes modifiées restent 
situées dans B; 2° les relations 1°, 2°, 3° du n° 34 restent vraies pour les chaînes 
modifiées *C, *L; 3° *Cn_p(U1) - C ' ^ U , ) dans B. 

Toutes ces modifications ayant lieu dans le réseau commode fixe U,, nous omet-
trons U! dans l'écriture. 

Pour 0 g q g p — 1, 1 ^ r g ccq nous dirons qu'une Ux~chaîne ne contient 
presque aucun simplexe d'espèce oq si chaque simplexe r d'espèce o\ de cette chaîne 
est une face d'un Ux-simplexe d'espèce c-1. 

Ceci posé, le résultat de toutes ces modifications sera que pour 0 g h g p — 1, 
0 g k g h, 0 g q g h les chaînes modifiées posséderons la propriété 0(k, q9 h) 
suivante: Si les simplexes a), aq (1 g j g a*, 1 g r g <xq) sont des faces du simplexe ah

i9 
alors la chaîne n~p+hi'1{ok) (modifiée) ne contiendra presqu'aucun simplexe d'espèce 
0?. 

Dans le n° 36, nous donnerons un lemme. Dans le n° 37, nous réaliserons la pro-
priété <9(0, 0, 0). Dans le n° 38, nous supposerons que, pour une certaine valeur de h 
(0 g h g p — 2), on ait déjà réalisé les propriétés 0(k9 q, g) pour 0 ^ q g h et 
nous en déduirons qu'on peut réaliser aussi la propriété 0{k, 0, h 4- l). Dans le 
n° 39, nous supposerons que pour 0 ^ h g p — 2, 0 ^ Q g h9 on ait déjà réalisé 
les propriétés 0(k9 q9 g) (0 g g ^ h) ainsi que 0(k9 q9 h 4- 1) (0 g q ^ Q) et nous 
en déduirons qu'on peut réaliser aussi la propriété 0(h 4- 1, Q 4- 1, h 4- 1). Dans le 
n° 40, nous supposerons que, pour 0 ^ / i g p — 2, 0 ^ Q g h 9 h — Q ^ K ^ h , 
on ait déjà réalisé les propriétés 0(k9 q9 g) (0 g g g /i), 0(k9 q9 h + 1) (0 ^ q Q)9 
0{k9 Q 4- 1, h 4- 1) (K 4- 1 ^ k g h 4- 1) et nous en déduirons qu'on peut réaliser 
aussi la propriété 0(K9 Q 4- 1, h 4- 1). Dans le n° 41, nous supposerons que, pour 
0 ^ h g p — 2, 0 ^ Q g h9 on ait déjà réalisé les propriétés 0(k9 q9 g) (0 ^ g g h)9 
0(k9 q9 h 4- 1) (0 g q g Q), 0(k9 Q + 1, h 4- 1) {h - Q g k g h 4- 1) et nous y dé-
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montrerons que les propriétés <9(/c, Q + l9h + ï ) ( 0 ^ k ^ h — g — l)se trouvent 
alors aussi réalisées. 

Le résultat de toutes ces modifications sera évidemment qu'on peut réaliser la 
propriété @(k, q, h) pour 0 ^ / i ^ p — l c e qui était notre but. 

36. Lemme. Soit 0 g h g p - 1, 0 ^ k ^ h, 0 ^ q g h, 1 g i g ah9 1 g j ^ 
i 1 ^ r ^ (xr Supposons que o) et aq soient des faces de o\. Soit r un l^-sim-
plexe d'espèce aq. Alors chaque sommet de z est un sous-ensemble de Pï(o*j). 

Démonstration. Soit T° un sommet de T. D'après 8.3 il en résulte que T° 4= 
# 0. Le réseau Uj étant un affinement de U, il en résulte (v. 32) que T° C pI(ct)). 

37. Pour 1 ^ v g a0, soit EH~p+1(a°) la partie de la chaîne n'p+i((T°v) dont les 
simplexes sont d'espèce <7° (v. 8.3). Posons 

*C*-p = Cn'p - 2 F En~p+1(ay) , 
V = 1 

' *I?~P+i((T°) = L"-'+1(<7?) - f £B-p+,(ffv°) , 
V = 1 

*Ln-P + h+1 ^ = + pour 1 ^ h ^ p - 1 . 

Les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont évidentes. On voit immédiatement que la 
chaîne *Ln"~/'+1(a?) (1 ^ i ^ a0) ne contient aucun simplexe d'espèce <7°, donc 
qu'après notre modification on a la propriété <9(0, 0, 0). 

38. Soit O ^ H p - 2 et supposons réalisée la propriété 0(k, g, #) pour 0 ^ 
û 9 û h. Soit 1 ^ /i ^ a0, 1 g v ^ Lorsque <7° n'est pas un sommet de 

posons En-p+h+2(al, vh
v
+1) = 0; dans le cas contraire soit <rh

v
+1) 

la partie de n~p + h + 2(a il+ 1) dont les simplexes sont d'espèce 48 Pour l g j ^ ak9 
soit 

M 
p parcourant toutes les valeurs (l g p g a0) telles que a^a) 49 soit un (A + 1, 3)-
simplexe. Posons 

*Cn-P = Cn-P ? *L
n-p+k+1((jJ) = Ln-^+fc+1(^) pour k * K h + 1 ; 

= Ln-*+h+2(aî+1) — 2f|Jy Dn-p+h+2((ri}) . 
j=i 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 

4 8 Si on change l'orientation de oh
v
+1, la chaîne En~p+h+2(taj+1) se multiplie par - 1 

(v. la remarque à la fin du n° 34). 
4 9 Si l 'on a (orientation comprise) a h j = (<7°, î j ° , . . . , cr°), on a par définition (orientation 

comprise) <7°<TJ = ( c j , a ® , . . . , La notat ion analogue sera employée maintes fois 
dans ce qui suit. 
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Il s'agit de voir que la propriété supposée 0(k, q, g) (0 ^ g S h) reste vérifiée 
après la modification. L'unique cas où ceci n'est pas immédiatement évident est 
le cas k = g = h. Ici il suffit de montrer que si aq est une face de o1}, la chaîne 

*LN-P+H+1(AHI) - LN-P+H+1((7Î) = F DN'P+H + 2(AH
I;) 

ne contient aucun simplexe d'espèce oq
r. Or chaque simplexe de la chaîne 

Dn-P+h+est d'eSpèce a®, l'indice n étant tel que c°Moh
i soit un (h 4- 1, 3)-simplexe, 

de manière que a° n'est pas un sommet de o). Donc d'après 8.34, aucun simplexe 
de F Dn~p+h+2(crfï) ne peut être d'espèce oq. 

On doit enfin démontrer (v. 35) que la propriété 0(k, 0, h + 1) se trouve réalisée 
après la modification. Supposons donc que les indices k, j, r, i soient tels que a) soit 
une face et que o® soit un sommet de On doit prouver que presqu'aucun sim-
plexe de la chaîne *n~p + k + i(o)) n'est d'espèce of. Il n'y a que deux cas où ceci n'est 
pas simplement une conséquence de la propriété G(k, 0, h) qui est, comme nous le 
savons déjà, conservée après la modification; ce sont: 1° k = h 4- 1, j = i; 2° k = h9 

= ±o°ro). 
Premier cas. Soit j un indice tel que rf1^ 4= 0, c'est-à-dire soit a) une /z-face de 

Les simplexes d'espèce of dans la chaîne Dn~p+h+2(oij) ne peuvent exister, comme 
nous avons vu plus haut, que dans le cas où a° n'est pas un sommet de o); ceci n'a 
lieu que pour une valeur de à savoir pour la valeur v = j telle que a**1 = 
Les simplexes d'espèce a°r dans Dn~p+h+2(o*) sont alors évidemment les mêmes que 
dans la chaîne En~p+h+2(a^, cr?^). Donc les simplexes d'espèce a°r dans la chaîne 

- *Ln~p+h+2(ah
i
 + 1) = '£riïj Dn-p+h + 2(a'}) 

j = i 

sont les mêmes que dans rjhiv En~p + h + 2(^9 crj+1), et par suite que dans la chaîne 
In-p+h+2(ah+de m a n i è r e q u e p^squ'aucun simplexe de *n~p+H+2 n'est d'espèce a°r. 

Second cas. Soit k = A, <xj+1 = ±cx?o*9 et par suite <7?+1 = Il s'agit 
de voir que presqu'aucun simplexe de la chaîne *n~~p+h+1(ok) n'est d'espèce a°r. 
Supposons que l'indice j parcoure toutes les valeurs (1 S j é ah) t e l l e s clue s o i t 

une /i-face de La propriété <9(ft, 0, h) étant conservée après la modification, 
pour j 4= v la chaîne *n~p+h+1(of}) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce <xr°. 
Donc les simplexes d'espèce a°r sont dans la chaîne rjhiv presque les 

a h 
mêmes que dans la chaîne £ fy *L?~p+h+l(o)). Or nous savons déjà que presqu'aucun 

simplexe de la chaîne *n~p+h+2(o,l+1) n'est d'espèce aIl en résulte sans peine 
(v. 8.34) que la chaîne F *n~p+h+2(<7h

i
 + i ) ne possède non plus presqu'aucun sim-

plexe d'espèce of. Il s'agit donc de montrer que la chaîne 

F *Ln-p+h+2(oh
i
 + i ) - £ tih

i} *Ln-p+h+1(of}) 
j=i 
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ne contient aucun simplexe d'espèce Or, d'après 36, chaque Uj-simplexe d'espèce 
<7° est situé dans P^+i{ah

i
 + 1), tandis que la chaîne (*) ne contient aucun simplexe 

dans P^rr(ôffT), parce que la propriété 2° du n° 34 reste conservée après la modifica-
tion. 

39. Soit 0 ^ / I ^ p — 2, O ^ Q ^ / î . Supposons réalisées les propriétés 0(k9 q, g) 
(0 ^ g ^ h) ainsi que 0(k9 q9 h + 1) (0 g q g Q). 

Soit 1 g n ^ aQ+1, 1 g v ^ Si le simplexe n'est pas une (g + l)-face 
de <7Î+1, posons En-p+h+2(tf+1

9 ah
v
+1) = 0; dans le cas contraire, soit En'p+h+2 . 

. (<jj?+1, <rî+1) la partie de la chaîne n~p+h+2(<r*+1) dont les simplexes sont d'espèce 
Q + l 5 0 

On peut évidemment attacher à chaque indice /i ( 1 g /z ^ aQ+1) un indice <p(/i) 
[1 g g a0] bien déterminé de manière que <r£(/i) soit pour chaque fi (l g /x g 
= aQ+i) u n sommet du simplexe 

Si les indices v, A (1 ^ n ^ aQ+1, 1 g v g 1 g A ^ ay) sont tels que 1° 
soit une (Q + l)-face de o*+l; 2° (rh

v
+1 = ±ÎT°(/i)ÎTÎ, posons 

> ^ tfv ) = Vvx . 

dans tous les autres cas, posons 

H^ï » ) = 0 • 

Pour 1 ^ A ^ a,„ posons 

/ I = l V = 1 

Ceci étant, soit 

*Cn-* = C""p , *l?~p+k + 1(oki) = Ln-p4-k+1(^) pour k * K k 4= h -h 1 ; 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3°, du n° 35 sont vérifiées. 
Démontrons que les propriétés 0(k9 q9 g) (0 ^ g ^ h) restent conservées après 

la modification. L'unique cas à considérer est évidemment le cas k = g = h. Soit 
donc aq

r une g-face (0 ^ q ^ h) du simplexe aj. Il s'agit de montrer que presqu'aucun 
simplexe de la chaîne 

-*Ln-p+h+1(ct1}) + Ln-p+h + 1(a5) = F Dn~p+', + 2(aJ) 

5 0 Si l'on change l'orientation de o-**1, la chaîne + +
 s e multiplie par - 1 

(v. la remarque à la fin du n° 34). 
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n'est d'espèce aj. On voit sans peine (v. 8.34) qu'il suffit de prouver que, si est 
une face de o)9 presqu'aucun simplexe de la chaîne Dn~pJth + 1{oJ) n'est d'espèce crj. 
Or chaque simplexe de Dn~p*h+2((T)) est d'espèce où la valeur de n est telle 
que, pour une valeur convenable de v, on ait oj, <rhv + 1) 4= 0. Or cette inégalité 
donne = ±al ( f l )a) de manière que a 0 ^ n'est pas un sommet de a)9 tandis que 
c'est un sommet de n'est donc pas une face de a). 

Il est évident que la propriété 0(k9 q, h 4- 1) (0 g q g Q) reste conservée après 
la modification, car (v. 34) presque chaque simplexe de chaque *L — Lest d'espèce 
a\9 où / ^ q 4- 1. 

On doit enfin démontrer (v. 35) que la propriété 0(h 4- 1, Q 4- 1, h + 1) se trouve 
réalisée après la modification. Supposons donc que les indices /, r soient tels que 1 

soit une face de G**1. On doit prouver que presqu'aucun simplexe de la chaîne 
*n~p+h+2(ah

i
 + i) n'est d'espèce of + 1 . Supposons que l'indice j parcoure toutes les 

valeurs (1 g j g ah) telles que r\h
i} 4= 0. Il existe une seule valeur de j9 soit j = k9 

telle que <tJ+1 = ±o^{r)Gh
x. Pour j 4= K <j£(r) est un sommet de o)9 d'où il résulte 

que s(af+\ o)9 aj+ 1) = 0. On en déduit sans peine que la partie de Dn~p+h+2(cfy 
dont les simplexes sont d'espèce of + 1, est égale à 0 pour y 4= A et égale à rç^ En~p+h+2 . 
. a*!*1) pour j = A. Donc les simplexes d'espèce o f + 1 dans la chaîne 

Xrijir-'+*+2(ol) = L»-p+h+2(cT*+i) - *L"-'+*+2(G]+1) 
j= i 

constituent la chaîne En~p+h + 2(t7?+1,aJ+1), qui était égale à la partie de 
L?~p+h+2(ah

i
 + 1) dont les simplexes sont d'espèce Par suite presqu'aucun sim-

plexe de *n~p+h+2(ah
i
 + 1) n'est d'espèce 

40. Soit 0 g Qg h9 h - Q g K g h. Supposons réalisées 
les propriétés 0(k, q, g) (0 ^ g g h)9 0(k9 q9 h 4- 1) (0 g q g Q) et 0(k9 Q 4-1, 
h 4- 1) (K + 1 g k ^ h 4- 1). Il s'agit de réaliser encore la propriété 0(K9 Q 4-1, 
h + 1). Ceci sera effectué dans les nos 40.1-40.5. 

40.1. Choisissons les indices i et r de manière que le simplexe soit une face 
du simplexe <JJ+1; ensuite, déterminons l'indice s de manière que l'on ait 

(1) a 1
+ 1

 = ±o f
+ 1

a
h

s
-

Q

-
1

 . 

Pour chaque (K ~ h + Q)-face du simplexe ar
c'+) soit: Ie En-p+K+l{< 

la partie de la chaîne n~ p + K + 1(af~h+Qah
s~Q~1)51 dont les simplexes sont d'espèce 

ffa+i. 2o E»2-p+K+i(aK-*+Q) ia partie de £ r p + K + 1 K " ' , + e ) dont chaque simplexe 
est une face d'un U,-simplexe d'espèce cT1; 3° E"- p + K + 1 (^ ' h + ̂ ) = EÏ" ' + * + t . 

5 1 Puisque <7j~'l + e est une (K - h + Q)-face de <7p+ 1 , + 1 est, en vertu de 
(1), une if-face de a j + 1 . 
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Soit tf~h+Q+1 une (K — h + Q + l)-face de de manière que 

= (e = ±1) 

est une (K + l)-face de <TJ+1. NOUS allons démontrer que 

(2) x ^ + c £ " - ' + K + K ~ * + e ) = <>-
X 

La relation (2) dit que presqu'aucun simplexe de la chaîne 

(3) 
X 

n'est d'espèce <7?+1. 
Lorsque <ïx~h+q parcourt toutes les (K — h + Q)-faces de on peut 

attacher à chaque X une valeur de j de manière que 

rrK — i <2 
= ±Gx <*s 

soit une X-face de a*+1 telle que cj"2""1 en soit une face; et on voit sans peine que 
le terme correspondant de la somme (3) est égal à erjyj n~p+K+1(crf). Lorsque Q < h, 
il y a encore d'autres K-faces af de <xf+1 qui ne correspondent à aucune valeur de A; 
ce sont les faces o* de o f + 1 telles que o^""2"1 n'est pas une face de g*; à chaque telle 
valeur de j correspond, comme on le voit sans peine, une valeur de v telle que cr* et 
a f + 1 soient des faces de crj (tandis que ah

v est une face de la propriété 
0(K, Q + 1, h) étant supposée vérifiée, il en résulte que, dans le cas actuel, la chaîne 
n~p+K+1(<Tj) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce o f + 1 . 

Donc, les simplexes d'espèce a f + l dans la chaîne (3) sont presque les mêmes que 
dans la chaîne 

(4) 
i 

on doit donc prouver que presqu'aucun simplexe de (4) n'est d'espèce o f + 1 . Or o f + 1 

et étant des faces de 1, il résulte de 36 que chaque simplexe d'espèce <T?+î 

est situé dans P£+1(<7*+1). La propriété 2° du n° 34 étant vraie (v. n° 35, 2°), il en 
résulte qu'aucun simplexe de la chaîne 

F Ln-p+K+2(c7v
k+1) - "f fi* Ln-p+K+i{cjf) 

j= i 

n'est d'espèce a?+ l . Donc il suffit de montrer que presqu'aucun simplexe de la chaîne 

FLn-p + K + 2^+lJ 

n'est d'espèce o f + 1 . A cet effet, d'après 8.34, il suffit de prouver que, aq
u étant une 

face de la chaîne U~p+k+2(G*+1) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce 
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al. Or ceci est une conséquence de la propriété 0(K -f 1, q, h -h 1) (0 ^ q fg Q -h 1), 
réalisée par hypothèse. 

40.2. Considérons le cas K > h — Q, d'où K ^ 1. Continuons à supposer qu'on 
ait choisi les indices r et i de manière que + 1 soit une face de o-J+1. Si l'on attache 
à chaque {K — h -f Q)-face (?x~h+Q du simplexe + 1 un entier ax, on obtient une 
(K - h + Q)-sous-chaîne de af+1: 

k 

Posons 

(5) tf-P + K+l̂ K-A + Q) = £ ^ E n - p + K+1^K-h + Q̂  ^ 
x 

les chaînes à droite ayant été définies dans 40.1; (5) est une (n — p + K + 1,Uj)-
chaîne dont tous les simplexes sont d'espèce 

En particulier, si TK~h+Q est la frontière d'une (K - h + Q + l)-face 
de a?+1

9 la relation (l) du n° 40.1 dit que 

(6) En-P + K+l(TK-h + Q̂  = q 

Or on sait que, si t k ~ h + q 0, il existe des entiers bM tels que xK~h+Q = 
= donc xK~h+Q 0 entraîne (6). On en déduit sans peine que la 
chaîne (5) dépend seulement de la frontière FT

K-h+Q de ja chaîne tK~h+Q. On peut 
donc poser 

(7) gn-p + K+l^K-h + Q^ = Qn-p + K+l^K-h + Q^ ^ 

Si T
K-h+Q~l est un (K - h 4- Q - l)-sous-cycle52 arbitraire de o f + 1 , il existe, 

comme on sait, une (K — h + Q)-sous-chaîne de Tk_;,+(2 dont la frontière est 
égale à tK~h+Q+1. La relation (7) définit donc (comme on voit sans peine, sans 
ambiguïté) la (n - p + K + 1, U^-chaîne I^K-A+Q-I) p 0 Ur chaque 
(K — h + Q — l)-sous-cycle de ar

Q+1. 
Or soit Tj, r 2 , r f l une base (lin. indépendante) de toutes les (K — h + Q — 1)-

sous-chaînes de af+1 sousmise à la seule condition que les premiers b éléments de 
cette base constituent une base de toutes les (K — h + Q — l)-sous-cycles de 
A chaque (K — h + Q — l)-sous-chaîne x

K-h+Q~i ¿Q OI1 p e u t attacher, et 
d'une seule manière, des entiers cl9 c2,..., ca tels que 

T ™ " 1 = É C ( T , . 
t = 1 

5 2 Lorsque K — h Q — 1 = 0, on doit convenir d'entendre par un 0-sous-cycle de 
seulement une 0-sous-chaîne de CT^ + i ¿ 0 J 1 t i a somme des coefficients égale à zéro. 
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On définit alors 

(8) = £ C t ^ 
1=1 

les valeurs de $ à droite étant déterminées par (7). Dans le cas particulier oùzK~h+Q~i 

est un cycle, le premier membre de (8) était déjà défini; or on voit sans peine que 
l'ancienne définition est dans le cas actuel d'accord avec (8). 

40.3. Nous sommes en état d'atteindre, dans le cas où K > h — Q, le but pro-
posé dans 40. Si les indices i, r, u sont tels que 1° af+1 est une face de de manière 
qu'il existe une valeur de 5 telle que = ±<r?+1<Th

s~Q~l; 2° a*"1 est une face 
de aî+ 1; 3° chaque sommet de a**1 est un sommet de of+ 1ou de tr*""1, posons 

(9) Hn-'+K+1(o?+\a*'1, <7j+1) = e 

l'indice t et le signe e = ± 1 étant tels que 

<7*-* = eet f -^c- 1 *;-«- 1 ; 

quant à la valeur de la chaîne elle est déterminée par l'équation (8) du n° 40.2. 
Si les conditions 1°, 2°, 3° ne sont pas toutes vérifiées, posons 

Hn-P + K+ i(o*+1
9O*-1,Oh

t + 1) = 0. 

Posons encore 

Dn-P + K+ J Q f YH*-' + Z+1(tX? + 1 , O*'1, ( j{+ 1 ) . 
r = 1 i = l 

Ceci posé, soit 

*Cn~p = C n - p , = L"-'+*+1(<j*) pour fc + K - l . f c + K , 

• L - ' + ^ i " 1 ) = i r ^ o * " 1 ) - F D » - ' « ^ * * - 1 ) , 

*Ln-p+K+1(aï) = iT*+*+1(<x*) D " - ^ 1 ^ ? " 1 ) . 
M = 1 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 
Démontrons que les propriétés <9(fc, q, g) (0 g g g h) restent conservées après 

la modification. Deux cas seulement exigent une considération: 1° k = K9 q = Q + 1; 
2° fc = K - 1, ^ è Q + 1 (v. 8.34). 

Supposons donc en premier lieu que les indices g9 j9 r, î soient tels que a* et <7®+1 

soient des faces de of (0 ^ g ^ /i). On doit prouver que la chaîne 

<*K- I 

M=1 

ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce o>+1. Dans le cas contraire il existerait 
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des valeurs des indices u et i telles que 1° cr*""1 est une face de o*; 2° Hn~p+K+i 

(of + 1 , aK
u-\ (Ti + 1) 4= 0. Or ceci entraînerait que chaque sommet de a s e r a i t 

un sommet de ou de a*"1, donc de o f + 1 ou de af9 donc de a9
n ce qui est im-

possible, car g < h + 1. 
En second lieu, supposons que les indices q9 g9 u9 v9 t soient tels que a* - 1 et o\ 

(q ^ Q + 1) soient des faces de ag
t (0 ^ g ^ h) .On doit prouver que la chaîne 

ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce oq
v. Dans le cas contraire, il existerait 

une valeur de r telle que la chaîne Dn~p+K+l(a*~l) contiendrait un simplexe d'espèce 
<x?+1, où o f + 1 est une face de oq

v. Comme plus haut, on en déduirait l'existence d'un 
indice i tel que chaque sommet <xj+1 serait un sommet de af+1 ou de c* ~1, donc de of, 
ce qui est impossible, car g < h + 1. 

Il est évident (v. 8.34) que les propriétés 0{k9 q9 h + 1) (0 ^ q ^ Q) restent 
conservées après la modification. De même il est évident que les propriétés 
0(k9 Q + 19 h + 1)(K + 1 ^ fc fc + 1) restent aussi conservées. 

Il ne s'agit donc que de prouver que le propriété 0(K9 Q + 1, h + 1) se trouve 
réalisée après la modification. Supposons donc que les indices j9 r, i soient tels que 
af et <r?+i soient des faces de <rj+1. On doit démontrer que presqu'aucun simplexe 
de la chaîne *n~p+K+1((Tj) n'est d'espèce o f + 1 . Ceci est évident dans le cas où af 
et sont des faces d'une /i-face de <x5+1, car nous savons que la propriété 
0(K9 Q + 1, h) reste conservée après la modification. Supposons donc que chaque 
sommet de soit un sommet de o* ou de <x?+1. 

Supposons que l'indice u parcoure toutes les valeurs telles que a*""1 soit une 
(K - l)-face de a*. Les simplexes d'espèce af+l dans la chaîne Dn~p+K+1(a^"1) 
constituent la chaîne 

V — 1 

Or pour v =# i on a 

H»-p+K+i{o?+l
9GÏ-i

9ah
y
+1) = 0 9 

car: ou bien les simplexes et a*' 1 ne sont pas tous les deux des faces de a y
+ i

9 

ou bien ces deux simplexes sont tous les deux des faces communes de et de + 1 

de manière qu'il existe un sommet de <ry
+1 qui n'est sommet ni pour cr?+1 ni pour 

cr*"1. Donc les simplexes d'espèce af+i dans la chaîne Dn~p+K+1(a*~i) constituent 
la chaîne 

Si l'indice u est tel qu'il existe un sommet de o"*-2-1 [V. 40.1 (1)] qui ne soit pas un 
sommet de a* - 1 , on a de nouveau le résultat que la chaîne (*) est égale à zéro. Il ne 
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reste donc que des valeurs de u telles qu'il existe une (K — h + Q — l)-face 
aK-H+Q-1 d e aK-i t e l , e q u e 

(«) «rr1 =e,t7™-larQ-1 (et = ±1) 

et on voit que les simplexes d'espèce + 1 de la chaîne 

M=1 
constituent la chaîne 

(t) M - 1 « " - ' ^ 1 ^ 1 , ^ - 1 , ^ 1 ) , 
u 

où l'indice u parcourt toutes les valeurs déterminées par (**), l'indice t parcourant 
toutes les valeurs telles que ti*~h+Q~l 4= 0, où X est déterminé par la condition 

a j = ôa«- h + Q<rh
s-Q-1 (fi = ± 1 ) . 

Or pour chacune de ces valeurs de « on a [v. 40.3 (9)] 

ainsi que 
n%~1 = « f " 0 " 1 , 

de manière que la chaîne (f) est égale [v. 40.1 et 40.2] à 

t t 

= fi 4>(F*rh+Q) = « En-p+K+i(G^~h+Q) . 

Or En~p+K+1(ax~h+Q) est, abstraction faite des simplexes qui sont des faces d'un 
Ut-simplexe d'espèce a - 1 , cette partie de la chaîne 

C-P+I+I^J-A+Q^-Q-I) = ôLn-p+K+1(G^) 

dont les simplexes sont d'espèce + Il en résulte que les simplexes d'espèce o f + 1 

sont dans la chaîne 
jn-p+K*_ ÏV-P + K+I^K} 

presque les mêmes comme dans IÏ~p+K+i(<jf). Donc presqu'aucun simplexe de la 
chaîne *n~p+K+1{(rf) n'est d'espèce a?+ i . 

40.4. Il reste à considérer le cas K = h — Q. Soit d'abord K > 0 ou h > Q. La 
relation (2) du n° 40.1 dit que, si (7°, <7° sont les deux sommets d'une l-face de + 

on a 
F-'+*+1(<7°) = En'p+K+1(al). 
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Il en résulte que la chaîne En P+K+^a®) reste la même, si on y remplace a°x successive-
ment par tous les sommets de <r?+1. 

Donc, si les indices i, r, s sont tels que 

/i\ h+1 i Q +1 K — 1 
K1) = ±ar s 
on peut définir sans ambiguïté la chaîne 

égale, abstraction faite des simplexes qui sont des faces d'un U^simplexe d'espèce 
<T-1, à la partie de la chaîne Ln~p+K+1(<rjcrf"1) (où est un sommet quelconque 
de of + 1 ) dont tous les simplexes sont d'espèce of + 1. Si les indices i, r, s sont tels que 
la relation (1) n'est pas vraie, on pose 

H n ~ p + K + i (cf + i
9 trf"1, <Ji + I) = 0. 

Posons encore 

r= 1 ¿=1 
Ceci étant, soit 

*C"-p = C"-p, *Ln~p+k+1((7*) = Ln~p+k+1((7i) pour J f c * K - l , f c * K ; 

•LT'+^of-1) = Ln-p+K{^-x) - F D " - ^ 1 ^ " 1 ) , 

*IH-'+K + 1(of) = Ln-p+K+1(af) - Z ^ 1 D-^^Vr1). 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 
On vérifie de la même façon comme dans le n° 40.3 que les propriétés <9(fr, q, g) 

(0 ^ g ^ h) sont conservées après la modification. Comme au n° cité, il est évident 
que les propriétés <9(/c, q, h + 1) (0 ^ q g Q) et 0(k, Q + + + 
g h 4- 1) restent aussi conservées. 

On doit encore vérifier que la propriété 0(K, Q + 1, h + 1) se trouve réalisée 
après la modification. Supposons donc que les indices j, r, i soient tels que o* et 
soient des faces de On doit démontrer que presqu'aucun simplexe de la chaîne 
*n~p+K+1(Gj) n'est d'espèce of + 1 . Comme au n° cité, l'unique cas à considérer 
est celui où chaque sommet de cxî+1 est un sommet de af ou de cr?+1. Or cette hypo-
thèse entraîne, dans le cas actuel où K = h — Q > 0, que le simplexe a* possède 
une (K — l)-face (jf - 1 telle qu'on ait la relation (l). 

parcourant toutes les (K — l)-faces de on voit comme au n° cité que 
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si v 4= i ou bien v = i et u 4= 5. Donc la partie de la chaîne 

M=1 

dont les simplexes sont d'espèce <x®+1, est presque égale à 

w nfr1 H ' - ^ ^ r 1 , o f - 1 , < 0 . 

Or si l'on détermine le signe e = ± 1 et la valeur de l'indice A de manière que cf = 
= e<T°x(Ts ~~ S on a a = 1 et on voit que (*) est presque égale à la partie de la chaîne 
I?~p+K+1(<rf) dont les simplexes sont d'espèce cr?+i. Par suite presqu'aucun sim-
plexe de la chaîne *Ln~p+K+1(tn'est d'espèce <rr

Q+1. 

40.5. On doit enfin considérer le cas où K = 0, Q = h. La relation (1) du n° 40.1 
dit que la partie de la chaîne n~p+i(<T0

x) dont les simplexes sont d'espèce <rj+1 est 
la même pour tous les sommets de désignons la par En~p+i(ah

i
 + l). Posons 

¿=i 

*Ln-p+i((T(j) = Ln-p+i(a°j) , 
i = 1 

*Ln~p+k+1(ak) = Ln'p+k+1(ak) pour 1 ^ k g p - 1 . 

On voit sans peine que les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 35 sont vérifiées. 
Il est évident que les propriétés 0(k, q, g) (0 g g ^ h), 0(k, q, h + 1) (0 g q ^ h) 

et <9(/c, h 4- 1, h 4- 1) restent conservées après la modification et que la propriété 
<9(0, h -f* 1, h + 1) se trouve réalisée après la modification. 

41. Soit O ^ H p - 2 , O ^ g ^ / i . Supposons qu'on ait déjà réalisé les pro-
priétés suivantes: 0(k, q, g) pour 0 ^ g <; h, 0(k, q, h 4-1) pour 0 ^ q ^ g, 
<9(fc, Q 4- 1, h 4- 1) (h - Q ^ k ^ A 4- 1). On doit démontrer que les propriétés 
0(k, 6 4 - l,ft + l ) ( 0 ^ f c < ; / i — g — 1) sont aussi réalisées. Supposons donc 
que les indices k, j, r, î soient tels que 0 g k g h — g — 1 (d'où g < /i) et que les 
deux simplexes ok et soient des faces de <rj+1; on doit prouver que presqu'aucun 
simplexe de la chaîne IH"p+k+i(o)) n'est d'espèce Ceci est évident si a) et <r?+l 

sont des faces d'une Ji-face de car la propriété 0(k, Q + 1, h) est vérifiée. 
Supposons donc que chaque sommet de a**1 soit un sommet de crk ou de cf+l. 
On a alors k + g 4- 1 à h; d'autre part on avait k ^ h - g - 1, de manière que 
k = h — Q — 1 et on a évidemment 

Puisque g < h, on peut distinguer deux cas: 1° g <g h — 2; 2° Q = h — 1. 
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Premier cas: Q g h — 2. Choisissons un sommet a°x du simplexe o f + 1. D'après 
34.2, 2° la chaîne 

+ah~Z%5;(2"2 Ln->+h-Q(<7°x(Th
v-Q-2) 

v = 1 

ne contient aucun simplexe situé dans P^^aJaJ"2"1). D'après 36, il en résulte 
qu'aucun simplexe de la chaîne (*) n'est d'espèce Puisque notre but était de 
montrer que la chaîne Ln~p+fc~Q(oy~Q""1) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce 
<7?+1, il suffit donc de prouver que ceci est vrai pour la chaîne FLn"p+h"Q+1(ff^î"Q""1) 
ainsi que pour chaque chaîne n~p+h~Q((Txofl

v~Q~2)9 où ah
v"Q~2 parcourt toutes les 

{h - Q- 2)-faces de a)'*'1. 
Or des propriétés 0(k, q9 h + 1) (0 ^ q g Q) et 0(k9 Q + 1, h + l) {h - Q g 

g k g h + 1) il résulte que, si trj est une face de o f + 1 (0 ^ # g Q + 1), la chaîne 
n~p+h~Q+1(<jxGh

J~Q~1) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce D'après 8.34, 
il en résulte que la chaîne F n~p+h~Q+i(axohj~Q~i) ne contient presqu'aucun sim-
plexe d'espèce af+i. D'autre part, ah~Q~2 étant une (h - Q - 2)-face de a)'Q~\ 
les deux simplexes e t étant des faces de la /i-face de 
crj+1 il résulte de 6>(/c, g, /i) que presqu'aucun simplexe de la chaîne Ln~p+fc~Q 

{<j0
xGh-Q~2) n'est d'espèce t7r

Q+1. 

Second cas: Q = h — 1, d'où fc = 0. Les indices j9 r9 i étant tels que = 
= on doit démontrer que la chaîne Ln~p+1(<r°) ne contient presqu'aucun 
simplexe d'espèce ah

r. Choisissons un sommet o°x du simplexe oh
r. D'après 34.2, 2° 

la chaîne 

(•) Fn-p+2(<r0
xcj0j) - Ln-p+i(cj0j) + L""p+1(<7°) 

ne contient aucun simplexe situé dans Pi((7°(7°) et par suite (v. 36) aucun simplexe 
d'espèce oh

r. On ne doit donc montrer que ni F n~p+2{(j0
xa(j) ni Ln~p+1(<r°) ne contient 

presqu'aucun simplexe d'espèce <7*. Si ag
s (0 ^ g ^ h) est une face de a)9 les deux 

simplexes a^tf et <x? sont des faces de de manière qu'il résulte de 0(k9 q9 h + l) 
(0 ^ q g G = h - 1) et de h9 h + 1) = 0(k9 Q + 1, A + 1) (1 = /i - g ^ 
^ k g h + 1) que la chaîne Ln~"p+2(0-°a°) ne contient presqu'aucun simplexe 
d'espèce ag

s. D'après 8.34 il en résulte que la chaîne F Ln~p+2(cr°crJ) ne contient 
presqu'aucun simplexe d'espèce oh

r. D'autre part, il résulte de 0(k9 h9 h) que la chaîne 
Lrt-p+1(<T<j>) ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce a). 

42. Le but proposé au n° 35 est atteint. Projetons toutes les U^chaînes obtenues 
dans le réseau II. En tenant compte du fait que (v. 33) est un affinement de U 
normal par rapport aux cycles mod (PJ(tx?) - P5(ff?)) dans Pf(âf) (1 ^ i ^ ap), 
nous avons donc le résultat suivant: 1° La chaîne Cn~p(U) primitive a été remplacée 
par une nouvelle (n — p, U)-chaîne, que nous continuons d'appeler Cn~p(U) et qui 
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est homologue à l'ancienne dans B. 2° A chaque (h, 3)-simplexe intérieur o\ (0 ^ h g 
g p - 1, 1 ^ / g <xh) on a attaché une (n - p 4- h + 1, U)-chaîne Ln-p+h+1((7h

i9 U) 
dans B. 3° Pour 1 ^ i g a0 la chaîne 

FLn-p+1(<rl U) - Cn-p(U) 

ne contient aucun simplexe situé dans P ĉr®). 4° Pour 0 ^ h g p — 2, 1 g i g aA+1, 
la chaîne 

ne contient aucun simplexe situé dans P4+1(crJ+1). 5° Pour l ^ i ^ ap, 

j=I 

est un («, K)-cycle essentiel mod (R - P£(<x?)). 6° Pour O ^ / i g p - l , 0 g k g h9 

0 g g /?, si les simplexes <7*, <7* (1 g j g ak> 1 ^ r ^ a j sont des faces du sim-
plexe ah

i9 la chaîne n~ p + k + i (a k , U) ne contient essentiellement aucun simplexe 
d'espèce oq

r9 ce qui veut dire que chaque simplexe d'espèce aq de la chaîne i?-p + k + l 

(a), U) est égal à zéro mod R - R0.53 

Or nous en déduirons (dans les nos 42.1—42.5) que la chaîne Cn~p(V£) est égale 
mod B R — R0 à une (H — p, U^-chaîne élémentaire. Avec cela le théorème du n° 31 
sera évidemment prouvé. 

42.1. Soit T un l^-simplexe dont le noyau rencontre et B et R — R0. Alors le 
noyau de 7t20T (v. 33) et donc aussi celui de 7r*T rencontre B R — R0. Or toutes les 
U-chaînes que nous considérons ici sont des projections de U-chaînes situées dans B; 
donc si un simplexe d'une de nos U-chaînes est = 0 mod R — R0, il est aussi 
= OmoâBR — R0. Les chaînes élémentaires ne contenant que des simplexes 
4=0 mod R — R0 (v. 19.1, 1°), on voit sans peine qu'il suffit de démontrer que 
Cn~p(U) est égale mod R — R^ à une chaîne élémentaire. 

42.2. Lemme Ak (0 ^ k g p — 1): Supposons que les simplexes aq soient des 
faces de crf (1 g j g cxk, 1 g r g aq, 1 è i è ap). Soit En~p+k+1(aaq

ri U) la partie 
de la chaîne n ' p + k + 1 (a k

j 9 H) dont les simplexes sont 1° d'espèce aq
r9 2° 4= 0 mod R - R0. 

Alors: 1° si q 4= P - k - 1, on a En-p+k+i(ok
p aq

r, U) = 0; 2° si q = p - k - 1 
il existe un nombre ajr e 9t tel que En'p+k+1(tT), aq

r, U) = ajrKn-q(aq). 

5 3 En effet, soit r un simplexe de la chaîne Ln"p+k + 1(ak
i U) tel que z 4= 0 mod R — R0. 

Il existe alors un simplexe r1 de Ln~p+k + 1((jj, Uj) tel que (v. 33) T = n*Tl. Evidemment TJ 4= 0 
mod R — R0. Par suite, comme on le voit sans peine, n'est pas une face d 'un ll r-simplexe 
d'espèce <7_1. Soit <rj l'espèce du simplexe rï. On a / ^ 0 et, en vertu de la propriété 0(Jc, q, h), 
o \ n'est pas une face de a*. Or si le simplexe r était d'espèce o*t on voit tout de suite que o \ serait 
une face de of , donc de a] . 
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Dans le n°42.3, nous démontrerons Ap-t. Dans le n°42.4, nous déduirons Ak 

(0 g k ^ p — 2) de Ak+X. Par conséquent, le lemme A0 sera vrai. 
42.3. Soient crj"1, aq des faces de af. Pour q ^ 1, on a a

q, U) = 0 d'après 
8.33. Soit donc q = 0. Dans le cas oùa^estunsommetdeo-^SonaE^aJ"*1, of, U) = 
- 0 d'après 42, 6°. Il ne reste que le cas où a? — Si ap~2 est une (p — 2)-
face quelconque de ffj"1, nous savons déjà que E"(a^ap~2, <7°, U) = 0. Il en résulte 
que En(apj~l

9 <7°, U) est la partie de la chaîne54 

M\ir?, U) = L"(ap, M) - u) 
V = 1 

dont les simplexes sont 1° d'espèce <7?, 2° 4=0 mod R~-~R0. D'après 42, 5° M"(a?, U) 
est un (n, K)-cycle essentiel mod (R - PJ&A?)); puisque S cz R — 

P f a ï l G(U) est 
aussi (v. 17) un tel (n, i?)-cycle. D'après la définition du réseau gén. (n° 29) et celle 
de P2{af) (n° 30), il en résulte l'existence de deux nombres rl9 r2 e % dont un au 
moins 4=0, tels que rx M"(a?, U) + r2 GW(U) - 0 mod (R - Pp

z(txf)). Or (v. 32) 
Gn(U) ^ 0 mod (R — P^fff)) de manière qu'il existe un nombre a e (a = —r2:r1) 
tel que M"(<7?, U) - a Gn(U) mod (R - P?K)). Il existe donc une (n + 1, U)-chaîne 
Hn+1(U) et une (n, U)-chaîne NN(U) <= R - Pfa?) telles que 

Mn(c7?, Il) = a Gn(U) + F //n + 1(ll) + Nn(U). 

Le réseau U étant commode, il est d'ordre g n mod S; par suite chaque (TI + 1, U)-
simplexe possède un sommet U tel que US 4= 0. Or si U', U" sont deux sommets de U 
tels que U'R0 4= 0, U"S 4= 0, on a (n° 32) VU" = 0. Il en résulte que F Hn+1(U) = 
= 0 mod R — R0. Lorsque T est un simplex de U d'espèce <7°, chacun de ses som-
mets U rencontre TR et par suite (v. 32) U cz PP(G?). Il en résulte que la chaîne NN(U) 

ne contient aucun simplexe d'espèce of, Donc En(op~l
9 <7°), c'est-à-dire la partie de 

la chaîne Mn(crf, U) dont les simplexes sont 1° d'espèce <7°, 2° 4=0 mod R — R0, 
coïncide avec la partie pareille de la chaîne a G"(U), c'est-à-dire (v. 19.1) avec 
« Kn{C7r°, II). 

42.4. Soit 0 ^ k ^ p — 2 et supposons la validité du lemme Ak+l. Il s'agit d'en 
déduire la validité du lemme Ak. Supposons donc que les simplexes ok, aq soient 
des faces de op. S'il existe un sommet de <r£ qui n'est sommet ni pour aj, ni pour oq, 
il existe une (p — l)-face ap~x de o\ telle que a) et oq sont des faces de a^"1; par 
suite En~p+k* 1(ak

j, aq) = 0, d'après 42, 6°. Supposons donc que chaque sommet de (7? 
soit un sommet de a) ou de oq. Il en résulte que k + q è p — 1. Lorsque q ^ p — /c, 
on a En~p+k+ 1(ok

j, aq) = 0 d'après 8.33. Il ne reste donc que le cas où q = p — k — 1, 
les indices j, #% i étant tels que a? = ±c)ar

r~k~x. Choisissons un sommet a°t de 

5 4 D a n s le cas p = 1, il existe un indice v tel que a j ~ e t o n doit poser 

M V J , U) = U) - L > ? , U) . 
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ap~k^1 et supposons que o-J"1 parcoure toutes les (k — l)-faces de a). Alors o ^ o f 55  

et ap~k~l sont des faces d'une (p - l)-face de a?, de manière que En~p+k+1 

W"*1*?, a?'*"1) = 0 d'après 42, 6°. En outre, d'après 42, 4° et 36 la chaîne56 

Fir*+<+2(<7?(7}, u) - U ) + 1 Y N ) : 2 L N - P + K + L ( A Y S - ^ U ) 
a» 1 

ne contient aucun simplexe d'espèce ap
r~kIl en résulte que En~p+k+l(<jk, U) 

est la partie de la chaîne 

dont les simplexes sont 1° d'espèce 2° 4=0modR — Soit T un tel sim-
plexe de la chaîne (*). Il existe alors un simplexe rt de la chaîne 

Ln-P + k + jjj 

tel que r appartienne à la chaîne Frl. Puisque T 4= OmodÄ — évidemment 
4= 0 mod R — R0 de manière que (v. 8.32) xt n'est pas d'espèce a~l. Donc (v. 8.34) 

le simplexe zt est d'espèce où aj est une face de ap~k~1. Donc est un simplexe 
de la chaîne En~p+k+2(c0

tak
p <rh

v, U). Or en vertu du lemme Ak+i ,on a 

1° En"p+k+2(^(Tk
p <rhv> U) = 0 pour fc * p - fc _ 2 , 

2° En'p+k+2(ayj9 *rk~2, U) = rj?-k~2av Kn'p+k + 2(ap'k'2
9 U) (av e M) , 

où <Jv~k~2 parcourt toutes les (p — k — 2)-faces de ap~k~1. Il en résulte que 
En-p+k + 1(ffk, ap~k"1

9 U) est égale à la partie de la chaîne 

H F "~f\!;k-2av Kn~p+k+2(<r$~k~2, U) 
V = 1 

dont les simplexes sont 1° d'espèce o^"*"1, 2° 4=0 mod R - R0. Or la chaîne (**) 
est égale, en vertu de 19.1, 3°, à la chaîne 

V=1 /i=l 

de manière que, d'après 19.1, 1° et 2°, 

5 5 Pour k = 0 ce symbole signifie a 
5 6 Pour k = 0: 

F L n ~ p + 2(a<fa<j t U) - U) + L n ' p + i ( ^ t U) . 
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42.5. Le lemme A0 étant démontré, passons à la démonstration du fait que (v. 42.1) 
la chaîne Cn~p(U) est égale mod R - R0 à une chaîne élémentaire. 

Soit zn~p un simplexe 4=0 mod R - R0. D'après 8.32 et 8.33, r est d'espèce ok
h 

où 0 ^ k ^ p. Choisissons un sommet o°t de ak. D'après 42, 3° et 36, la partie dont 
les simplexes sont d'espèce a) est dans Cn~p(U) la même que dans F Ln~p+1(<7?, Il) 
et par suite, comme on voit par le raisonnement employé dans le n° 42.4, la même 
que dans 

« F <t;,U), 
hj 

où a) parcourt toutes les faces de Or d'après 42, 6° et d'après le lemme A0, on a 

1° En-p+l(a°, o*) = 0 pour h 4= p - 1 

ainsi que pour h = p — 1, si a? est un sommet de opj~l\ 

2° £"-p+1(<7?, a p r \ U ) = flyK"-' + 1(o}-1, U) , 

si k = p et si l'indice ; est tel que ap
t = ±0?<7j~1. Donc, si k g p — 1, la chaîne (*) 

est égale à zéro; si k = p, la chaîne (*) est, d'après 19.1, 3°, égale à rfif lau Kn~p(<7?,U). 
Par suite a 

Cn-p(U) = t a i K"~p{°ï> U) mod R - R0 . 
1=1 

y. 

43. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p (1 g p g n). 
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II ainsi que celle des axiomes 
Gk (v. 21) pour n — p^k^n — l e t des axiomes Hk (v. 27) pour n — p ^ fc g 
^ n - 2. 

44. Soif 3 e S (r. 23). SWi /a somme de tous les sommets extérieurs de 3; soit 
Q un entourage donné de Slt Soit A un sous-ensemble bicompact de R; soit B un 
entourage donné de A. Il existe un affinement 23 de 3 et un réseau gén. 901 tels que 
Vénoncé suivant soit vrai: Soit 3 eS un affinement de 93 et un affinement mod S 
deWl. Soit t un réseau fermé correspondant à 3 (n°S) et possédant par rapport 
à lia propriété du n° 25. On peut choisir la projection n = Pr. (3, 3) de manière 
que, le réseau fermé X correspondant à 3 étant construit selon le n° 24 en y faisant 
usage de 3, t et n, on ait la propriété du n° 25 ainsi que la propriété suivante, valable 
pour chaque réseau U suffisamment fin et commode relativement à 3 + t (et par 
suite aussi par rapport à 3 + X (u. 24)): Cn~p(U) étant un (n — p, U)-cycle 
mod AR- R0 élémentaire (v. 19.1) par rapport à 3 + X et tel que Cn"p(U) - 0 
mod AR - R0 dans A, il existe une (n — p + 19U)-chaîne £n~p+1(U) dans B 
élémentaire par rapport a 3 + t et telle que Fn"p+1(U) Cn~p(U) mod Q. 
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La démonstration fera l'objet des nos 45.1—54.3. 

45.1. Soit X* un réseau fermé correspondant à 3 (v- 8) et choisi arbitrairement; 
soient T* (1 g i g a0) les sommets de X* (v. 8) de manière que T* c= <r? (1 g i ga0); 

<*o 
posons R* = X Ti c R - 5 (v- 8)-

i = 1 
A chaque point aeR attachons un voisinage W(a) tel que pour 1 ^ i g a0: 

1° a eT? entraîne W(a) cz a?; 2° a e R - T? entraîne W(a) T? = 0. Soit W'(a) 
un entourage de a si petit que W'(a) c: W(a). L'espace R étant bicompact, il existe 
un nombre fini de points a = au a2,.am tels que les entourages correspondants 
Wr' = W'(ar) constituent un réseau 2B';57 soit encore Wr = W(ar) (l ^ r ^ m). 
On peut supposer qu'il existe un entier m' (0 ^ m' ^ m) tel que ar e R* pour 1 ^ r ^ 
^ m', are R — R* pour m' + 1 ^ r g m. Pour 1 g r ^ m' il existe un indice i 
(1 â i ^ a0) tel que ar e 7?, d'où ÎF/ <= Wr c <j? C fl - S. Pour 1 ^ i ^ a0, il 
existe évidemment un entourage H, de T* si petit que: 1° T* cz / / . c <7?; 2° ÏÎ̂ 'T* = 0 
entraîne W Ĵf,- = 0. Pour 1 ^ r ^ «j, soit Wt" un entourage de ar si petit que: 1° 
W;f c w;; 2° ar G T* entraîne Wr" c Ht pour 1 ^ i ^ oc0; 3° = 0 pour 1 g 
g r < s ^ m. Pour l ^ r g w i , soit Wun entourage de ar si petit que W"' c: W". 

Il existe évidemment un affinement 93, de 3 jouissant des propriétés suivantes: 
1° Pour Ve 93,, 1 g r < s g /n, on ne peut avoir simultanément VW" 4= 0, 
VWS" #= 0. 2° Pour Ve 23,, 1 ^ r ^ m, la relation VWr' 4= 0 entraîne V c= Wr. 3° 
Pour Ve 93,, 1 g r ^ m, la relation FM7/" * 0 entraîne V c= 4° 23! est un affine-
ment du réseau 9®'. 5° 93, est un affinement du réseau § dont les sommets sont les 
ensembles H, (l ^ i g a0) et l'ensemble R - R*. 6° Pour 1 g r ^ m' soit un 
réseau fermé dans l'espace W"" tel que chaque sommet de 90?r soit un sous-ensemble 
d'un sommet de 23,; alors l'ordre (v. 7.2) du réseau est Il résulte de 2.24 
que la condition 6° est réalisable, car dim W i = n, d'après 12.2.58 

45.2. Dorénavant, supposons que le réseau 3 e E soit un affinement de 23, et par 
suite de 3- Nous allons choisir une projection n = Pr. (3, 3)- Soit z un sommet 
de 3. Deux cas sont à distinguer. En premier lieu, soit z c= R — R*. Dans ce cas on 
choisira le sommet nz = Z de 3 de manière que ZS 4= 0; nous savons (v. 8) que 
c'est possible. En second lieu, soit zR% 4= 0. En vertu de la propriété 5° du réseau 93,, 
on peut choisir l'indice i (1 ^ i g a0) de telle façon que z c= H¿; on peut donc poser 
nz = <7°, car H,. c: La projection n n'est pas encore complètement déterminée 
et nous poserons tout de suite des conditions ultérieures. 

Choisissons un réseau fermé t correspondant à 3 (v. 8). Comme dans le n° 24, 
désignons par T? (1 g v g p0) les sommets intérieurs de 3 et par fv les sommets 

Po 
correspondants de t et posons R'0 = £ fv. D'après 8, on a R'Q + g = R, où g désigne 

v= 1 

5 7 On voit sans peine qu 'on peut s 'arranger de façon que le réseau 3B' soit arbitrairement fin. 
5 8 En effet, puisque K r ^ w ' , o n a W'" c W'r <=. R - S. 
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la somme de tous les sommets extérieurs de 3. Soit b e H7/" (l g r ^ m') et soit z 
un sommet de 3 contenant b. On a zW4= 0, d'où z c= W? d'après la propriété 3° 
du réseau Or W, cz R — S, car 1 ^ r ^ m'; donc z c R — S est un sommet 
intérieur de 3. Donc b e R — g a R'0, c'est-à-dire W™ c= R'0 pour 1 ^ r ^ m'. 
Il en résulte que les ensembles R7/" îv (1 ^ v ^ fi0) constituent (si 1 ^ r <; w') un 
réseau fermé dans M7"'. D'après la propriété 6° du réseau 33u on en déduit la validité 
de la remarque suivante: Si 1 ^ r G m', on peut indiquer un point br G WP"r tel que 
br e tv pour au moins n 4- 1 valeurs différentes de l'indice v (1 ^ v ^ p0). Pour 
m' + 1 ^ r ^ m, choisissons arbitrairement un point br e W"\ 

Pour 1 ^ r ^ m', il existe des indices i (1 ^ i g a0) tels que arGT*; soient 
io> '1» 'g t o u s c e s indices. D'après 8, on a 0 g q g n. D'après la remarque que 
nous venons de faire, on peut donc indiquer q 4- 1 valeurs différentes de v (1 g v g 
^ p0) telles que br G IV; soient v0, v l t . . . , ces valeurs. Posons pour 0 ^ h G q: 
7tT°h = C'est possible et c'est aussi d'accord avec les conditions déjà posées pour n. 
En effet: 1° Une valeur donnée de v (1 ^ v ^ p0) ne peut appartenir à la suite 
v0, v t , . . . , v̂  que pour une valeur de r (l ^ r ^ m') au plus; ceci résulte de la pro-
priété 1° du réseau 93j, car l'inclusion br G tv entraîne que T? W™ 4= 0, d'où T° cz W 
d'après la propriété 3° de 2° Pour 1 ^ r ^ m', 0 g h g q, on a z°h cz W'r\ 
comme nous venons de voir; d'autre part on a ar e T?, d'où WT" cz Hih d'après la 
propriété 2° des ensembles Wr"; donc r°h c Hih de manière qu'il est permis de poser 
m*H - «V 

45.3. A l'aide de 3, t et iz, construisons le réseau fermé % correspondant à 3 sui-
vant la manière expliquée au n° 24 et faisons usage des notations de ce n°. En parti-
culier, on a pour 1 ^ / ^ a0: Tf = où v parcourt toutes les valeurs (1 ^ v ^ y0) 
telles que nz® = of. Il en résulte que pour 1 g r g m', 0 g h ^ q> on a (dans les 
notations du n° 45.2) tVh cz Tih, d'où br e Tih pour 0 ^ h ^ q. Inversement, suppo-
sons que, pour de certaines valeurs de i et de r (1 g i g a0, 1 ^ r ^ m) on ait 
l'inclusion br e Il existe alors une valeur de v (l v G y0) telle que bre iv, 7TT° = 
= of. D'après nos conventions relatives à la projection 7r, on a donc l'inclusion 
Ty cz Hi. Or bretvŒ t?, br e W;" cz Wr\ donc HtW; 4= 0 et par suite Tf Wr' 4= 0 
d'après la propriété 2° de Hr Or FF/ c: Wn d'où T?Wr 4= 0 ce qui entraîne areT'* cz 
cz R*. Donc 1 ^ r ^ m' et i = ih pour une certaine valeur de h (0 g h g ¿7). 

Nous avons donc prouvé que pour 1 ^ r m, 1 ^ i ^ a0 les deux inclusions 
G T* et br e Tt sont équivalentes. On en déduit le Lemme: Le réseau 2B' (aux 

sommets W[9..., possède la propriété suivante: pour 1 g / g a0, 1 g r ^ m: 
1° br e Tf entraîne c 2° br e R - Tt entraîne W;Tt = 0. 

Démonstration. 1° Soit br e Tf; alors areT*\ donc w; cz Wr cz a?. 2° Soit 
bre R — Ti', alors are R — T'*, donc WrT* = 0. Supposons, par impossible, qu'il 
existe un point c e W^T^ D'après la définition de % il existe une valeur de v (1 g v ^ 
g a0) telle que c e tv cz cz H¡. On a donc W^Ht 4= 0, d'où ÎF/T* 4= 0, ce qui 
donne la contradiction WrT* 4= 0. 
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45.31. Nous avons remarqué (v. 57) que le réseau 2B' peut être supposé arbitraire-
ment fin. Nous voulons profiter de cette remarque. Soit Bt un ensemble ouvert tel que 

(1) A c Bt c c B . 

Nous supposerons que le réseau W soit choisi de manière qu'il jouisse de la pro-
priété suivante (v. 1.2): Si Wr'A * 0, Wr'Ws' 4= 0, on a WJ c Bx. 

45.4. De la démonstration faite au n° 25.2 du théorème du n° 25 on déduit sans 
peine qu'il existe un affinement 932 de 93! jouissant de la propriété suivante: Suppo-
sons que le réseau 3 G E soit un affinement de 932. On peut choisir la projection n = 
= Pr. (3, 3) (satisfaisant aux conditions du n° 45.2) de manière que Kn~p(op

i9 U) 4= 0 
pour 1 ^ i ^ ocp dans chaque réseau commode suffisamment fin. 

Dorénavant on suppose 3 et 7c choisis de manière que cette propriété soit vérifiée, 
ainsi que le lemme du n° 45.3. 

46. Lemme. Soit U un réseau commode (relativement à 3 + Soit Cn"p(U) 
une (n - p, U)-chaîne élémentaire (v. 19.1) telle que Cn~p(U) 0 modR - R0. 
On peut attacher à chaque combinaison r0, ri9 ..., rh (0 ^ h ^ p — 1), d'indices 
1, 2, . . . , m une(n - p + h + 1, U)-chaîne élémentaire d e m a n i è r e Que: 

1° chaque simplexe 4=0 mod R — R0 de la chaîne F Dn
r"p+1(U) - Cn"p(U) (1 ^ r ^ 

^ m) est situé dans R - Wr'; 2° pour 0 ^ h ^ p - 1, D"'/^1^) est une fonction 
alternée des indices r0, rl9 ..., rh; 3° pour chaque combinaison r0, r l 9 r h (1 ^ h ^ 
g p — 1), chaque simplexe 4=0 mod Rr— R0 de la chaîne 

F - i ( -1)" 
u = 0 

h 
est situé dans R - J] Wr\ 

u = 0 

Démonstration. Soit Cn'p(U) = % cê K"-'(af, ti). D'après 19.1, 1° et 3° 
¿=1 

(1) E ijici = 0 p°u r 1 = j = ap+i -39 

» = 1 

Pour 1 ^ r ^ m, soit Nr l'ensemble de toutes les valeurs de i (1 ^ i ^ a0) telles 
que br G Ti (br étant les points du lemme du n° 45.3); les a°i9 i e N(r) sont les sommets 
d'un 3-simplexe intérieur que nous désignerons par c(r). Plus généralement, pour 
chaque combinaison r0, rl9..., rh (0 ^ h ^ p — 1) soit a(r0, rl9..., r̂ ) la face 
commune de dimension maxima des h + 1 3" simple x e s °"(ro)> °"(ri)> G{rh)-

Ceci étant, posons pour chaque combinaison r0, r , , . . . , rh (0 ^ h ^ p — 1) 

i 
5 9 Ces équations ne disent rien dans le c a s / ? = / * . 
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où la sommation se rapporte à toutes les valeurs de i (1 ^ / ^ telles que 
ap-h-1 s oj t u n e f a c e simplexe c(r0, rl9..., r*) et où les nombres xrj°ri"'rh e 91 sont 
des fonctions alternées des indices supérieurs. 

Or on déduit sans peine du lemme du n° 45.3 que, si le simplexe a\ (0 g k ^ n9 

1 ^ i ^ ak) n'est pas une face de <r(r0, rl9..., rh)9 la chaîne Kn~k(ak
i9 U) est située 

h 
dans R — f ] Wr'u. Il en résulte aisément (v. 19.1, 1° et 3°) qu'il suffit de déterminer 

u = 0 

les nombres ^°r i-rh de manière que l'on ait 

i=l 

pour 1 g r fg m et pour toutes les valeurs de j (1 ^ j ^ ap) telles que opj soit une 
face de a(r); 

¿=1 u = 0 

pour chaque combinaison r0, r l 9 . . . , rh (1 ^ h g p — 1) d'indices 1, 2, . . . , m et 
pour toutes les valeurs de j (1 g j ^ telles que cpj~h soit une face de 
cr(r0, r , , . . . , rh). 

Pour voir que ces conditions sont réalisables, choisissons une combinaison r0 ,r l v . . 
rh (0 ^ h ^ p — 1) et supposons que les indices i9 j9 k parcourent resp. toutes 

les valeurs (1 ^ i g <xp-h-l9 1 è j è ap-h9 1 g k ^ ap_h+1) telles que af"*"1, 
1 soient des faces de a(r09 rl9..., rft). Considérons le système d'équations 

linéaires pour les inconnues zt e 9î 

w = 
i 

Pour que ce système possède une solution, il faut et il suffit que les nombres Uj e 9Î 
satisfaissent à ôp_h — Qp-h-i conditions lin. indépendantes, où ôp_h désigne le 
nombre des (p — /i)-faces du simplexe a(r09 ri9..., rh) et Qp-h-.i est le rang de la 
matrice O/Jf*"1). Or le (p — /i)ème nombre de Betti du simplexe a(r0, rl9..., 
étant égal à zéro, on a ôp .h — Qp-h-! = Qp-h = rang de la matrice (rfpJ~h). D'autre 
part, on voit sans peine que (*) entraîne Yflkjuj — c a r Y/lkflj^1 = Le rang de la 

J J 
matrice (rj%j h) étant égal à ôp_h — Qp-h- l9 on voit que le système 

(**) TflljUj = 0 
j 

donne la condition nécéssaire et suffisante pour la résolubilité du système (*). En 
faisant usage de ce critère et en s'appuyant sur les équations (l) on voit sans peine 
qu'il est possible de construire successivement les nombres x

r°ri'"rh.60 

6 0 II faut tenir compte de ce que a(r0, rl9...9 rh) est une face de a(ri,..rh). 
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46.1. Remarque. On voit sans peine que Ton peut s'arranger de façon qu'on 
ait 0ro7,p..îrh+I(*O + 0 seulement si un des indices r0, r u ..., soit r, jouit de la 
propriété que br e T(<t?) pour une valeur de i (1 g i ^ ap) telle que le coefficient cf 

de U) dans la chaîne Cn"'(U) soit 4=0. 

47.1. Nous allons démontrer le théorème du n° 44 dans le cas p = 1. L'espace R 
étant normal, il existe deux ensembles ouverts Qx et Q2 tels que 

S{ cz cz Q2 C= CZ Qt Œ Œ Î2 . 

Soit ty un réseau gén. tel que 1° chaque sommet de s}3 est un sous-ensemble d'un 
sommet W'r du réseau 2B' (v. 45.1); 2° pour chaque sommet P de $ on a PQ2 = 0 
ou bien P cz Ql. On voit sans peine que existe. Déterminons un affinement Q 
de ty ainsi qu'une projection n' = Pr. (G, p̂) jouissant de la propriété du n° 14.2. 
Soit 93 un affinement du réseau 93 2 (v. 45.4) et donc aussi de 931 (v. 45.1) tel que 1° 
Ve 23, VSi 4= 0 entraîne V cz Qt; 2° chaque sommet V de 93 tel que VSt = 0 est 
un sous-ensemble d'un sommet de Q. 

Supposons que 3 soit un affinement de 23. La suite 1,2, . . . , /?0 des indices v se 
divise en deux classes N', N" d'après la convention suivante: v eNf (v e N") signifie 
que C (T° — Qt 4= 0). Soit v e N". Alors il existe un sommet G(T°) de tel que 

<= Posons P(T?) = n Q(T?). Il existe un indice r(v) (1 ^ r(v) ^ m) tel que 
P(TJ) <= Wr\vy On a P(TJ) C Qx ou bien P(T?) = 0. 

Pour chaque réseau U commode relativement à 3 + t considérons l'ensemble 
M(U) de toutes les (n — 1, U)-chaînes Cn_1(U) dans A élémentaires par rapport 
à 3 + X et telles que Hn(U) -> C ' ^ U ) mod R - R0 pour une (n, U)-chaîne 
Hn(U) cz A L'ensemble M(U) est un module fini; désignons par s(U) son rang. 
On a 0 ^ 5(11) g n. Par suite l'ensemble de toutes les valeurs de s(U) admet un 
minimum s0. Lorsque Ut est un affinement de U, on voit sans peine (v. 19.1, 3° et 
19.2) que ¿(il,) g s(U); par suite l'égalité s(U) = s0 entraîne ¿(H,) = s0. 

Désignons par <P la famille de tous les réseaux commodes (relativement à 3 -f t) 
U jouissant des propriétés suivantes: 1° U e U, L/Î2, 4= 0 entraîne U cz Q; 2° U e U, 
U - Q2 4= 0 entraîne U R - R0 = 0;6L 3° U e U, Ut°v 4= 0 (1 ^ v ^ fi0) entraîne 
U cz T?; 4° G"(U) ~ 0 mod (R - Q(TJ)) pour v e N" (v. 17.5); 5° s(U) = s0. On voit 
sans peine que U e <P entraîne que pour chaque affinement commode Ut 

de U. 

47.2. Pour démontrer le théorème du n°44 dans le cas actuel p = 1, supposons 
que Cn_1(U) e M(U), U étant un réseau de la famille Soit Hn(\X) une (n, U)-chaîne 
dans A telle que Hn(U) Cn_1(H) mod R — R0. On doit démontrer qu'il existe une 
(n, U)-chaîne £n(U) dans B élémentaire relativement à 3 + t et telle que En(\ï) —• 

Cn_1(U) mod Q. Il suffit donc de prouver qui'l existe une (n, U)-chaîne £"(U) 
élémentaire relativement à 3 + t et telle que Hn(U) = £n(U) mod Î2. 

6 1 D'après 8, on a R — R0 c S\, de sorte que Q2 est un entourage de R — R0. 
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D'après 8.33, chaque simplexe (pn de Hn(U) est (relativement à 3 H- t) d'espèce T"1 

ou d'espèce ij , où 1 ^ v ^ /?0. Si <pn est d'espèce T -1 , on a (v. 8.32) q>n = 
= 0 mod R — R'0 c R — R0 c Q. Si (pn est d'espèce où v e N', on a c Qt; 
or chaque sommet U de <pn rencontre de manière que U c Q d'après la propriété 
1° de la famille <P; donc, ici encore, on a cpn = 0 mod Q. 

Considérons le cas où le simplexe <pn de Hn(U) est d'espèce r®, où veJV". On 
a x j c Q(T?) C P(T?) C: W/(v). Lorsque P(T°) C Qu on a de nouveau q>n = 0 mod Q; 
supposons donc que P(t®) — Î2J 4= 0 ce qui entraîne que P(t°) Q2 = 0-

Il suffit donc de démontrer l'énoncé suivant: Soit v 6 N\ P(T?) Q2 = 0. Soit En
v(U) 

cette partie de la chaîne Hn(U) dont les simplexes sont d'espèce Il existe un nombre 
c e tel que EJ(U) = c kn(x°v9 U). 

Soit Ule <P un affinement de U normal par rapport aux cycles mod (R — P (T ° ) ) , 

pour chaque v e N". Comme s(U) = s0, o n v ° i t s a n s peine qu'il existe une (n — 1, Ux)-
chaîne C " " 1 ^ ) E Af(U,) telle que C""^«) = n Cn_ 1(XÎ1) mod R — R0, TC = 
= Pr. (Ut, U). Il existe une (n, U^-chaîne //"(U^ dans A telle que /T(u i ) C " ' 1 ^ ) 
mod R — R0. On peut donc supposer que Hn(VL) = n Hn(lli). 

Ceci étant, d'après le lemme du n° 46, il existe une (n, U^-chaîne Dn(Uj) élémentaire 
[relativement à 3 + ï e t par suite aussi relativement à 3 -h t, v. 24 (3)] telle que 
C ' ^ U , ) - F D^Uj) c R - R0 -h {R - W;(v)). Comme P(T°V) C Wr'(v), on a P ( T ? ) 

( R - W/(V)) = 0. Comme P ( T ? ) Î2 2 = 0, G2 ST ZD R - R0, on a R - R0 Œ 

c i ? - P(T?). Par suite C"" 1 ^) - F D " ^ ) c K - P( TJ). D'autre part //"(U^ -
- Cn_1(U) mod R^^Rq C K - P(T?). Par suite /T( u i ) - D^U,) est un (n, Ut)-
cycle mod (R - P(T?)). Or soit (v. 19.2) D"(U) une (n, U)-chaîné élémentaire telle 
que D"(U) = n D"(U^ mod R^Rq. Evidemment H"(U) - D"(U) est un (n, U)-cycle 
essentiel mod (R — P(T°)). D'après 14.2, il existe deux nombres cl9c2eSR dont un 
au moins +0, tels que ct [Hn(U) - Dn(U)) + c2 Gn(U)~ 0 mod (R - Q(Tv

0)). On 
a c1 4= 0 d'après la propriété 4° de la famille <P. Donc il existe un nombre c0 e 9Î tel que 
Hn(U) - D"(1X) - c0 G"(U) ~ 0 mod [.R - G(T?)]. Il existe donc une (/t, U) -chaîne 
Xn(lï) c R - Q(TJ) et une (n + 1, U)-chaîne Y"+1(U) telles que 

(*) Hn(U) = Dn(U) + Cq G"(U) + Xn(U) 4- F Yn+1(U). 

Or soit cpn un (n, H)-simplexe d'espèce t? et soit U un sommet de cpn. On a Utv 4= 0, 
d'où U C d'après la propriété 3° de la famille Puisque C Q(T°), la chaîne 
Xn(U) ne contient aucun simplexe d'espèce Puisque U c= T? C Q(T°) C P(T°) C: 
c R — Î22, 1/ ne peut rencontrer aucun sommet U' de U tel que U'S 4= 0 (v. 8.1, 
2°). D'après 8.1, 3° il en résulte qu'aucun simplexe de la chaîne F 7 , ,+1(U) n'est 
d'espèce t?. L'inclusion U c: R — Q2 montre encore que (pn 4= 0 mod R — R0. 
De (*) il résulte maintenant que En

v(U) est cette partie de la chaîne Dn(U) 4- c0 Gn(U) 
dont les simplexes sont d'espèce v. Donc [v. 19.1, 2°, 3° et 4° ainsi que 24, (3)] il 
existe un nombre c e 9Î tel que E"(VL) = c k"(t?, H). 

48. Le théorème du n° 44 étant démontré pour p = 1, supposons dorénavant que 
2 û P Û n . 
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49.1. L'espace R étant normal, il existe un en semble ouvert Qt tel que 
St cz cz a c Q. Soit ^pj"1 un réseau gén. jouissant des propriétés suivantes: 
1 7 G ^ ï " 1 » PBI 4= 0 entraîne P cz B [v. 45.31 (1)]; 2° a étant un point quelconque 
de R — S, il existe un sommet du réseau $B' du n° 45.1 contenant la fermeture de tous 
les sommets de ^Pf1 qui passent par a (v. 4.3 et 4.4); 3° la fermeture d'aucun som-
met de ÇJ"1 ne rencontre simultanément Sx et R — Qx. 

49.2. En partant du réseau gén. ^Pï"1, construisons les réseaux gén. 
^ (0 ¿h ^ p - 2) ainsi que W 1 , selon la manière 

expliquée dans le n° 29, en y remplaçant p par p — 1. 
50.1. Supposons que 3 soit un affinement du réseau 93 = 932 du n°45.4 (et donc 

aussi du réseau 93! du n° 45.1) et que 3 soit un affinement mod S de = ^P?"1. 
Pour 0 ^ / i g p - 2 , 1 g v ^ f t attachons à TJ des sommets PÎ(TJ), Ph

3(TJ), 
Ph2(TÎ), PÎW), PW), Q\<) resp. de <p*, <p*3, <P*2, <p*lf <P\ pour 1 £ v £ pp.x 

attachons à t?"1 des sommets P?"1«"1)» ^ ï " 1 ^ " 1 ) resP- d e 

*» Ceci soit fait selon la manière expliquée au n° 30, en y remplaçant p, 3 , 
resp. par p - 1, 3, ij. 

50.2. Les réseaux gén. P̂Î (0 g h g p — 1) étant des affinements de ^Pï~\ il 
résulte de 49.1, 2° qu'on peut attacher à chaque v (1 g v g po) un sommet W/(v) 

du réseau 2B' de manière que Pj( T$) CZ W/(v) pour 0 ^ / i g p — l e t pour chaque 
valeur de A (1 X G telle que soit un sommet de TJ. 

50.3. Les réseaux gén. <PÎ (0 g h ^ p — l) étant des affinements de ^Pï"1, on ne 
peut pas (v. 49, 3°) avoir simultanément P\(tJ) - ^ 4= 0, PÎ(tÎ) . R - R0 4= 0 
(0 g h ^ P - 1,1 g v ^ fik). 

51. Désignons par $ la famille de tous les réseaux U commodes (relativement à 
3 + t) tels que: 1° pour 0 ^ h ^ p - 2, 1 ^ v ^ Ph, U e U, la relation U P*(TÎ) 4= 0 
entraîne U c PJ(tÎ); 2° pour 0 g fc ^ p - 2, 1 ^ v g ph, 1/gU, la relation 
U P%TJ) 4= 0 entraîne U cz P*^); 3° pour 1 ^ v g Pp.u U G U, la relation 
U P r ' W " 1 ) + 0 entraîne U cz P?" 1^" 1); 4° pour 1 ^ v g jj0, 17 G U, les rela-
tions UA 4= 0, U Pï(T°v) 4= 0 entraînent A P ? « ) 4= 0; 5° pour 1 ^ v ^ Pp_u on 
a Gn(U) ~ 0 mod (R - P?"1^?"1)); 6° pour O g / i g p - 2 , 0 ^ fc ^ p - 2, 1 g 
g v ^ Phi 1 ^ p ^ Pk9 les indices v et p étant tels que les noyaux de TJ et de aient 
un point commun, la relation U t(T*) 4= 0 (où U e U) entraîne U c: P*(TJ); 7° pour 
1 â ^ = io» v ^ Pp-les indices >1 et v étant tels que T® est un sommet de TJ-1, 
la relation Utx 4= 0 (où U G U) entraîne U G P?" 1 «" 1 ) ; 8° pour U e U, la relation 
W + 0 entraîne U P?(T?) = 0 pour 1 g v g po; 9° pour U\ U" G U, les relations 
t/'S 4= 0, t/"!^ 4= 0 entraînent U'U" = 0; 10° on a s(U) =minimum, s(U) désignant 
le rang du module M(U) de toutes les (n — p, U)-chaînes C"~P(U) dans A élémentaires 
(v. 19.1) par rapport à 3 + % et telles qu'il existe une (n — p + 1, U)-chaîne 
Hn~p+i(U) dans A telle que Hn-p+1(U) Cn-p(VL) mod R - R0; 11° pour 0 g fc ^ 
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^ p - 1, 1 g v g ph9 UeVL la relation U PÎ(TJ) 4= 0 entraîne U c pour 
chaque sommet T® de T*; 12° U G U, L/I^ + 0 entraîne U ci Q. 

On voit sans peine (v. 32 et 47.1) que la famille <P est parfaitement complète. 
Nous démontrerons que l'énoncé du n° 44 est vrai pour chaque H e 

52.1. Choisissons un réseau H = U0 e <P et déterminons les affinements successifs 
Uh e (1 g h ^ 2p — 1) selon la manière expliquée au n° 33, en y remplaçant p9 3 , 
a) resp. par p - 1, 3, ij. Soit tt, = Pr. (U„+1, U„) (0 ^ h ^ 2p - 2). 

52.2. Supposons donnée une chaîne Cn""p(U0) e M(U0) (v. 51, 10°). On doit 
démontrer (v. 44) qu'il existe une (n — p 4- l)-chaîne £""J,+1(U0) dans B élémentaire 
par rapport à 3 4- t et telle que En~p+1(U0) Cn"p(U0) modÔ. Comme s(U0) = 
= minimum, il existe pour 1 ^ h g 2p — 1 une chaîne Cn~p(Uh) e M(Uh) telle que 
nh Cn'p(Uh+i) = Cn-p(Uh)modR - K0pourO ^h^lp- 2. Puisque C ' ^ U ^ - O e 
eM(lÎ2 p-i) , il existe une (n — p + 1, U2p_i)-chaîne Hn~p+1(U2p-.1) dans A telle 
que Hn~p+1(U2p-1) Cn~p(Xï2p_t) mod R — R0. Convenons généralement, si on 
a déterminé (pour 0 g h g 2p — 2) une certaine UA+1-chaîne de désigner 
par D(Uh) la chaîne nh D(Uh+1). Alors, pour 0 g h g 2p - 1, Hn",,+1(UA) est une 
(n - p + 1, U^)-chaîne dans A telle que Hn'p+1(Vih) C'p(Uh) mod ÎT^R'Q. 

53.1. Rangeons les sommets intérieurs de 3 dans la suite TJ, T2, . . . , T£0 de telle 
façon qu'il existe un entier fi'0 (0 g p'0 ^ po) tel que P?(iv) — 4= 0 pour 1 g v g 

^ Po> PÏ(TV) c P o u r Po + 1 ^ v ^ P o u r 1 ^ h ^ n, rangeons les /i-sim-
plexes intérieurs de 3 dans la suite x\9 T2, ..., rjh de telle façon qu'il existe un entier 
p'h (0 ^ P'h ^ /?,,) tel que 1° pour 1 ^ v g P'h9 on a A P'0 pour chaque sommet t° 
de T̂ ; 2° pour P'h 4- 1 G v G ph9 le simplexe TÎ possède un sommet T° tel que P'0 < A. 
Si 0 g h g p - 1, 1 g v g p'h9 on a PJ(TÎ) - Qt 4= 0; en effet, d'après 51 (v. 30) 
on a P ? ( T ° ) C: PJ(T*) pour chaque sommet T° de TJ. 

53.2. Lemme. On peut attacher à chaque couple d'indices h9 v, où 0 g h <; p — 2, 
1 ^ v g P'h9 une (/î - p 4- h 4- 2)-chaîne n~p+h+2(zh

v9 l^) dans B de manière que: 
1° pour 1 g v g p'0 il existe une (n — p 4- 1, U^-chaîne élémentaire (rel. à 3 4- t) 
£ r P + 1 ( U i ) t e l l e 1 u e l a c h a î n e 

F U-p+2(x0
x9Ux) - H""'-1-1^) + £rP+1(Ui) 

ne contient pas des simplexes situés dans PÎJ(T°); 2° pour L ^ V ^ 
^ P'h+i9 il existe une (n — p 4- h 4- 2, H^-chaîne élémentaire (rel. à 3 4- t) 
En

v-p+h+2(U1) telle que la chaîne 

FLn-P+h+3(tJ+i>Ui) _ S ^ L - - ^ 2 ^ , « 0 + £r p + * + 2 (U , ) 
M=1 

ne contient pas des simplexes situés dans P f (TJ+1); 3° pour 1 ^ v ^ Pp^1 il existe 



260 

une (h, U^-chaîne élémentaire (rel. à 3 4- t) E"V(Utelle que la chaîne 

soit un (w, £)-cycle mod (R - PJ*1^"1))-
La démonstration sera donnée dans les nos 53.21 — 53.25. 

53.21. D'après le lemme du n° 46 [v. aussi 24 (3)], on peut attacher à chaque 
combinaison r0, ru ...9rh (0 ^ h ^ p — 1) d'indices 1, 2, . . . , m une chaîne 
^r0MP.»rh

+1(^2p-i)> fonction alternée de r0, rl9..., rh, de manière que: 1° 

(1) F ¿r,+1(Hif->) - = R^Ro +(R- w;) 

pour 1 g r g m; 2° 

(2) F ^ v r r ^ p - i ) -
u = 0 

<= + ( R - n w / j 
u = 0 

pour chaque combinaison r0, ru ..., (1 ^ h ^ p — 1) de 1, 2, . . . , m. 
Ceci étant, soit 0 ^ / i g p — 1, l g v g ^ e t soient t50, t^, ..., tous les sommets 

de Ty écrits dans un tel ordre que 

Tv = + (tAo> TAI> •••» TAh) • 

Distinguons deux cas. En premier lieu, supposons que les indices r(A0), ^A,),..., r(Xh) 
ne soient pas tous distincts; on pose dans ce cas £y~p+/,+1(U2p_i) = 0. En second 
lieu, les indices r(A0), r(Aj),..., soient distincts l'un de l'autre; on pose dans 
ce cas £ r p + * + 1 ( U 2 P - i ) = ( w O V O -

Or je dis que: 1° pour 1 g v ^ 

(3) F £r P + 1 (U2 P - i ) - C - ' i U ^ O c= K - PÎ(T?) ; 

2° pour 1 ^ / i ^ p - l , 1 ^ v ^ f t 

(4) F £r p + " + 1 (»2p- i ) - ï i ; ; 1
 c * - ^ . 

/i=l 

Supposons, par impossible, qu'il existe un couple h, v (0 ^ h ^ p — 1, 1 g v g ft) 
tel que la relation (3) ou (4) correspondante ne soit pas vraie. La chaîne considérée 
contient alors un simplexe (pn~p+h qui n'est pas contenu dans R — PÎ(TJ), de manière 
que 3 c JPÎ^V)» 3 étant le noyau de (pn~p+h. Le simplexe TJ tombe nécessairement 
sous le second des deux cas distingués plus haut, car on voit sans peine qu'autrement 
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la chaîne considérée serait égale à zéro. D'après (1) et (2), on a donc 

3 F ^ R Q + [ 3 - I l Wr{Xu)\ * 0 • 

u = 0 

Mais la supposition 1 g v ^ fa donne (v. 53.1) PÎ(tJ) - Qt 4= 0, d'où (v. 50.3) 
P\(xj) . R - R0 = 0 et donc 3 R - R0 = 0; d'autre part, puisque 3 c P?^), 

h 
on a 3 c n r̂'(Au) d'après 51,11°. Incidemment, nous avons remarque que 

u = 0 

(5) PÎ(tÏ)*. K - = 0 pour 0 ^ / i ^ - U ^ v ^ ; . 

D'après 19.2, il existe des chaînes élémentaires rel. à 3 + t: E"v~p+h+1(Uk) (0 g h ^ 
ft) telles que % = ^ ' P + ; , + 1(Ufc) 

pour 0 g /c g 2p — 2. Les relations (3) et (4) restent naturellement vraies si on y 
remplace U2 p-i par Ufc (0 ^ fc g 2p — 2). 

53.211. Il résulte de la remarque du n° 46.1 qu'on peut s'arranger de façon qu'on 
ait En

v~p+h+i(VÍ2P-í) 4= 0 seulement s'il existe un sommet t" de xh
v tel que br{X) e t(rj), 

l'indice n (1 g n g fip) étant tel que le coefficient de kn~p(tJ, U2 p-i) dans la chaîne 
C""p(U2P-i) soit 4=0 [v. 40(3)]. On a alors la propriété suivante: En

v~p+h+í(VÍ2p^,) 4= 
4= 0 (0 g h g p - 1, 1 ^ v ^ PÍ) entraîne que P ^ ) c Bi. 

Démonstration. Soit T° le sommet de th
v tel que briX) G Î(TP) et soit T° un sommet 

arbitraire de zp de manière que 6r(A) e P?(T°). Soit U un sommet d'un simplexe de la 
chaîne kn~p(xp, U^.j) . La chaîne C~P(U) étant située dans A, on a VA 4= 0; d'autre 
part C7P?(t®) 4= 0 d'après 19.3. Comme U 2 p - i 6 Í , il en résulte (v. 51, 4°) que 
A P°(T°) 4= 0. Le réseau gén. étant un affinement de ^ J " 1 , on déduit de 49.1, 
2° qu'il existe un indice s tel que P?(T°) C Comme ftr(A) e P?(T°), ;4 P?(T°) 4= 0, 
on a W;'(jl). If/ 4= 0, 4= 0, d'où Wr'(x) a Bl d'après 45.31. Or on a P j « ) c FFP'(A) 

d'après 50.2. 
53.22. (Cf. 34.1.) Soit 1 g v ^ ft. Comme 

H""p+1(U2p.,) - C - ' i U ^ - O m o d / T ^ , 

on déduit de (3) et (5) que 

(6) F[_H»-p+\VL2p.x) - c= K - P?(t?) . 

Désignons par HN~P+1(T?, U2 p-i) cette partie de la chaîne HN~P+1(U2P_I) -

— £""p+1(U2/,_1) dont les simplexes sont situés dans PI(T°) et soit 

(7) r " - " ( u 2 p _ , ) = F H'-T?, i l , , - , ) . 

Soit <pn-J7 un simplexe de la chaîne /"""'(^p-i)- Evidemment <pn~p est situé dans 
PÎ(TJ). Plus précisément on peut prouver que est situé dans P?(T°) — P?(T°). 
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A cet effet, il suffit de démontrer qu'aucun sommet U de çn~p ne peut rencontrer 
p2(T°). Supposons le contraire. D'après 51, 2° on a alors U c P?(r?). Il résulte donc 
de (6) que U est un sommet de 

(*) - £ R P + 1 ( W 2 p - I ) - H " - ' + 1 ( T ? , C / 2 p - i ) , 

ce qui est une contradiction, car U c P?(t°), tandis qu'aucun simplexe de la chaîne 
(*) n'est situé dans P?(T°). Il est ainsi démontré que rn"p(VL2p_ I) est un (n — p, U 2 P _ I ) -

cycle dans P?(T?) - P2(T?). Donc R N " P ( U 2 P _ 2 ) est un (n - p, U2p_2)-cycle essentiel 
dans P?(T°) — P5(TJ). Par suite, il existe une (n — p + 1 , U2p_2)-chaîne 

(8) J ) r f t l ( V 2 ) c ^ ) - p K ) 

telle que 

(9) H"-»+l(tv°, U2 ,_2) - Dr p + 1 (U 2 p - 2 ) 

est un (n — p + 1, U2p_2)-cycle, situé nécessairement dans P°(r°). Donc 

est un (w — p + 1, U2p_3)-cycle essentiel dans P°(T"), de manière qu'il existe une 
(n - p + 2, U2p_3)-chaîne I R * + 2 ( T V ° , U2p_3) dans Q°{T?) telle que 

L"-p+2(tv°, U2p_3) - H»-p+i(T°v, U2p.3) - DrP+1(U2p-3) • 

D'après (9) on a pour 0 ^ k g 2p - 3 (v. la fin du n° 53.21) 

(10) FL"-p+2(tJ, Ufc) - + = 
= u,) + £ r p + 1 N - W ] - Dn

v-p+1(nk). 

Chaque simplexe (pn~p+i de la chaîne [ . . .] à droite de (10) est (v. 19.2) la pro-
jection d'un U2p .^-simplexe \jjn~p+1 et, en vertu de la définition de la chaîne 
Hn~p+1(T?, XI2P— I) , le simplexe i/jn-p+l n'est pas situé dans PJ(T?). Par suite le noyau 
de \l/n~p+1 est un sous-ensemble de R — P?(T?)> donc le noyau de cpn~p+1 rencontre 
R — PJ(TV); il en résulte qu'aucun sommet U de cpn~p+1 n'est un sous-ensemble de 
JPJ(Tv°), d'où (v. 51, 2°) u F f f i ) = 0 pour chaque sommet U de (pn~p+1. Donc 
ÇH-P+1 n»est p a s s i t u é d a n s p ^ = p0(T0). D'après (8), chaque sommet U de 
D;- '+ 1(U0 rencontre R - P ^ ) , d'où U P°4(TJ) = 0 d'après 51, 1°. Il est ainsi 
démontré qu'aucun simplexe de la chaîne (10) n'est situé dans P£(T°), ce qui est 
d'accord avec 53.2, 1°. 

53.23. (Cf. 34.2.) Supposons généralement que, pour une certaine valeur de h 
(0 è h ^ p - 3) on ait déjà attaché à chaque rj (l ^ v ^ pj) une (n - p + h + 2, 
U2p_2fc_3)-chaîne Ln~p+/,+2(iJ, U2p_2/l_3) dans Q ^ ) de manière que pour 1 ^ v ^ f t 



263 

aucun simplexe de la chaîne62 

(11) FL--*+*+2(tJ, uk) - ' j f i j ! ; 1 uft) + 

(0 g fc g 2p - 2ft - 3) 

ne soit situé dans P^TJ). Il s'agit d'attacher à chaque TÎ+1 (1 g v g ft+i) une (n — 
- p + /i + 3,U2p_2/l_5>chaîne L- ' + f c + 3 ( t ; + 1 . "îp-îm-î) dans r W " 1 ) de 
manière qu'aucun simplexe de la chaîne 

FL n -^ h + 3 ( t : + i , IQ - ^ + En
v-p+h+\uk) 

(0 ^ k g 2p - 2ft - 5) 

ne soit situé dans P4+1(tÎ+1). On arrive à ce but par un procédé presque identique 
à celui du n° 34.2 de manière qu'il ne semble pas nécessaire de répéter ici cette con-
struction. Au lieu de Mn~p+h+i(oh

i
 + i, U2p_2h .1), p. ex., on doit maintenant poser 

T Î + 1 , U 2 J , _ M . , ) = 

= î u2p_2„_3) + £rp + h + 2(U2P-2 ( 1-3) • 

Pour démontrer qu'aucun simplexe de la chaîne F Mn~p+h+2(ij+1, U2p_2/,_3) n'est 
situé dans P 2

+ 1 ( T Î + 1 ) , on doit s'appuyer sur le fait que la chaîne 

(12) F ErP+fc+2(U2p-2»-3) ~ î r,l E»->+h+1{U2p-2h-3) 
M=1 

possède la même propriété; la validité de ce fait résulte de (4) en vertu de 51, 2°. 
53.24. (Cf. 34.3.) En procédant de la manière indiquée on finit par construire les 

chaînes n(rp~2, 1^) (1 g v g Pp-i) e t o n démontre comme dans 34.3, en s'appuyant 
de nouveau sur (4), que la chaîne 

M\xp
v- \ u o = pf \ p ; 2 L"(Tj-2, u o + E f l a j (1 £ v £ 

/t=l 

est un (n, U^-cycle mod Pp
x'l{^'1) - P p

2 ~\< ' 1 ) dans P ^ 1 ^ ' 1 ) . 

53.25. (Cf. 34.4.) Si l'indice v (1 ^ v ^ fi'0) est tel que P ^ j f j n'est pas un sous-
ensemble de Bl9 on a E"~p+i(U2p-i) = 0 d'après 53.211. En outre on a ,4 Pj(TJ) = 0; 
en effet, puisque (v. 50.2) Pj(iv) dans le cas contraire on aurait A 4= 0, 
d'où (v. 45.31) Wr[x) c: ce qui donnerait la contradiction P ? ( T ° ) C= f*1# Il en ré-
sulte que (v. 53.22) Hn~p+1(xy, Xlip-i) — en effet, U étant un sommet d'un simplexe 

6 2 Pour h — 0 on doit remplacer (11) par le premier membre de (10). 
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(p de cette chaîne supposée non vide, <p est (puisque /7+1(U2p-i) = 0) un simplexe 
de la chaîne Hn~p+1(H2p.1) située dans A, d'où VA 4= 0; d'autre part, V P?(TJ) 4= 0 
d'après la définition même de //"~p+1(Ty, U 2 P - I ) ; comme l ^ ^ e i , on arrive 
(v. 51,4°) à la contradiction A P?(t?) 4= 0. Puisque U2p_j) = 0, on voit 
sans peine qu'il est permis de poser L ' ~ P + 2 ( T ° , U 2 P _ 3 ) = 0. 

On démontre de la même manière qu'on peut supposer que j?-p+h+2(TJ? U2p_ 2/l _ 3) 4= 
4= 0 seulement dans le cas où le simplexe ij possède un sommet tel que P?(t^) <= Bt. 
Or la chaîne Ln-p+h+2(tJ, U2p_2/l_3) est située dans G*(TÏ); comme P?(T )̂ . Q*(TÎ) z> 
3 4= 0, l'inclusion P?(T2) C entraîne ^ Q\TJ) 4= 0, ce qui donne Q*(TÎ) CZ B 
(v. 49.1, 1°), car est un affinement de ÇJ*1. Donc les chaînes Ln~p+h+2 

(Tvy^2P-2h-3) e t Par suite aussi les chaînes n~p+h+2(t*9 Uj) sont situées dans B. 

54.1. On peut (cf. 35) modifier un nombre fini de fois la chaîne Hn~p+1(Ul) ainsi 
que les chaînes L?-p+h+2(Th

vi Uj) (0 g h ^ p - 2, 1 ^ v g p'h) de manière que*// 
et *Létant les éléments modifiés, on ait les propriétés suivantes: 1° chaque simplexe 
de chaque différence *//"~p+1(U1) - Hn'p+1(U,) ou *Ln-p+h+2(T;, l^) - Ln'p+h+2 

(TJ, U,) est une face d'un simplexe de //n"p+1(U1) ou de *LN"P + K + 2(T /
F C

I, U^ de 
manière que les chaînes modifiées restent situées dans B; 2° les relations 1°, 2°, 3° 
du n° 53.2 restent vraies [sans qu'on y change les chaînes élémentaires £ï~p + l , + 1(ll1)] 
pour les chaînes modifiées *//, *L; 3° *//n"p+1(U1) - //n-p + 1(U1) est un (n - p + 
+ 1, U^-cycle homologue à zéro dans B. 

Le résultat de toutes ces modifications est que pour O ^ M ^ / I , 
0 ^ <? ^ /* les chaînes modifiées possèdent la propriété suivante: Si les simplexes 
f", tJ (1 ^ p g 1 g g ^ sont des faces du simplexe tJ, alors les simplexes 
d'espèce xq

Q (rel. à 3 + t) de la chaîne L " ~ P + U + 2 ( T £ ) (modifiée) constituent une chaîne 
qui est 1° = 0 pour q * p - u - 2 f 2 ° = a kn~q{x\¡) pour q = p - u - 2 (a e <K). 

Pour voir que ces modifications sont réalisables on procède exactement comme dans 
les nos 36 — 41.63 II faut seulement remplacer p, C, 3, ff» resp. par p — 1, //, 3, T, /?• 
et dire qu'une Ui-chaîne ne contient presqu'aucun simplexe d'espèce x\ (l ^ q g P'q) 
si elle a la forme a l^) (a e <K). 

54.2. Ces modifications étant effectuées, pour la démonstration du théorème du 
n° 44 il suffit évidemment de démontrer que la chaîne //n"p+1(U0) modifiée est égale 
mod Q à une chaîne élémentaire (rel. à 3 + t). 

On commence par le lemme/lu (0 g « ^ p - 2): Supposons que xq soient des 
faces du T? (1 G p G P'u9 1 ^ q ^ P'q9 1 ^ v ^ #,). Soit T«, U0) cette 

6 3 Si U e <£, si le U-simplexe (p d'espèce T® (1 ^ Q ^ est une face du U-simplexe y , y/ ne 
peut pas être d'espèce x~1. Il suffit (v. 8.32) de démontrer que le noyau 3 de y/ rencontre R0 cz R'0. 
Dans le cas contraire, chaque sommet U de (p rencontrerait R — R0 cz St (v. 8 et 44). Or, 
puisque q ^ P'r on a (v. 53.1) P?(t$) - 4= 0 et par suite (v. 49.1, 3°) P?(r$) Sx = 0 pour 
chaque sommet de T*; d'autre part, U cz P2(r$) CZ pJCTJ) d'après 51, 6°. 
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partie de la chaîne Ln p+u+2(rJ, U0) (modifiée) dont les simplexes sont d'espèce r*. 
Alors la chaîne E N " P + U + 2 ( ^ , TJ, U0) est 1° = 0 pour ^ + p - M - 2; 2° = 
= a kn~q(TJ, U0) (a e 9?) pour q = p - u - 2. 

Le démonstration par récurrence du lemme ylM étant parfaitement analogue à celle 
du lemme du n° 42.2, nous pouvons la laisser au soin du lecteur. 

54.3. Le lemme A0 étant vrai, il est facile de compléter la démonstration du théo-
rème du n° 44 en démontrant que la chaîne Hn~p+1(U0) est égale à une chaîne élé-
mentaire: 

Soit (pn~p+1 un simplexe 4=0 mod Î2 de la chaîne //"'r+1(U0)• D'après 8.32 et 
8.33, cpn~p+1 est d'espèce T*, OÙ 0 G q ^ p — 1. Soit U un sommet arbitraire de 
(pn-P+D'après 51> 6° on a 17 c= P ° ( T ° ) Œ P ° ( T J ) pour chaque sommet T°x de ij; or 
^ N - P + I + Q M O D Q d e manière que U - Q 4= 0, d'où P?(T") - Q Y 4= 0. On a donc 
(v. 53.1), l ^ Q è P ' r 

Il suffit donc de démontrer que, en~p+1(xq
Qi U0) (0 g q <; p - 1, 0 g Q ̂  P'q) étant 

cette partie de Hn~p+1(U0) dont les simplexes sont d'espèce T*, la chaîne en~p+ l(xq
e, U0) 

est: 1° = 0 pour q 4= p - 1; 2° = ^ ¿""«(T*, U0) (aQ G SR) pour q = p - 1. Cette 
démonstration, analogue à celle du n° 42.5, sera aussi laissée au soin du lecteur. 

VI. 

55. Dans tout ce Chapitre, supposons donnée une valeur fixe de p (0 ^ p g n). 
On suppose la validité de tous les axiomes des Chap. I et II ainsi que celle des axiomes 
Gk (v. 21) pour n — p g k g n - 1 et des axiomes Hk (v. 27) pour max (0, n — p — 1) g 
^ k ^ n - 2. 

56. Soient ^ et A2 deux sous-ensembles bicompacts données de R, assujettis 
à la condition AXA2S = 0. Soit r1(r2) la famille de tous les p-cycles [(n — p)-cycles] 
mod AXS dans At (mod A2S dans A2). Le but de ce Chapitre est d'attacher à chaque 
couple Cp e TuCn~p e r2 un nombre CPC"~P G 9Î jouissant des propriétés suivantes: 
1° (rCp) Cn~p = Cp(rCn-p) = r(CpCn~p) pour re% CpeTi9 Cn'p G P2; 2° 
(C? 4- CS) C " ' = CfC""' 4- Cp

2Cn~p pour C? e A , C? e A , Cn"p G P2; 3° 
c ' ( c r p + Cr p ) = CPCÏ"P 4- CpCrp pour CpeTu Cn

l~per29 C2
P G T2\ 4° 

Cpcn~p = 0 pour Cp G r „ Cn"p G r2 si l'on a soit Cp ~ 0 mod ^ ^ dans soit 
Cp~" - 0 mod A2S dans A2. Remarquons qu'il résulte de 1°, 2°, 3° et 4° que 
C[C[-p = C5Crp pour Cf, Cp

2 G Cr p , C5"p E P2, si l'on a Cp ~ C£ m o d ^ S 
dans At et CJ"P ~ C2"p mod A2S dans A2. 

57. Commençons par le cas p = 0. Soit Z2 la famille de tous les réseaux 3 e E 
(v. 23) jouissant de la propriété suivante: Zl9 Z2, Z3 étant trois sommets de 3 tels 
que Z{Z2 4= 0, ZxZz 4= 0, ZXA2 4= 0, Z2Àl 4= 0 on a Z2S = 0. Puisque AtA2S = 0, 
on voit sans peine (v. 1.3) que la famille E2 est parfaitement complète. Pour 3 e ¿2 
désignons par ^(3) la famille de tous les réseaux fermés X correspondant (v. 8) à 3 
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et vérifiant la condition du n° 25, c'est-à-dire tels que (dans les notations habituelles) 
Kn(a°i9 U) 4= 0 (1 ^ i g a0) et K"^(tx*' U) 4= 0 (1 g i ^ c^) pour chaque réseau 
commode XI suffisamment fin. 3 e E2 e ¿1(3) étant choisi, désignons par #(3> 
la famille de tous les réseaux commodes U tels que, outre les conditions , U) 4= 0, 
Kn_1(a}, U) 4= 0 on ait encore U G ^ (V. 20.2) et que U soit un affinement de 3; 
la famille <P(3, est évidemment parfaitement complète. 

Ceci étant, soient donnés les cycles C° G rt et Cn e P2. Choisissons 3eE2f 

% G A(3), U G $ (3 , %). Il existe des nombres a£ G tels que 

C°(3) = modS; 
¿=1 

d'après 20.3, il existe des nombres bt e SR tels que 

C"(U) = § bi Kn(<rl U) mod R - R0 . 
i=l 

«0 
Posons C°Cn = Y aibi• Il s'agit de prouver que ce nombre est déterminé sans ambi-

i = l 
guité par les deux cycles C° et Cn et que les propriétés 1°—4° du n° 56 sont vérifiées. 

®0 
L'égalité £ Kn(a?, U) = 0 mod K - est évidemment (v. 19.1, 1°, 2°) possible 

¿=1 
a0 

seulement si bi = 0 pour chaque i (1 g i g a0). L'égalité Y dp? = 0 mod S est 
¿=i 

évidemment possible seulement si at = 0 pour chaque i (1 ^ i ^ a0). Donc le 
<*0 

nombre est bien déterminé, si on a choisi les réseaux 3 E S2 , IL G ^(3)> 

U e * (3, ï ) . 

Nous venons de remarquer que les nombres bt (l g i ^ a0) sont bien déterminés 
(3, X et U étant choisis). Or il résulte de la démonstration du n° 20.3 que Cn — 
— bfln ~ 0 mod (R — P) pour 1 ^ i g a0 et cette condition détermine les nombres 
bi sans ambiguité, en vertu de 20.2, 1°. Il en résulte que, 3 étant donné, le nombre 
<X0 
Y a fi i est indépendant du choix de % et de U. De plus on voit que ce nombre reste 
»=i 
inaltéré, si on remplace Cn par un cycle C[ ~ Cn mod A2S dans A2. 

«0 
Remarque. Pour 1 ^ j ^ <xl, on a Y tffii — 0-

i=l 

Démonstration. Puisque Cn -> OmodS, on a 

Y bt U)-+ 0 mod R - R0 , 
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d'où (v. 19.1, 3°) 

Z Z riïibi Kn~l((jj, H) = 0 mod R^Tr0 
J= î i= î 

et par suite (v. 19.1, 1° et 2°) 

i= 1 

Remplaçons C°(3) par C?(3) ~ C°(3) mod ^ S dans At. On a 

c ï ( 3 ) = Z a'o°°i ™odS. 
¿=1 

De plus, il existe des nombres Cj e tels que 
ai ao 
Z cJg) Z (a'i - ai) a°i m o d s > j=i »=i 

d'où 
«i 

tf'i ~ «I = Z nnci • 
J=1 

Donc 
ao ao ai ao 
£ a ' ,* , -£« ,&, = £ c , £»»?,&, = 0 

¿=1 i=l J = 1 ¿=1 

®0 
d'après la remarque. Donc le nombre Z r e s t e inaltéré en remplaçant C°(3) par 

¿=i 
C?(3). La propriété 4° du n° 57 est donc vraie; les propriétés 1°, 2°, 3° du n° 57 
sont banales. 

ao 
On doit encore prouver que le nombre Z r e s t e inaltéré en remplaçant 3 par 

¿=i 
un autre réseau 3 G E2. La famille E2 étant complète, il suffit de faire cette démonstra-
tion en supposant que 3 soit un affinement de 3- Choisissons un réseau fermé t 
correspondant à 3 (et satisfaisant rel. à 3 à la condition du n° 25). Choisissons une 
projection n — Pr. (3, 3) et déterminons le réseau fermé X correspondant à 3 selon 
le n° 24; c'est permis, car X vérifie évidemment la condition du n° 25 [v. 24, (3)]. 
Faisons usage des notations du n° 24. Posons 

C 0 ( 3 ) = I X t ? 

C"(U) = Z Kkn(r°v9U) mod R - R0 , 
V = 1 

U étant un réseau commode (rel. à 3 + t et par suite aussi rel. à 3 + suffisamment 
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«o 00 
fin. Il s'agit de prouver que £ afii = ]T a'vb'v. Pour 1 g i g a0 posons a? = 

i — 1 V = 1 V 
la sommation étant étendue à toutes les valeurs de v (1 ^ v ^ P'0) telles que 7UT° = 

<*0 
= of. On a alors n C°(3) = £ a[cr? ~ C°(3) mod AXS dans At de manière que, com-

¿=1 
«O «o 

me nous avons vu plus haut, £ 0 = Y, P°u r 1 = v = To» nxv — posons 
¿=1 »=1 

<*o fio 
b'I = bt de manière que Y a'[bi = Y a'vb", où K = 0 pour y0 4- 1 g v g Il 

1 = 1 V = 1 

suffit donc de montrer que l'on a a'v(b'v — b'v') = 0 pour 1 g v ^ /?0. D'après 24 (3) 

C(U) = J 6, K\a°i9 U) = X H) mod , 
»=1 v=1 

de sorte que 
(*) Y{K~K)k\T?,U) = 0 mod R ^ l ï o . 

v= 1 
Supposons, par impossible, que ^(fry — b") 4= 0 pour une valeur donnée de v. 
Soit U un sommet d'un simplexe de la chaîne k"(r?, U); on a 4= 0 d'après 19.3; 
d'autre part, UA2 4= 0, carby — b" 4= 0 et la chaîne (*) est évidemment située dans A2; 
enfin, UR — Rq 4= 0 d'après (*). U étant un affinement de 3» il existe un sommet Zt 
de 3 tel que Zx U et donc ZXA2 4= 0, Zxx°y 4= 0, ZXR - R0 4= 0. De la dernière 
de ces relations on déduit sans peine (v. 8) qu'il existe un sommet Z2 de 3 tel que 
ZXZ2 4= 0, Z2S 4= 0. La chaîne C°(3) étant située dans Al9 l'inégalité a'v 4= 0 entraîne 
z^A1 4= 0. Le réseau 3 étant un affinement de 3, il existe un sommet Z3 de 3 tel que 
Ty cz Z3. On a donc Z{Z2 4= 0, ZjZ3 4= 0, ZXA2 4= 0, Z2S 4= 0, ZzAx 4= 0, ce qui 
est une contradiction, car 3 e E2• 

58. Reste à considérer le cas 1 g p g n. Puisque ,4 x S/12 = 0, il existe un entourage 
B de A2 tel que AXBS = 0. Ensuite, il existe un entourage Q de S tel que AtBQ = 0. 
Soit encore B' un entourage de A2 tel que A2 a B' a c B. 

Soit Ex la famille de tous les réseaux 3 e S ( v . 23) pour lesquels vaut l'énoncé du 
n° 31 en y remplaçant A, B resp. par A2y B'. La famille est évidemment parfaite-
ment complète. Soit E2 fa famille de tous les réseaux 3 ^ jouissant de la propriété 
suivante: 1° Si Zx, Z2 e 3, ZXAX 4= 0, Z2B 4= 0, ZXZ2 4= 0, on a (Zx + Z2) Q = 0; 
2° pour chaque sommet extérieur de 3 on a Z c Î2. On déduit sans peine de 1.3 et de 
5.4 que la famille Z2 est parfaitement complète, car AXBQ = 0. 

Pour chaque 3 e s°it ^(3) la famille de tous les réseaux fermés correspondant 
à 3 (v- 8) et choisis selon l'énoncé du n° 44 où on choisit 3 e E2 et où on remplace A 
par B\ tandis que Q a la valeur que nous venons de déterminer. 

Pour 3 e E2y Î g ¿1(3) soit 0(3, 2) la famille de tous les réseaux commodes U 
si fins que: 1° on puisse appliquer le théorème du n° 44 avec B' au lieu de A; 2° l'énoncé 
du n° 26 soit vrai pour chaque lt0 e #(3, X); 3° U soit un affinement de 3î 4° on 
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puisse appliquer l'énoncé du n° 25 non seulement rel. à 3 et X, mais aussi rel. à 3 
et t dont on construit (cf. 44) le réseau fermé X e ^(3) correspondant à 3-

Ceci étant, supposons qu'on ait des cycles Cp e et Cn~p e T2 (v. 56). Choisissons 
3 G E2f Xe A(3), U G $(3, X). D'après la propriété 2° de la famille E2> il existe des 
nombres G SK tels que 

(1) Cp(3) = Yaiap
i mod Q. 

¿=1 
D'après 31, il existe des nombres G 9Î tels que 

(2) C"-'(U) - 2 btKn-p{GU) mod B' dans W . 
i= 1 

Posons 

(3) C ' C " " ' ^ ^ . 
»=1 

Pour justifier cette définition, nous procéderons comme il suit: 1° dans 58.1 nous 
démontrerons que le nombre (3) reste inaltéré en remplaçant Cp(3) par Cf(3) ~ 
~ Cp(3) mod i4jS dans A*; 2° dans 58.2 nous démontrerons que le nombre (3) reste 
inaltéré en remplaçant C"~P(U) par CÎ~P(U) - C""P(U) mod A2S dans A2; 3° dans 
58.3 nous démontrerons que, 3, £ et U étant choisis, le nombre (3) est bien déterminé; 
4° dans 58.4 nous démontrerons que, 3 et X étant choisis, le nombre (3) ne dépend 
pas du choix de U 6 #(3> X); 5° dans 58.5 nous donnons un lemme; 6° dans 58.6 nous 
démontrerons que, 3 étant choisi, le nombre (3) ne dépend pas du choix de X G ¿1(3); 
7° dans 58.7 nous démontrerons que le nombre (3) ne dépend non plus du choix 
3 e E2. Il en résulte que le nombre (3) est déterminé sans ambiguïté par les deux cycles 
Cp G ru Cn~p G r2 et qu'il jouit de la propriété 4° du n° 56; les propriétés 1°, 2°, 3°, 
du n° 56 sont banales. 

58.1. Puisque Crt~p(U) 0 mod S, il résulte de (2) que Kn-p(<7?, U) 0 
i — 1 

mod R — R0. Or pour p < n on a (v. 19.1, 3°) 

£ b, Kn-p(Gp
i9 U) -> 2 Y t f i & i K " - ' - 1 « 1 ' U) n o d R ^ R o , 

¿=1 i=ij=i 

de sorte que dans le cas p < n on a [v. 19.1, 1°, 2°. et la propriété 4° de la famille 
0 ( 3 , 2 ) ] 

(*) 1 ^ = 0 pour l £ j £ a p + 1 . 
¡=1 

Ceci étant, soit Cf(3) ~ Cp(3) mod ^ S dans At. Puisque 3 s Su il existe des 
nombres a't e tels que 

1 = 1 
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et pour p < n il existe des nombres Cj e SR tels que 
«p+i «p _ 
Z cjaj Z ai) m o d ^ d a n s > 7=1 i=l 

*n _ 
tandis que pour p = n on a £ (aj — a) a" = 0 mod Î2. On a donc dans les deux cas 

i= 1 

I (ai - fli " Z l f a ) fff = 0 mod Q , 
Î=1 7=1 

« p + l 
en convenant que £ = 0 pour p = n. Il en résulte que 

î 
otp+i 

<*1 ~ «i = Z f f o (= 0 p°ur P = ") j=i 

pour chaque valeur de i telle que op
x 4= 0 mod Î2. Or on a, en vertu de (*), 

«p «p+i 

¿=i j=i 
«p »P 

de sorte que, pour arriver au but £ = £ ajfej il suffit de montrer que pour 
»=i ¿=1 

_ «p+i 
g? = 0 mod Q on a soit a\ = fl; = Z = = Supposons que ceci 

ne soit pas vrai pour une certaine valeur de i telle que af = 0 mod Q. Les chaînes 
Ẑ i0"?» Zai°Î> Z c j a j + 1 ^ tant situées dans Al9 on aurait crf = Omod la chaîne 
Zbi H) étant située dans B' c B, on aurait U) = 0 mod S. Soit Zj 
un sommet de et soit U un sommet d'un simplexe de Kn~p(ap, U) [v. la propriété 4° 
de la famille #(3, £)]; on aurait ZtO 4= 0, ZxAy 4= 0, UB 4= 0 et aussi UZt 4= 0 
en vertu de 19.3. Or d'après la propriété 3° de la famille $(3, 3), il existe un sommet 
Z2 de 3 tel que U c Z2. On aurait donc ZtZ2 4= 0, ZXAV 4= 0, Z2S 4= 0, ZtQ 4= 0, 
ce qui est une contradiction, car 3 e 

58.2. D'après la définition de la famille 3> il existe un affinement 3 e S2 de 3 
et une projection n = Pr. (3, 3) dont on obtient Z moyennant la construction du 
n° 24 (après avoir choisi le réseau fermé t correspondant à 3). Faisons usage des nota-
tions du n° 24. On peut poser [v. 58 (1)]. 

PP _ 
CP(3) = I > X mod G. 

V = 1 

pp _ Or on a Cp(3) -> 0 mod S, d'où Z « 0 mod Q9 donc 
V = 1 

I ' Ë W 1 ^ ' 1 = 0 m o d <2-
v = l (1=1 
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Il en résulte que 

(*) l c ? ; y = o 
v= 1 

pour chaque valeur de n telle que 4= 0 mod Q. Pour 1 ^ i ^ ap posons a \ — 
= Zav> sommation étant étendue à toutes les valeurs de v telles que nzp = o 

V 

On a 

n Cp(3) = Z mod Q . 
¿=1 

Ceci étant, remplaçons C '^U) par CÏ'^U) ~ C~P(U) mod Â2S dans A2. Il 
existe [v. 58 (2)] des nombres b\ e tels que 

(3') CÏ"P(U) - Z h'i K " " ' « «) mod R~^~R0 dans S' . 

Il s'agit de montrer que Z a,-^ = Z a^J. Or d'après 58.1 on a V = £ a[bh 
1=1 Ï=1 i=l »=1 

«p «P 

Z = c a r 71 c*(3) ~ c"(3) m o d d a n s Ai- 11 suffit donc de prouver 
î= 1 »=1 

«P 
que Z — fcj) = 0. Posons b" = 0 pour yp + 1 ^ v g fip ainsi que pour toutes 

¿=1 
les valeurs de v telles que 1 ^ v ^ yp, mp = 0; pour 1 g v ^ yp, mp = o\ posons 
bl = b\ — bi. D'après la définition de a'[ on a alors 

i=l v — 1 

on doit donc démontrer que Z = 0 • On a [v. (3), (3') ainsi que 40. (3)] 
V=J. 

Pp «P _ 
Z K kn-p{zp, U) = Z (b'i - 61) «) mod B' R — R0 dans et les deux 

V = 1 ¿ = 1 

membres de cette égalité sont ~ 0 mod B' R — R0 dans B'. D'après 44, il existe donc 
des nombres d^eN tels que 

* ' t \ k n ~ p + 1 ( T p ~ \ U ) Z K kn-p(tpy, H) mod Q dans B , 
M= 1 v=l 

de manière que (v. 19.1, 3°) 

Î ( K - Y C 1 ^ ) «) = 0 mod Q dans B , 



2 7 2 

d'où il résulte (v. 19.1, 2° et la propriété 4° de la famille <P) que 

fip-i 
(**) = ^ 

n=l 
pour chaque valeur de v telle que kn~p(rp, U) 4= 0 mod Q. 

- P p 

Remarque 1. Si tp 1 = 0 mod Q on a soit d^ = 0 soit £ rj^ la'v = 0. 
V — 1 

_ Pp-1 
Remarque 2. Si kn~p(xp, U) = OmodO on a soit a'v = 0 soit £ nl'^d^ = 0. 

/z= 1 
En supposant la validité de ces remarques, on obtient de (*) et de (**) que 

I <>'X = Z ' l W1«^ = 0 - q- f- d-
V = 1 V = 1 / ! = 1 

Il ne reste donc qu'à démontrer les deux remarques. Supposons donc que les indices 
v et \i soient tels que rjp~1 4= 0 et que soit zp~1 = 0 mod Q soit kn~p(xp, U) = 0 mod Q. 

PP Pp 
Puisque la chaîne £ a'vtp est située dans Al et puisque les chaînes £ b"v k" U) 

V = 1 V = 1 

Pp-i _ PP 
et £ dp kn~p+1(zp~l, U) sont situées dans B, dans le cas a'v 4= 0 ou £ 4= 0 

M = 1 v = l 
P p - l 

on a Z ^ ! =}= 0 pour chaque sommet Zx de zp et dans le cas 4= 0 ou £ rç^ 1 4 = 
n=i 

4= 0 on a UB 4= 0 pour chaque sommet U de chaque simplexe de k"~p(U).64 

Puisque soit tp~ l = 0 mod Q, soit kn~p{xp, U) = OmodG, on a (Zt + 4= 0. 
D'autre part on a UZt 4= 0 d'après 19.3. D'après la propriété 3° de la famille #(3, X) 
il existe un sommet Z2 de 3 tel que U a Z2. Donc ZtZ2 4= 0, (Zj + Z2) 4= 0 et, 
si une de nos deux remarques n'était pas vraie, on aurait encore ZXAX 4= 0, Z2B 4= 0 
ce qui donnerait une contradiction, car 3 e E2. 

58.3. Il résulte de 58.1 que le nombrd (3) est indépendant du choix des nombres ai 
pourvu que ces nombres satisfassent à (1). Il résulte de 58.2 que le nombre (3) est 
indépendant du choix des nombres bt pourvu que ces nombres satisfassent à (2). 
Donc, 3, 2 et U étant choisis, le nombre (3) est bien déterminé. 

58.4. Il est presque évident que 3 et X étant choisis, le nombre (3) ne dépend pas du 
choix de U G #(3, 2). La famille #(3, 2) étant complète, il suffit de prouver que 
le nombre (3) est le même pour U = et pour U = U2, V2 e #(3, étant un 
affinement de VLi G #(3, £). A cet effet il suffit de remarquer que, si les nombres 
bi G 9t sont telles qu'on ait (2) pour U = U2, on a aussi (2) pour U = U^ et cette 
remarque est évidente en vertu de 19.2 (v. aussi 19.1, 1°). 

6 4 II faut tenir compte de ce que chaque simplexe de kn~P+1(rj""1, U) est (v. la démonstration 
de 19.1) une face d'un simplexe de kn~p(yp, U). 
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58.5. Lemme. Soit affinement de 3 soit n = Pr. (3, 3)- Soit t G 
e ¿1(3); construisons le réseau fermé X correspondant à 3 selon la manière du n° 24, 
en faisant usage de 3, t et n. On a X G J(3) et on obtient la même valeur pour CpCn~p, 
en le calculant soit relativement à 3 et X, soit relativement à 3 et t. 

Démonstration. On voit sans aucune difficulté que ÎGJ(3) - Faisons usage 
des notations du n° 24. Déterminons les nombres av9 bt e de manière que 

Cp(z) = f a v z p modÔ, 
¿ = 1 

C"-'(U) - 2 bi Kn~p(ap
i9 U) mod B' R^R~0 dans B', 

¿=1 

où le réseau U commode rel. à 3 4- t (et donc aussi rel. à 3 + v. 24) est choisi 
(v. 58.4) si fin qu'il appartienne à #(3, X) et à #(3, t). Pour l g i ^ <xp9 soit a\ = 
la sommation se rapportant à toutes les valeurs de v telles que nxp

v = ap. On a alors 
aP _ 

71 CP(3) = £ a'iaï m0d Q » 
i= 1 

ap 

de sorte que CpCn p
9 calculé rel. à 3 + X a la valeur £ a D'autre part on a, 

i= 1 
d'après 24 (3) 

Pp _ 

Cn-p(U) kn'p{xp
9 U) mod B' R — R0 dans B', 

V — 1 

où l'on a posé: 1° b'v = 0 pour yp 4- 1 g v ^ Pp ainsi que pour toutes les valeurs 
de v telles que 1 v g yp9 mp = 0; 2° b'v = bt pour 1 ^ v ^ yp9 nzp = cr?. Donc 

Pp 
le nombre CpCn p

9 calculé rel. à 3 4- t, a la valeur £ avb'v. On doit donc seulement 
V = 1 

«p Pp 

démontrer que £ a\bi = £ avK c e qui est évident d'après la définition même des 
i= 1 V = 1 

nombres a\ et b'v. 

58.6. Supposons donné 3 G £ 2 , XeA(3)9 U G #(3, X). Soient Uv (1 g v ^ m) 
tous les sommets de U tels que UR0 4= 0 (v. 8). Pour chaque v (1 ^ v ^ m) on peut 
(v. 8.1, 6°) indiquer un 3-simplexe intérieur a(v) = a* tel que 1° Uv T(<rJ) 4= 0; 
2° UvTj = 0 pour chaque valeur de j (1 ^ 7 ^ a0) telle que <7° n'est pas un sommet 
de <T(V). Choisissons un point aveU T(crJ) (l G V ^ m). On ne peut avoir av = a^ 
que si cx(v) = Soit Vv (1 g v g m) un entourage de av si petit que 1° Vv c Uv; 2° 
VyVp = 0 pour av 4= a^9 soit V'v un entourage de av si petit que V'y a Vv. Soit N l'en-
semble de tous les souples (i, U) (1 g i ^ a0, U G U) tels que UTi = 0 et par suite aussi 
(v. 8.1, 5°) ÏJTi = 0. Soit 23 un réseau si fin que pour (i9 U)eN aucun sommet de 23 
ne rencontre simultanément U et Tt. Soit 3 G S2 un affinement de 3 si petit que 1° 
Zi* z2 e3, zxz2 4= 0, ZyVv 4= 0 (1 g v ^ m) entraîne z2 a Vv (v. 1.2); 2° 3 est un 



2 7 4 

affinement de 33; 3° la chaîne Gn(3) n'est située dans R — Vv' pour aucune valeur de 
v (1 ^ v ^ m; v. 17.5). En vertu de la propriété 3° de 3, il existe pour chaque v 
(1 g v g m) un (n9 3)-simplexe intérieur g" dont le noyau rencontre Vj; en vertu de la 
propriété 1° de 3, chaque sommet de q" fait partie de Vv; il existe donc une h-face 
\h étant déterminé par l'égalité a\ = <r(v)] qJ de g". On peut supposer que qJ = g* 
pour av = a^ Puisque V^Vy = 0 pour aM 4= av> o n Pe u t évidemment choisir la pro-
jection 71 = Pr. (3, 3) de manière que 1° tiq* = c(v) pour 1 ^ v ^ m; 2° T° G 3, 
7iT° = a? (1 ^ i ^ a0) entraîne que T°Ti 4= 0. Choisissons t G ¿1(3). Puisque chaque 
sommet de gj est un sous-ensemble de Uv9 on a cz Uv pour 1 g v ^ m. A l'aide 
de 3, t et 7r, construisons le réseau fermé X* correspondant à 3 (v- 8) suivant la 
manière expliquée au n° 24. Supposons que T*(cj)[) ait la même signification rel. à X* 
que T(CT?) rel. à X. Puisque cz T*(a£) [a) = a(v)] [v. 24 (2)] et puisque c 
c Uy9 on a Uv T*(tt]) 4= 0.65 Autrement dit: 0 ^ h ^ n9 1 ^ i ^ a„, 1/eU, 
U T(<tÎ) 4= 0 entraîne U 4= 0. Réciproquement supposons que, pour de certaines 
valeurs de i, h9 U (0 <; h ^ n, 1 ^ i ^ och9 Ueli) on ait U T(a*) = 0 et par suite 
LTT(CTÎ) = 0. Nous prouverons que U T*(a)|) = 0. D'après 8.1, 5° et 6°, il existe 
un sommet de a\ tel que UTj = 0. Il suffit de prouver que UT* = 0. Dans le cas 
contraire, il existerait un sommet T° de 3 tel que Uz° 4= 0, ni0 = <7°. D'après la 
propriété 2° de la projection n9 on aurait t°7) 4= 0 d'où la contradiction Ê7r° = 0 
d'après la propriété 2° du réseau 3. Maintenant on voit sans peine que le réseau U 
est commode non seulement rel. à 3 + mais aussi rel. à 3 + X*. Puisque t G (̂3), 
on a X* G J(3) (v. 58.5). Choisissons un affinement Ui de U de manière que Ux G 
e #(3» £*). Déterminons les nombres ai G d'après 58 (l). Déterminons les nombres 

G SR de manière que 

C'-^Ui) - J bi *Kn-p((7?9 Uj) mod F K - R0 dans B', 
i=l 

*K désignant les chaînes fondamentales (v. 19.1) relatives à 3 + On voit sans 
peine (v. 58.4) que la relation (*) reste vraie en y remplaçant U l par U. Or on déduit 
facilement de 19.1 que *Kn~h(<rh

i9 H) = Kn~h(ah
i9 U). Par suite, la relation 58 (2) est 

vraie. Donc on obtient la même valeur pour le nombre CpCn~p en le calculant soit 
rel. à 3 + % soit rel. à 3 + et par suite, d'après le lemme du n° 58.5, aussi en le 
calculant rel. à 3 + t. 

Ceci étant, supposons qu'on ait donné 3 E E2 et Xl9 X2 G ¿ 4 ( 3 ) - On voit sans peine 
que l'on peut déterminer 3 et t de manière que les conditions qui ont été énoncées 
plus haut soient vérifiées simultanément pour X = Xt et pour X = X2. Il en résulte 
que le nombre CpCn~p reste le même en le calculant soit rel. à 3 + soit rel. à 
3 + *2-

6 5 ¡(e?) 4= 0 car j e E et par suite (v. 23) le noyau de e î contient un point b n'appartenant 
à la fermeture d'aucun sommet de $ qui ne soit pas un sommet de gj, d'où il résulte sans peine 
que b e t(e*). 
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58.7. Le nombre CpCn~p dépend donc tout au plus du choix de le choix 
de X G J(3) et celui de U G $(3, X) étant sans influence sur lui. Or supposons donné 
3i , 32 G ^2- La famille Z2 étant complète, il existe un affinement simultané 3 de 3 i 
et de 32- D'après 58.5 le nombre CpCn~p> calculé rel. à 3 est le même que si on le 
calcule rel. à 3 i ou rel. à 32- Donc CpCn~p peut être calculé indifféremment soit 
rel. à 3 i soit rel. à 32* 

59.1. Si les deux ensembles Au A2 du n° 56 sont sans point commun, on a CpCn~p= 
= 0 pour chaque Cp e ru Cn~p G r 2 . La facile démonstration sera laissée au soin 
du lecteur. 

59.2. Soient At et A2 deux sous-ensembles bicompacts donnés de R, assujettis 
à la condition AtA2S = 0. Définissons rt et T2 comme dans 56. Soit F un sous-
ensemble bicompact de R tel que F zd S, AtA2F = 0. Tous les axiomes supposés au 
n° 55 restent évidemment vérifiés en remplaçant S par F. Désignons par r[ et F'2 
ce que deviennent les familles rt et F2 si on remplace S par F. Soit Cp G ruCn~p e P2. 
Il existe évidemment des cycles C[ e r'u C\~p e F2 tels que Cp(3) = Cf(3) mod F, 
Cn"p(3) = C ; - ^ ) mod F dans chaque réseau 3. On voit sans peine que CpCn~p = 
= CP

1C\'P. 

vn. 

60. Dans ce Chapitre, nous ferons de nouveau les hypothèses énoncées au n° 55. 
61. Supposons donné un sous-ensemble bicompact S2 de 5. Posons = S — S2. 

Soit r t l'ensemble de tous les (p, jR)-cycles mod dans AU où AT parcourt tous 
les sous-ensembles bicompacts de R tels queS/^ c: ST; deux éléments Cf, CP

2 de r t 
seront considérés comme égaux si l'on peut attacher à chaque entourage de SX

 66 

un sous-ensemble bicompact AT de R tel que 1° c QU 2° CP ~ C\ mod QIAI 
dans AT. L'ensemble FT est évidemment un module. Soit F2 l'ensemble de tous les 
(N — p, K)-cycles mod SA2 dans A2 où A2 parcourt tous les sous-ensembles bicompacts 
de R tels que SA2 A S2; deux éléments C\~P

> C2~P de F2 seront considérés comme 
égaux si l'on peut attacher à chaque entourage Q2 de S2 un sous-ensemble bicompact 
A2 de R tel que 1° SA2 c Q2; 2° C["P ~ CN

2~P mod Q2A2 dans A2. L'ensemble F2 

est aussi un module. 
D'après le n° 56, on peut attacher à chaque couple CP G FU CN~P e F2 un nombre 

CPCN~P G de manière que: 

1° (rCp) Cn~p = Cp(rCn~p) = r{CpCn'p) pour r G 91 ; 
2° (Cf + CJ) Cn"p = C{Cn~p + Cp

2Cn'p ; 
3° CP{C\~P + CN

2
P) = CPC[~P + CPCN

2~P. 

6 6 On voit sans peine qu'on peut supposer que Î ^ S ^ == 0. ' 
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En vertu de 56, 4° (v. aussi 59) on voit sans peine que le nombre CpCn~p est toujours 
bien déterminé, malgré les conventions que nous venons de faire sur l'égalité de deux 
éléments de et de r 2 . 

Le but de ce Chapitre est de montrer67 que, relativement à la multiplication 
qpqi-p considérée, les deux modules Tj et r 2 sont duels (primitifs),68 c'est-à-dire, 
outre les propriétés 1°, 2°, 3° déjà énoncées, on a encore les deux suivantes (les égalités 
Cp = 0, Cn"p = 0 y ont le sens conventionnel adopté): 4° lorsque le cycle Cp e rt 

est tel que CpCn"p = 0 pour chaque choix de Cn~pe Fl9 on a Cp = 0; 5° lorsque 
le cycle Cn~peF2 est tel que CpCn~p = 0 pour chaque choix de Cp e F u on a Cn~p = 
= 0. La propriété 4° sera démontrée dans le n° 62, la propriété 5° dans le n° 63. 

62. Soit At un sous-ensemble bicompact de R tel que c Soit Cp un 
(p, K)-cycle mody^S dans Ax. Supposons que Cp, considéré comme élément du 
module Fu soit 4=0. Il existe alors un entourage <=. R — S2 de S^ tel que, A[ 
étant un sous-ensemble bicompact de R assujetti à la condition A[S c Qu on n'ait 
jamais Cp ~ 0 mod A[Qi dans A[. On doit prouver qu'il existe un élément Cn"p de 
r 2 tel que CpCn~p = 1 . 

Soit Q[ un entourage de S t si petit que Q[ a Ql9 Q[ — S a Q^69 Posons A2 = 
= R — Qi de sorte que A2 est un sous-ensemble bicompact de R tel que A2S = S2. 
Soit 0 la famille de tous les entourages Q2 de S2 si petits que AXQ2 = 0. Pour chaque 
Q2 e 09 désignons par n(Q2) la famille de tous les (n — p, £)-cycles Cn~p mod A2Q2 

dans A2 et tels que CpCn~p = 1 (v. 59.2 où on remplace F par S + Q2). Lorsque 
Q29 Q2e0; Q* œ Q29 on voit sans peine (v. 59.2) qu'avec chaque Cn^peIl(Qt) 
il existe un *Cn~pen(Q2) tel que Cn~p = *Cn~p mod A2Q2. Si n(Q2) 4= 0, c'est 
évidemment un système linéaire (v. Homologie91, 14). D'après le théorème du n° 6.1 
(v. aussi 59.2), où on remplace R par A2 et S par S2 (ce qui est évidemment permis) 
il suffit donc de montrer que n(Q2) 4= 0 pour chaque Q2 e 0. 

Soit donc Q2e 0 et choisissons un entourage Q2 de S2 si petit que Q2 cz Q2. 
Choisissons un réseau 3 de la famille E2 (v. 57 pour p = 0 et 58 pour p à 1) suf-
fisamment fin pour que les conditions suivantes aient lieu: 1° pour chaque sommet Z 
de 3 l'inégalité ZQ[ 4= 0 entraîne que Z c Qx ou bien Z c Q2\ 2° Z c: Q\ + Q2 

pour chaque sommet extérieur Z de 3î 3° pour chaque sommet Z de 3 l'inégalité 
Zî22 4= 0 entraîne que Z cz Q2; 4° il n'existe aucune chaîne Dp + 1(3) dans R — Q2 

telle que F Dp+1(3) = Cp(3) mod Qt (c'est possible, car Cp +> 0 mod A^Q^ dans A\ 
pour A\ — R — 02); 5° aucun sommet de 3 ne rencontre simultanément At et Q2. 
Choisissons X e ^(3) et supposons que XI parcoure la famille $(3> 2) (v. 57 pour 
p = 0 et 58 pour p ^ 1). 

D'après la propriété 2° du réseau 3, on a (v. 8) R — R0 a Q[ + 0 2 . Il existe donc 

6 7 C'est essentiellement le premier théorème de dualité de M. Lefschetz [v. S. Lefschetz, 
Topology, p. 142, formule (7)]. 

6 8 V. Pontrjagin, Math. Ann., t. 105, 1931, pp. 165-205. 
6 9 Q\ existe, car R — S2 est un espace normal. 
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(v. la propriété 5° de 3) des nombres tels que 
ap _ 

Cp(3) = £ fljfff mod A1Q1 dans At . 
¿=i 

Posons 

Cn~p(ll) = £ bi Kn'p{Gp
iy U) 

¿=1 

les nombres bi e 91 étant assujettis aux conditions suivantes: 1° bt = 0 si of possède 
ap 

un sommet <7° tel que #= 0; 2° £ rç^fr; = 0 pour chaque valeur de j (l ^ j ^ 
i=l 

*p 

é a
P+i) t elle qu'aucun sommet de ne rencontre fJ2; 3° £ a})i = 1. Supposons 

¿=1 
pour un moment qu'on puisse vérifier ces conditions. D'après 1°, la chaîne C~P(U) 
est située dans R - Q\ = i42. D'après 2°, 19.1, 3° et 19.3 le chaîne F C""P(U) est 
située dans A 2 Ï C ^ R 0 + + J parcourant seulement de telles valeurs que 

j 
possède un sommet rencontrant Q2 et par suite (v. la propriété 3° de 3) contenu 

dans Q2; donc F Cn~p(U) c Q2. Donc Cn~p(U) est un (n - p, U)-cycle mod A2Q2 

dans A2. En faisant varier les U, on voit (v. 19.2) que les chaînes C"~P(U) définissent 
un (n — p, R)-cycle mod A2Q2 dans A2. D'après la propriété 3° des nombres bi9 

on a CpCn-p = 1. 
Reste à prouver que les conditions posées pour les nombres bt e 9Î sont réalisables. 

Il résulte de la théorie élémentaire des équations linéaires que, dans le cas contraire, 
il existerait des nombres Cj e 9Î (1 ^ j ^ ap + 1) tels que 1° Cj = 0 pour chaque valeur 
de j telle que <rp+1 possède un sommet rencontrant Q2\ 2° pour chaque valeur de i 
telle qu'aucun sommet de <r? ne rencontre Q[ on a 

Œp + 1 
ai = E nïfij. j=i 

Or des conditions imposées pour 3 o n déduit sans peine que l'on aurait dans ce cas 
Cp(3) ~ 0 mod dans R — Q2 ce qui est une contradiction. 

63. Soit A2 un sous-ensemble bicompact de R tel que A2S a S2. Soit Cn~p un 
(n — p, .R)-cycle mod A2S dans A2. Supposons que Cn"p

9 considéré comme élément 
du module P2, soit =J=0. Il existe donc un entourage Q2 de S2 tel que, A2 étant un sous-
ensemble bicompact de R assujetti à la condition A2S c= i22, on n'ait jamais Cn~p ~ 
~ 0 mod A2Q2 dans A2. On doit prouver qu'il existe un élément Cp de Ft tel que 
CpCn~p = 1. 

Soit Q2 un entourage de S2 tel que Q2 ci Q2. Posons At = JR — Q2 de sorte que At 

est un sous-ensemble bicompact de R tel que AtS c St. Il suffit donc de prouver qu'il 
existe un (p, R)-cycle Cp mod AXS dans Ax tel que CPC"~P = 1. Or soit 0 la famille 
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de tous les entourages Q de S si petits que A2Q <= Q'2. Pour chaque Q e 6), désignons 
par 7J(I2) la famille de tous les (p, K)-cycles C P mod dans At et tels que CpCp~n = 
= 1 (v. 59.2, où l'on remplace F par Q). Lorsque £>, Q* e 0; Q* C Q, on voit sans 
peine (v. 59.2) qu'à chaque Cp e Il(Q*) il existe un *C P G/7(Î2) tel que CP = *CP 

mod AtQ. Si n(Q) 4= 0, c'est évidemment un système linéaire. D'après le théorème 
du n° 6.1 (v. aussi 59.2), où l'on remplace R par At et S par AtS (ce qui est permis), 
il suffit donc de montrer que Fl(Q) 4= 0 pour chaque Q G 0 . 

Soit donc Î2 G 0 et choisissons un entourage Q' de S si petit que Q' cz Q. Soit B 
un entourage de A2 si petit que BS a Q2. Choisissons un réseau 3 de la famille Z2 
(v. 57 pour p = 0 et 58 pour p ^ 1)- Soit 3 G E2 un affinement de 3 si fin que les 
conditions suivantes aient lieu: 1° pour chaque sommet extérieur z de 3 on a Bz c: Q2; 
2° z G 3, zQ' 4= 0 entraîne que z c Q; 3° z e 3, zQ2 4= 0 entraîne que z c Q2; 4° 3 
est un affinement de 3 normal rel. aux cycles mod AtQ dans At. 

Choisissons t G ¿4(3) et supposons que U parcoure la famille #(3, t) (v. 57 pour 
p = 0 et 58 pour p ^ 1). Choisissons une projection n = Pr. (3, 3)- Construisons 
le réseau fermé % correspondant à 3 d'après n° 24, en y faisant usage de 3, t et TT. 
Employons les notations du n° 24. Evidemment (v. 58.5) on a X G ¿(3)> ^(3> £) 

D'après 31 et 24 (3), il existe des nombres G 70 tels que 

C"-p(U) - £ bt Kn-p(al U)~P£b'v /cn-p(ij, U) mod Q2 dans E , 
¿ = 1 V = 1 

nous y avons posé: 1° b'v = 0 pour yp + 1 ̂  v ^ Pp ainsi que pour 1 g v g ypi nxp = 0; 
2° b'v = bt pour 1 ^ v ^ yp9 nrp = of. Posons 

V = 1 

les nombres a'v e 5R étant assujettis aux conditions suivantes: 1° a'v = 0 si un sommet 
PP 

de Tp rencontre Q2\ 2° £ iaf
v = 0 pour chaque valeur de fi (1 G \i ^ telle 

V = 1 

PP 
qu'aucun sommet de xp 1 ne rencontre Î2';71 3° = Supposons pour un 

V = 1 

moment qu'on puisse vérifier ces conditions. D'après 1°, la chaîne Cp(3) est située 
dans R - Q2 = A^ d'après 2°, chaque simplexe de la chaîne F Cp(3) possède un 
sommet rencontrant Q' de sorte que la chaîne F Cp(3) est située dans Î2 en vertu de 
la propriété 2° du réseau 3. Donc Cp(3) = £ api est un (p, 3)-cycle essentiel (v. la 

¿=1 
7 0 On voit sans peine (v. 26) qu'on peut supposer que les nombres b t soient indépendants du 

choix de U e t). 
7 1 Cette condition n'exige rien si p = 0. 
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— * p 

propriété 4° de 3) mod AtQ dans At. On voit sans peine que a¿b£ = 1. Il existe 
_ i=l 

donc un (p, £)-cycle Cp mod AtQ dans At et tel que CpCn~p = 1, c. q. f. d. 
Reste à prouver que les conditions posées pour les nombres a'v sont réalisables. 

On voit sans peine que, dans le cas contraire, on pourrait déterminer des nombres 
e (1 ^ n g fip-i) tels que: 1° = 0 si le simplexe zp~ l possède un sommet 

Pp- 1 
rencontrant Q'\ 2° b'v = £ r}^ 1cfl pour chaque valeur de v (1 g v g Pp) telle qu'aucun 

M=I 
sommet de xp ne rencontre Q^?1 Or d'après 1°, la chaîne 

d=i 
serait située dans R — Q' et d'après 2° on aurait, en tenant compte de la propriété 
3° du réseau 3, 

F Dn~p+1(Vl) = £ K U) mod Q2.73 

v = 1 

Donc on aurait Cn~1'(U) ~ 0 mod Q2 dans R — Q' et par suite, la famille $(3, t) étant 
complète, Cn~p ~ 0 mod A2Q2 dans A2 pour A2 = R — Q\ ce qui est une contra-
diction. 

64. Pour S = S2i r2 est (v. 6.2) le (n - p)ème groupe de Betti de l'espace R mod S. 
En désignant par x la famille de tous les sous-ensembles bicompacts de R — S, 
on voit sans peine que, dans le cas actuel S = S2, A est Ie Pème groupe de Betti 
bicompact (= d'espèce x au sens de YHomologie, V, 9) de l'espace R — S. Pareille-
ment, pour S2 = 0, r2 est le (n — p)ème groupe de Betti bicompact de R — S et rx 
est le pème groupe de Betti de R mod 5. 

Donc, pour q = p ou q = n — p, le qème groupe de Betti de l'espace R mod S 
est duel au (n — q)ème groupe de Betti bicompact de l'espace R — S. 

vin. 

65. Soit 0 g p ^ — 1). Supposons la validité de tous les axiomes du Chap. I 
et II ainsi que celle des axiomes Gk (y. 21) pour n — p^k^n — 1 et des axiomes 
Hk (v. 27) pour n - p - l ^ B n - 2 . Alors les axiomes Gk (0 g k ^ p) sont 
aussi vérifiés. 

Démonstration. Il suffit de montrer la validité de Gp (pour Gk on remplace p 
par k). Soit donc ae R — S. On doit prouver qu'à chaque entourage U c R — S 

7 2 Pour p = 0: On aurait ¿J = 0 pour chaque valeur de v (1 ^ v ^ fi0) telle que t®Q2 = 0. 
Po _ 

7 3 Pour p = 0: On aurait £ ¿¿¿"(r?, U) = 0 mod 
v = 1 
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de a on peut attacher un entourage F tel que chaque (p, £)-cycle dans F est ~ 0 
dans U. Or il suffit de prouver que l'entourage V de a peut être choisi de telle sorte 
que chaque (p, K)-cycle dans Fsoit ~ 0 dans un sous-ensemble bicompact de R — S. 
En effet, le cas général s'en déduit en remplaçant S par R — 17, ce qui est sans in-
fluence sur la validité de nos axiomes. 

Soit donc a e R — S; soit U c= cz R — S un entourage de a; soit Q un entourage 
de S si petit que VQ = 0. Cp étant un (p, K)-cycle dans U et Cn~p étant un (n - p, R)-
cycle mod S, pour calculer le nombre CpCn~p on peut (v. 59.2) remplacer Cn~p par 
un (n — p, £)-cycle C"~pmoâQ homologue à Cn~p modi2. Il existe évidemment 
un réseau 3 et un réseau fermé % correspondant qui soient tels que: 1° l'énoncé du 
n° 31 est vrai pour A = B = R; 2° R — i?0 c Q; 3° le point a appartient à un som-
met unique (nécessairement intérieur) de 3 de manière que a e R0 — Ri (dans les 
notations de 8). Ceci étant, on peut (d'après 31) attacher à chaque Cn~p un C\~p ~ 
~ Cn~p mod Q de manière que (v. 19.3) C[~p soit un (n — p, R)-cycle mod Q dans Rp. 
Or soit F un entourage de a si petit que V <=: R — Q — Rx; si Cp est un (p, R)-cycle 
dans F, on a, en excluant d'abord le cas p = 0, CpCn

l"p = 0 d'après 59.1 et par suite 
aussi CpCn~p = 0 pour chaque choix du (n - p, K)-cycle Cn~p mod S. D'après 62 
(où on pose S2 = S; v. 64) il en résulte que Cp ~ 0 dans un sous-ensemble bicompact 
de R — S, pour chaque choix du (p, R)-cycle Cp dans F, c. q. f. d. 

Dans le cas p = 0 le raisonnement précédant ne s'applique plus. Or on peut alors 
(v. 14.1 et 17.5) déterminer un entourage U cc R — 5 de a de manière qu'on puisse 
attacher à chaque (n, i?)-cycle Cn mod S un nombre r e 9Î de manière que Cn — 
— rG" ~ 0 mod (R — U). Soit V un entourage de a tel que F c- U. Pour chaque 
0-cycle C° dans Fon a alors C°(Cn - rGn) = 0 d'après 59.1 (v. aussi 59.2). Il en résulte 
que si C° est tel que C°Gn = 0 on a C°Cn = 0 pour chaque («, R)-cycle Cn mod S. 
Il suffit donc de montrer que /(C°) = 0 (v. 38) entraîne que C°Gn = 0. Or soit C°a 

le (0, K)-cycle (dans F) correspondant (v. Homoîogie, III, 17) au point a. Posons 
C°G" = s. On a s #= 0; en effet, dans le cas contraire, on aurait C°C" = 0 pour chaque 
Cn et par suite, d'après 62 evec S2 = S (v. aussi 64) Ĉ  ~ 0 dans un sous-ensemble 
bicompact de R, ce qui entraînerait, comme on sait, que /(C°) = 0, tandis que, 
évidemment, /(C°) = 1. Puisque s + 0, on peut attacher à chaque 0-cycle C° dans F 
un nombre t e tel que (C° - iC°) Gn = 0, ce qui entraîne que C° - tC°a ~ 0 
dans un sous-ensemble bicompact de R, d'où /(C0 — tC®) = 0. Or l(C° — tC°) = 
= /(C°) - //(Cfl°) = I(C°) - U donc t = J(C°). Par suite l(C°) = 0 entraîne que 
t = 0, d'où C°Gn = 0, c. q. f. d. 

65.1. Les axiomes des Chap. I et II entraînent que Vespace R — S est localement 
connexe. 

Cela résulte de 65 (avec p = 0), car l'axiome G0 équivaut évidemment (v. Homoîo-
gie, III, 14—18) à la connexité locale de R — S. 

66. Soit 0 g p ^ \n — 1. Supposons la validité de tous les axiomes des Chap. I 
et II ainsi que celle des axiomes Gk (v. 21) pour n — p^k^n — 1 et des axiomes 
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Hk (v. 27) pour n — p - l ^ f c g w - 2 . Alors les axiomes Hk (0 g k g p) sont 
aussi vérifiés. 

La démonstration sera donnée au n° 66.2. 
66.1. Lemme. Soit 0 g p ^ n — 2. Supposons que R soit un espace normal et 

que S = S c R. Supposons la validité de l'axiome Gn~p~x (v. 21). Soit a e R - S . 
Soit U cr c R — S un entourage de a. 11 existe un entourage K c c U de a jouissant 
de la propriété suivante: Soit Cn~p un (n — p, #)-cycle mod (S + F); il existe un 
(n - p, K)-cycle C\~p mod S et un (n - p, R)-cycle Cn

2
p mod F dans U tels que 

Cn~p ~ Cî"p + Cn
2-p mod {S + F). 

Démonstration. D'après l'axiome Gn~p~i
9 déterminons l'entourage VœœU 

de manière que l'on ait rn~p~l ~ 0 dans U pour chaque (n — p — 1, #)-cycle 
pn-p-i d a n s y gQ-t ^ ja famji|e (complète) de tous les réseaux dont aucun sommet 
ne rencontre simultanément F et S. Pour chaque U G <P, on a 

f c - ^ U ) = + iYp~l{u), 

où rî"""1^) est un (n - p - 1, ll)-cycle dans S [dans F]. Lorsque 
33 G $ est un affinement de U G on a, en posant 7r = Pr. (23, H), rc Cn~p(23) ~ 
- Cn~p(U) mod (S + F). Il existe donc une (n - p + 1, U)-chaîne F'-p+1(U) et 
deux (n - p, U)-chaînes EÏ~P(U), En

2
p{\\) telles que E^'^U) cz S, En

2~p(U) c F e t 

7i Cn _ p(23) - Cn-p(U) = P En~p+i(U) + £ ï " P ( t f ) + ^ 2 _ P ( H ) , 

d'où 
n ri-p-1^B) - rï"p""1(H) - F E"~p(Vi) = 

= 7t rr p " 1 (®) - / y * 1 ^ ) - F £r p (u) -

Or la chaîne à gauche (à droite) est située dans S (dans V); d'après la définition de la 
famille on en déduit que chacune de ces deux chaînes est égale a zéro, d'où 
7i r y ' C » ) ~ r r p _ i ( u ) d a n s v-1 1 e n r é s u l t e qu e r T p ' 1 = {n~p"1(u)} est un 
(n — p — 1, R)-cycle dans F. D'après la définition de F, il existe donc pour chaque 
Ue<P une (n — p, U)-chaîne dans U dont la frontière est égale à r2~p~1(Vi). Pour 
chaque U G soit L"2~P(U) la famille de tous les (n - p, U)-cycles C2~P(U) mod F 
dans L7 tels que F Cn2~p(Vi) ~ r2"p"1(U) dans F. Nous venons de voir que I?2P(U) 4= 0 
pour chaque U G (P. On voit sans peine que L?2

P(U) est un système linéaire et que 
7t Lyp(23) c Lyp(U). D'après Homologie, II, 21, on peut donc choisir Cn

2~p(U) G 
G Lyp(H) pour chaque U G <P de manière que C?TP = {Cn

2~p(U)} soit un (n - p, K)-
cycle mod F dans U. Puisque C2"p(ll)GLn

2"p(U), il existe pour chaque UG# une 
(n - p, U)-chaîne Dn

2~p(ll) dans F telle que 

f c r p ( u ) = rn
2~p~1(u) + F Dn2-p(u). 

Le cycle C2'p étant déterminé, il s'agit encore de démontrer l'existence de C[~p. 
Or désignons pour Ue<P par Ly^U) la famille de tous les (/i — p, U)-cycles C5~P(U) 
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mod S tels que: 

Cn-p(U) ~ C\-p{U) + Crp(U) mod (S + F) . 

En supposant pour un moment que (U) 4= 0, on voit sans peine que c'est un 
système linéaire. Or on a évidemment n Lb

1"~p(®) <=. Il résulte donc de Y Homo-
logie> II, 21 que le cycle C\~p existe. On doit encore démontrer que I?iP(il) =f= 0; 
c'est évident, car on voit sans peine que 

Cn-p{\l) - Cn
2'p(U) + Dn

2-p(U)eLV(U). 

66.2. Passons à la démonstration du théorème du n° 66. Il suffit de démontrer 
la validité de l'axiome Hp. Il suffit même de prouver l'énoncé E suivant: Soit a e R — S; 
soit c c R - S un entourage donné de a. A chaque entourage P2 c: Pt de a 
on peut attacher un entourage P3 c P2 de a de manière que: Si Cp est un (p, £)-cycle 
dans Pi — P2 tel que Cp ~ 0 dans un sous-ensemble bicompact de R — S, on ait 
aussi Cp ~ 0 dans un sous-ensemble bicompact de R — (S + P3). En effet, d'une part, 
l'axiome Hp, sous la forme énoncée au n° 27, est une conséquence de E si P = R — S; 
d'autre part, en remplaçant S par R — P (et donc R — S par P) on ne détruit pas la 
validité des axiomes supposés vrais au n° 66. 

Soit donc a e R — S et soient Pu P2 deux entourages de a tels que P2 cz P t c c 
czœ R — S. Choisissons un entourage U cz ci P2 de a. et déterminons l'entourage 
V = P3 de a d'après 66.1. Soit Cp un (p, itycycle dans P t - P2 tel que Cp ~ 0 dans 
un sous-ensemble bicompact de R — 5. D'après 64, on a CpCn~p = 0 pour chaque 
(n — p, i?)-cycle Cn~p mod 5. On doit prouver que Cp ~ 0 dans un sous-ensemble 
bicompact de R — (S + P3). Or le théorème du n° 64 reste évidemment vrai en 
y remplaçant S par S + P3 (car les axiomes dont on a déduit ce théorème restent 
vrais). Or on a évidemment Px — P2 c: R — (5 + P3) de sorte qu'il suffit de prouver 
que CpCn~p = 0 pour chaque (n - p, R)-cycle Cn~pmod(S -h P3). D'après 66.1 
il existe un (n — p, ifycycle Cn

l"p et un (n — p, R)-cycle C2"p mod P3 dans Ï7 tel que 

C„-P „ Cn-P + Cn-P m o d ^ + p ^ 

On a donc (v. 56, 3° et 4°) 
ÇPCn-P = QPQ*-P + CPCn

2~P . 

Or nous savons que CPC\~P = 0; d'autre part, CpCn
2

p = 0 d'après 59.1, car Cp c 
c p ! - P2, Cn

2
p c= [7, EJ^ - p2) = 0. 

67. Faisons les hypothèses du n° 55. Il se peut qu'il existe un nombre infini de 
(n — p, R)-cycles mod S lin. indépendants mod S (c'est-à-dire tels qu'aucune com-
binaison linéaire de ces cycles ne soit mod S); or il résulte du théorème du n° 31 
que, Q étant un entourage donné de 5, il n'existe qu'un nombre fini de (n — p, R)-
cycles mod S lin. indépendants mod Ï2 ; autrement dit, Q étant donné, on peut indiquer 
un nombre fini de (n — p, R)-cycles mod S tels que chaque (n — p, R)-cycle mod S 
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soit homologue mod S à une combinaison linéaire de ces cycles donnés, augmentée 
d'un (n — p, K)-cycle mod S dans Q. 

Pareillement il peut exister un nombre infini de (n — p, R)-cycles absolus, dont 
chacun est situé dans un sous-ensemble bicompact de R — S, et tels qu'aucune 
combinaison linéaire de ces cycles ne soit homologue à zéro dans un sous-ensemble 
bicompact de R — S. Mais, A étant un sous-ensemble bicompact de R — S donné, 
il existe un nombre fini de (n — p, R)-cycles dans A tels que chaque (n — p, R)-cycle 
situé dans A soit homologue à une combinaison linéaire de ces cycles dans un sous-
ensemble bicompact de R — S. 

Du théorème du n° 64 on déduit (v. 59.1) que ces remarques restent vraies en 
remplaçant p par n — p. 

Supposons en particulier que S = 0. Alors l'ensemble R — S = R lui même est 
bicompact, et par suite la pème, ainsi que le (n — p)ème nombre de Betti de R est fini. 
Ces deux nombres sont égaux l'un à l'autre d'après 64 (théorème de dualité de 
Poincaré). 

68. Soit 0 g p ^ n — 1. Supposons la validité des axiomes énumérés au n° 55, 
en y remplaçant S par 0. 

Soit S un sous-ensemble bicompact de R. Soit A t l'ensemble de tous les (p, R)-cyc!es 
Cp dans A homologues à zéro dans R, où A parcourt la classe K de tous les sous-
ensembles bicompacts de R — S; considérons deux éléments Cp, Cp de At comme 
égaux si l'on peut déterminer AeK de manière que C[ ~ Cp

z dans A. Soit A2 l'ensem-
ble de tous les (n — p — 1, R)-cycles rn~p~1 dans S homologues à zéro dans R; 
deux éléments rn

2~p~1 de A2 seront considérés comme égaux si rn
1"p~i ~ 

- rn
2~p'1 dans 5. 

Nous allons définir une multiplication Cp x rn~p~1 rel. à laquelle les deux modules 
Ax et A2 sont duels {théorème de dualité de M. Pontrjagin)74'. 

Soit rn~p~l e A2. Pour chaque réseau U, il existe un système linéaire L""^!!) 
de (n - p, U)-cycles Cn"p(U) dans R tels que F Cn'p(U) - r"-J,-1(U) dans S. De 
YHomologie II, 21 on déduit sans peine qu'on peut choisir Cn~p(U) e n~p(U) de 
manière que Cn~p = {Cn"p(U)} soit un (in - p, R)-cycle dans S. Posons Cn~p = 
= (p(rn~p~1); la fonction (p n'est pas du reste univoque. Ceci étant, posons 

CP x r n - p - 1 = C p ç^pn-p-

Les propriétés 1°, 2°, 3° dans la définition de dualité de deux modules (n° 61) sont 
évidentes. Reste à montrer: Ax: le produit Cp x rn~p~l est univoquement déterminé; 
A2: si Cp g Ai jouit de la propriété que Cp x rn"p~i = 0 pour chaque rn'p~l e A2i 
on a Cp = 0; A3: si r~p"1 e A2 jouit de la propriété que Cp x rn"p"1 = 0 pour 
chaque CpeAu on a rn"p'1 = 0. 

7 4 Gôttinger Nachrichten, 1928, p. 448 (Satz I). 
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Démonstration de Ax. Soit 

c \ = c j , r y 1 = r r r l , 

crp = (pin'1"1), cn
2-p = ^/r'"1). 

On doit prouver que 
rprn~p rprn~p 

L'égalité C\ = C2 signifie qu'il existe un sous-ensemble bicompact A de R — S tel 
que CJ - Cp

2 ~ 0 dans A Donc d'après 64, on a (C? - Cp
2)Cn

2~p = 0, car 
C2~p est un (n - p, £)-cycle mod S. Reste à prouver que C\(C[~P - C2~p) = 0. 
Or l'égalité Fn

1~p~1 = Fn
2~p~x signifie que F\~p~ r2~p~l dans S. D'autre part, 

dans chaque réseau U on a F CÏ"P(U) - rï"p~1(u) d a n s s> F Cn
2^p(U) ~ Fn

2~p~x 

(U) dans S d'où il résulte qu'on peut déterminer une (n — p, H)-chaîne Dn~p(U) dans 
S telle que CÏ~P(U) - Cn

2~p(U) - Dn~p{U) 0. Pour chaque réseau U désignons 
par Ln_p(U) la famille de tous les (n — p, U)-cycles absolus de la forme 

C Ï ~ P ( U ) - Cn
2-p{U) - Dn-p(U) 4- En~p(U) 4- F Hn"p+i(U), 

où En~p(VL) parcourt tous les (n — p, U)-cycles dans S tandis que Hn~p+1(U) parcourt 
toutes les (n — p 4- 1, U)-chaînes. D'après H ontologie, II, 21 on voit sans peine 
qu'il est possible de choisir Cn~p(U) e Ln~p(U) de manière que Cn~p = {Cn~p(U)} 
soit un (n - p,R)-cycle (absolu). Evidemment Cn~p ~ C\~p - C2~pmodS, d'où 
CJ(CrP - C2~p) = C[Cn~p, de sorte qu'on doit seulement prouver que C{Cn~p = 0, 
ce qui résulte de 64 (en y remplaçant S par 0), car Cf ~ 0 mod 

Démonstration de A2. Supposons que le cycle Cp e ne soit homologue à zéro 
dans aucun sous-ensemble bicompact de R — S. On doit prouver qu'il existe un 
fn-P-i eAi t ej que Cp x pn-p-i = L or d'après 64 il existe un (n - p, K)-cycle 
Cn"p mod S tel que CpCn~p = 1. Pour chaque réseau U soit Pn"p"1(U) = F Cn"p(U). 
On voit sans peine que rn~p~l = {rn'p~1(U)} est un élément de À2 tel que Cn~p = 
= (p(rn-p~1), d'où Cp x Fn-p~l = 1. 

Démonstration de A3. Supposons que le cycle r n ~ p _ 1 e À2 ne soit pas homo-
logue à zéro dans S. Soit Cn

0~p = <p(Fn~p~1). On doit prouver qu'il existe un CqE 
tel que CgCJ"p = 1. On voit sans peine que le (n — p, #)-cycle Cn~p mod 5 n'est 
homologue mod S à aucun (n — p, K)-cycle absolu. Supposons par impossible 
que, pour chaque réseau U, le (n — p, U)-cycle mod 5: Cn"p(U) soit homologue 
mod 5 à un (n — p, U)-cycle absolu Bn~p(U); désignons par Ln~p(U) la famille 
de tous ces Bn~p(U); de YHomologie, II, 21 on déduit sans peine qu'on peut choisir 
Bn~p(U) e Ln"p(U) de manière que Bn"p = {Bn"p(U)} soit un (n - p, K)-cycle absolu, 
d'où il résulte la contradiction Cn

Q'p ~ Bn~p mod S. 
Soit donc U0 un réseau tel que C2~P(U) ne soit homologue mod S à aucun 

(H — p, U0)-cycle absolu; on voit sans peine (v. la démonstration de 6.1) qu'il existe 
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un entourage Q de S tel que, dans le réseau U0, les frontières, cycles, homologies 
mod S soient les mêmes comme modi2. Donc C5~P(U) n'est homologue mod Q 
à aucun (n — p, U0)-cycle absolu; par suite C"0~p n'est homologue mod Q à aucun 
(n — p, R)-cycle absolu. D'après 67, il existe un ensemble fini T de (n — p, R)-cycIes 
mod S tel que chaque (n — p, R)-cycle mod 5 soit homologue mod S à une combi-
naison linéaire de ces cycles, augmentée d'un (n — p, R)-cycle mod S dans Q, tandis 
qu'aucune combinaison linéaire de ces cycles ne soit ~ 0 mod Q. On voit sans peine 
qu'on peut supposer que le cycle Cn

Q~p appartienne à la famille T; en outre, on peut 
supposer que la famille T contienne des cycles C""p

9 C2~p,C\~p (h = 0, 1, 2,.. .) 
h 

tels qu'un (n — p9 R)-cycle mod S est ~ ^ajC""pmodi2 si et seulement s'il est _ i = 1 

homologue mod Q à un (« — p, R)-cycle absolu. Soit 

Cn — p f^n — p rin-p /^n-p ^n-p 
0 > j W 

(0 g ft £ fc) la famille T. iC0 étant la famille de tous les sous-ensembles bicompacts 
de R — Q, il résulte facilement de 64 (où l'on remplace S par Q) qu'il existe des 
(p, R)-cycles absolus 

Cp r>p r^p /-P 
0, ..., L.J,, , 

Cf (0 g i g fc) étant situé dans tels que pour 0 ^ i ^ k9 0 g j <; k: 
Cp

iCnfp = 1 pour i = j9 = 0 pour i 4= j. 
Je dis que Cg est élément cherché du module Ax. Puisque CgCJ~p = 1, il faut 

seulement démontrer que Cg ~ 0 dans R. D'après 64, il suffit de prouver que 
CgCn_p = 0 pour chaque (n — p, R)-cycle absolu Cn~p. Or d'après ce que nous venons 
de dire, il existe des nombres af e 9Î et un (n — p, R)-cycle *Cn~p mod S dans Q 
tels que 

h 
C"~p ~ £ aiC\"p + *cn~p mod S , 

i=l 
d'où 

h 
CpCn-p = X a i c g c r p + CS . 

¿=1 

Or nous savons que CP
0C\~P = 0 pour 1 g / g h; d'autre part, Cg *Cn~p = 0, 

car Cg c A09 *Cn'p c Ô, = 0. 

Remarque. Soit <5f = 1 pour i = 0, <5,. = 0 pour / ^ 1. Supposons que le pème 

et le (n — p — l)ème nombre de Betti de l'espace R soient resp. égaux à ôp et à ôn-p_ml. 
Alors Ai est le module de tous les (p, R)-cycles Cp bicompacts dans R — S (tels que 
I(CP) = 0 si p = 0) tandis que A2 est le module de tous les (n — p — 1, R)-cycles 
Cn"p"1 dans S (tels que l(Cn'p'1) = 0 si n - p - 1 = 0). Le fait que les deux 
modules et A2 sont duels constitue le théorème de dualité de M. Alexander. 
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69. Faisons l'hypothèse du n° 55. Soit J\ l'ensemble de tous les (p, ^-cycles 
absolus dans A, où A parcourt tous les sous-ensembles bicompacts de R — S; deux 
éléments Cf, Cp

2 seront considérés comme égaux si C[ ~ C£ mod S. Soit T2 l'ensemble 
qui s'obtient de en remplaçant p par n — p. On voit sans peine (v. 56, 4°) que 
le produit CpCn~p où Cp e rl9 Cn~p e r 2 , est bien déterminé malgré les conventions 
faites sur l'égalité de deux éléments de r t ou de r 2 . En procédant comme dans les 
nos 62 et 63, on démontre sans peine que les deux modules et f 2 sont duels rela-
tivement à la multiplication CpCn~p. C'est le second théorème de dualité de M. Lef-
schetz.15 

70. Soient Ax et A2 deux sous-ensembles de R — S, fermés dans R — S et tels que 
A\A2 c R - S. Soit Cp un (p, Jfycycle mod AtS dans At; soit Cn~p un (n - p, R)-
cycle mod ^Î2S dans Â2. On voit sans peine qu'on peut étendre la définition du produit 
q p q i - p chap VU (qui a été exposée seulement sous l'hypothèse Â1Â2 = 0) au 
cas plus général ici envisagé, et que les propriétés 1°, 2°, 3°, 4° du n° 61 restent vraies. 

Sous la forme ainsi généralisée, le produit CpCn~p ne dépend évidemment (cf. 6.3) 
que de l'espace R — S (et de son orientation). 

On pourrait aussi généraliser le théorème général de dualité du n° 61 en lui don-
nant une forme qui ne dépend plus que de l'espace R — S.16 Nous omettons de le 
faire, car on n'arrive qu'à un énoncé fort compliqué et peu susceptible d'applications; 
d'ailleurs, il est évident que l'important théorème de dualité du n° 64 exprime une 
propriété topologique de l'espace R — S (v. 6.3). 

7 5 Cf. Lefschetz, Topology, p. 149, formule (20). 
7 6 Cf. Lefschetz, Topology, p. 134, formule (18). 
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APPLICATION DE LA THÉORIE 
DE L'HOMOLOGIE À LA THÉORIE 
DE LA CONNEXITÉ, I. 

Spisy vydávané přírodovědeckou fakultou 
Masarykovy university. 
Brno 188 (1933), 40 pp. 

(Traduit de tchèque: 
Užití theorie homologie 
na theorii souvislosti , I.) 

I. Espaces métriques 

1. Pour pouvoir lire le présent Mémoire il faut connaître la première partie (I.) 
de l'article Sur les ensembles connexes irréductibles entre n points (voir 4), qui sera 
désigné par M, ainsi que les articles Contribution à la théorie de la dimension (voir 
11), dénoté par D, et Introduction à la théorie de Vhomologie (voir 56) dénoté par H. 

2. Soit cp une fonction dont le domaine (voir H, p. 150, note 6) est l'espace R 
(voir M 1). Supposons que ç>(R) (voir H, p. 150, note 7) soit aussi un espace. Lorsque 
S c <p(R), <P-I(S) désigne l'ensemble des xe R pour lesquels <p(x) e S. La fonction q> 
est dite continue lorsque <p-i(S) est fermé dans R chaque fois que S est fermé dans 
<p(R). Bien entendu on peut remplacer les mots "fermé" (tous les deux!) par 
"ouvert". 

3. La fonction (p dans le domaine R est dite biunivoque, lorsque (p(x) = <p(y) 
entraîne x = y. Pour chaque e <p(R) il existe alors un et un seul xeR tel que 
<p(x) = nous écrivons x = cp-^Č). Alors (p-x est une fonction biunivoque dans 
le domaine <p(R). 

4. Deux espaces R et R* sont manifestement homéomorphes (voir M 3) si et 
seulement si, il existe une fonction biunivoque cp dans le domaine R telle que ç?(R) = 
= R* et que les deux fonctions ç et <p-x soient continues. 

5. Soit R un ensemble quelconque. A chaque paire a e R, b e R soient associés 
deux nombres réels g^a, b), Q2{a> b) jouissant des propriétés M 5.1, 5.2, 5.3. Si nous 
prenons gl9 ou respectivement gl9 pour distance, R devient espace métrique, que 
nous désignerons par Rt ou R2 respectivement. Lorsque l'application identique de R 
sur R est un homéomorphisme entre Rj et R2, nous disons que gx et g2 sont deux 
métriques équivalentes de l'espace R. 
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6. Soit R un espace métrique. Soit {x„} une suite de points de R; soit x e R. Nous 
disons que x est la limite de la suite {x„}, et nous écrivons lim xn — x, lorsque à tout 
ô > 0 on peut associer un nombre m tel que n > m entraîne {?(xm, x) < S. On a alors 
les théorèmes suivants1: 

6.1. Si lim x„ = x, lim xn = y, alors x = y. 
6.2. Si la suite {}>„} est une sous-suite de {x„} (c'est-à-dire que yt = xh, y2 = 

= xi2,..., ii < î2 < •••) et <lue l i m = x> alors lim yn — x. 
Si la limite x = lim xn existe, nous disons que la suite {xn} est convergente dans R. 

Si S cz R, xn e S, alors {x„} est convergente dans S si et seulement si x e S. 
7. Soit R un espace métrique; soit S c: R. L'ensemble S est fermé dans R si et 

seulement si toute suite {xn} cz S convergente dans R est convergente dans S. 
8. Soient R, S deux espaces métriques. Soit q> une fonction ayant R pour son 

domaine; soit (p(R) = S. La fonction (p est continue si et seulement si {x„} c: R, 
lim xn — x implique lim cp{xn) = <p(x). 

9. Soient Qi,q2 deux métrique dans R (cf. 5). La limite par rapport à la métrique 
(c'est-à-dire la limite dans l'espace R¿) sera désignée par lim; la limite par rapport 

à q2 (c'est-à-dire la limite dans l'espace R2) sera désignée par Lim. Alors: 
9.1. Qi et q2 sont deux métriques équivalentes si et seulement si les relations 

lim x„ = x, Lim xn = x entraînent l'une l'autre. 

II. Espaces métriques compacts 

1. Un espace métrique R est dit compact lorsque chaque suite {xn} c R contient 
une (au moins) sous-suite convergente. 

Un sous-ensemble S de l'espace R sera dit compact si S est compact en tant 
qu'espace, c'est-à-dire si chaque suite {xn} c S contient une sous-suite convergente 
dans S. 

Certains auteurs disent que S a R est compact si chaque suite {*„} ci S contient une sous-
suite convergente dans R. On démontre aisément que S c R est compact, en ce sens-ci, si et 
seulement si S (voir M 4) est compact au sens adopté ici. 

2. Soit R un espace métrique; soit S c: R. Supposons S compact. Alors S est 
fermé dans R. 

3. Soit R un espace métrique compact; soit S a R. Alors S est fermé dans R si et 
seulement si S est compact. 

4. Soit R un espace métrique. R est compact si, et seulement si, il jouit de la 
propriété suivante: Si {An} est une suite de sous-ensembles de R, non-vides et fermés 

00 

dans R, telle que A„ zd An +1 pour tout n, alors f ] An 4= 0. 
n = 1 

1 Par manque d'espace, j'omets quelques démonstrations simples dans les chapitres I et II; 
le Lecteur les complétera facilement lui-même. 
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Démonstration. I. Supposons que Rait la propriété mentionnée. Soit {x„} c R. 
Supposons que {x„} ne contienne aucune sous-suite convergente. Il est aisé de voir 
que les ensembles An des points xn, + sont fermés dans R; il existe donc 

00 

xe\\An. Mais alors il est possible de {x„} choisir une sous-suite {yn} telle que yn = x 
n= 1 

pour tout n, donc lim y„ = x, ce qui est une contradiction. 
II. Supposons R compact. Dans chaque An prenons un xn; la suite {x„} contient 

00 

une sous-suite {>>„} convergente, lim yn = x. Il est aisé de voir qu'on a alors x e ]~J An. 
n= i 

5. Soit R un espace métrique compact. Soit ô > 0. // est alors possible de trouver 
un nombre fini de points de R tels que tout point de R se trouve à une distance plus 
petite que ô d'un ce ces points choisis. 

Démonstration. Supposons le contraire; on peut alors trouver toute une suite 
de points xne R tels que m < n entraîne g(xm, xn) ^ <5. Mais une telle suite ne peut 
contenir aucune sous-suite convergente. 

6. Soit R un espace métrique. Nous disons que R est séparable lorsque ou bien 
R = 0 ou bien il existe une suite {x„} c R telle que pour tout x e R on peut trouver 
dans {x„} une sous-suite {y„} pour laquelle lim yn = x. 

7. Soit R un espace métrique compact. Alors R est séparable. 

Démonstration. Soit R 4= 0. D'après 5, on peut trouver dans R une suite 

(l) all9..., alri ; a21,..., a2rz ; a2U ..., aZry ; a41,... 

telle que pour tout i (= 1, 2, 3,...) et pour tout x e R on peut trouver un indice j 
(1 ^ j ^ r¡) tel que g(x, a( ) < 1/i. Alors pour tout x e R on peut trouver dans (1) 
une sous-suite {>>„} telle que lim yn = x. 

8. Soit R 4= 0 un espace métrique. R est séparable si, et seulement si, il jouit 
de la propriété suivante: Dans tout système d'ensembles ouverts dans R, recouvrant 
R (voir D 1) on peut trouver une suite {Un} recouvrant R. 

Démonstration. I. Supposons que R jouisse de la propriété donnée. Pour 
m = 1, 2, 3,. . . soit <Pm le système des sphères (voir D7) K(x, 1/m), où x parcourt 
l'espace R entier. Alors (voir D 8) <Pm est un système d'ensembles ouverts dans R, 
recouvrant R. Il existe donc une suite {xmn} c R (n = 1, 2, 3,...) telle que la suite 
correspondante {K(xm;l, l/m)} (n = 1,2,3, . . .) recouvre R. Réarrangeons la suite 
double {xmw} (m = 1,2, 3,...; n = 1, 2, 3, ...)en une suite simple (n = 1,2,3,...). 
Pour tout x g R, la suite {yn} contient une sous-suite {z„} telle que lim zn = x. 

II. Supposons qu'il existe dans R une suite {xn} telle que pour tout x G R on puisse 
trouver dans {xn} une sous-suite {yn} telle que lim yn = x. Pour m = 1,2,3, . . . ; 
n = 1 ,2 ,3 , . . . soit Knm = K(xn, 1 ¡m) (voir D 7). Rearrangeons la suite double 
{.Knm} (m = 1, 2, 3,...; n = 1, 2, 3,...) en une suite simple {#„}. 
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Soit <P un système d'ensembles ouverts dans R, recouvrant R. A chaque xe R 
associons un Uxe<P, xeUx. D'après D 6, il existe un nombre m (= 1,2,3, . . . ) 
tel que K(x, 1/ra) c= Ux. Il existe une suite {/„}, < i'2 < ... telle que lim xin = x. 
Il existe un nombre n tel que q ( x , x ¡ J < 1/2m. On démontre aisément que x e 
eKin,2m Ux. Autrement dit: à tout xeR on peut associer un indice k(x) et un 
ensemble Uxe <P tels que x e Hk(x) cz Ux. La suite {Hn} contient une sous-suite 
{H'n} telle que Hn fait partie de {H'n} si et seulement si il existe un point xe R pour 
lequel k(x) = n. Pour n = 1, 2, 3, . . . il existe un point zn e R tel que H'n = Hk(Zn) cz 
cz U2n. La suite {U2n} est formée d'éléments de <P et recouvre R. 

9. Soit R un espace métrique. R est compact si, et seulement si, il jouit de la 
propriété suivante: Dans tout système <P d'ensembles ouverts dans R, recouvrant R, 
on peut trouver un réseau dans R (voir H III 2). 

Démonstration. Soit R 4= 0. I. Supposons que R ait la propriété citée. Soient 
An des ensembles fermés dans R, A„ 4= 0, An An+i. Les ensembles R — An sont 

oc 
ouverts dans R. Si ]~] An = 0, alors les ensembles R — An recouvrent l'espace R; 

n = 1 
m m 

il existe donc un nombre m tel que = — An) = R — \\ An = R ~ Am 
n=1 n= 1 

00 

donc Am = 0, ce qui est une contradiction. Donc ]~] A„ 4= 0, et R est compact d'après 4. 
n= 1 

II. Soit R compact. Soit <P un système d'ensembles ouverts dans R, recouvrant R. 
D'après 7 et 8 on peut trouver dans <P une suite {U„} recouvrant R. Nous avons à dé-

ni 

montrer l'existence d'un nombre m tel que £ Un = R. Supposons le contraire, et 
n= 1 

m m oo f?i 
posons Am = R — £ Un. D'après 4, nous avons alors \\An 4= 0, donc £ £ Un 4= 

n = l n = l m = l n = l 
00 

4= R, c'est-à-dire £ Um 4= R, ce qui est une contradiction. 
m= 1 

10. Soit R un espace métrique compact. Soit <P un système d'ensembles ouverts 
dans R, recouvrant R. Il existe alors un nombre S > 0 tel qu'à chaque x e R on 
peut associer un ensemble U e <P tel que y e R, q(x, y) < ô implique y eU. 

Démonstration. Supposons le contraire. Alors pour tout n = 1 ,2 ,3, . . . il 
existe un point xn jouissant de la propriété suivante: Lorsque xneUne <P, il existe 
y e R — U tel que g(x„, y) < 1 jn. La suite {x,,} contient une sous-suite {x/n} con-
vergente. Soit x = lim xin; soit x e U e Il existe alors (voir D 6 et 7) un nombre 
ô > 0 tel que K(x, 2(5) c: U. Il existe un nombre n tel que 1 ji„ < ô, q(x, xin) < ô. 
Alors xin e U. Il existe donc un point y e R — U pour lequel e(x/n, y) < ô. Mais 
alors e(x, y) ^ g(x, xin) 4- ^(xln, y) < là, donc y e K(x, 2ô) cz U, ce qui est une 
contradiction. 

11. Soit R un espace métrique compact. Il existe alors une suite {3n} de réseaux 
dans R telle que: Io pour tout n le réseau + 1 est un raffinement (voir H III4) 
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du réseau 3„; 2e à tout réseau U on peut associer un nombre n tel que 3n
 50ii un 

raffinement de U. 
Démonstration. Pour n = 1,2, 3,. . . soit 4>n le système de toutes les sphères 

de centre x e R et de rayon 1 jn (voir D 7). D'après 9 on peut trouver dans <P„ un 
réseau 23n. Formons maintenant la suite {3„} récurrement: 1° 3i = 2 3 2 ° étant 
donné les réseaux 3i> 32» 3»> n o u s prenons pour 3rt+i u n raffinement commun 
des réseaux 3„ et S43IJ+1 (ce qui est possible d'après H III 4.1). Soit U un réseau quel-
conque dans R. D'après 10, il existe un nombre <5 > 0 tel que pour tout xe R on 
peut trouver un ensemble Ux e U tel que y e R, g(x, y) < ô implique y e Ux. Prenons 
n > 1 ¡6. Nous avons à montrer que le réseau 3rt est un raffinement du réseau U. 
Comme 3« est un raffinement du réseau 93„, il suffit de montrer que le réseau 93„ 
est un raffinement du réseau II. Soit V un sommet quelconque du réseau nous 
avons donc à démontrer qu'il existe un sommet U du réseau U tel que V c= 17. 
Comme 93M fait partie de 0n, il existe un point x g R tel que V = K(x, 1 jn) (voir D 7). 
Si y e V, nous avons g(x, y) < 1 jn < S, donc y e Ux, d'où V c: Ux. 

12. Soit R un espace topologique. Nous appelons voisinage2 du point a e R tout 
ensemble 17 ouvert dans R et contenant a. Nous appelons voisinage2 d'un ensemble 
A cz R tout ensemble U ouvert dans R et tel que A c: U. 

13. Soit R un espace métrique compact. Soit une suite d'ensembles fermés 
00 

dans R tels que An An+l pour tout n. Soit A = Y\An. Soit U un voisinage de Ven-
n= 1 

semble A. Il existe alors un nombre m tel que A„ œ U pour toùt n > m. 
Démonstration. Supposons le contraire. Alors il existe des indices ix < i2 < 

< /3 < ... tels que Ain - U 4= 0 pour tout n. Soit Bn = Ain - U = A^R - U). 
00 00 

D'après 4 nous avons 0 4= Yl = ( Y\ ~ Comme An An+i et in < fn+1, 
n = 1 n-1 

00 OC' 

nous avons \\Ain = \\An = A. Donc A — U 4= 0, ce qui est une contradiction. 
n=1 " n= 1 

14. Soit R un espace métrique séparable. Soit <P une classe non-vide d'ensembles 
00 

fermés dans R. Supposons que Ane<P, An o y4rt+1 implique An e 0. Il existe 
n = 1 

alors un ensemble A e <P tel que B e <P, B a A implique B = A. 
C'est ce qu'on appelle théorème de réduction de Brouwer. 
Démonstration. Supposons le contraire. Alors R 4= 0; si pour A e <P nous 

dénotons par ^(A) la classe des B e <£, B c: A, B 4= A, nous avons ^(A) 4= 0 pour 
tout A e <P. 

Soit m = 1, 2, 3,. . . D'après 8, il existe une suite {x^} (n = 1, 2, 3,. . .) dans R 
telle que la suite {K(x/Nn, 1 jm)} (n = 1, 2, 3,...) (voir D 7) recouvre R. Réarrangeons 

2 Si besoin est, nous disons voisinage dans l'espace R. 
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la suite double {K(xmlI, 1 /m)} (m = 1, 2, 3 , n = 1, 2, 3,...) en une suite simple 
{//„} (n = 1,2,3,. . .). 

Soit A e <Pf Be ¥(A). Alors A — B + 0 nous pouvons donc prendre un point 
x e A — B. Comme x e R — B et que R — B est ouvert dans R, il existe d'après D 6 
un nombre ô > 0 tel que K(x, 2<5) cz R — B. Choisissons un entier positif p tel que 
L/p < <5. Il existe alors un entier positif g tel que x e K(XM, L/p), donc g(x, xp<z) < 
< l/p. Si Y G K(Xm, l/p), nous avons G(x, y) ^ G(x, xpq) -F G(y, xpq) < 2/p < 2(5, 
donc y e R — B. Il s'en ensuit que B. K(Xm, l/p) = 0, tandis que A . ¥L(xpq9 l/p) 4= 0, 
car x e yl. K(xpfl, l/p). 

Donc, l'ensemble étant donné, il est possible d'associer à chaque B e Y(A) 
un indice z tel que AHt 4= 0 = BHComme tout ensemble non-vide d'entiers positifs 
contient un élément minimum, on peut associer à chaque A e $ un ensemble cp(A) e 
e Y (A) et un indice f(A) entier positif, tels que A . HnA) 4= 0 = (p(À). HfU); or 
1 ^ z < f(A), B e V(A), AHt 4= 0 impliquent BHt 4= 0. 

Prenons maintenant arbitrairement un ensemble At e $ et posons An+1 = <p{An), 
in = f(A„). Alors An e <î>, An+i <= An, A„Hîn 4= 0 = An+iHin, mais pour 1 ^ i < z„, 
B e ^(¿n), 4= 0 entraîne BHt 4= 0. Si m > n, nous avons Am a An+U An+lHin = 
= 0, donc AmHin = 0, mais 4= 0. Donc in 4= zm pour n 4= m. 

oo 

Soit >4 = {"[ Comme e 3 y4n+1, nous avons A e Soit B e \j/(A); 
n= i 

comme c nous avons B e pour tout n. Comme B e Y(A), il existe un 
indice z tel que AHt 4= 0 = BHi. Comme z„ 4= im pour n 4= m, il existe un indice n 
tel que z < z„. On a alors B e Y(An), 1 ^ î < z„, ^„if, => ¿tf; 4= 0, donc BHt 4= 0, 
ce qui est une contradiction. 

15. Soient a, b deux nombres réels, a < b. Soit R l'intervalle a ^ x g b. Pour 
x e R, y e R soit g(x, y) = |x — y|. y4/ors R es* un espace métrique compact. 

16. Soif R un espace métrique compact. Soif 5 un espace métrique. Soit f une 
fonction continue dans le domaine R,/(R) = 5. /Ifors S est compact. 

m . Produit combinatoire de deux espaces 

1. Soient R et S deux ensembles quelconques. L'ensemble de toutes les paires 
ordonnées (a, b) où a e R, b e S sera appelé produit combinatoire des ensembles R 
et S est désigné par R x S. Il faut donc bien distinguer le symbole R x S de RS ou 
R . S qui désigne l'ensemble des éléments communs des deux ensembles R et S. 

2. Soient R et S deux espaces métriques. Il est alors possible d'introduire dans 
R x S une telle métrique que l'on ait lim (x„, yn) = (x, y) (x„eR, x e R , yneS, 
yeS) si et seulement si lim xn = x et lim y„ = y. 

Avant de procéder à la démonstration convenons d'appeler produit combinatoire 
de deux espaces métriques R et S l'ensemble R x S muni d'une métrique jouissant 
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de la propriété donnée. Le choix concret d'une telle métrique est sans importance 
pour l'espace topologiques R x S car toutes ces métriques sont équivalentes en vertu 
de I 9.1. 

Démonstration. Soient gj, q2 les métriques données dans R et S respective-
ment. La métrique cherchée dans R x S peut être donnée par une quelconque des 
formules suivantes 

e[(*> y)> >/)] = max • ÎQi(x> É)> Qi{y> >0] » 

y), (£> = Qi{*> <9 + Qi(y, n), 

qK*. y). («. 9)] = JilQii*. + feaC* m . 

3. Soient R et S deux espaces métriques. Soif U un ensemble ouvert dans R, 
soif F wn ensemble ouvert dans S. /l/ors l'ensemble U x V est ouvert dans R x S. 

4. Soient R et S deux espaces métriques. Soit (a, b)e R x S. Soit Z un voisinage 
du point (a, 6) dans l'espace R x S. Il existe alors un voisinage U du point a dans 
l'espace R et un voisinage V du point b dans l'espace S tels que U x F c Z. 

5. Soient R et S deux espaces métriques compacts. Alors R x S est un espace 
métrique compact. 

6. Soient R et S deux espaces métriques. Soit U un réseau dans R, soit 93 un réseau 
dans S. Dénotons par U x 93 l'ensemble des U x F tels que U E H et VE 93. Alors 
d'après 3 U x 93 est un réseau dans R x S. 

7. Soient R et S deux expaces métriques compacts. Soit 3 MM réseau dans R x S. 
Il existe alors un réseau U dans R et un réseau 93 dans S tels que U x 93 est un 
raffinement du réseau 3-

Démonstration. Soit a un point donné dans R. A chaque point b e S on peut 
associer un ensemble Zab E 3 tel que (a, b) E Zab. L'ensemble Zab étant ouvert dans 
R x S, il existe d'après 4 un voisinage Pab du point a dans R et un voisinage Qab du 
point b dans S tels que Pab x Qab a Zab. Pour a fixe, les ensembles Qab où b parcourt S 
sont tous ouverts dans S et recouvrent S. D'après II 9 il existe des points baU ba29... 
..., bak(a) dans S, en nombre fini, tels que les ensembles correspondants Qa%bj (1 ^ j ^ 

k(a) 
^ k(a)) sont les sommets d'un réseau Qfl dans S. Soit Ua = f ] Pflib/ D'après M 1.7, 

i 
l'ensemble Ua est ouvert dans R. Lorsque a parcourt R, les ensembles Ua recouvrent 
R. D'après II 9 il existe donc des points au a2,..., ah de R, en nombre fini h, tels que 
les ensembles Uai,Ua2,...,Uah sont les sommets d'un réseau U dans R. D'après 
H III 4.1 il existe un réseau 93 dans S qui est un raffinement commun de tous les 
réseaux Qat (1 ^ i g h). Alors U x 93 est un réseau dans R x S. Soit Uai x V un 
sommet du réseau U x 93. Nous avons à montrer qu'il existe un ensemble Z E 3 tel 
que Uat x V cz Z. L'ensemble Fêtant sommet du réseau 93 qui est un raffinement 
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du réseau il existe un indice j (1 ^ / ^ Kai)) t e l <lue v c Qa^by Comme U a. cz 
c Pa bj, nous avons 

Uo; X Poitbaj X Qa^, <= . 

8. So/i R un espace métrique compact. Soit T l'intervalle 0 g f ^ 1. Soit S 
un ensemble fermé clans R. Supposons qu'il existe une fonction continue f dans le 
domaine S x T telle que: 1 ° f (S x T) = M c R; 2° /(x, 0) = x pour tout x e S. 
Soit S* = / (S x (l)). Soit U un réseau arbitraire dans R. Il existe alors un raf-
finement 33 du réseau U, jouissant de la propriété suivante: Soit p = 0, 1,2,.. .; 
soit rp(93) un (p, ty-cycle absolu dans S, soit n = Pr. (33, U); alors il existe un 
(p, U)-cycle absolu AP(U) dans S* tel que n Pp(23) - AP(U) dans M. 

Démonstration. Test un espace métrique compact d'après II 15. S est un espace 
métrique compact d'après II 3. Donc S x Test un espace métrique compact d'après 
5. Donc M est compact d'après II 16, d'où il résulte d'après II 2 que M est fermé 
dans R. 

Soit U un sommet du réseau U; la fonction / étant continue, nous voyons d'après 
I 2 que l'ensemble f_y(UM) est ouvert dans S x T. Lorsque U parcourt tous les 
sommets du réseau U tels que UM 4= 0, alors évidemment f-x(UM) parcourt tous 
les sommets d'un réseau 3 dans S x T. D'après 7 il existe un réseau ÏB dans S et un 
réseau X dans Ttels que le réseau 2B x % soit un raffinement du réseau 3; soit q> = 
= Pr. (2B x X, 3). L'espace Test connexe d'après M 21. Donc B°(T) = 1 d'après 
H IV 8; comme T 4= 0, il en résulte B°(X) = 1 (voir H IV 7.1), de sorte que (cf. 
H II 15) il existe des sommets T0, T{,..., Tm du réseau X tels que 0 eT l t l e Tm, 
Ti.l . T; 4= 0 pour 1 ^ i ^ m. 

Soit Wun sommet arbitraire du réseau 333. Alors Z = (p(W x T0) est un sommet 
du réseau 3- D'après la définition du réseau 3 il existe un sommet U = iJ/xWdu 
réseau U, tel que f(W x T0) = MU. Comme 0 e T0 et /(x, 0) = x pour tout xeS 
nous avons S •=> W = f(W x (0)) c f(W x T0), c'est-à-dire W c MU et même W c 
c= SU, car W c S. Il s'en ensuit que le réseau SB est un raffinement du réseau SU 
(voir H III 5) et qu'il existe une projection Xi = Pr- SU) telle que W = 
= S . tyyW, M . i/r,W = /(Z), où Z = cp(W x T0). 

Tout sommet W du réseau 2B est un ensemble ouvert dans S et contenu dans Xi W = 
= SU où U = \\fxW. Il en résulte aisément qu'il existe un ensemble V = \j/2Couvert 
dans R et tel que W = SF, V <=z U. Désignons par G l'ensemble somme 
étant étendue à tous les sommets W du réseau 2B. Alors G est un ensemble ouvert 
dans R et G S. A chaque point x e R — G nous pouvons évidemment associer 
un ensemble Hx ouvert dans R et contenu dans Ux — S, étant sommet du réseau U. 
D'après II 3 l'ensemble R — G est compact. Donc d'après II 9 il existe un nombre 

k 
fini de points xv (1 g v ^ k) de R - G tels que £ (R - G) = R - G. Les 

V = 1 

ensembles i/JCv (1 ^ v ^ fc) joints aux ensembles 1¡/2W où W parcourt les sommets 
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du réseau 213, forment alors un réseau $3 dans R. Il est évident que ^ est un raf-
finement du réseau U et qu'il existe une projection n = Pr. (23, U) telle que n\jj2W = 
= i/̂  IF pour tout sommet Wdu réseau SB. 

Pour 0 ^ i ^ m, We233, soit cojf l'ensemble VK x Tf; il est évident alors que cot-
est une application simplicielle (voir H II 17) du réseau 2B dans le réseau x X; 
comme Ti^lTi 4= 0 pour 1 ^ / ^ m, il est évident que les applications simplicielles 

et (x>i sont voisines (voir H II 18). 
Soit maintenant Pp(23) un (p, si3)-cycle absolu dans S. 11 découle de la définition 

du réseau 23 que nous avons 523 = 2® (cf. H 111 5). Comme rp(23) est situé dans S, 
nous avons évidemment (voir H IV 3): 

0 ) r>(v) = IaV0Vl...Vp(^2H;0, iMKv *2WVp), 

(SB I ») 23) = Xavovi...vp(̂ vo» Wi, w g 

cô SB | 23) r'(») = X*VOV|...Vp(WVo x Wri X Th H;., x T,). 

Comme rp(S3) 0, nous avons d'après H IV 3 (2) 

(2131 23) rp(K) - 0 , 
de sorte que d'après H II 18 

,(2B | 23) PP(S3) - «,.(4151 S3) fp(S3) pour 1 g / g m , 

donc 
^0(2131 23) f(23) - œm{W | 23) r ' (» ) , 

de façon que 

(2) <p œ0(SB1 «) Pp(23) - p com(2B1 23) P'(S3). 

Posons Zv = <p(Ww x 70), Z; = cp(Wv x 7m), alors (2) deviendra 

Zflv0vi...vp(2V0, ZV1,..., zVp) ~ 2>V0V1...Vp(z;0, z;,,..., z;p). 
Il existe donc une (p 4- 1, 3)-chaîne +

 z i P J ( o u ZM s o n t 

des sommets du réseau 3) teUe que 

P ) Z / i p + l ) 2 > v 0 v , . , p ( Z v 0 , Z V 1 , . . . , Z V p ) — 

S a v 0 V 1 . . . V p ( Z V 0 » • • • » Z v p ) ' 

D'après la définition du réseau 3 il existe des sommets Uv, U'v, du réseau Utels que 
/(Zv) = MC/V, / (z;) = Mi/;, /(ZJ) = MUIl s'ensuit de (3) que l'on a 

(4) 5> vom—Pp + t 
Z ^ v 0 v , . , p ( c / V 0 , * * * * i / J -
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p + 1 p + 1 p + î 

Comme Z"^ 4= 0, nous avons Y \ f ( Z = M . n ul + 0, donc la (p + 1, U)-
f = 0 i = 0 i = 0 

chaîne du premier membre de (4) est située dans M. Comme Zv = cp(Wv x T0), nous 
avons/(Zv) = M . donc Uv = i¡f\Wv = n\l/2Wy, d'où d'après (l) nous obtenons 

.... I /O = « C o ^nie 1 e Zy ZD x Tm, nous avons 

(s x * o ) * ® . 
1 = 0 i = 0 

de sorte que S* . f[ U'Vi * 0, car S* = / ( S x (1)), U'v zd f(Z'v). Donc A\U) = 
¿=o 

= ^v,, • •> est un (p, U)-cycle absolu dans S*, et de (4) on déduit 
facilement que n Pp(93) - AP(U) dans M, c. q. f. d. 

IV. Théorèmes d'addition 

1. (Lemma.) Soif R un espace normal (voir D 9). Soit S un ensemble fermé dans R. 
Soit U un réseau dans R. Alors il existe un voisinage G de l'ensemble S et un raf-

finement 93 du réseau U tels que, K étant le noyau d'une ïï-simplexe, KG 4= 0, 
on a KS 4= 0. 

Démonstration. Soient Uu U2,Um les sommets du réseau U. D'après D 14 
il existe un réseau U' de sommets U J, U2, ...9U'm tels que XJ'i c: JJ. pour l g i ^ m. 
D'après D 12 où nous remplaçons Fl9 F2i..., Fm par S, U[,U2,U'm9 il existe des 
ensembles G, W2> •••> Wm ouverts dans R tels que G 3 S, Wt :=> UJ (1 ^ i ^ m) 

p _ p 

et que l'on a S. l/^ 4= 0 chaque fois que G . H 4= 0, (v0, vx , . . . , vp) étant une 
» = 0 i = 0 

combinaison quelconque des indices 1,2, . . . , m. Il est évident que les ensembles 
UXWU U2W2,..., UmWm sont les somets du réseau 93 cherché. 

2. [Lemma.) Soit R un espace normal. Soient <p et \j/ deux ensembles fermés dans 
R. Soit U un réseau dans R. Il existe alors un raffinement 93 du réseau U et une 
projection n = Pr. (93, U) tels que si une (p, 93)-chaîne Cp(93) est située à la fois 
dans q> et dans \j/9 alors la (p, U)-chaîne n Cp(93) est située dans (pifr. 

Démonstration. Suivant 1, nous trouvons un raffinement 9® du réseau U est 
un voisinage G de l'ensemble (p\{/; soit = ^r. (913, U). Les ensembles (p — G, 
\l/ — G sont fermés dans R et (cp — G) (i¡/ — G) = 0; donc, d'après D 9, il existe 
deux ensembles P, Q, ouverts dans R, et tels que P z> <p — G, Q ^ \J/ — G, PQ = 0. 
Les trois ensembles P, Q, G + [R — (cp + tA)] forment évidemment un réseau % dans 
R. Soit (voir HIII 4.1) 93 un raffinement commun des deux réseaux 9B et X; soit 
n2 = Pr. (93, 3B). 
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Soit K le noyau d'un (p, 23)-simplexe; soit KG 0, soit Kcp 4= 0 4= Ky. Alors 
K ne fait pas partie du sommet G 4- [R — (cp 4- ^)]du réseau mais K fait partie 
d'un sommet du réseau 23, donc aussi d'un sommet du réseau Nous avons donc ou 
bien K c P, ou bien K a Q. Comme PQ = 0, on a donc ou bien KP = 0, ou bien 
KQ = 0. Mais cela est impossible, car K(p 4= 0 4= Kij/, KG = 0, <p — G a P, 
i ( f - C c g , 

Donc, si K est le noyau d'un (p, 23)-simplexe, alors K(p 4= 0 4= Kij/ implique KG 4= 
4= 0. Soit maintenant Cp(23) = 2>, tf (r; G r( 4= 0) une (p, 23)-chaîne, soit 
Cp(23) c Cp(23) c \[/. Nous avons à montrer que ntn2 Cp(23) = (pifr. Si Kt est 
le noyau de r?, alors K& 4= 0 4= KdoncKfG 4= 0. On a donc ou bien 7c27rf = 0, 
ou bien le noyau K[ du simplexe 7t2t? coupe G, (en eifet, K\ Kt). Comme n2iPi est 
un (p, 2B)-simplexe, on a K\. cpij/ 4= 0 d'après la définition de 2B. Donc n2 Cp(23) c: 
c (p\jj9 de sorte que 7tin2 Cp(23) c= çij/ d'après H III 6. 

3. (Premier théorème d'addition pour les cycles.) Soit R un espace normal. 
Soient A9B et S des ensembles fermés dans R. Soit A + B = R. Soit p = 0, 1, 2, . . . ; 
m = 1, 2, 3, . . . Soient Cf+1 (1 g i g m) des (p 4-1, R)-cycles mod 5 tels que: si 

esf wn (p 4- 1, R)-cycle mod ,4S dans A, est un (p 4- 1, R)-cycle mod BS 
m 

dans B et que £ rfC?+1 - J/p+1 - //£+1 mod S (rf G TT), alors rx = ... = rm = 0. 
¿=i 

Il existe alors des (p, R)-cycles rj (1 ^ i ^ m) mod dans AB tels que 1° 
m 

rpi ~ 0 mod >15 dans A ainsi que mod 55 dans B (l g i g m); 2° £ i^rf ~ ® 
i=l 

mod AB5 dans AB (1 g i g m) implique rx = ... = rm = 0. 

Démonstration. Pour tout réseau U dans K désignons par h(U) le rang du 
module 9Jî(U) de tous les vecteurs (voir H I 9) (rx,..., rm) pour lesquels il existe un 
(p 4- 1, U)-cycle HP+1(U) mod AS dans A et un (p 4- 1, U)-cycle H£+1(U)mod£5 

dans B tels que £ r, C?+1(U) - tfî+1(U) - H£+1(ll) mod S. Il est évident que 
¿=1 

$ï(U) est un module fini (d'après H 119 nous avons p(U) ^ m). Si un réseau 23 
est un raffinement du réseau U, nous déduisons facilement de H III 7 que 9Jî(23) est 
sous-module du module sDï(U), de façon que (cf H 119) h(23) g h(VL). Il existe évidem-
ment un réseau Ul tel que l'on ait h(ll) g h(Uj) pour tout réseau U; donc pour tout 
raffinement U du réseau Ul nous avons /i(U) = ^(Uj), donc (cf. H 119) SDî(U) = 
= ^(Hx). Supposons que /^Uj) > 0. Alors il existe des nombres ru ..., rm G 9Î, 
dont un au moins est différent de zéro, et tels que le vecteur (r1?..., rOT) appartient 
au module SO^Ui) donc aussi à $R(U) pour tout raffinement U du réseau Ul9 donc il 
appartient à 9ïï(U) pour tout réseau U. De H IV 5 nous déduisons facilement que les 

chaînes tfp+1(U) qui figurent dans les homologies £ rf CP+1(U) ~ HP+1(U) -
¿=1 

— H5+1(U)mod 5 peuvent être choisies d'une telle manière, qu'elles définissent un 
(p 4- l,J?)-cycle H[+1 mod AS dans A; de H IV 5 nous déduisons alors que les 
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chaînes H^+1(IÎ) correspondantes peuvent être choisies d'une telle manière qu'elles 
définissent un (p + 1, R)-cycle / / 2

+ 1 mod BS dans B. Mais dans ce cas-là on a 
m 
£ r . c ? + 1 - Hf+ 1 - mod 5, donc rt = ... = rm = 0, en contradiction avec 
i=l 
ce que nous avons supposé. Il en résulté que /i(U!) = 0. c'est-à-dire que le module 
^(Ui) ne contient que le zéro. 

Pour tout raffinement U du réseau Ut soit k(U) le rang du module 9t(U) de tous les 
(p, U,)-cycles r ^ U j homologues à n rp(VL) mod ABS dans AB, où FP(U) parcourt 
tous les (p, U)-cycles mod ABS dans AB homologues à zéro mod AS dans A et 
mod BS dans B; n = Pr. (U, U,), (le choix, concret de n est sans importance en 
vertu de H III 7). 9l(!l) est un sous-module du module fini (cf. H II 3) de toutes les 
(p, U)-chaînes, donc (cf. H I 19) c'est aussi un module fini. Lorsque 93 est un raffine-
ment du réseau U, il est évident que est un sous-module du module 9ï(H), 
donc /c(93) ^ k(ll). Il existe évidemment un raffinement U2 du réseau Ut tel que 
k(ll) à ^(Uj), pour tout raffinement U du réseau lïu donc /c(U) = fc(U,) et W(U) = 
= sJî(Ui) pour tout raffinement U du réseau U2. Soit n2i = Pr. (U2, Ut). 

Déterminons, suivant 2, un raffinement U3 du réseau U2 et une projection n32 = 
= Pr. (U3, U2) en posant cp = AS, = BS, ensuite un raffinement U4 du réseau U3 

et une projection n43 = Pr. (U4, U3) en posant q> = B, ij/ = S, puis un raffinement 
U5 du réseau U4 et une projection n54 = Pr. (U5, U4) en posant cp = A, ij/ = S, 
et enfin un raffinement U6 du réseau U5 et une projection n65 = Pr. (U6, U5) en 
posant cp = A, \j/ = B. Soit n3i = n2ln32; 7T41 = 7r317r43, etc. 

Comme R = A + B, nous pouvons poser C?+1(U6) = C?f
+1(U6) - Cp

2tl(U6), 
ou Ciï^Ujcz A, Cp

2î\U)aB. Comme C ? + , ( U 6 ) 0 mod S, nous avons 
F C ? ; 1 ^ ) = F CPtl(U6) mod S. Soit Jf(U6) la partie de la chaîne F CPtl{U6) 
dont les simplexes sont 4=0 mod S.3 Alors Af(U6) est aussi la partie de la chaîne 
F C ^ ( U 6 ) dont les simplexes sont 4=0 mod S. Comme Cf^lÎg) c= A, nous avons 
F Caille) c A> donc Aï(U6) <= A, F CÏ^(U6) - JJ(U6) c A. De manière analo-
gue, nous trouvons que A?(U6) c- B, F C^l(U6) — ^f(U6) c B. D'après la défini-
tion du réseau U5 nous avons n65 4?(U6) c: AB. Ensuite on a F Cf* !(U6) — AP(U6) cz 
cz S, FC^^Ug) — Af(U6) cz S, donc d'après la définition des réseaux U5 et U4 

on a tt64F C?t^(U6) - tt64 Jf(U6) c= AS, n63F Cp
2+\\h) - tt63 J?(U6) c= BS d'où 

en passant à la frontière nous trouvons 7r64F Af(U6) c: AS, 7 r 6 3 A?(U6) <= BS, de 
sorte que tz62F ^f(U6) c ABS d'après la définition du réseau U3. Il en résulte donc 
que 7r62 Af(U6) est un (p, U2)-cycle mod ABS dans AB; de plus TT62 CÇ^^Ug) 
- tt62 A?(U6) mod AS, tt62 C5^(U6) - tt62 J?(U6), d'où tt61 A{(U6) e K(U2). D'après 
la définition du réseau U2 nous avons 7i61 4?(U6) e 9l(U) pour tout raffinement U du 

3 Cela signifie, bien entendu: si ct* 0 ^ j «) sont tous les ( p , U6)-simplexes et que Ton ait 
a a 

F C Ç t U6) = J ] r <7* alors on a J f ( U 6 ) = J ] sjG
p
 où j - = 0 ou = r} suivant que ap. cz S 

J=l J=l 
ou non. 
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réseau VL1. Nous pouvons donc pour tout raffinement U du réseau Uj choisir un 
(p, U)-cycle r?(U) mod ABS dans AB tel que pour TT = Pr. (U, U,) on ait n P?(U) -
~ 7r61 ¿?(U6) mod ABS dans AB et Pf(U) - 0 mod AS dans A et mod BS dans B. 
Si un réseau U n'est pas raffinement du réseau Ut, prenons un réseau qui soit un 
raffinement commun des deux réseaux U et U, et choisissons rj(U) ~ n l r?(sB) 
mod ABS dans AB, où n' = Pr. U). De H IV 5 nous déduisons facilement que 
les chaînes P7(U) peuvent être choisies de telle façon qu'elles définissent un (p, R)-
cycle Pf mod ABS dans AB. On a évidemment ~ 0 mod AS dans A et mod BS 
dans B, ainsi que rf(U,) ~ zr61 ¿)?(U6) mod ABS dans AB. 

m 

Il nous reste donc à montrer que £ rfrf ~ 0 mod ABS dans AB implique t\ = 
i= 1 

= ... = rm = 0. Supposons donc que Thomologie en question ait lieu. Alors nous 
m 

avons 7r61 £ ri ¿lf(U6) ~ 0 mod ABS dans AB. Donc, il existe une (p 4- 1,U,)-
i = 1 m 

chaîne DP+1(U|) <= AB telle que D"+l(U,) - 7r61 £ r,- -d?(U6) mod ABS. Comme 

*64 - tt64 rf(U6) mod AS, 7iç3 C?,+''(Ù6) - tt63 r?(U6) mod BS, 
»61 W = »6! Cîi'pï«) - jt61 csr'(u6) ~ c r l ( U , ) mod S. nous avons 

J r . C r H U ' , ) - / / r ' ( " . ) - H5+ ,(U,)modS? 
î= 1 

où 

i= 1 

est un (p + 1, U,)-cycle mod /4S dans A et 

"$ + , (" i ) = * 6 , f CSr'ÎU«) - D"+,(Ut) 
i = 1 

est un (p + 1, U,)-cycle mod BS dans B. Donc (r,, . r m ) e 3Ji(U,), d'où r, = ... = 
= rm = 0, c. q. f. d. 

4. (Deuxième théorème d'addition pour les cycles.) Soti R ww espace normal. Les 
ensembles A, B, 5 soient fermés dans R. Soit A + B = R. Soit p = 0,1, 2, 
m = 1, 2, 3, . . . Soient Pf (1 ^ / ^ m) des (p, R)-CVT/É?S mod y4BS dans AB tels que: 

m 

1° P? - 0 mod AS dans A et mod BS dans B (l g i ^ m); 2° £ rfr? - 0 mod ¿BS 
i — 1 

dans AB implique rx = ... = rm = 0. Alors il existe des (p + 1, R)-cycles C?+1 

(1 g i g m) mod S tels que: si H[+i est un (p, R)-cycle mod AS dans A, un 
m 

(p, R)-cycle mod BS dans B et que l'on ait J> i C i + 1 - - mod S, 
»=i 

alors rx = ... = rm — 0. 
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Démonstrati on. Pout tout réseau U dans R soit /Î(U) le rang du module fini 
m 

9N(U) de tous les vecteurs ( r l 5 r m ) pour lesquels £ rj(U) ~ 0 mod ABS dans 
¿=1 

AB. Lorsque 93 est un raffinement du réseau U, il est évident que 9M(93) est un sous-
module du module 9Ji(U), donc /i(93) ^ /i(U). Il existe évidemment un réseau t^ tel 
que pour tous réseau U on ait h(VL) ^ h(Ui); pour tout raffinement U du réseau VLi 
on aura donc h(U) = ¿(il,), d'où 2K(U) = 9^(11,). Si (ru ..., rm) e ^(U^, nous 

m 

avons nfà) ~ 0 mod ABS dans AB pour tout raffinement U du réseau Ul9 
i= 1 

m 

donc pour tout réseau U, de sorte que £ r¡r? ~ 0 mod ABS dans AB. Donc 
i = l 

m 

E n ni^i) ~ 0 mod ABS dans AB implique rx = ... = rm = 0. 
i = 1 

Déterminons, suivant 2, d'abord un raffinement U2 du réseau et une projection 
n2l == Pr. (U2, en posant q> = AB, \j/ = S, ensuite un raffinement U3 du réseau 
U2 et une projection 7r32 = Pr. (U3, U2) en posant ç = A, xj/ = B. Soit U4 un raf-
finement du réseau U3 normal par rapport aux (p + l)-cycles mod S (voir H III 9 
et 10). Soit 7r43 = Pr. (U4, U3), n31 = 7t217t32, ;r41 = 7r317r43,7r42 = 7r327r43. 

Comme pour 1 g i g m nous avons Pf ~ 0 mod AS dans A et mod BS dans B, 
il existe des (p + 1, U4)-chaînes Z)Ï,+ 1(U4) <= A et D J t 1 ^ ) cz B telles que 
¿>n 4) - /7(U4) mod AS et J(U4) Tf(U4) mod BS, de sorte queD^1(U4) -
- D^^U4) = Z)f+1(U4) est un (p + 1, U4)-cycle mod S. D'après la définition du 
réseau ll4, 7T43 Df+1(U4) est un (p + 1, U4)-cycle essentiel mod S, donc, d'après 
H IV 6.1 il existe un (p + 1, R)-cycle C?+1 mod S tel que Cf+I(U3) = TT43 Df+1(U4). 
Soit un (p + l,R)-cycle mod AS dans A, soit un (p + 1, Recycle 

m 

mod BS dans B. Soit £ rfi**1 ~ HJ+1 - H£+1 mod S. Nous avons à démontrer 

que rj = ... = rm = 0. 
Comme C?+1(U3) = TC43 Df+1(U4), il existe une (p + 2, U3)-chaîne Ep+2(ll3) 

telle que EP+2(U3) ;r43 £ rf Df+1(U4) - H?+1(U3) + HP+1(U3) mod S. Comme 
i=l 

R = A + B, nous pouvons poser £P+2(U3) = £?+2(U3) - £?+2(U3), où£J+2(U3) c 
cz A, £5+2(U3) c B. Alors nous avons 

(1) F £Î+2(U3) - ;r43 £ r, D>Î\V(4) + 3) = 
¿=1 

m 

= F E>S\U3) - k43 £ r, D S f W + l(U3) mod S . 
¿=1 

Désignons par Xi ,+1(U3) la partie du premier, et donc aussi du second membre de (1), 
les simplexes de laquelle sont 4=0 mod S. Comme £Ç+2(U3) <= A, D ï * 1 ^ ) c A, 
HÏ+1(U3) C: A, nous avons KP+1(U3) cz A; de manière semblable nous trouvons 
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KP+1(H3) c B. Donc 7:32 KP+1(U3) c AB d'après la définition du réseau U3. Ensuite 
nous avons 

K > + 1 ( U 3 ) - [ .F 2 ( U 3 ) - K 4 3 t rt D I R ( U * ) + H Ï + W ] = S . 
¿=1 

En formant la frontière, nous obtenons 

F K P + 1 ( U 3 ) + 7T43 £ r , r f ( U 4 ) + 7I 4 3 £ [ F Dit ' ( « 4 ) ~ F ? ( U 4 ) ] + 
¡=1 i=l 

+ f w ï + 1 ( U 3 ) <= S . 

Mais F D f t 1 ^ ) - rf(U4) e S, F H[+i(U3) c S. Donc 

F ^ ' W + ^ Ê r i n W c S . 
¿=1 

Mais T T 3 2 K P + 1 ( U 3 ) C AB, R ? ( U 4 ) C ¿fl. Il résulte alors de la définition du réseau 
m 

U2 que nous avons 7c31FKp+1(U3) + n4i Y,ri c ABS, de sorte que 7r41 . 
¿=1 

• E ri H(U4) - 0 mod dans AB. Or, tc41 r?(U4) - rf («j) mod ABS dans AB, 
¿=1 m 

donc Y ri 1) ~ 0 ABS dans AB, donc d'après la définition du réseau 
¿=1 

Ut on a rj = ... = rm = 0, c. q. f. d. 

5. (Premier théorème d'addition pour les nombres de Betti locaux.) Soit Run espace 
normal. Soient A, B deux ensembles fermés dans R; soit A + B = R. Soit a G AB. 
Soit p = 0,1, 2, . . . Soitpp+l(a, A) = Pp+l(a, B) = 0. Alors Pp(a, AB) ^ Pp+i(a, R). 

Démonstration. De la définition des nombres de Betti locaux (voir HIV 10), 
on déduit aisément qu'il suffit de démontrer l'énoncé suivant: Soit m = 1, 2, 3, 
soit U un voisinage du point a (dans l'espace R) tel que Pp+i(a, U; R) ^ m. Alors 
pp(V, U; AB, R) ^ m pour tout voisinage V c: U du point a. 

Comme Pp+1(a, A) = Pp+i{a, A, R) = 0, nous avons Pp+1(a, V; A, R) = 0. 
Il existe donc un voisinage Wx <= Kdu point a, tel que Pp+i{W[, V; A, R) = 0 pour 
tout voisinage W/ c Wl du point a. De manière analogue, il existe un voisinage 
W2 <= V du point a tel que fip+1(WiV; B, R) = 0 pour tout voisinage W2 c: W2 du 
point a. Soit W = WXW2\ alors aeW<= V, Pp+l{W, V; A, R) = Pp+l(W, V; B, R) = 
= 0. 

Comme j3p+1(a, U; R) ^ m, nous avons Pp+i(W, 17; R) ^ m. Il existe donc des 
m 

(p + 1, R)-cycles C?+1 (1 ^ i ^ m) mod (R - U) tels que E riC/ + 1 ~ 0 
¿=1 

mod (R — W) implique = ... = rm = 0. Comme au début de la démonstration 
m 

du théorème 4 nous trouvons qu'il existe un réseau tel que E ri ~ 0 
¿=1 
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mod (R - W) implique = ... = rm = 0. Soit U2 (cf. H III 10) un raffinement 
du réseau Uj, normal par rapport aux (p + l)-cycles mod (B — V) dans B; soit 
7t21 = Pr. (U2, Uj). Déterminons suivant 2 un raffinement U3 du réseau U2 et une 
projection 7r32 = Pr. (U3, ll2) en posant cp = B, ij/ = R — K Soit U4 un raffinement 
du réseau U3 normal par rapport aux (p + l)-cycles mod (A — V) dans A; soit 7r43 = 
= Pr. (U4, U3). Déterminons suivant 2 un raffinement U5 du réseau U4 et une pro-

jection ;r54 = Pr. (U5, U4) en posant cp = A, ifr = R — K Soit ensuite U6 un raf-
finement du réseau U5 normal par rapport aux p-cycles mod (AB — U) dans AB; 
soit 7r65 = Pr. (U6, U5). Déterminons suivant 2 d'abord un raffinement U7 du réseau 
U6 et une projection 7r76 = Pr. (U7, U6) en posant cp = AB, \j/ = R — l/, et puis 
un raffinement U8 du réseau U7 et une projection 7r87 = Pr. (U8, U7) en posant <p = 
= A, i/f = B. Soit ensuite 7r31 = 7r21;r32, etc. 

Comme A + B = R, nous pouvons poser C?+1(U8) = CÏ^(U8) - CJ^Ug), où 
CPul{U s) <= A, ^Mg) c B. Soit A?(U8) la partie de la (p, U8)-chaîne F CÇ^ÎUg) 
dont les simplexes sont 4=0 mod (R - U). Comme FC?+1(U8) c= R — U, nous 
voyons que A?(U8) est aussi la partie de la chaîne F CJ^Ug) dont les simplexes sont 
4=0 mod (R - U). Comme CÇ^Ug) cz A, on a A?(U8) c A; comme CS^Ug) c B, 
on a A?(U8) c= B. Donc d'après la définition du réseau U8 nous avons 7r87 Af(U8) cz 
c AB, donc Fn87 Af(Ua) c AB. Comme A?(U8) = F Ctf^Ug) mod (R - U) nous 
avons F Af(U8) cz R — U. D'après la définition du réseau U7 nous avons donc 
FnS6 Jf(Ug) c: AB — U, de sorte que 7i86 Jf(U8) est un (p, U6)-cycle mod (AB - U) 
dans AB. D'après la définition du réseau U6, 7i85 A[(U8) est donc un (p, U5)-cycle 
essentiel mod (AB — U) dans AB, de sorte qu'il existe, d'après H IV 6.1 un (p, R)-
cycle Ff (\ è i è m) mod (AB - U) dans AB tel que F?(U5) = n85 ¿?(U8). Soit 
m 
X r.Ff - 0 mod (AB - F) dans AB. Il suffit d'en déduire que rt = ... = rm = 0, 
»=1 
car alors /?P(F, f ; AB, R) ^ m, ce qu'il faut démontrer. 

m 
Comme Ff(U5) = TT85 A?(U8), nous avons TT85 £ r, A?(U8) - 0 mod (AB - K) 

i= î 
dans AB. Il existe donc une (p + 1, U5)-chaîne Dp+l(Us) cz AB telle que 

F D'+1(U5) = 7r85 f rf A?(U8) mod (AB - V) . 
i = i 

Mais CÏ^(U8) Jf(U8) mod (AB - U) cz (R - F). Il s'en ensuit que la (p + 1,U5)-
m 

chaîne 7r85 £ rf C^^Ug) - Dp+i(Us) est située dans A et que sa frontière se trouve 
/= i 

m 

dans (R — F). D'après la définition du réseau ll5 on a F[7T84 £ rf CÏ^Ug) — 
1=1 

- 7T54 Dp+1(U5)] CZ A - F, d'où (d'après la définition du réseau U4) il résulte que 

7tgj £ ri C^^Us) - tc31 Dp+1(U5) est un (p + 1, U,)-cycle essentiel mod (A - V) 
i = 1 
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dans A. Donc d'après H IV 6.1, il existe un (p + 1, R)-cycle Hp
t
 + i mod (A - V) 

dans A tel que 

(1) //?+,(li.) = K8I i r . C W , ) ~ nsi D>+i(Us). 
i — 1 

m 
De manière analogue, la (p + 1, U5)-chaîne n 8 5 ^ j r i C ^ 1 ( U 8 ) - D p + i ( U 5 ) est 

f= i 
située dans B et sa frontière se trouve dans R — V. D'après la définition du réseau U3 

m 
nous voyons que n82 X ri C2Îl{U8) - n52 Dp+1(lls) est un (p + 1, U2)-cycle 

» = i 
mod (B — V) dans J5, d'où il résulte (d'après la définition du réseau U2) que n8i . 

m 

. £ n C5^(U8) - 7T51 Dp+î(U5) est un (p + 1, U,)-cycle essentiel mod B - Kdans 
i= 1 

B. D'après H IV 6.1, il existe donc un (p + 1, R)-cycle Hp
2

+1 mod (B - V) dans B 
tel que 

m 
(2) fl!+I(U.) = *8. l ' i C S f W - *5> C + 1 (U 5 ) . 

1 = 1 
Comme pp+i(W, V;A,R) = Pp+l(W, V;B,R) = 0, nous avons / / f + 1 ~ 0 mod (A — W) 
dans A, ~ 0 mod (B - W) dans B. En vertu de (1) et (2) il existe donc deux 
(p + 2, l(,)-chaînes Ep+2(Ut) a A et £P+2(U,) c B telles que 

^F+ 2(«,) - *BI £ R, Ctf '(US) - TT51 D'+ '(U5) mod (A - W), 
/= i 

£ r 2 ( U . ) - I r, Cf?'(U,,) - D'+'(U5) mod (B - W), 
1= 1 

de sorte que 

E?+2(U,) - £ 5 + 2 ( « . ) - »8. î ' - |Cr + , (U 8 )mod(l i - VF), 

c'est-à-dire que ti8I £ r,. C?41^«) ~ 0 mod (R - W). Or, 7rgl C?+1(U8) ~ C?+1(ui) 
i= 1 m 

mod (R - W)y donc £ rt Cf+1(U,) - 0 mod (R - W). D'après la définition du 
i= i 

réseau Ul5 il en résulte que r, = ... = rm = 0, c. q. f. d. 

6. (Deuxième théorème d'addition pour les nombres de Betti locaux.) Soit R 
un espace normal. Soient A, B deux ensembles fermés dans R; soit A -f B = R. 
Soit a e AB. Soit p = 0, 1, 2, . . . Soit pp(a, A) = Pp(a, B) = 0. A/ors Afl) g 
^ J8p+i(fl> 

Démonstration. De la définition des nombres de Betti locaux (voir HIV 10) 
on déduit aisément qu'il suffit de démontrer l'énoncé suivant: Soit m — 1, 2, 3, ...; 
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soit U un voisinage du point a (dans l'espace R), tel que Pp(a, U; AB, R) ^ m. Alors 
il existe un voisinage F c (/du point a, pour lequel Pp+i(a, F; R) ^ m. 

Comme /?p(a, A) = Pp(a, A; R) = 0, nous avons /?p(a, U; A, R) = 0, et, de façon 
semblable, Pp(a, U; B, R) = 0. Il existe donc un voisinage K c [/du point a tel que 
pp(V, [/; A, R) = /?p(F, C/; R) = 0. Nous avons à montrer que l'on a 
Pp+i(W, V; R) ^ m pour tout voisinage If c Fdu point a. 

Comme Pp(a, V; AB, R) ^ m, on a pp(W, F; AB, R) ^ m. Il existe donc des 
m 

(p, R)-cycles r j (1 ^ i ^ m) mod (AB - U) dans AB tels que £ rfr? - 0 
i=l 

mod (AB — W) dans AB implique rt = ...== rm = 0. Tout comme au début de la 
démonstration du théorème 4 nous trouvons qu'il existe un réseau U l tel que 

m 

£ rt rftlXi) ~ 0 mod (AB — W) dans AB implique rt = ... = rm = 0. Déterminons 
¿=i 
suivant 2 d'abord un raffinement U2 du réseau Ut et une projection n l x = Pr. (112,11!) 
en posant cp = AB, \j/ = R — W, puis un raffinement U3 du réseau U2 et une projec-
tion 7T32 = Pr. (U3, U2) en posant <p = A, \J/ = B. Soit ensuite U4 (voir H IV 10) 
un raffinement du réseau U3 normal par rapport aux (p 4- l)-cycles mod (R — F). 
Soit 

7T43 = Pr. (U4, U3) , 7T31 = 7T217T32 , 7t41 = 7l317T43 , 7T42 = 7T327T43 . 

Comme Tf sont des (p, R)-cycles mod (AB — U) dans AB, ce sont aussi des (p, R)-
cycles mod (A — t/) dans A. Comme Pp(V, U; A, R) = 0, nous avons T\ ~ 0 
mod (A — F) dans A. De manière semblable, rf ~ 0 mod (B — F) dans B. Il existe 
donc deux (p + 1, U4)-chaînes D j t 1 ^ ) c A et D ^ 1 ^ ) c B telles que 

(1) D t f W -r?(U 4 ) mod (A - F), 
D5r(H4)->r?(U4)mod(B - F). 

Donc D j t 1 ^ ) - D ' t 1 ^ ) = Df+1(U4) est un (p + 1, U4)-cycle mod(R - F); 
il en résulte, d'après la définition du réseau U4 que la chaîne 7T43 Z)?+1(U4) est un 
(p + 1, U3)-cycle essentiel mod (R — F). D'après HIV 6.1, il existe donc des 
(p + 1, jR)-cycles C?+1 (1 ^ i è m) mod (R - F) tels que Cf+1(U3) = ;r43 D?+1(**4). 

m 

Soit £r ,CJ + 1 - 0 mod (R - W). Il suffit d'en déduire rx = ... = rm = 0, car 
i= 1 

alors /?p+1(W, F; R) ^ m, ce qui nous avons à démontrer. Comme C?+1(U3) = 
= 7c43 Z)?+1(U4), il existe une (p + 2, U3)-chaîne E'+2(U3) telle que £P+2(U3) 

m 

4̂3 X ri mod "* Comme = A + B, nous pouvons poser 
¿=1 

Ep+2(U3) = EP+2(U3) - £2
+2(U3), OÙ C A, Ep

2
+2(U3) C B. Evidemment 

(2) *43 Z r i D ï r ( U 4 ) - F £ ï + 2 ( U 3 ) = 
i=l 

= « « î ^ D t f W - F 2(U3) mod (R — W). 
¿=1 
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Désignons par XP + 1(U3) la partie du premier, et donc aussi du second membre de (2), 
dont les simplexes sont 4=0 mod ( R - W). Nous avons alors /CP + 1(U3) c A, 
K P + 1 ( U 3 ) C B , donc T T 3 2 K P + I ( U 3 ) C: AB d'après la définition du réseau U 3 . De 
plus 

F £Î+2(U3) = »43 t ri ~ K'+1(U3) mod (R - W), 
i=l 

m 

de sorte que 7r43 £ r, D t f 1 ^ ) - K*+1(U3) ^ 0 mod (R-- IV). Il s'en ensuit 
i= 1 

m 
d'après (1) que l'on a F/CP+1(U3) - TT43 £ n F?(U4) a R - W. Donc, la (p, U2> 

i= 1 
chaîne 

(3) F7t3 2 K' + 1 (U 3 ) -7t 4 2 f r,rf(U4) 
1= 1 

est située dans R - W. Comme n32 XP + 1(U3) ci AB, F?(l(4) ci AB, nous voyons que 
la chaîne (3) se trouve également dans AB. D'après la définition du réseau U2 nous 

m m 

avons donc FTC31 K P + 1 ( U 3 ) - TT41 £ r, F ? ( U 4 ) a AB - W. Donc n^ Y rf R ? ( U 4 ) -

1=1 i=l 
- 0 mod (AB - W) dans AB. Or, TT41 F?(U4) - ^(XU) mod (AB - U) dans AB. 

m 

Comme W cz U, nous avons £ r(- F^Ut) - 0 mod (AB - W) dans AB, d'où il 
î=i 

résulte d'après la définition du réseau Ux que l'on a rt = ... = rm = 0, c. q. f. d. 

7. (Premier théorème d'addition pourVacyclicité locale.) Soit R un espace normal. 
Soient A, B deux ensembles fermés dans R, A + B = R. Soit a e AB. Soit p = 
= 0 ,1 ,2 , . . . Supposons que les ensembles A et B soient localement acycliques 
d'ordre p + 1 dans le point a. Supposons que l'ensemble AB soit localement acycli-
que d'ordre p en ce même point a. Alors l'espace R est localement acyclique d'ordre 
p + 1 dans le point a. 

Démonstration. Supposons au contraire (voir HIV 14) que nous ayons 
yp+i(a, R) 4= 0. Il existe alors un voisinage U du point a tel que yp+i(a, U; R) 0. 
Comme yp+i(a; A, R) = yp + {(a; B, R) = 0, nous avons yp4A(a, U; A, R) = 
= yp+i(a, U;B, R) = 0. Il existe donc un voisinage V cz U du point a tel que 
yp+i(V,U;A,R) = yp+i(V,U;B,R) = 0. Comme yp(a; AB, R) = 0, nous avons 
yp(a, V; AB, R) = 0. Il existe donc un voisinage Wl a V du point a tel que 
yp(Wx, V; AB, R) = 0. D'après D 10, il existe un voisinage W2 du point a tel que 
W2 c Wt. Comme yp+l(a, U; R) * 0, nous avons yp+l(W2, U; R) 4= 0. 

Il existe donc un (p 4- 1, R)-cycle absolu Cp+1 qui est situé dans W2 et qui n'est 
pas homologue à zéro dans U. Il existe donc un réseau llt tel que CP+1(U,) n'est pas 
~ 0 dans U. Soit (voir H III 9.3 et 10) U2 un raffinement du réseau llx normal à la 
fois par rapport aux(p + l)-cycles absolus dans A V et par rapport aux (p 4- l)-cycles 
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absolus dans BV. Soit U3 un raffinement du réseau U2 normal par rapport aux p-cycles 
absolus dans ABWX. Déterminons, suivant 2, un raffinement U4 du réseau U3 et une 
projection 7T43 = Pr. (U4, U3) en posant <p = AW2, = BW2. Soit 7t21 = Pr. (U2, U j , 
^32 = (H3, U2), 7T42 j= 7T327T43, 7T41 = 7T217T42. 

Comme CP+1(U4) c PF2, nous pouvons poser CP+1(U4) = C?+1(U4) - C£+1(IÎ4), 
où C;+1(U4) c AW2, C£+1(U4) C: W 2 . Comme C P + 1 ( U 4 ) 0 , nous pouvons 
poser 
(1) F cp+1(u4) = i7 C 5 + w = ¿ W -

Nous avons AP(U4) cr APF2, Ap(U4) c donc ;r43 AP(U4) c ABFP2 d'après la 
définition du réseau U4. Comme W2 c 7r43 AP(U4) est un (p, U3)-cycle absolu 
dans ABWX. D'après la définition du réseau U3 (voir aussi H IV 6.1) il existe un 
(p, K)-cycle absolu FP dans ABWX tel que PP(U2) = TT42 AP(U4). Comme 
yp{Wl9 V; AB, R) = 0, nous avons rp ~ 0 dans ABV. Il existe donc une (p + 1, U2)-
chaîne DP+1(U2) C ABV telle que DP+1(U2) TT42 AP(U4). Donc d'après (1) 

^ C f W - D p + 1 (U 2 ) -»0 , 

c r w - ^ + w - 0 . 

Comme C?+1(U4) c AW2, DP+1(U2) c ÂBK, W2 c W'2 c 7, nous avons 
^42 Cp+1(U2) - Dp+1(U2) C JF. Donc, d'après la définition du réseau U2 (voir 
aussi HIV 6.1) il existe un (p + 1, R)-cycle absolu dans ÂV tel que 

= *4 i CP+1(U4) - tt21 Dp+1(U2). 

De manière analogue, il existe un (p + 1, R)-cycle absolu dans ~BV tel que 

£S+ , («i) = *4i Cp
2

+1(U4) - *21 Dp+1(U2) . 

Comme ^ ^ ( F , 17; A, K) = yp+i(F, 17; B, R) = 0, nous avons ~ 0 dans ÂT7, 
£5+ 1 ~ 0 dans_5C7. Il existe donc deux (p + 2, U^-chaînes H ^ ÂU et 
H5+2(Uj) c telles que 

« ï + a ( « i ) - «41 C f + : W - 7T21 Dp+1(U2) 0 = 1, 2) , 
de sorte que 

ffî+2(«I) " « S « ( U , ) - TT41 C P + 1 ( U 4 ) , 

donc 7T41 C P + 1 ( U 4 ) ~ 0 dans V. Comme Cp+1 est un (p + 1, K)-cycle absolu dans 
W2 c Î7, nous avons 7r4l CP+1(U4) - Cp+1(Uj) dans U. Donc CP+1(U!) - 0 dans C7, 
en contradiction avec la définition du réseau U1. 

8. (Deuxième théorème d'addition pour Vacyclicité locale.) Soif R un espace 
normal. Les ensembles A, B soient fermés dans R; A + B = R. Soit a e AB. Soit 
p = 0, 1, 2, . . . Supposons que les ensembles A et B soient localement acycliques 
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d'ordre p dans le point a. Supposons que l'espace R soit localement acyclique 
d'ordre p 4- 1 en ce point. Alors l'ensemble AB est localement acyclique d'ordre p 
dans le point a. 

Démonstration. Soit au contraire yp(a; AB, R) 4= 0. Il existe alors un voisinage 
Ul du point a, tel que yp(a, Ut; AB, R) 4= 0. D'après D 10, il existe un voisinage U2 

du point a, tel que V2 <= Comme yp+i(a; R) = 0, nous avons yp+i(a, U2;R) = 0. 
Il existe donc un voisinage K c U2 du point a, tel que yp+i(V, U2; R) = 0. Comme 
yp(a; A, R) = yp(a; B, R) = 0, nous avons yp(a, V; A, R) = yp(a, V; B, R) = 0. Il 
existe donc un voisinage W c= Fdu point a, tel que yp(W, V; A, E) = yp{W, V; B, R) = 
= 0. Comme yp(a, Ux\ AB, R) 4= 0, nous avons yp(W, AB, R) 4= 0. 

Il existe donc un (p, R)-cycle absolu rp qui est situé dans ABW, et qui n'est pas ~ 0 
dans ABUi. Il existe donc un réseau VLt tel que rp(Ui) n'est pas ~ 0 dans ABU 
Déterminons, suivant 2, un raffinement U2 du réseau Uj et une projection 7t21 = 
= Pr. (U2, Uj) en posant q> = AU2, xj/ = BV2. Soit U3 un raffinement du réseau U2 

normal par rapport aux (p 4- l)-cycles dans F. Soit 7r32 = Pr. (U3, U2), n3i = n21n32. 
Comme ABW c AW, Fp est un (p, R)-cycle absolu dans ÂW. Comme 

yp(W, V; A, R) = 0, nous avons rp ~ 0 dans AV. De manière analogue, nous trou-
vons rp ~ 0 dans BV. Donc, il existe des (p 4- 1, U3)-chaînes I>Ï+1(U3) c: ÂV9 

^2+1(U3) c ^ t e l l e s <lue 

(1) Dp+l(u3) - rp(u3), Dp+l(u3) - rp(u3). 

Il en résulte que DJ+1(U3) - DP
2
+1(U3) est un (p 4- 1, U3)-cycle absolu dans F. 

D'après la définition du réseau H3 (cf. aussi HIV 6.1), il existe un (p 4- 1, R)-cycle 
absolu Cp+1 dans F, tel que 

Cp+1{U2) = n32 Dp+1(U3) - tt32 Dp+1(U3) . 

Comme yp+1(V, U; R) = 0, on a Cp+1 ~ 0 dans U2. Il existe donc une (p 4- 2, IÎ2)-
chaîne HP+2(VL2) a U2 telle que 

Hp+2(ll2) n32 Dp+1{U3) - n32 DP+1(U3). 

Comme R = A + B, nous pouvons poser HP+2(U2) = H?+2(U2) - HP
2

+2(VL2), où 
HÏ+2(U2) C AU2, HP

2
+2(U2) c BU2. On peut donc poser 

(2) tt32 D?+1(U3) - F Hp+2(U2) = TT32 Dp
2
+1(VL3) - F ^ + 3 ( U 2 ) = 

= Kp+1(VL2). 

Comme Dp+i(U3) c ÂV, H\+2(VL2) c ÂU2, V c U2, nous avons Kp+i(U2) c AÎ72. 
De façon analogue, K/,+1(U2) cz BÏ72. Donc, d'après la définition du réseau U2 nous 
avons TT21 Kp+1(U2) CI ABÛ2. Comme Î72 c \JX nous avons n21 XP+1(U2) c ÂBU^. 
D'après (l) et (2) on a cependant 7r21 Kp+î(U2) -> n3 rp(U3), de sorte que 7r31 . 
. rp(Xl3) ~ 0 dans ABUV Comme rp est un (p, R)-cycle absolu dans ABW c: ABUU 
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on a 7T31 JTP(U3) ~ R P ( U , ) dans ABUl. Done Hfa) ~ 0 dans ABUU ce qui est en 
contradiction avec la définition du réseau U,. 

V. Cycles de dimension ^ n dans l'espace de dimension n 

1. Soit R un espace. Soit S un ensemble fermé dans R. Soit (voir D 3) dim R = 
= M < p (= 1, 2, 3,...). Alors BP(R, S) = 0. 

Démonstration. Soit Cp un (p, R)-cycle mod S. Soit U un réseau dans R. 
Nous avons à démontrer que CP(U) ~ 0 mod S. D'après D 3 il existe un réseau 93 
d'ordre ^ n qui est raffinement du réseau U. Soit n = Pr. (93, U), donc n Cp(93) 
~ CP(U) mod S. Comme l'ordre du réseau 93 est < p, on a Cp(93) = 0. Donc 
CP(U) - 0 mod S. 

2. Soit R un espace. Soit dim R = n < p (= 1,2,3,. . .) . Soit a e R. Alors 
Pp(a,R) = 0. -

Démonstration. Soient U et Kdeux voisinages du point a, soit U => V. Soit Cp 

un (p, R)-cycle mod (R - U). Il suffit de montrer que Cp ~ 0 mod (R - V). Or 
d'après 1 on a même Cp ~ 0 mod (R — U). 

3. Soit R un espace. Soit dim R = n < p (= 1, 2, 3,...). Soit a e R. Alors R est 
localement acyclique d'ordre p dans le point a. 

Démonstration. Soient U et V deux voisinages du point a, soit U 3 V. Soit 
r p und (p, R)-cycle absolu dans V. Il suffit de montrer que Tp ~ 0 dans U. Or d'après 
1 on a même Tp ~ 0 dans V. 

4. Soit R un espace métrique compact. Soit dim R = n (= 1,2,3,...). Soient 
5, Tdeux ensembles fermés dans R; soit S c= T. Soit Cn un (n, R)- cycle mod 5 dans 
T. Alors il existe un ensemble T0 fermé dans R et tel que: 1° S a T0 c T; 2° il 
existe un (n, R)-cycle Cn

0 mod S dans T0 tel que Cn ~ Cn
0 mod S dans T; 3° 5/ Tx 

est fermé dans R, S c= 7\ cz T0, Tt 4= T0, et C\ est un (n, R)-cycle mod S dans T,, 
alors on n'a pas Cn ~ C" mod S dans T. 

Démonstration. Soit <P la classe de tous les ensembles A fermés dans R et tels 
que S a A c Tet qu'il existe un (n, R)-cycle Cn

A mod S dans A tel que Cn ~ Cn
A mod S 

dans T. D'après II 14 (voir aussi II 7) il suffit de montrer que Ak e<t>, Ak 3 I4FC + 1 , 
00 

B = f ] Ak implique B e <P. 
k= 1 

Comme Ak e <P, il existe un (n, R)-cycIe C"k mod S dans Ak tel que C" ~ Ck mod S 
dans T. Soit U un réseau dans R. D'après IV 1 (voir aussi D 16), il existe un voisinage 
G(U) de l'ensemble B et un raffinement/U du réseau U tels que si K est le noyau d'un 
/U-simplexe et K . G(U) 4= 0, alors KB 4= 0 également. D'après III 13 il existe un 
indice m(U) tel que AmiU) c G(U). Soit 7ru = Pr. (/U, U). Soit D"(U) = TTu Q l t ) ( /U) . 
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Il suffit de montrer que les chaînes D"(U) définissent un (n, R)-cycle Dn mod S dans B 
tel que C" ~ Dn mod S dans T. 

Comme F C ( U )(/U) c S, on a F Dn(U) c S. Comme C ( U )( / i l ) c AmiU) c G(U), 
on a, d'après la définition du réseau /U, CJ,(U)(/U) c donc D"(U) c= B. Il en ré-
sulte que Dn(U) est un (n, U)-cycle mod S dans B. 

Comme 

D\ll) = TTu Q U ) ( /U) - c:(U)(U) mod S 

dans Am(ll) c: 7, C^(U)(U) ~ C"(U) mod S dans T, nous avons 

(1) Dn(ll) - C(U) mod S dans T. 
Soit 23 un raffinement du réseau 11, soit n = Pr. (23, U). Comme dim R = n, il 

existe un réseau 213 d'ordre et qui est raffinement des deux réseaux fU et /23. 
Soit TT, = Pr. (2B,/U), TT2 = Pr. (SÏ3,/23). On a 

C (U)(/U) - TT1 C(U)(213) mod S dans Am(U). 

Comme Am(lî) c G(ll), nous avons d'après la définition du réseau fil 

(2) c:(1I)(/U) ~ c:(11)(œ) mod 5 dans B 

et de manière analogue 

(3) C w ( / 2 3 ) - ;r2 Ci(e)(aB) mod 5 dans B . 

D'après (1) et comme C" ~ C^(lî) mod S dans T, il existe une (n + 1, 2B)-chaîne 
£n+1(2B) telle que 

F £n+1(2I3) = C:(U)(2B) - Dn(2B) mod S . 

Comme l'ordre du réseau 213 est nous avons £n + 1(2I3) = 0, donc 

(4) C(U)(2P) = D"(2B) mod S. 

De manière analogue 

(5) c:(8)(au) = D"(aB)modS. 
D'après (2), (3), (4) et (5) nous avons 

D"(VL) ~ 7rU7r, D"(2B) mod S dans B , 
;r Dn(23) - 7i7i^7:2 Dn(2») mod S dans B . 

Comme Dn(2B) est un (n, ft)-cycle mod 5 dans B, nous avons d'après H III 7 

7rU7T, Dn(W) ~ 7171^2 Dn(2B) mod 5 dans B . 
Donc 

D"(U) - 7i D"(23) mod S dans B . 
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VI. Les espaces Rn, Sn et Tn 

1. Rn (n = 1,2,3,. . .) désigne l'espace euclidien à n dimensions, c'est-à-dire 
l'ensemble des w-tuples ordonnés (*!,..., x„) de nombres réels, la métrique étant 
définie par la formule 

n 

e(x> y) = \ / [ Z (xi - 3;<)2] pour X = (xl9 x2 , . . . , xn), j = (j^, ..., yn) . 
¿=i 

D'une façon évidente (voir III1), 

(1) x pour M = 1,2,3,. . . 

2. Sn (n = 1,2,3,. . .) désigne l'ensemble des x = (x0, x l 9 . . . , x„) e Rn + 1 pour 
R 

lesquels £ xf = 1. 
i = 0 

3. T„ (n = 1-, 2, 3,...) désigne l'ensemble des x = (x1? x2 , . . . , x„) e R„ pour les-
n 

quels Y, X1 = 
i=l 

4. Soif a = (± 1, 0,..., 0) e Sn. Alors les espaces Rn et Sn — (a) sont homéomorphes. 

Démonstration. A chaque x = (x0, xl9..., x„) e Sn — (a) associons le point 
/(x) = y = (yl9 yl9..., y„) e Rn par la relation 

(2) y j = — (1 
1 + *o 

Il est aisé de voir que les équations (2) sont équivalentes aux équations 

2v 

I r î + i E r f + i 
¿=1 ¿=1 

Donc la fonction / est biunivoque dans le domaine Sn — (a); on a /[S„ — (a)] = Rn 
et les deux fonctions / e t / _ t sont continues. 

5. L'ensemble Tn (n =2,3, . . . ) contient un sous-ensemble homéomorphe à x 
X r,. 

Démonstration. Le sous-ensemble en question est p. ex. l'ensemble des 
n 

(xl9 x2 , . . . , x„) 6 Tn pour lesquels 1/4 ^ £ x? ^ 1. 
¿=i 

6. Soit n = 1, 2, 3, . . . . On a Sn= Tn' + Tn" où les ensembles Tn' et Tn" soni fcomeo-
morphes à Tn. L'ensemble T[T± est composé de deux points. Si n ^ 2, l'ensemble 
TnT„ est homéomorphe à Sn_v 
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Démonstration. Il suffit de prendre pour Tn et T„" l'ensemble des points 
n 

(x0, xl9..., xn) pour lesquels £ x? = 1 et x0 ^ 0 ou x0 ^ 0 respectivement. 
i = 0 

7. Sn et Tn sont des espaces métriques compacts. 

Démonstration. Soit Un l'ensemble des points (xl9 ..., xn) pour lesquels — 1 ^ 
g Xi ^ 1 (1 ^ i ^ n). D'après II15, Ux est compact. Evidemment Un+1 = U„ x i/x, 
donc d'après III 5 £/„ est compact. Il est évident que Tn est fermé dans U„ et Sn est 
fermé dans Un+1. Donc Sn et Tn sont compacts d'après II 3. 

8. dim Rn = dim Sn = dim Tn g n (n = 1, 2, 3, ...)/f 

Démonstration. I. D'après D 26 et D 28 nous avons dim Tn g dim Rn. D'après 
4, D 26 et D 28 nous avons dim R„ g dim S„. D'après 6, D 16 et D 23 nous avons 
dim Sn g dim T\ Donc dim Rn = dim Sn = dim Tw. 

II. Soit U un réseau dans 7\. D'après II 9 et II15 il existe un nombre <5 > 0 tel 
que l'on peut associer à chaque x e Ti un sommet U du réseau U tel que y eTl9 

\y — x| < 2(5, implique y e U. Soit —1 = a0 < ax < ... < am-t < am = 1, 
|ai ~~ ai-1| < Alors les intervalles — 1 ^ x < al9 at < x < a3 , . . . , am_3 < x < 
< am_2 < * ^ 1 forment un réseau d'ordre 1 qui est un raffinement du réseau 
U. Donc dim 7\ ^ 1. 

III. Il nous reste à démontrer que dimS,,-! ^ n — 1 implique dim Sn ^ n 
(= 2, 3, 4,...). D'après 5, D 26 et D 28 il suffit de déduire de dim Sn-t g n - 1 la 
relation dirnS,,^ x 7\ g n. Soit 3 u n réseau donné dans S'n_t x D'après 7 
et III 7 il existe un réseau H dans et un réseau X dans 7\ tels que le réseau 
U x X soit un raffinement du réseau 3- Comme d irnS^ ^ n — 1 il existe un 
réseau 93 dans Sn_l9 d'ordre ^ n — 1, et qui est raffinement du réseau U. Soient 
Vl9 Vl9..., Vm les sommets de ce réseau 93. D'après II9 et II15 il existe un nombre 
ô > 0 tel que si — 1 ^ x < y ^ 1, y — x < (m + 1) <5, il existe un sommet du 
réseau X qui contient tous les nombres z, x g z ^ y. Soit —l = a 0 < a 1 < . . . < 
< akm-1 < akm = — < ^ Po u r 1 û * ^ km. Pour 1 ^ i g m soit Wi0 
l'ensemble des x e 7\ pour lesquels on a — 1 ^ x < af. Pour 1 ^ i ^ m soit 
l'ensemble des x e ^ pour lesquels on a a(fc_ 1)m+l-_i < x ^ 1. Pour 1 g i ^ m, 
1 g j ^ k — 1 soit WJJ l'ensemble des x e T i pour lesquels a a _ 1 ) m + i _ 1 < x < 
< ajm+1. Pour 1 i ^ m, ..., sont évidemment les sommets d'un 
réseau 933f dans Ti9 qui est un raffinement du réseau X. De plus, si x e Tl9 alors ou 
bien x n'appartient qu'à un seul sommet du réseau 9Bi? pour tout i (1 ^ i ^ m), ou 
bien il existe un indice i0 (1 ^ i0 ^ m) tel que x appartient à deux sommets (et à deux 
seulement) du réseau 925io, tandis que pour 1 ^ i g m, i 4= i0, x n'appartient qu'à 
un seul sommet du réseau Les ensembles Vt x WiS (1 ^ i ^ m, 0 ^ j ^ k) 
sont les sommets d'un réseau dans x 7\ qui est un raffinement du réseau 

4 Voir plus loin notre théorème 14. 
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23 x Z9 donc aussi du réseau 3- Comme l'ordre du réseau 23 est g n — 1, il découle 
de la propriété mentionnée des réseaux 213; que l'ordre du réseau 3̂ est ^ n. 

9. Soit n = 1, 2, 3, . . .; p = 0, 1, 2 , . . . A/ors B0(TW) = 1, Bp(Tn) = 0 pour p ^ 1. 

Démonstration. Soit ip un (p, T„)-cycle absolu; si p = 0 soit J(r°) = 0. 
Nous avons à montrer (voir H IV 9.1) que ip ~ 0. Soit T l'intervalle 0 ^ / ^ 1. 
Pour x = (xj, x2yx„) eT„, t e T, soit / (x, 1 - f) = (txl9 txl9..., *x„). Alors / 
est une fonction continue dans le domaine T„ x T telle que: 1° f(Tn x T) = Tn; 
2° /(x, 0) = x pour tout x 6 T„; 3° /(T, X (1)) = (c) où c = (0, 0, ..., 0) E T„. Soit 
U un réseau arbitraire dans Tn. D'après III 8, il existe un raffinement 23 du réseau U 
et un (p, U)-cycle absolu AP(VL) dans (c) tels que n rp(23) - AP(U) où n = Pr. (23, II). 
Comme AP(U) c= (c) et J[J°(U)] = J(r°) = 0 pour p = 0, nous avons évidemment 
Ap(U) = 0. Donc 7i rp(23) = 0. Or tc P'(23) - PP(U). Donc P"(U) - 0. 

10. Soit n = 1, 2, 3, ...; p = 0, 1, 2 , . . . Pm/r p * 0, p * « on A = 0. 
Pour p = 0 ou p = n on a Bp(Sn) = 1. 

Démonstration. I. D'après 9 et H IV 8 Tn est connexe. Donc d'après 6 et M 12 
Sn est connexe de sorte que d'après H IV 8 B°(S„) = 1. 

11. Pour p ^ 2 on a £P(S,) = 0 d'après 8 et V 1. 
III. D'après 6, 9 et H IV 8 et 9.1 nous avons S{ = T[ + T'{ où les ensembles T[ 

et T'i sont fermés dans S1 et Bl(T[) = B%(Tï) = 0, B°0(T'T") = 1. Il existe donc un 
(0, S,)-cycle absolu dans T[T'i qui n'est pas ~ 0 dans T/Ti", mais qui est ~ 0 et 
dans T( et dans T['. D'après II 4 où nous remplaçons R9 A9 B9 S9 p, m respectivement 
par S,, T,', T[\ 0, 0, 1, il existe un (1, S^-cycle absolu C1 qui n'est pas ~0. Donc 
B1(Si) ^ 1. Si l'on avait ^ 2, il existerait, d'après 6 et 9, un (1, S^-cycle 
absolu Dl tel que pour tous deux (1, S^-cycles absolus H\ et H\ dans T[ et T'{ 
respectivement, l'homologie rC1 + sDl ~ H\ — H\ entraînerait r = s = 0. Donc, 
d'après II 3 avec Sl9 T[9 T[\ 0, 0, 2 pris à la place de R9 A, B9 S, p, m il existerait des 
(0, S^-cycIes absolus r? et r°2 tels que: 1° P? - r°2 ~ 0 dans T[\ 2° ^P? + r2r°2 ~ 0 
dans 7777 implique rt = r2 = 0. D'après H II 11 on aurait alors J(P?) = J(r2) = 0, 
donc ^ ( T / r ; ) = 0, ce qui est une contradiction. Donc = 1. 

IV. Il nous reste à démontrer que pour p ^ 1 on a Bp(Sn) = 0 pour p ={= n et 
que Z?n(S„) = 1. Pour n = 1 c'est déjà démontré en II et III. Supposons donc que nous 
l'ayons démontré pour S„_ j. 

V. Soit d'abord p ^ 1, p * », « ^ 2 de sorte que Bp'i(Sn.i) = 0 pour p ^ 2 
et UjftS,,«,) = 0. Supposons que Bp(Sn) > 0. D'après 6 et 9 nous avons Sn = Tn + 
+ t ; OÙ r; et r; sont fermés dans Sa et Bp(t;) = BP(T^) = 0, BP~\T^) = 0 pour 
p ^ 2, B^fâT?) = 0. Comme BP(S„) > 0, il existe un (p, S„)-cycle absolu Cp tel 
que pour tous deux (p, 5„)-cycles absolus f/f et Up

2 dans TM' et T„" respectivement, 
l'homologie rCp ~ //f — Hp implique r = 0. D'après IV 3 où nous remplaçons 
R, A, S, p, m respectivement par S„, T„', T„", 0, p — 1, 1, il existe un (p — 1, Sn)-
cycle absolu f p ~ l qui est homologue à zéro dans T„' mais ne l'est pas dans Tn'T„". 
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Donc B p ~ \ ^ 1 et pour p = 1 aussi (cf. H II 11) ^ 1 ce qui est une 
contradiction. 

VI. Soit enfin p = n^ 2, de sorte que B"-*^^ = 1. Si l'on avait Bn(Sn) 4= 1, 
on aurait ou bien Bn(S„) = 0, ou bien Bn(Sn) ^ 2. Supposons d'abord B"(S,,) ^ 2. 
D'après 6 et 9, nous avons S„ = r„' + T„", où les ensembles T'n et T„" sont fermés 
dans SH et B\X) = B"(7;") = 0, Bn~ = 1. Comme Bn(Sn) à 2, il existe des («, 
S„)-cycles absolus C[, C2 tels que chaque fois que nous avons deux (rc, S„)-cycles absolus 
H\ et H2 dans Tn' et T„" respectivement, l'homologie rxC[ + r2Cn

2 ~ H\ - H2 
implique rx = r2 = 0. D'après IV 3 où nous remplaçons R, A, B, S, p, m respective-
ment par S„, Tn', T„", 0, n - 1, 2, il existe des (n - 1, S„)-cycles absolus T""1, rn

2~l 

dans T;T; tels que l'homologie ^P""1 4- r2rn
2~l ~ 0 dans TnT^ implique rx = 

= r2 = 0. Donc Jî""1^'^) ^ 2, ce qui est une contradiction. 
Il reste à démontrer que B"(Sn) > 0. Comme Rtt'1(T^) = 1, tandis que 

B»-\TÏ) = B"-l(Tï) = 0, il existe un (n - 1, S„)-cycle absolu P"-1 dans T'nTt"x 
qui est homologue à zéro et dans T„' et dans T„" mais qui ne l'est pas dans T„'Tn". 
D'après IV 4 où nous remplaçons R, A, B, S, p, m respectivement par T„\ T,", 0, 
n — 1, 1, il existe un (n, Sj-cycle absolu C" qui n'est pas homologue à zéro. Donc 
5"(S„) > 0. 

11. Soit A un ensemble fermé dans Sn (n = 1, 2, 3,...), A =1= Sn. Alors Bn(À) = 0. 
Démonstration. Il découle aisément de 4 qu'il existe dans Sn un ensemble 

fermé B A, homéomorphe à T„. D'après 9 on a Bn(B) = 0. Soit P" un (H, 5„)-cycle 
absolu dans A. Nous avons à démontrer que rn ~ 0 dans A. Comme A c: B, nous 
avons rn ~ 0 dans B. Soit U un réseau arbitraire dans Sn. D'après 8, il existe un 
réseau 33 d'ordre gn qui est un raffinement du réseau U; soit n = Pr. (23, U), de 
sorte que r(U) ~ n r"(93) dans B. Comme Pn - 0 dans B, il existe une (n + 1, 93)-
chaîne £n+1(93) telle que P£n+1(93) = Pn(93). L'ordre du réseau SB étant G", nous 
avons £n+1(93) = 0. Donc Pn(93) = 0, d'où P"(U) - 0 dans B. 

12. Soit n = 1,2,3, Soit rn un (n, S^-cycle absolu qui n'est pas homologue 
à zéro. Soit A 4= Sn un ensemble fermé dans Sn. Alors on n'a pas f ~ 0 mod A. 

Démonstration. Soit au contraire P" ~ OmodA Alors pour tout réseau U 
il existe un (n, U)-cycle absolu Dn(U) c A tel que P"(XI) - D"(U). Soit <Í>(U) l'ensemble 
de tous ces D"(U). Il est évident que <ř(lí) est un système linéaire (voir H I 26) par 
rapport au module de tous les (/?, U)-cycles absolus dans A. De plus, si 23 est un 
raffinement du réseau U, n = Pr. (93, II) et que D"(93) e <£(93), alors évidemment 
7t £>"(93) G <P(U). D'après H IV 5 il existe donc un (H, S„)-cycle absolu Cn dans A tel 
que pour tout réseau U on a Dn(U) ~ C"(U) dans Ay d'où P" ~ C". D'après 11 nous 
avons donc Cn ~ 0 dans A. Donc P" ~ 0, ce qui est une contradiction. 

13. Soit A un ensemble fermé dans Sn (n = 1, 2, 3,...); soit 0 4= A 4= Sn. Si 
n 2 et Bn~i(A) < oo, alors B"(S„, ,4) = Bn~1(A) + 1. Sin = 1 ou bien Bn~\A) = 
= oo, alors Bn(Sn, A) = Bn~1(A). 
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Nous ferons la démonstration pour le cas de n ^ 2 seulement, en laissant au 
Lecteur la tâche de faire les modifications nécessaires dans le cas de « = 1. Soit (voir 
10) Cq un (n, S„)-cycle absolu qui ne soit pas homologue à zéro. 

I. Soient FJ"1 (1 ^ i g m; m = 0, 1, 2,.. .) des (n — 1, S„)-cycles absolus dans A 
m 

tels que l'homologie £ r¿F"-1 ~ 0 dans A implique = ... = rm = 0. Comme au 
»=i 

début de la démonstration du théorème IV 4 nous voyons qu'il existe un réseau U 
m 

tel que l'homologie £ rf FJ_1(U) ~ 0 dans A implique rx = ... = rm = 0. Il est 
*=i 

évidemment possible de choisir U d'une telle manière que C (̂U) ne soit pas homologue 
à zéro. Soit 93 un raffinement du réseau U, normal par rapport aux n-cycles mod A; 
soit 7C = Pr. (93, U). D'après 10 on a F""1 ~ 0 (1 ^ i ^ m), de sorte qu'il existe des 
(M, 93)-cycles Dï(%) mod A tels que D?(93) F?" H23) (1 ^ * ^ "0- A l o r s * ^¿i93) 
(1 ^ i ^ m) sont des (n, U)-cycles essentiels mod A, de sorte que (cf. H IV 6.1) il 
existe des («, S„):cycles C1 mod A (1 ^ i G m) tels que C?(U) = TC D?(93) (l ^ i ^ 

m m 

^ m). Soit £ rfC? - 0 mod A. Alors £ r, CJ(ll) - 0 mod A, c'est-à-dire r0 Cn
0(U) + 

¿=o ¿=o 
m 

+ n £ rf D"(93) ~ 0 mod A; il existe donc une (n, U)-chaîne £"(U) c: A telle que 
¿=i 

ro Cn
0{U) + 7r £ r, DJ(U) - £n(U) 0, donc F En(U) = TT £ rf F?"1(93), donc 

¿-i ¿=i 
n £ r, F""1 (93) - 0 dans A. Mais tt r j"^») - F?"1^) dans A, donc £ rf F?" '(U) -

i=l i= 1 
~ 0 dans A, d'où rx = ... = rm = 0, donc r0 CJ(U) ~ 0, d'où r0 = 0. L'homologie 

m 

£ rfC" ~ 0 mod A entraîne donc r0 = rt = ... = rm = 0. Nous avons donc 
i = 0 

Bn(Sn, A) ^ m + 1. Donc ¿"(S,, A) è B^^A) + 1 (avec oo + 1 = oo). 

II. Soient C? (1 g i ^ m; m = 0,1,2, . . . ) des (n, S„)-cycles mod A tels que 
m 

l'homologie £ ~ Omod A implique r0 = rt = ... = rm = 0. (D'après 12 
i = 0 

m 

on n'a pas CJ ~ 0 mod A.) Soit U0 un réseau tel que l'homologie £ r, C"(U) ~ 0 
¿=o 

mod A implique r0 = rx = ... = rm = 0. Soit t^ un raffinement du réseau U0, 
normal par rapport aux «-cycles absolus. Soit U2 un raffinement du réseau Ut normal 
par rapport aux (n — l)-cycles absolus dans A. Soit nl0 = Pr. (Ul9 U0), 7r2i = 
= Pr. (U2, UA), 7i20 = 7C10TC21. Soit Ar\VL2) = F CJ(U2) (1 ^ i ^ m). Alors 
7r21 JÏ -1(U2) sont des (n — 1, U2)-cycles absolus essentiels dans A, et d'après 
H IV 6.1 il existe donc des (n — 1, Sn)-cycles absolus FJ""1 dans A (1 ^ i ^ m) 

m m 

tels que F ? " 1 ^ ) = TT21 J?" 1 ^)- Soit 0 d a n s A l o r s S ri • 
i=i i=i 

. FC,(U2) - 0 dans A, donc il existe une (H, U^-chaîne D^Uj) c A telle que D"(l^) -
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- «21 Z rt q(U2) 0. Alors TT10 D " ^ ) - TT20 £ r, q(U2) est un (n, U0)-cycle 
¿=1 i=l 

absolu essentiel d'où il résulte qu'il existe un (n, S„)-cycle absolu En tel que En(U0) = 
m 

= tt10 D^Uj) - 7t20 S r, C|(U2). D'après 10 nous avons En ~ r0CJ donc £"(Uo) ~ 
i= 1 

m 

~ r0 Cn
0(U0) ~ r07r20 CS(U2), de sorte que tc20 S r, Cî(U2) - tc10 D"(U,) - 0. 

¿=i 
m m 

Comme D " ^ ) C ^ , ona TT20 £ rf C?(U2) - 0 mod A, donc £ r, Cî(U0) ~ 0 mod A, 
i=o ¿=o 

m 

donc r0 = = ... = rm = 0. Nous voyons donc que l'homologie £ ~ 0 
i= 1 

dans /I entraîne = ... = rm = 0. Donc Bn'i(À) g: m. Il en résulte que Bn~1(A) + 
+ 1 *Br(Sn,A). 

14. On a dim Rn = dim Sn = dim T„ = n (n = 1, 2, 3,...). 
Démonstration. Dans le cas contraire on aurait dim Sn g n — 1 d'après 8, 

d'où en vertu de V 1 aussi Bn(S )̂ = 0, ce qui est en contradiction avec 10. 
15. Soit n = 1, 2, 3,...; p = 1, 2, 3, — Soif a e S„. Alors pour p 4= n on a 

Pp(a, Sn) = 0, tandis que Pn(a, S„) = 1. 
Démonstration. Il découle facilement de 4 (cf, H IV 10 (l)) qu'il suffit de 

démontrer que pour a e Rn on a Pp(a9 R„) = 0 (si p 4= n) et Pn(a9 Rn) = 1 (si p = n). 
Soient U et F deux voisinages du point a (dans l'espace Rn) tels que F c [/ ,[ / étant 

borné. D'après D 6 et 8 il existe un nombre ô > 0 tel que l'ensemble W des x G Rn 

tels que g(a9 x) < S est un voisinage du point a et que W cz V. Il suffit de montrer 
que l'on a Pp(W9 U; Rn) = ôpn9 Sik étant le symbole de Kronecker (ôik = 0 si i 4= k9 

èkk = 1). 
Il est aisé de montrer que l'ensemble W est homéomorphe à Tn et que l'ensemble 

W — Wl° se compose de deux points si n = 1; 2° est homéomorphe k Sn_l si n ^ 2. 
Soit m = 1, 2, 3 , . . . . Soient C? (1 ^ i g m) de (p, K„)-cycles mod (R„ - U) tels 

m 

que l'homologie £ ^Cf - 0mod(Kn - W) implique rt = ... = rm = 0. Soit H{ 
¿=1 

un (p, Rn)-cycle absolu dans W; soit Hp
2 un (p, R„)-cycle mod (Rn - [/) dans (K„ - W). 

Soit £ r,Cf - H\ - H? mod (/*„ - 17). Nous avons Hp
2 a Rn - W; H{ est un 

i= 1 
(p, £„)-cycle absolu dans W; comme p ^ 1, nous avons BP(W) = 0 en vertu de 9, 

m 
donc £ ~ 0 mod (Rn - W)9 d'où rx = ... = rm = 0. D'après IV 3, où nous 

i — 1 
remplaçons R9 A, B, S9 p respectivement par Rn9 W9 Rn - W9 Rn - U9 p - 1, il 
existe des (p - 1, ^-cycles absolus T?"1 (1 g i S m) dans ÏV- W9 tels que 1° 

m 

r f 1 - 0 dans Pf pour 1 g î g m; 2° E^r?" 1 ~ 0 dans W - W entraîne rx = 
¿=i 

= ... = rm = 0. Si p = 1, alors J(r?) = 0 (1 g i ^ m) d'après H II11. Donc 
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m S BP~\W - W) et pour p = 1 nous avons même (cf. H IV 9.1) m ^ B°0ÎJV - W). 
Or d'après 10 nous avons pour n ^ 2 B°0(W- W) = 0 et (pour p à 2) BP~\W- W) = 
= <5pn; pour /i = 1 on a évidemment b{(W - W) = 1 et (pour p è 2)BP~\W- Ff) = 
= 0. Donc m ^ <5pn. Il en résulte aisément que nous avons PP{W, U; Rn) ôpn. Si 
p =# nous avons <5p„ = 0, donc Pp(W, 17; = 0. 

Il nous reste donc à montrer que Pn(W\ £7; R„) ^ 1. D'après 9 et 10, il existe pour 
» ^ 2 un (n - 1, R„)-cycle absolu P" -1 dans W — W, homologue à zéro dans W 
mais non pas dans W — W. Il en est de même pour n = 1. Soit a = (al9 a2,..., an). 
Soit T l'intervalle O ^ i ^ l . Comme U est borné, il existe un nombre r positif tel que 
.Y G Rn< q(ci, x) ^ r, entraîne x e Rn - U. Pour x G W — W, t e T soit 

r/ x T tr + (1 - î) ô , N tr + (1 - i) 5 / 
/(.v, /)= «,+ }— (x, - + ^ >— (xn - a.) . 

Alors / est une fonction continue dans le domaine (W — W) x T et telle que 1° 
f[(W - W) x T]* c= 2°/(x, 0) = x pour tout x G PF - W; W) X ( 0 ] C 

c= Rn — U. Soit H un réseau arbitraire dans Rn. D'après III 8 il existe un raffinement 
23 du réseau U et un (n - 1, 23)-cycle absolu zln"1(23) c Rn - U tels que n P""^23) ~ 
- Af,"1(23) où n = Pr. (23, U). Comme n rn~\23) - rn _ 1(U) dans W - W Rn-
- W,; J""^») CZ Rn-U, nous avons P/,""1(U) - Omod (Rn - 17) dans Rn - W 
D'après IV 4 où nous remplaçons R, A, B, S, p, m respectivement par ÏF, P„ — W, 

— [7, n — 1, m, il existe un (w, R„)-cycle Cn mod — U) tel que: si Kn est un 
(w, R„)-cycle mod (R„ - V) dans (Rn - W\ on ne peut avoir C" ~ Kn mod (Rn - U). 

Il suffit de montrer que C" n'est pas ~0mod (.Rn — W). Supposons le contraire. 
Pour tout réseau U dans Rn, il existe une (n, U)-chaîne Hn(U) dans Rn — W telle que 
C"(U) - Hn(H) mod (Rn - U). Soit <i>(U) le système de toutes ces chaînes Hn(VL). 
Évidemment, pour tout U i>(U) est un système linéaire (voir H I 26) par rapport 
au module de tous les («, U)-cycles mod (R„ - U) dans Rn — W. Si 23 est un raf-
finement du réseau U et que n = Pr. (23, U), Hn(23) G <Ê(23), alors évidemment 
n Hn(23) G 4>(U). Donc d'après H IV 5 il existe un (n, R^-cycle Kn mod (Rn - U) 
dans Rn — W tel que dans tout réseau 21 on a K"(U) - Hn(U) mod (Rn - U). Mais 
alors on a C" ~ Kn mod (Rn — C7), ce qui est une contradiction. 

16. Si a G A a Sn, nous disons que le point a est un point intérieur de l'ensemble A 
(par rapport à l'espace Sn), lorsqu'il existe un voisinage U du point a tel que U cz A. 
Il est aisé de voir que a est un point intérieur de l'ensemble A si et seulement si a G 
GS„ - ST^Â. 

16.1. Soit A un ensemble fermé dans S„ (n = 1,2,3, . . .) . Soit a e A. Alors 
pn(a, À) = 1 ou P„(a9 À) = 0 suivant que le point a est un point intérieur de l'ensem-
ble A ou non. 

Démonstration. I. Soit a un point intérieur de l'ensemble A. D'après 12 et 
H IV 10 (1) nous avons alors pm(a, A) = p„(a, Sn) = 1. 
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II. Soit a e A . Sn — A. Soit U un voisinage (dans l'espace Sn) du point a. Nous 
avons à démontrer que /?„(a, U; A, Sn) = 0, c'est-à-dire qu'il existe un voisinage 
Wcz U du point a9 tel que pn(W9

 u> A> Sn) = Comme Pn(a, Sn) = 1 (voir 15), 
nous avons Pn(a, U; Sn) ^ 1. Alors il existe un voisinage W cz U du point a tel que 
pn(W9 U; Sn) ^ 1. Comme a nous avons W - A 4= 0. Soit Cn un («, Sn)~ 
cycle mod (A — W) dans A. Nous avons à montrer que C" ~ 0 mod (A — W) dans A. 
D'après 10, il existe un (/?, S„)-cycle absolu P" qui n'est pas ~0. D'après 12 on n'a 
donc pas P" ~ 0 mod (S„ - Ĥ ). Comme C" et P" sont deux (/i, S„)-cycles 
mod (S„ - W) et pm(W,U,Sn) è h mais que Pn n'est pas ~0mod(Sn - W\ il 
existe un nombre r e tel que C" ~ rT" mod (Sn - W). Soit U un réseau tel que 
P"(U) ne soit pas ~ 0 mod (Sn - W). Soit 23 un raffinement du réseau U, normal par 
rapport aux n-cycles absolus dans A + (S,, — IV); soit n = Pr. (23, U). Comme 
C" ~ rP" mod (Sn - W) il existe une (n, 33)-chaîne DM(23) c Sn - W telle que l'on 
a C"(23) - rP"(23) - D"(23) -> 0, donc Cn(23) - Dn(23) 0. Nous voyons donc que 
7r[C(E) - Dn(23)] est un (n, U)-cycle essentiel dans A + (Sn - W) et d'après 11 
nous avons 7i[C"(23) - Dn(23)] - 0, car A + (Sn - W) 4= Sn puisque W - A 4= 0. 
Comme n C"(23) - C"(U) - r P"(U) mod (Sn - W) et D"(23) c- Sn - W9 nous avons 
r r(U) ~ 0, donc r = 0, d'où Cn ~ 0 mod (Sn - W). 

Soit U0 un réseau arbitraire. Déterminons, suivant IV 2, un raffinement Uj du 
réseau ll0 et une projection nl0 = Pr. (Ul5 U0) en posant cp = Af \J/ = S" — W. 
D'après 8 il existe un réseau U2 d'ordre raffinement du réseau U l. Soit 7r2i = 
= Pr. (U2. U^, 7t20 = n10n2i. Comme C(U2) - 0 mod (Sn - W) et que U2 est 
d'ordre nous avons Cn(U2) <= Sn - W. Mais C"(U2) c A. Donc n21 Cn(U2) 
est situé dans A et dans Sn - W, donc TC20 C"(U2) CZ A - W. Mais Cn(U0) ~ 
- TT20 Cn(U2) mod (A - W) dans A. Donc C^UQ) - 0 mod (A - W) dans A. Donc 
C" - 0 mod (A - W) dans A. 

17. Soit A a Sn, B cr Sn.5 Soit f une application homéomorphe de Vensemble A 
sur Vensemble B. Soit a un point intérieur de l'ensemble A, b = f(a). Alors b est 
un point intérieur de l'ensemble B. 

Démonstration. Si l'ensemble A (donc aussi B) est compact, il résulte de 16 
(cf. aussi 112) que a est un point intérieur de l'ensemble A si et seulement si p„(a, A) = 
= 1. Or nous avons évidemment pn(a, ,4) = P„(b, B). Si l'ensemble A est arbitraire 
et que a soit un point intérieur de l'ensemble A, il existe un ensemble compact C cz A 
tel que a soit un point intérieur de C, alors b est un point intérieur de l'ensemble 
f(C) œ B, donc aussi de l'ensemble B. 

18. Soit a e Sn (n = 1, 2, 3,...). Soit p = 0, 1, 2, . . . . Alors yp(a9 Sn) = 0. 
Démonstration. Il suffit de démontrer (voir 4 et H IV 14 (1)) que pour a e Rn 

on a yp(a, R„) = 0. Soient U et F deux voisinages du point a tels que Va U. 11 existe 
évidemment un voisinage W a V du point a, tel que PFsoit homéomorphe à Tn. Il 

5 Le théorème 17 reste évidemment vrai, même si nous y remplaçons l'espace Sn par l'espace Rn. 
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suffit donc de démontrer que yp(W, U; R„) = 0. Soit Cp un (p, S„)-cycle absolu dans 
W; si p = 0, soit J(C°) = 0. Nous avons à montrer que Cp ~ 0 dans U; or d'après 
9 on a même Cp ~ 0 dans W. 

19. Soit A un ensemble fermé dans S„(n = 1,2,3 , . . .); soit a e A. Alors y p(a9 A) = 
= 0. 

Démonstration. Soit U un voisinage du point a (dans l'espace S„). D'après 18 
nous avons yn(a9 U; S„) = 0, il existe donc un voisinage V a U du point a tel que 
yn(V; U; S„) = 0. Il suffit de montrer que yn(V9 U; A, Sn) = 0. Soit C" un (w, Sn)-
cycle absolu dans AV. Nous avons à montrer que Cn ~ 0 dans AU. Comme 
yn(V9 U; A, Sn) = 0, nous avons Cn ~ 0 dans U. Soit U un réseau arbitraire. D'après 
8, il existe un réseau 93 d'ordre ^n qui est raffinement du réseau U; soit n = 
= Pr. (93, U). Comme C" ~ 0 dans U, il existe une (n + 1, 93)-chaîne D"+1(93) 
-> Cn(93). Comme 93 est d'ordre nous avons Dn+1(93) = 0, donc C"(93) = 0. 
Or il Cn(93) - Cn(U) dans ÂV9 donc C"(U) - 0 dans AV c AU. 

VII. Décomposition de l'espace Sn par un ensemble fermé 

1. Soient A et B deux ensembles fermés dans S„ (n = 1,2,3,.. .). Soit G un 
ensemble ouvert dans Sn; soit 0 4= G c Sn — A. Soit G — G ci A9 et soit G — B 4= 0. 
Il existe alors un (n9 S^-cycle mod A dans (G 4- A) qui n'est pas homologue à zéro 
mod (A 4- B). 

Démonstration. D'après VI 10 il existe un (n9 S„)-cycle absolu Pn qui n'est pas 
- 0 . Comme AG = 0 4= G - B, nous voyons que A + B + (Sn - G) 4= Sn. D'après 
VI 12 on n'a donc pas Tn ~ 0 mod [A 4- B 4- (S„ — G)]. Il existe donc un réseau 
U0 tel que rn(U0) n'est pas ~0mod [A 4- B - (Sn - G)]. Soit Ut un raffinement 
du réseau U0, normal par rapport aux n-cycles mod A dans (G 4- A); soit n10 = 
= Pr. (Uj, U0). Déterminons suivant IV 2 un raffinement U2 du réseau Uj et une 
projection 7r21 = Pr. (U2, i^) en posant cp = G 4- A, i// = Sn — G. [G 4- A est 
fermé dans Sn, puisque G — G cz A.~\ Soit n20 = 1̂0̂ 21- Comme Sn = (G 4- A) + 
4- (Sn - G), nous pouvons poser rn(U2) = C"(U2) - D„(U2), où Cn(U2) c= G 4- A, 
Dn(U2) C S„ - G. Comme F Pn(U2) = 0, nous voyons que F Cn(U2) est situé et 
dans G 4- A, et dans Sn - G. Donc F jz2î Cn(U2) c: A. n20 C"(U2) est donc un 
(n, U0)-cycle essentiel mod A dans (G 4- À), de sorte que (cf. H IV 6.1) il existe un 
(H, Sn)-cycle En mod A dans G + A tel que En(U0) = n20 Cn(U2). Soit £n ~ 0 
mod (A + B). Alors rn(U0) - ^20 PW(U2) - n20[Cn(U2) - D"(U2)] - En(U0) -
— tz20 Dn(U2) ~ 0 mod [A 4- B 4- (Sn — G)], ce qui est contradictoire. 

2. Soit A un ensemble fermé dans Sn (n = 1, 2, 3,...). Soit G un ensemble ouvert 
et connexe dans Sn; soit 0 4= G cz Sn - A. Soif G - G cz A. Alors Bn(G + A, A) = 
= 1. 
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Démonstration. D'après 1 où nous posons B = 0, nous avons Bn(G H- A, A) ^ 
^ 1. Supposons que nous ayons Bn(G + A, A) ^ 2. Il existe alors deux (H, S„)-cycles 
Cï + C5 mod A dans (G + ,4) tels que rxC\ + r2CÏ - Omod A dans (G + A) 
implique = r2 = 0. Fixons un point a e G; alors G sera un voisinage du point a. 
D'après VI 16.1 nous avons /^(a, G + i4) = 1, donc ptt(a, G; G + A, Sn) g 1. 
Il existe donc un voisinage U a G du point a tel que /?„(£/, G; G + A, S„) ^ 1. 
Comme C" et sont deux (M, S„)-cycles mod ^ = (G + A) - G dans (G + ,4), 
il existe deux nombres ru r2 e 91 (rl 4= 0 ou r2 4= 0) tels que C — Cï + r2C\ ~ 0 
mod (G + A — U) dans (G + A). D'après V 4 il existe dans Sn un ensemble fermé T 
tel que 1° A c T c: G 4- A; 2° il existe un (n, Sn)-cycle En mod A dans T homologue 
à Cn mod A dans (G + A); tel que si Test un ensemble fermé dans S„, A a T' a T9 
T' 41 T, alors Cn n'est pas homologue mod A dans (G + A) à aucun (u, 5n)-cycle 
mod A dans T'. Si l'on avait T = A, on aurait Cn ~ 0 mod A dans (G + 4̂); ce qui 
est contradictoire. Comme C" ~ 0 mod (G 4- A — U) dans (G 4- A) il existe pour 
tout réseau U un (n, H)-cycle D"(U) mod A dans (G + A — U) tel que C(U) ~ 
~ Dn(U) mod A dans G + A. D'après H IV 5 nous trouvons aisément que les chaînes 
Dn(U) peuvent être choisies d'une telle manière qu'elles définissent un (M, S„)-cycle 
Dn mod A dans G + A — U. Comme C" ~ Dn mod A dans G + A, nous avons 
T4= G 4- A. 

Nous avons donc G = TG 4- (G — T), les deux sommandes étant non vides. 
Comme G et connexe et TG fermé dans G, nous voyons que G — T n'est pas fermé 
dans G, de sorte qu'il existe (voir M 6) un point beGT. G - T a T. Sn - T. 
D'après VI 16.1 nous avons PH(b, T) = 0, donc Pn(b, G; T, Sn) = 0, de sorte qu'il existe 
un voisinage K c G du point b tel que pn(V, G; T, Sn) = 0. Comme E" est un 
(n, S„)-cycle mod A a T - G dans T, nous avons En ~ 0 mod (T - V) dans T. Pour 
tout réseau U il existe donc un (n, U)-cycle Hn(VL) mod A dans (T — V) tel que 
£"(U) ~ Hn(U) mod A dans 7. En vertu de H IV 5 nous pouvons choisir les chaînes 
Hn(VL) de telle façon qu'elles définissent un (w, S„)-cycle H" mod A dans T. Nous avons 
En - Hn mod A dans T, En - C" mod A dans (G + A), donc aussi Hn ~ Cn mod A 
dans (G 4- À). D'après la définition de l'ensemble T nous avons donc T — V = T, 
c'est-à-dire TV 4= 0, ce qui est évidemment faux, car b e TV. 

m 

3. Soit A un ensemble fermé dans Sn (n = 1,2,3,...). Soit Sn — A = £ Pi 
i = i 

(m = 1, 2, 3,...) aux termes séparés. Soit W un ensemble ouvert dans Sn, WPt 4= 0 
pour l ^ i ^ m. Alors il existe des (n, Sn)-cycles C" mod A (1 g / ^ m) tels que 

m 
Vhomologie £ r,C" - 0 mod [>4 4- (S„ - W)] implique = ... = rm = 0. 

¿=i 

Démonstration. Les ensembles Pt sont (cf. M 7) ouverts dans Sn — donc 
(cf. M 5) aussi dans S„. Les ensembles Pt sont également fermés dans S„ — A, de 
sorte que (cf. M 6) Pf — P c: A Donc d'après 1 (où nous posons B = Sn — WPt) il 
existe pour 1 ^ i g m un (n, Sn)-cycle C" mod A dans Pt 4- A qui n'est pas ~ 0 



320 

mod [.A + (Sn - WP)~\. Soit £ rfi] ~ 0 mod [A + (S„ - W)] et soit p. ex. rt 4= 0. 
¿=1 

Comme pour 2 ^ i ^ m nous avons C\ c P; + A c= S„ - FTP̂  nous avons 
m m 
X rfC? - 0 mod [A + (S„ - WP^], £ r fi] ~ 0 mod [A + (S, - WPi)], donc 
i=2 /=1 
aussi r,C? ~ 0 mod [A 4- (S,, - WPX)\ d'où rt = 0, ce qui est contradictoire 
à notre supposition. 

4. Soit A un ensemble fermé clans Sn(n = 1,2, 3, ...). Soit W un ensemble ouvert 
dans Sn. Soit m = 1, 2, 3 , . . . . Soient C" (l g i S m) des (M, Sn)-cycles mod A. Sup-

ra 
posons que Vhomologie £ ~ 0 mod [A 4- — W)~\ implique rt = ... = 

i = i 
m 

= rm = 0. A/ors il existe une décomposition Sn — A = £ Pf awx termes séparés, 
¿=1 

WP, 4= 0 pour 1 ^ î ^ m. 

Démonstration. D'après VI18 et H IV 18.2, l'espace Sn est localement con-
nexe. Donc, d'après H IV 18.3, les composantes de l'ensemble Sn — A sont ouvertes 
dans Sn. Soit p (= 1, 2, 3,..., ou = oo) le nombre des composantes de l'ensemble 
Sn — A qui intersectent W. Si p ^ m, soient Pf (1 ^ i g m — 1) des composantes, 
distinctes l'une de l'autre, de l'ensemble S„ — A qui intersectent W et soit Pm la somme 

m 

de toutes les autres composantes de Sn — A. Alors Sn — A = £ P; aux termes 
¿=1 

ouverts et disjoints, donc séparés. 
Soit donc p < m. Soient Pf (1 ^ î ^ p) les composantes de l'ensemble Sn — A 

qui intersectent W. Soit P0 la somme des autres composantes de l'ensemble Sn — A. 

Alors S„ — A = Yj Pi a u x termes séparés et WP0 = 0, tandis que WPk 4= 0 pour 
¿ = 0 

1 g k g p. Les ensembles Pk sont (cf. M 7) fermés dans Sn — A, de sorte que Pk — 
- Pk œ A (cf. M 6) pour 0 ^ k g p. 

Tout comme au début de la démonstration du théorème IV 4 nous trouvons qu'il 
m 

existe un réseau U0 tel que l'homologie £ rf C-(U2) ~ 0 mod [A 4- (Sn - W)\ 
i = 1 

implique rt = ... = rm = 0. Soit (voir H III 9.4 et 10) Uj un raffinement du réseau 
U0 normal par rapport aux n-cycles mod A dans Pk 4- A simultanément pour tous 
les fc, 0 g p g k. Déterminons successivement, suivant IV 2, des raffinements 

M 
Ufc+2 des réseaux Ufc + 1 (0 g k ^ en posant <p = Pfc 4- A, i// = £ (Pk 4- A). Soit 

Ji4=A h = 0 
7Z10 = Pr. (U„ U0), 7T21 = Pr. (U2, U,), etc., tt20 = 7r107r21, etc. 

Pour 1 ^ fc ^ //, l'ensemble Pfc est ouvert et connexe et l'on a APfc = Pk — Pk. 
Donc, d'après 2, nous avons Bn(Pk 4- A, A) = 1. Donc, pour 1 g k ^ ju, il existe 
un («, Sn)-cycle ££ mod A dans Pfc 4- A qui n'est pas ~ 0 mod A dans Pk + A. On 
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a évidemment Sn = £ (Pk 4- A), les termes de cette somme étant fermés dans Sn. 
k — O 

Donc pour 1 g i g m nous pouvons poser C"(UA+2) = £ où C ^ U ^ ) <= 
fc = o 

c P, + A On a F C\k(U^2) cz Pk + A, F C;(U„+2) c A. Donc F Cifc(U„+2) c 
Œ Z (̂ fc + A) = de sorte que 7i/1+2(fe+2F 2) est situé et dans Pfc + A et 

h = 0 
/i*Jfc 

dans Bk; il en résulte donc que 7r/l+2tjk+iF Cjfc(UM+2) c: (Pk + ,4) Bk = A. Donc, 
^/i+2,1 ^ ^ û fc ^ sont des (w, U^-cycles mod i4 dans Pfc + /4, 
de sorte qu'il existe d'après HIV 6 des (n, S„)-cyc!es Dn

ik mod A dans Pk 4- A 
(1 g i g m, 1 g k ^ p) tels que D?fc(U0) = ^+2,0 CJfc(UM+2). Pour 1 g k g p nous 
avons + i4, i4) = 1; il existe donc pour 1 g i ^ m, 1 g k g p des nombres 
sifc e tt tels que 7rM+2>0 C ^ U ^ ) - sifc ££(Uo) mod A. Donc pour ri9 r2 , . . . , rm e 
arbitraires nous avons 

m m u 

(1) «„«.o S r, q ( U , + 2 ) ~ 2.0 s r, C?o(U,+i) + Y. tk E"k{U0) mod A , 
»=1 ¿=1 fc= 1 

OÙ 
m 

h = S risifc P°u r 1 ^ * ̂  A* • 
¿=1 

Comme p < m, nous pouvons choisir les nombres r l 9 . . r m de façon que nous ayons 
tY = ... = tp = 0, mais non pas rx = ... = rm = 0. Comme Cn

i0(Utl+2) cz P0 4- A c 
c 4- (Sn — FF), nous aurons d'après (1) 

£ r, q(U0) - ^+2.0 t riCi(Vi,+2) ~ 0 mod A + (S„ - W), 
i=1 ¿=1 

ce qui est une contradiction. 

5. Soit A un ensemble fermé dans Sn (n = 1, 2, 3,...). Soit 0 4= 4 4= Sn. Si n ^ 2 
et Bn~l(À) < 00, alors rensemble Sn — A a Bn~1(A) 4- 1 composantes. Si n = 1 ow 
/ T " 1 ^ ) = 0 0 , alors Vensemble Sn — A a Bn~l(A) composantes. 

Démonstration. En vertu de IV 13 nous avons à démontrer que le nombre 
de composantes de l'ensemble Sn — A est égal à B"(Sn, A). Soit m = 1, 2, 3, Nous 
avons donc à montrer que le nombre de composantes de l'ensemble S„ — A est ^ m 
si et seulement si Bn(Sny À) ^ m. Si Sn — 4̂ a m composantes au moins, alors d'après 

m 
M 18 et 19 S„ — A = £ P4 aux termes séparés non vides; d'après 3 (où nous posons 

»=1 
W = S„) nous avons Bn(Sn9,4) ^ m. Si /r(S„, 4̂) ^ m, alors d'après 4 (où nous 

m 
posons W = S„) nous avons Sn — A = Y Pi a u x termes séparés, donc S„ — A a m 

i= 1 
composantes au moins. 
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VIII. Décomposition locale de l'espace Sn par un ensemble fermé 

1. Soit R un espace, A un ensemble fermé dans R. Soit a e A. Soient 17, V des voi-
sinages du point a dans l'espace R. Si a est un point intérieur de l'ensemble A par 
rapport à R (voir VI 16), nous posons a (a, A, R) = 0. Soit donc a e A . R — A. 

L'ensemble U étant donné, soit a(a, U; A, R) = Bq(V — À), où F c [/ est choisi 
de façon à rendre B%(V — A) minimal. Donc (voir H IV 8 et 9.1) s'il existe un ensemble 
V <= U tel que l'ensemble V — A ait un nombre fini de composantes et si nous choisis-
sons V c= U de telle manière que ce nombre soit le plus petit possible, le nombre 
a (a, U; A, R) 4- 1 sera égal au nombre de composantes de l'ensemble V — A; si pour 
tout V a U l'ensemble V — A a un nombre infini de composantes, on a <x(a, U; A, R) = 
= oo. 

Si K c l/, on a évidemment a(a, V; A, R) ^ a (a, U; A, R). Il s'en ensuit que les 
trois cas suivants sont possibles: 

1. Il existe un nombre m (= 0,1, 2,. . .) et un voisinage U tels que a (a, V; A, R) = 
= m pour tout voisinage V c U. Nous posons alors a (a, R) = m et disons que ,4 
décompose R localement au point a en m 4- 1 parties. Si m = 0, nous disons que yl 
ne décompose pas l'espace R localement au point a. 

II. Le nombre a (a, F; /l, R) est fini pour tout voisinage V9 mais pour tout nombre 
m (= 0, 1, 2,. . .) il existe un voisinage U tel que a(a, V; A, R) > m pour tout V a U. 
Nous posons alors a(a, A, R) = co et disons que A décompose R localement au point a 
en un nombre croissant de parties. 

III. Il existe un voisinage U tel que cc(a, V; A, R) = oo pour tout V c: U. Nous 
posons alors a (a, A, R) = oo et disons que A décompose R localement en a en un 
nombre infini de parties. 

Nous considérons le symbole co, comme plus petit que oo, mais plus grand que 
tout nombre m = 0, 1, 2, 

2. Soit R un espace localement connexe. Soit A un ensemble fermé dans R. Soit 
a e A . R — A. Soit U un voisinage du point a. Soit m = 0,1, 2, Nous avons 
a (a, 17; A, R) ^ m si et seulement si à tout voisinage V c U du point a on peut 

m 

associer une décomposition U — A = £ Pt aux termes séparés telle que VPX 4= 0 
¿=o 

pour 0 i ^ m. 
Démonstration. I. Soit a (a, U; A, R) ^ m. Soit V c= U un voisinage du point a. 

Soit p le nombre de composantes de l'ensemble U — A qui intersectent V. Si p g m, 
M 

soient Kk (1 ^ k ^ p) toutes ces composantes et soit W = Y, ̂  Nous avons V — A c= 
fc=i 

c If cz 17; l'ensemble W est ouvert d'après H IV 18.3. On a donc a e V 4- W c £7, 
de sorte que l'ensemble (V + W) — A a (m + 1) composantes au moins. Or c'est 
une contradiction, car (V 4- W) — A = a p g m composantes. Donc / î ^ w + 1. 



323 

Soient Pi , . . . , Pm m composantes de l'ensemble U — A, distinctes et intersectant 
V; soit P0 la somme des autres composantes de l'ensemble U — A. Alors U — A = 

m 
= Z Pi a u x termes séparés (voir H IV 18.3) et VPX 4= 0 pour 0 g i ^ m. 

¿ = 0 
II. Supposons qu'à tout voisinage V cz U du point a on puisse associer une dé-

m 

composition U — A = £ Pi a u x termes séparés telle que VPt 4= 0 (l ^ i ^ m). 
i = 0 

Alors chaque Pt- contient (voir M i l ) au moins une composante de l'ensemble 
V — A. Il en résulte que l'ensemble V — A a m 4- 1 composantes au moins. Donc 
a(a, t/; K) ^ m. 

3. Soi* >1 un ensemble fermé dans Sn (n = 1, 2, 3,...); soif a e A. Alors on a 
a(a, A,Sn) = /?„_x{a, A). 

Démonstration. Si a est un point intérieur de l'ensemble A, nous avons 
a(a, ,4; S„) = 0; mais alors en vertu de VI10 et HIV 10(1) nous avons aussi 
/?„_!(*, A) = Sn) = 0. Soit donc aeA. Sn - A. 

I. Démontrons d'abord l'inégalité a(a, A, Sn) ^ /^^(a, A). Soit U un voisinage 
du point a; soit a(a, U; A, Sn) ^ m (= 1,2,3,.. .). Il suffit de démontrer que 
P„~i(V, U; 4̂, Sn) ^ m pour tout voisinage V a U du point a. D'après VI10 nous 
avons /?n(a, Sn) g 1; il existe donc un voisinage W <= V du point a tel que 
PH(W,; F, ^ 1. Comme nous avons A 4= 0. D'après VI10 et 
12 il existe un (M, Sn)-cycle absolu Frt qui n'est pas ~ 0 mod (Sn — W). L'espace Sn 
est localement connexe d'après VI7 et 18 et H IV 18.2. Donc, d'après 2, il existe une 

m 

décomposition U — A = £ Pf aux termes séparés telle que WPi 4= 0pourO g i g m. 
¿=o 

D'après VII 3 (où nous remplaçons A par A 4- (Sn — U)), il existe des (w, S„)-cycles 
m 

C\ mod [A 4- (Sn - U)] (0 g i g m) tels que l'homologie X! ~ 0 mod [,4 4-
¿=o 

4- (S„ — Wj] implique r0 = ^ = ... = rm = 0. Il existe donc un réseau U4 tel que 
m 

l'on n'a pas P^Uj) - 0 mod (Sn - W) et que l'homologie £ rt CJ(Uj) - 0 mod [A 4-
¿=o 

4- (Sn — Wj] entraîne r0 = rx = ... = rm = 0. Soit U2 un raffinement du réseau 
Ui normal par rapport aux n-cycles mod (S„ — V). Soit U3 un raffinement du réseau 
U2 normal par rapport aux (n — l)-cycles mod (A — U) dans 4̂. Déterminons, sui-
vant IV 2, un raffinement U4 du réseau U3 et une projection 7r43 = Pr. (U4, U3) 
en posant <p = A, \j/ = R — U. Soit 7t21 = Pr. (U2, l^), 7c32 = Pr. (U3, U2), 7i31 = 
= n2ln32 etc. 

Comme C" sont des (;n, 5„)-cycles mod [>4 4- (S„ — U)] il existe des (n — 1, U4)-
chaînes D r W <= ¿ T W <= Sn - U telles que C?(U4) W -
- £ r W ( 0 G i è M). O n a F D ? " W <= ^ = P JE" _ 1 (U 4 ) c 

c Sn — U, donc F ÎT43 D r 1 ( U 4 ) c ^ - ^.Donc,7r42 D ; " 1 ^ ) sont des (M - 1, U2)-
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cycles essentiels mod (A — V) dans A. En vertu de HIV 5 il existe donc des (n — 1, S„)~ 
cycles G"*"1 mod - U) dans A (0 ^ i ^ m) tels que CJ(U2) = TT42 Dnrl(Vi4). 

m 

Nous avons à montrer que Fhomologie £ rf G""1 ~ 0 mod (A - F) dans A déter-
¿=o 

m 
mine les rapports r0:rl :rm d'une façon univoque. Lorsque Z^GJ"1 ~ 0 

¿=o 
m 

mod (,4 - F) dans nous avons 7r42 D"" 1 ^) ~ 0mod(^4 - V) dans A. 
» = 0 

m 
Il existe donc une (n, U2)-chaîne Hn(U2) cz A, Hn(U2) -> TT42 £ r, DJ" 1 ^) 

¿=o 
mod (A - 7). Comme CJ(U4) DJ" 1 ^) mod (R - 17), nous avons 7r42. 

m 

• Z ri c"(u4) - H"(U2) 0 mod (R - 7). Donc (cf. H IV 5), il existe un (u, S„)-
» = 0 

m 
cycle Kn mod (R - 7) tel que K^) = n41 £ r, C?(U4) - TT21 ifn(U2). Comme 

¿=o 
fim(W9 7, Sn) ^ 1; il existe un nombre s e « tel que Kn ~ sr mod (Sn - W). Donc 

tn 

*4I Z ^ CJ(U4) - n2l Hn(VL2) - 5 P " ^ ) - 0 mod (Sn - W). Comme TT41 CJ(U4) ~ 
i = 0 

m 
~ C^Ui) mod [4 + (S. - w)\ Hn(U2) c A, nous avons £ r, CftUO - 5 f " ^ ) 

¿=o 
mod [¿(S, - W)]. L'homologie £ r, CJ(Ut) - 0 mod [A + (Sn - W)] étant donné, 

¿=o 
les rapports r0 :rx :... : rm sont déterminés sans ambiguïté. 

II. Démontrons maintenant l'inégalité a(a, A, S„) ^ pn-i(a> A). Soit 17 un 
voisinage du point a; soit /?„-i(a, U; A, Sn) ^ m (= 1, 2, 3,...). Il suffit de démon-
trer qu'il existe un voisinage 7 cz U du point a tel que a (a, 7; A, S„) ^ m. D'après 
VI10 nous avons Pn~i(a> U; S„) = 0, il est donc possible de choisir 7 de telle façon 
que l'on ait /?„_i(7, U; Sn) = 0. Soit W a V un voisinage du point a. D'après 
VI10 et 12, il existe un (n, S„)-cycle absolu T" qui n'est pas ~ 0 mod [A + (S„ - W)\ 

m 

D'après 2, nous avons à démontrer qu'il existe une décomposition 7 — A = £ p. aux 
i = 0 

termes séparés, WPf + 0. D'après VII4 (où nous remplaçons A par >1 + (Sn — 7)), 
il suffit de montrer qu'il existe des (H, Sn)-cycles C? mod A (1 ^ i ^ m) tels que 

m 

l'homologie r0Pn + E r» c? ~ 0 mod [A + (Sn - W)] implique r0 = = ... = 
i = l 

= rm = 0. Comme /?„-i(a, 17; ¿4, Sn) è m, nous avons Pn-i(W, U; A, 5n) ^ m. 
Il existe donc des (n - 1, S„)-cycles G"-1 mod (.4 - 17) dans ^ (l ^ î ^ m) tels 

m 

que l'homologie X^GJ"1 ~ Omod(/l - W) dans A implique rx = ... = rm = 0. 
i = l 

m 

Soit Ui un réseau tel que l'homologie £ rf G?""1^) ^ 0mod(.4 - 17) dans A 
i — 1 

implique = ... = rOT = 0. Déterminons un raffinement U2 du réseau et une 
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projection n21 = Pr. (U2, Ut) en posant <p = A, ý = Sn - W. Soit U3 un raffine-
ment du réseau U2 normal par rapport aux w-cycles mod \A + (S„ — K)]. Soit 7r32 = 
= Pr. (U 3 , U 2 ) , TU31 = ;C217C32. 

Comme G""1 sont des (n - 1, S„)-cycles mod (Sn - U) et que P„-i{V, U; S„) = 0, 
il existe des (n, U3)-chaînes D?(U3) G?" 1 ^) m o d iSn - á * á m). Comme 
Gr 1 <= il existe d'après HIV 5 des (n, Sn)-cycles C? mod [A + (S„ - F)] (1 S 

á i Ú m) tels que CJ(U2) = TU32 P>?(U3)- S o i t ror + Ž ^C? - 0 mod [A + 
i= 1 

+ (S„ — W)]. (Nous avons alors à démontrer que rQ = rt = ... = rm = 0.) Il existe 
m 

alors une (n, U2)-chaîne Hn(ll2) c A telle que r0 Pn(U2) + tc32 £ ^¿(^a) -
i= 1 

- H"(U2) - 0 mod (Sn - W). La chaîne :r32 f ) rř GJ" 1 ^) - F tfn(U2) est donc 
i= 1 

située dans (S„ — W); mais la même chaîne est située aussi dans A. Il en résulte 

*2i H"(U2) tt31 £ rř Cr'iUa) mod (A - W), donc f r | G r W ~ *3i • S ^ • 
i=i i=1 i = 1 

• G-'H1^) ~ 0mod(yl - W) dans A, d'où r1 = ... = rm = 0. Donc r0Pn - 0 
mod [A + (Sn - W))9 d'où r0 = 0. 



16 
SUR LA DÉCOMPOSITION D'UNE PSEUDOVARIÉTÉ 
PAR UN SOUS-ENSEMBLE FERMÉ 

Comptes Rendus Hebdomadaires 
des Séances de l'Academie des Sciences. 
Paris 198 (1934), 1342-1345 

Dans cette Note, les notions combinatoires sont entendues au sens de mon Mé-
moire.1 Les coefficients des cycles sont des nombres rationnels. Au lieu de (Cn(U)} 
j'écris Cn. 

4> étant une famille de sous-ensembles d'un espace métrique R, le nombre réduit 
d'éléments de est: 1° 0 si la famille <P est vide; 2° le nombre d'éléments de diminué 
d'une unité si <P est finie et non vide; 3° le symbole œ si <P, tout en étant infinie, ne 
contient pour chaque e > 0 qu'un nombre fini d'éléments à diamètre >e; 4° le 
symbole oo s'il existe un e > 0 tel que <P contienne une infinité d'éléments à diamètre 
>8. 

Soit S un espace métrique. Soit 9JÎ un module dont les éléments sont des (p, S)-cycles 
absolus. Soit 91 un sous-module de contenant tous les (p, S)-cycles absolus qui 
sont ~0. Le symbole 91) signifie: 1° le rang du module 9JI — 9t si ce rang est 
fini; 2° œ ou oo dans le cas contraire, l'égalité g(9.)ï, 91) = œ signifiant que, pour chaque 
s > 0 donné, il existe des éléments F? de 9JÎ en nombre fini jouissant de la propriété 
suivante: à chaque Ape$Jl on peut attacher des nombres rh des sous-ensembles 
fermés A„ de S (en nombre fini) dont les diamètres soient <e, enfin des cycles e 9JÎ, 
Op

h c Ah de manière que Ap - Yrirï ~ e 

Théorème I. Soit R un espace métrique et compact o n ( = 1, 2,.. .) dimensions. 
Soit m = 1 ,2 ,3 , . . . ou bien m = oo. Supposons qu'il existe des (n, R)-cycles 
absolus ri (0 ^ i < m) jouissant de la propriété suivante: Fh (h = l, 2) étant deux 
sous-ensembles fermés de R tels que Fh 4= R et An

h étant un («, R)-cycle absolu 
dans Fh, Vhomologie YfiFï ~ A\ + A\ entraîne que rf = 0. Soit S un sous-ensem-
ble fermé de R. Soit p le nombre réduit de toutes les composantes de R — S. Soit 
9JÎ le module de tous les (n — 1, R)-cycles absolus dans S, ~0 dans R; soit 91 le 
module de tous An~ e qui sont - 0 dans S. Alors (?(SDÏ, 91) ^ pm. 

1 Fund. Math., 19, 1932, p. 149-183, [7]. 
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Corollaire. Soit R une multiplicité cantorienne fermée à n dimensions2 et soit m 
son n,ème nombre de Betti. Soit S un sous-ensemble fermé de R; soit q le (n — l)lème 

nombre de Betti de S. Alors R — S a au plus g/(m + 1) composantes.3 

Définition. Soit m, n = 1, 2, 3, R est une pseudovariété à n dimensions m fois 
ramifiée (simple si m = 1) si: 1° R est un espace métrique et compact à n dimensions; 
2° il existe des (n, K)-cycles absolus P"( 1 fg i ^ m) jouissant des propriétés suivantes: 
a) Fh (h = 1, 2) étant des sous-ensembles fermés de R tels que Fh 4= R et JJJ étant 
un (n, fl)-cycle absolu dans Fh, l'homologie ~ A\ 4- A\ entraîne que r{ = 0; 
b) à chaque entourage U de chaque point x de R on peut attacher un entourage 
V a U de x tel que chaque (n, R)-cycle mod (R - U) soit ~ Y r i r 1 m o d (R ~ v)• 

Théorème II. Chaque pseudovariété est un continu localement connexe. 
Une pseudovariété à une dimension est homéomorphe à une circonférence (donc 

simple). Or, pour « ^ 2, il existe dans En + l euclidien des pseudovariétés à n dimen-
sions m fois ramifiées pour chaque valeur de m. En effet, un sous-ensemble fermé 
et borné F de En+i est une telle variété, si E„ + 1 — F est la somme de m 4- 1 domaines 
connexes et uniformément localement connexes ayant F comme frontière commune. 
L'existence de telles frontières a été prouvée par Wilder (loc. cit., théorème 8). 

Notations. Soit R une pseudovariété à n dimensions m fois ramifiée. Soient A et S 
deux sous-ensembles fermés de R; soit A ci S. Soit 9JÏ le module de tous les (n-l9 R)-
cycles absolus dans S qui sont ~ 0 dans R. Soit 2 le module de tous les An~1 e9JÎ 
qui sont ~ 0 dans S. Soit 91 le module de tous A"'1 e 901 jouissant de la propriété 
suivante: il existe deux sous-ensembles fermés Fh (h = 1, 2) de S tels que A — Fh 4= 
0 et des A\'x esJR, A"h<= Fh tels que An~l - Aï"1 4- An

2~l dans S. Soit 91 le mo-
dule de tous les An~l jouissant de la propriété suivante: à chaque réseau U on 
peut attacher un 0""1 e 91 tels que ^M_1(U) - 0n~1(ll) dans S. 

ThéorèmeIII. Soit q le nombre réduit de composantes Q de R — S telles que 
A — FrQ 4= 0; soit c = 1 s'il existe une composante P de R — S telle que A a FrP, 
soit c = 0 dans le cas contraire. Alors 91) = m(q — c). 

Théorème IV. Soit p le nombre réduit de composantes P de R — S telles que 
A c: FrP. Alors e(9JÎ, 91) = mp. 

Théorème V. Légalité 91 = 91 est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
existe un e > 0 jouissant de la propriété suivante: A chaque composante P de R — S 
telle que A — FrP 4= 0 on peut attacher un point x de A dont la distance de FrP soit 
>e. 

2 P. Alexandroff, Annals of Math, 30, 1929, p. 101-186 (déf. à la page 176). 
3 R. L. Wilder, Math. Ann., 109, 1933, p. 273-306, théorème 6; au lieu de ^/(m 4- 1), une 

limite moins précise (pour m ^ 2) y figure (à savoir q). Le théorème 5 du Mémoire cité peut être 
précisé de la même manière. 
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Définitions. Soit R une pseudovariété à n dimensions m fois ramifiée. Soit S un sous-
ensemble fermé de R. Soit x un point donné de S. Soit U un entourage de x. Posons 
ol(U) égal au nombre (= 0,1, 2 ou bien = oo) des composantes P de U — S tels qu'il 
existe un arc simple C c: P + (x) contenant x. Nous dirons que l'ordre d'accessi-
bilité de S en x est égal à ot(R). Nous dirons que l'ordre local d'accessibilité de S 
en x est égal à: 1° p (= 0,1, 2,.. .) si cc(U) = p pour chaque U suffisamment petit; 
2° Œ, si ol(U) est toujours fini, mais tend vers l'infini si le diamètre de U tend vers zéro; 
3° oo, s'il existe un U tel que a (U) = oo. 

Théorème VI. Supposons que le (n — l)lème nombre de Betti de R9 ainsi que le 
(n — l)îèmc nombre de Betti local4 de R en x, soient égaux à 0. Lordre d'accessibilité 
de S en x est un invariant topologique de S et de x, pourvu que cet ordre soit = 2. 

Théorème VII. Supposons que le (n — l)lème nombre de Betti local de R en x 
soit égal à 0. Vordre local d'accessibilité de S en x est un invariant topologique de S 
et de x, pourvu que cet ordre soit = 2. 

4 La définition du nombre de Betti local se trouve au Mémoire de l 'auteur: Introduction à la 
théorie de l'homologie, Publications de la Fac. des Se. de l 'Univ. Masaryk, n° 184, 1933, [56], 
ainsi que (indépendamment) dans la Note de M. P. Alexandroff, Comptes rendus, 198, 1934, 
p. 227 -229 . 
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SUR LES ARCS INDÉPENDANTS DANS 
UN CONTINU LOCALEMENT CONNEXE 

Spisy vydávané přírodovědeckou fakultou 
Masarykovy university. 
Brno 193 (1934), 10 pp. 

Une des propriétés les plus importantes d'un continu R localement connexe est 
exprimée par le n-Bogensatz, démontré d'abord par M. Menger dans le cas parti-
culier où R est une courbe régulière [Fund. Math. X], ensuite par M. Nôbeling dans 
le cas général où R est un continu localement connexe arbitraire [Fund. Math. 
XVIII; cf. aussi l'exposition donnée dans la Kurventheorie de M. Menger, chap. 
VI]. Une autre démonstration (ou on suppose d'ailleurs un peu plus généralement 
que R soit un espace localement compact et localement connexe) a été donné ré-
cemment par M. Zippin [Annals of Math., XXXIV]. 

Dans une conférence faite le 4 juillet 1933 dans le Math. Kolloquium de M. Menger, 
j'ai exposé une démonstration du n-Bogensatz (d'ailleurs un peu généralisé) qui, tout 
en suivant les grandes lignes de la démonstration de M. Nôbeling, en est différente 
dans les détails du raisonnement. C'est cette démonstration que je reproduis dans la 
Note présente. 

1. Un graphe G est un ensemble composé d'un nombre fini de points où l'on 
a distingué certains couples de points, appelés côtés du graphe. Si Gt c G, le couple 
a e Gl9 b eGi est un côté de Gt si et seulement si c'est un côté de G. Un chemin dans 
G est une suite finie y = (a0, ai9 ..., am) de points at e G (m ^ 0) telle que (af, ai+1) 
(0 g i g m — 1) sont des côtés de G. Les chemins yl9 y 2 , y s s'appellent indépen-
dants si chaque point ae G appartient au plus à un d'eux. Soient A et B des ensembles 
de points donnés d'avance (pas nécessairement contenus dans G) y = (a09 al9..., am) 
est un chemin de A à B si a0 e A, am e B. C a G est une coupure de G (entre A et B) 
si le graphe G — C ne contient aucun chemin de A à B. (P. ex. AG ou BG est une 
coupure.) Soit n = 0, 1, 2, On dit que G est n fois connexe (entre A et B) si chaque 
coupure de G contient au moins n points. (Chaque graphe est donc 0 fois connexe.) 

Lemme. Un graphe G n fois connexe contient n chemins indépendants entre A et B. 
Démonstration. Le théorème est banal pour n = 0, donc pour G = 0. On peut 

donc faire la supposition I que le théorème soit vrai (pour chaque choix de A, B9 n) 
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pour tous les graphes Gx 4= G Gx. O n peut admettre que le graphe G — (a) ne soit 
n fo is connexe pour aucun choix de a e G (car autrement le théorème est une consé-
quence de la suppos i t ion Z). Or chaque graphe G — (a) est év idemment (n — 1) 
fo i s connexe car, C étant une coupure de G — (a), C + (a) en est une de G. D o n c 
il existe, d'après I9 des chemins yl9 yl9..., indépendants dans G — (a). Si a e AB9 

alors (a) , V i , . . . , y „ - i sont n chemins indépendants dans G. Supposons d o n c que 
ABG = 0. 

Prouvons d'abord qu'il existe une coupure C contenant n points et telle que AG — 
- c 4= 0 4= BG - C. Si G - (A 4- B) 4= 0, chois issons al e G - (A 4- B). Puisque 
G — (CÏJ) est (n — 1) fois connexe , mais n o n n fo is connexe , il existe dans G — ( a ^ 
une coupure C t contenant n — 1 points. Alors C = Ct + ( a , ) est une coupure de G 
contenant n points et l 'ensemble AGC cont ient au plus n — 1 points , car at e C — AG. 
Or AG cont ient au moins n points puisque c'est une coupure de G. D o n c AG — C 4= 
4= 0 et pareil lement o n voit que BG — C 4= 0. Reste à étudier le cas G c A 4- B. 
Puisque ABG = 0 et que l 'on puisse supposer n > 0, il existe un côté (ai9 a2) de G 
tel que at e A, a2eB. Si le graphe G — ( a , ) — ( a 2 ) est (n — 1) fo is connexe , il 
existe (en vertu de ¿) n — 1 chemins indépendants yl9 yl9..., yn-1 dans G — ( a , ) — 
— (a 2 ) . M a i s alors ( a l 9 a 2 ) 9

 s o n t n chemins indépendants dans G de 
manière que ce cas peut être exclu. D o n c il existe une coupure C = ( a 3 , . . . , as) 
(s ^ n) dans G — ( a , ) — (a 2 ) . Alors C = ( a , ) 4- (a2) 4- Cf est une coupure de G. 
Puisque G est n fo i s connexe , o n a s = n. C o m m e ABG = 0, a{ e AG9 a2 e BG et que 
les ensembles AG et BG9 étant des coupures de G, cont iennent chacun au m o i n s n 
points , o n a, ici encore, ^4G — C 4= 0 4= BG — C. 

Soit d o n c C = ( c , , . . . , cn) une coupure de G contenant n points et telle que AG — 
_ C 4= 0 4= BG - C. Soit G1 Œ G l 'ensemble de tous les points beG tels qu'il 
existe dans G un chemin (a 0 9 ai9..., am) (m ^ 0) tel que a0 e AG, am = b9 ate G — C 
pour 0 ^ i ^ m - 1. En remplaçant dans cette définit ion de G, l 'ensemble A par B9 

o n obtient G 2 C= G. Soit c e G J G 2 ; alors il existe dans G un chemin (<a09..., ah,..., ak) 
tel que a0 e BG9 ak e BG9 ah = c et ate G — C pour i 4= h; puisque C est une cou-
pure, il en résulte que c e C. N o u s avons d o n c prouvé que GtG2 cz C. C o m m e 
AG c GJ, AG — C 4= 0, G T G 2 c C, o n a G 2 4= G; parei l lement o n obtient que 
GJ 4= G . 

Soit D un sous-ensemble de Gt contenant au plus n — 1 points . C o m m e Gt cz G 
et que G soit n fo i s connexe , il existe un chemin y dans G — D de A à B. C étant une 
coupure , y contient év idemment un chemin y' de A à C. O n voi t sans peine que y' 
est contenu dans Gj — D. Il en résulte que le graphe Gx est n fo is connexe entre A et C. 
D'après la supposi t ion Z9 il existe d o n c dans G, n chemins indépendants y[9 y'l9..., y'n 

de A à C; o n peut supposer que y\.C — (c,). Parei l lement il existe dans G 2 n chemins 
indépendants y'[9 y2, de C à B tels que y'[.C = (c,). Puisque G X G 2 cz C, les 

Vi + 7i> • • y'n + y'n s o n t n chemins indépendants dans G de A à B. 
2. Soit R un espace métrique. Soient A et B deux sous-ensembles fermés de R sans 

po int c o m m u n . Soit D un sous-ensemble fermé de A + B. O n dit que R est n fois 
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connexe entre A et B mod D (n = 1, 2, 3 , . . . ) si,Tétant un sous-ensemble de R — D 
contenant au plus n — 1 points et du reste arbitraire, il existe dans R — Tun arc de A 
à B (c'est-à-dire un arc simple aux extrémités a G A et b G B). 

Soit k = 0, 1 , 2 , — Soient Hl9...9Hk des sous-ensembles donnés de R — D. 
Soient £ ! , . . . , ek des nombres positifs donnés. Soit T cz R — D. Désignons par 
[fc, e, T, H] l'ensemble de tous les arcs CaR-TdeAkB tels qu'on ait g(t, C) > fi, 
pour chaque point t G THi (1 ^ i ^ m; Q signifie la distance). 

Lemme. Prémisse: Soit R un espace compact, localement connexe et n-fois 
connexe entre A et B mod D. Soient {#,} (i = 1, 2, 3, ...) des sous-ensembles donnés 
de R — D, fermés dans R et 4=0. 

Thèse: Il existe des nombres positifs (î = 1, 2, 3 , . . . ) , ef < g(Hh D) ( = oo s/ 
D = 0) tels que \k9 £, T, / / ] = 0 pour k = 0, 1, 2, ... ei pour chaque T cz R — D 
contenant au plus n — 1 points. 

D é m o n s t r a t i o n . Les nombres vont être construits par récurrence. Soit donc 
k = 0, 1, 2 , . . . et supposons que l'on ait déjà déterminé des nombres e, ( l ^ i ^ /c) 
tels que 0 < et- < £ ( / / ¡ , D) et que [k, s, T9 H] 4= 0 pour chaque Tcz R — D con-
tenant au plus n — 1 points. Il s'agit de prouver l'existence d'un nombre ek+l > 0 
tel que [ k + 1, £, T, / / ] 4= 0 pour chaque T a R — D contenant au plus n — 1 points. 
[ O n peut alors supposer que c f c + 1 < £ ( H k + l , D) car il est évidemment permis de 
diminuer le nombre e fc+1.] Supposons au contraire que pour v = 1, 2, 3 , . . . et ek + 1 = 
= 1/v il existe toujours un ensemble Tv cz R — D contenant au plus n — 1 points et tel 
que [/c + 1, e, Tv, H ] = 0, ce qui veut dire que e (T v / / f c + 1 , C) g l /v pour chaque arc 
C e [/c, e, Tv, / / ] . Remarquons que la suite d'ensembles {Tv} peut être remplacée 
par une sous-suite arbitraire, sans qu'elle perde ses propriétés; nous servirons 
couramment de cette remarque dans ce qui suit. 

Tout d'abord, on peut supposer que tous les ensembles Tv contiennent le même 
nombre s de points ( l ^ s ^ n — 1): soit Tv = ( i v l , f v 2 , . . . , tvs). Ensuite, l'espace R 
étant compact, on peut admettre que les limites lim tvJ = tj existent pour 1 g ; ^ s. 

V = OO 

Soit Tv' l'ensemble qui s'obtient de Tv = ( / v l , f v 2 , . . . , fvs) en remplaçant chaque point 
tvj par tj si tj e R — D; les autres points tvj passant inaltérés Tv à Tv'. L'ensemble 7*v' 
contient au plus s ^ n — 1 points et l'on a Œ R — D, de manière qu'il existe 
un arc Cv e [A:, e, Tv', / / ] . 

Soit U9 resp. F, un entourage ouvert de D ^ , resp. de DB si petit que ( l ) L/V = 
= VB = F ^ = 0, (2) e ( t f f , U 4- F ) > c, pour 1 g i g k, (3) e ( i f k + 1 , U 4- F ) > 0, 
(4) tj e R - (Î7 4- F ) pour chaque valeur de j (1 ^ j ^ s) telle que tjeR - D. En 
remplaçant {Tv} par une sous-suite on obtient que tvj e U si tj e DA9 et tvj G F si 
tj E DB. Soient AV G 4̂ et les deux extrémités de Cv; on peut supposer que 
Cv — (av) — ( b v ) cz R — [A + B). En remplaçant {Tv} par une sous-suite on parvient 
à réaliser un des quatre cas qui suivent: 

C a s I. Soit ave A — D9 bve B — D pour chaque v. Comme CtTl = 0, D = 0, 
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il existe un nombre rj > 0 tel que Q(tjy Ci) > t] pour 1 ^ j g s . Comme Ct e 
e \_k, e, T/ , H] et que l'on ait = 0, on a g(tj, Cx) > ei pour 1 ^ j g s , 1 <; i g k, 
tje Hi. Pour v suffisamment grand on a aussi Q(tvJy C t ) > rj pour 1 ^ j g s, ainsi que 
ç(tyj, Ct) > e i pour 1 ^ j ^ 5, 1 ^ i g k, tj g Hi. D o n c Ct e [k, e, Tv, H] et 
Q(TV, HK+I9 C j ) > T]9 d ' o ù CI e [K + 1 , e , T v , H ] , c e q u i e s t u n e c o n t r a d i c t i o n , c a r 

[/c + 1, e, Tv, H ] = 0. 
C a s II. Soit aye A — D, bye BD pour chaque v. Puisque l'espace R est compact 

et localement connexe, il existe un nombre fini u de continus Kr (1 ^ r ^ u) locale-
u 

ment connexes et tels que P(C/) = U — U c £ Kr, les continus Kr étant si petits 
r= 1 

u u 
que l'on ait ( l ) £ Kr9 (Ty + Ty) = 0 pour chaque v, (2) g(Hi9 £ Kr) > et pour 

r=1 r = 1 
u 

1 ^ i è k9 (3) Q(Hk+l9 Y Kr) > 0. Les extrémités de l'arc Cv étant av e U et bv e 
r = 1 

u 
e R — U9 Cv rencontre F(U) et par suite aussi £ Kr. Soit pv le premier point d'inter-

r = l 
u 

section de l'arc Cv (orienté de ay à bv) avec £ X r . Par un passage à une sous-suite 
r = 1 

on obtient que pveK' = X r o pour chaque v. Le point pv décompose l'arc Cv en deux 
arcs: C^ aux extrémités ay et pv et C^ aux extrémités pv et C o m m e pA e K' , pv e K', 
o ù K' est un continu localement connexe, il existe un arc simple Ey c= K' aux extré-
mités pv et p t . La somme Cy + Ev + CJ contient un arc C* aux extrémités ay et bx. 
O n voit sans peine que, pour les valeurs suffisamment grandes de v, ou a C* e 
e [k9 e, Tv, H]9 d'où Q(TyHk+i, C*) ^ 1/v d'après la définition de Ty. C o m m e Cy c U9 

Ei c K\ VHk+i = K'Hk+1 = 0, il en résulte que g(TyHk+u C\) g l /v , ce qui est 
évidemment une contradiction. 

C a s III. aye AD, bye B — D ne diffère que formellement du cas II. 
u 

C a s IV. Soit ay e AD9 bv e BD pour chaque v. Posons F(U) a £ Kr9 les continus 
r= 1 

Kr jouissant des mêmes propriétés c o m m e dans le cas II, et posons analoguement 
V 

F(V) c= Y, D e nouveau, soit pv le premier point d'intersection de l'arc Cv avec 
r = 1 

u v 

Z Kr et soit qy le dernier point d'intersection de Cv avec £ iCJ. O n peut supposer que 
r— 1 r = l 

pyeKu qye K\ pour chaque v. Les points pv et qv décomposent l'arc Cv en trois arcs 
Cy, C", C" aux extrémités ay9 pv; pv , qy; qv9 by. Les continus X i et X i étant localement 
connexes, il existe des arcs simples Et cz KI et E[ c K\ dont les extrémités sont resp. 
pi9 pv et qi9 qv. La somme C'v + EX -h C\ 4- E'[ + C" contient un arc simple C* aux 
extrémités av et bv. On voit sans peine que, pour les valeurs suffisamment grandes 
de v, on a C* e [k9 e, Tv, H], d'où Q(TvHk+i9 C*) ^ l/v. Comme C'v a XJ9 Cy c F, 
(V + V) Hk+i = 0, EI c KL9 E[ c K'Î9 (Ki + K'JH^i = 0, il en résulte que 
g(TvHk+i, C j ) ^ l /v , ce qui est une contradiction. 
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3. Lemme. Prémisse: Uespace R soit compact, localement connexe et n fois 
connexe entre A et B mod D. 

00 

Thèse: Il existe une décomposition R — D = telle que (1) les ensembles Kx 
k= 1 

sont ouverts et connexes, (2) Z étant un entourage arbitraire de D, il existe un entier 
l tel que Kx c Z pour tous les A > 1, (3) s ^ n — 1 valeurs arbitraires At,..., As 

de A étant donnés, R contient un arc C de A à B tel que les inégalités CKX 4= 0 4= 
4= KxKp entraînent que K^K^ = ... = K^K^ = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . L'ensemble D étant fermé dans l'espace compact R, il existe 
une suite {Wv} d'entourages ouverts de D telle que PTV+1 c: FFV et qu'à chaque en-

00 

tourage Z de D on puisse attacher un nombre v tel que Z 3 Wv, d'où \\WV = D. 
î 

00 
Soit Gv = R - Wv, d 'où Gv c G v + 1 et R - Dv = £ Gv. Soit G 0 = 0, Hv = Gv -

î 
00 

— G v _ ! , donc R — D = A la suite d'ensembles { H v } attachons une suite {ev} 
i 

de nombres positifs d'après le lemme du n° 2. Chaque point p e H v est contenu dans 
un ensemble Lv(p) ouvert, connexe et si petit que ( l ) le diamètre de Lv(p) soit inférieur 
aux nombres [max. (1, v — 4) ^ p ^ v 4- 4] , (2) Lv(p) c Gv+l pour v = 1 , 2 , 3 , . . . , 
(3) Lv(p) c i ? - Gv_ 2 pour v = 3 , 4 , 5 , — L'ensemble Hy étant compact en soi, on 
peut extraire de la famille {Lv(p)} une suite finie L v l , L v 2 , . . . , Lvr, recouvrant Hv. On 
voit sans peine que la suite 

Kx = L u , K r i = L l r i , Kri + 1 = L 2 i , K r i + r 2 = L2r2, X r i + r 2 + 1 = L 3 1 , . . . 

fournit la décomposit ion cherchée R — D. 

4. Théorème. SOÏÎ A et B deux sous-ensembles fermés et disjoints d'un espace R 
compact et localement connexe. Soif D un sous-ensemble fermé de A + B. Supposons 
que R soit n fois connexe entre A et B mod D. Il existe n arcs Au A2,An entre A 
et B tels que AtAj c D pour 1 ^ i < j ^ n. 

00 

D é m o n s t r a t i o n . Construisons une décomposit ion R — D = X ^ A d'après 
î 

le lemme du n° 3. Pour A — 1 , 2 , 3 , . . . , choisissons un point pA e Kx. Ordonnons tous 
les couples (Kx , tels que 4= 0 dans une suite simple {Lk} = {(KXk, K^J) . 
Les ensembles KXk et K/lk étant ouverts et connexes; l'ensemble KXk 4- est aussi 
ouvert et connexe, car KXkKpk 4= 0. C o m m e l'espace R est compact et localement 
connexe, il existe (pour k = 1, 2, 3 , . . . ) un arc simple C'k <=. KXk 4- K^ aux extrémités 
PA* E T P^ 

O n peut même construire pour chaque k un arc simple Ck a KXk 4- K^ aux 
extrémités pXk et p ^ de manière que, pour h < k, l'intersection ChCk ait un nombre 
fini de composantes. O n construira les arcs Ck par récurrence, en posant = C\. 
Supposons généralement que, pour une valeur donnée de k ( = 2, 3 , . . . ) , on ait déjà 
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construit les arcs C l 5 C 2 , C f c_j. Divisons l'arc C'k en des arcs partiels en nombre 
fini de manière que, y étant un arc partiel quelconque, o u bien toutes les deux extré-

k-1 fc-i 
mités de y appartiennent à l'ensemble £ o u l'ensemble y £ Ch contienne 

h=1 h= 1 
précisément un point, ce point étant une extrémité de y. U n e telle division de C'k est 
évidemment possible; en vertu de l'inclusion C'k c KXk 4- on peut même sup-
poser que les arcs partiels soient si petits que, si y est un arc partiel dont les deux 

k-l 
extrémités et a 2 appartiennent à l'ensemble £ ^ possible de joindre 

î 
k-l 

à a 2 par un arc contenu dans (KXk 4- K/ik) . Cfc. L'arc Cfc cherché s'obtient alors 
h=l 

de Ck en y omettant d'abord les arcs partiels dont les extrémités sont situés dans 
k-i 
Y Ch, ensuite en remplaçant chaque arc omis par un arc qui possède les mêmes 

>1-1 
k- i 

extrémités et qui est situé dans (KXk 4- XMk) . £ Ch, enfin en prenant dans le continu 
h= 1 

élémentaire ainsi obtenu un arc simple Ck aux extrémités pXk et p^k. 

Aucun arc Ck ne rencontre l'ensemble D; d'ailleurs, à partir d'un certain rang, tous 
les arcs Ck sont contenus dans un entourage arbitrairement donné de D. Il en résulte 
que chaque arc de la suite {Ck} ne peut rencontrer qu'un nombre fini d'arcs de cette 
suite. En divisant convenablement chaque arc Ck9 on obtient une suite infinie {cr} 
d'arcs simples tels que: ( l ) chaque arc cr est contenu dans un arc Ck; (2) pour 
< 5, l'ensemble crcs est vide ou bien se réduit à une extrémité commune de cr et 

00 00 

de cs\ (3) Y cr = Z Q* A chaque cr on peut attacher un Ck => cr par suite deux 
r - 1 k=1 

indices X et p tels que cr a Kx H- KKXKM 0. ^ 
Soit {Uv} une suite décroissante d'entourages ouverts de AD et telle que f ] JJV = 

î 
= AD; soit {Vv} une suite pareille relative à l'ensemble BD. Pour chaque v soit Qv = 
= la sommation s'étendant à toutes les valeurs (en nombre fini) de k telles 
qu'une au moins des deux égalités KXk(Uv + Vv) = 0, XM k(l/v + Vv) = 0 ait lieu. 
Qv est une somme d'un nombre fini d'arcs de la suite {cr}. Soit Gv l'ensemble de 
toutes les extrémités des arcs cr c= Qv; Gv est un graphe, si l 'on définit comme côtés 
de Gv les couples (ir, tr), où tr et t r sont les deux extrémités de cr c: Qv. Pour chaque 
valeur de v soit av l 'ensemble de tous les points pXk tels que KXk(A + Uv) 4= 0 = 
= K^A -f Uv) et de tous les points p ^ tels que KX~(A 4- Uv) = 0 4= K^A 4- Uv). 
L'ensemble se définit pareillement, en remplaçant A 4- Uv par B 4- Vv. Evidemment 
av 4- Pv c: Gv. 

Chaque graphe Gv est n fois connexe entre av et pv. Soit T = ( f l s t 5 ) un sous-
ensemble de Gv contenant s ^ n — 1 points. O n doit prouver que l'ensemble Qv 

contient un arc de av à pv sans point commun avec T. Pour 1 ^ j ^ s, il existe un 
indice vy tel que tj e KVj. D'après le lemme du N ° 3, l'espace R contient un arc P 
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aux extrémités a G A et b e B tel que les inégalités 4= 0 4= K^K^ entraînent que 
KtlKXJ — 0 pour 1 g j ^ s. Si a e A — D posons a0 = a; si a G AD chois issons le 
point a0 e P , a0 4= a si proche de a que l 'on ait Kx c= U pour chaque valeur de X 
telle que a0 e Kx. Déterminons pareillement le point b0. Soit Tare r 0 c= r aux extré-
mités a0 et b0. Soit l'ensemble ${ de tous les KM tels que TqK^ 4= 0. L'ensemble ft, 
étant un recouvrement de l'ensemble connexe F 0 contient une suite finie X / i 0 , K . . . 
. . t e l l e que a 0 G KMo, b0 G Kfhn, K . 4= 0 pour 0 ^ i g m - 1. A cette 
suite correspond une suite q0, qx, ..., qm de points tels que, pour 0 ^ i ^ m — 1, 
les points qx et qi+l sont les deux extrémités de l'arc Cki, l'indice /cf étant déterminé 

m- i 
d'après la condition Lk. = (K^., + L'ensemble £ Cfc., sans point commun 

¿ = 0 
avec T, contient un arc de av à /?v, cet arc étant un sous-ensemble de Qv. 

D'après le lemme du N ° 1, l'ensemble Qv contient donc n arcs y v l , y v 2 , y v n de 
av à pv, ces arcs étant disjoints deux à deux. Evidemment Qv ne peut contenir qu'un 
nombre fini de tels groupes de n arcs; d'ailleurs on voit sans peine que chaque 
arc yv+lti (1 ^ i ^ n) contient un arc partiel y'vi c Qv de av à pv. Il suffit donc de 
remplacer {Qv} par une sous-suite pour qu'on puisse supposer que l'on ait yvi c: y v + 1 > i 

00 

pour 1 g i g n, v = 1, 2, 3 , . . . Posons r f = £ y v i (i = 1, 2, . . . , n). Quatre cas 
V = 1 

sont possibles. 

C a s I. r f est un arc simple aux extrémités age A — D, bge B — D. On pose alors 
A, = rh AL= Aï = (a,), = = (bt). 

C a s II. rt = Ai 4- rh rtB = bieB — D, où Ax est un continu (pouvant se 
réduire à un point) contenu dans AD. O n pose alors At = rt 4- Af, Bt = (&;), 
,4f = At si At se réduit à un point, Af = 0 dans le cas contraire. 

C a s III. Fi = Bi 4- rh rtA = at e A — D, où Bt est un continu (ou un point) 
contenu dans BD. On pose = Ti 4- Bf, At = («,), Bf = Bi si Bt se réduit à un 
point, Bf = 0 dans le cas contraire. 

C a s IV. P f = Ai + P f + B i9 oùy4 f et sont des continus (dont chacun peut se ré-
duire à un point) tels que A{ c AD, Bi c: BD. On pose Ai = Af 4- r f + o ù , 4 f = 
= Ai si Ai se réduit à un point, Af = 0 dans le cas contraire, et pareillement pour Bt. 

Si l'ensemble D ne contient qu'un nombre fini de points, les Al9 A2,..., A„ sont 
les n arcs cherchés. Or on peut toujours se réduire à ce cas spécial; à ce but, il suffit 
évidemment d'indiquer un sousensemble fini D* de D tel que R soit n fois connexe 

n 

de Ah B m o d D*. N o u s allons voir qu'il suffit de poser D* = £ (Af 4- £ f ) . En effet, 
t=i 

soit un sous-ensemble T de R — D* contenant n — 1 points au plus. On voit sans 
peine qu'il existe une valeur de i (1 g i g n) telle que A{T— 0. Il existe un point 
a\ e Ai — T e t un point b\ e Bi — T. L'espace R étant localement connexe, il existe 
un arc St de a\ à At et un arc b2 de b\ à tels que ( ^ 4- <52) T = 0. L'ensemble 
ôx 4- Ai 4- S2, sans point commun avec T, contient un arc de A à B. 
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S U R L E S N O M B R E S D E B E T T I L O C A U X 1 

A n n a l s o f M a t h e m a t i c s 

( 2 ) 35 ( 1 9 3 4 ) , 6 7 8 - 7 0 1 

Soit R un espace topologique arbitraire; soit a un point donné de R; soit k = 
= 0, 1, 2, A u Chap. I, je définis le kième nombre de Betti local de R au point a, 
désigné par ßk(a9 R). La signification du nombre ß0(a, R) est très simple (v. n° 3). 
Si k ^ 1 et si l'espace R est un polyèdre, le nombre ßk(a9 R) coïncide, comme on 
pourrait le démontrer sans peine, avec le nombre maximum des (k — l)-cycles en a 
linéairement indépendants, au sens de M. E. R. van Kampen.2 

Au Chap. II, je prouve deux théorèmes d'addition pour les nombres de Betti locaux. 
Ces théorèmes pourraient être sans peine généralisés. 

Au Chap. III, je donne une nouvelle forme aux axiomes de m a théorie des variétés, 
exposée récemment dans ce Journal.3 Dans la nouvelle forme, ces axiomes reposent 
sur la not ion des nombres de Betti locaux et sur celle de la connexité locale d'ordre 
supérieur que j'étudie dans un autre Mémoire (cité au n° 4). En se basant sur les 
nouveaux axiomes, on pourrait un peu simplifier quelques démonstrations dans 
Variétés. 

Soit R un espace topologique arbitraire; soit S un sous-ensemble fermé de R; 
soit a un point donné de S; soit k = 0 , 1 , 2, 3 , . . . Au Chap. IV, je définis ce qu'on 
pourrait appeler le klème nombre de Betti extérieur de S au point a, désigné par 
ctk(a9 R — S). Si l'espace R est régulier et localement connexe, l'ensemble S coupe 
l'espace R au point a localement en a 0 ( a , R — S) -f 1 régions (v. n° 25); autrement 

1 J'ai exposé quelques résultats de ce Mémoire dans une conférence que j'ai faite le 5 juillet 
1933 dans le Math. Kolloquium de M. Menger. 

Après avoir terminé ce travail j'ai pris connaissance de deux notes de M. P. Alexandroff: 
Sur les propriétés locales des ensembles fermés (C. R. Paris 198, p. 227, 15 janvier 1934) et Les 
groupes de Betti en un point (ibidem, p. 315, 22 janvier 1934) qui semblent avoir beaucoup de 
points de contact avec mes recherches. 

2 Die kombinatorische Topologie und die Dualitätssätze, den Haag 1929, p. 26. 
3 Théorie générale des variétés et de leurs théorèmes de dualité, Annals of Math., t. 34, 1933, 

p. 621-730, [15]. Cité: Variétés. 



3 3 7 

dit S détermine en a une "lokále Zerschneidung" de R d'ordre a 0 (a , R — S) + 1 
au sens de M. K. Zarankiewicz.4 

Au Chap. V, je donne une localisation du théorème de dualité: Si S est un sous-
ensemble fermé de l'espace euclidien R„ à n dimensions,5 on a en chaque point 
a de S: pr(a, S) = a q(a, R — S), O ^ p ^ n — 1, q = n — p — 1. En particulier 
l'ordre de coupure locale est un invariant topologique (local) de S. 

Soit S un sous-ensemble fermé de R„_ 1 ; soit a un point de S. Si a est un point 
intérieur de S, on a (a, S) = 1; si a est un point frontière de S, on a /?„_,(a, S) = 
= 0 (Cf. n° 7, 6° et 7°). Donc , si Von immerge S dans un Rn, a est un point de cou-
pure locale si et seulement si c'est un point intérieur de S, et l'ordre de coupure locale 
est alors égal à deux. 

U n cas particulier (R = R„, k = n — 1) du théorème du n° 5 est: Soient A et B 
deux sous-ensembles fermés de Rn; soit a un point de AB\ supposons que a soit un 
point intérieur de A + B, mais un point frontière de A et de B. Alors AB coupe 
Rn localement en a. 

Un cas particulier (R — Rn, k = n — 1) du théorème du n° 6 est: Soient A et B 
deux sous-ensembles fermés de R„; soit a un point de AB. Si AB coupe Rn localement 
en a, tandis que ni A ni B ne coupe Rn localement en a, alors a est un point intérieur 
de A + B. 

U n cas particulier (R = R 2 . k = 0) du théorème du n° 5 est: Soient A et B deux 
sous-ensembles fermés du plan; soit a un point de AB. Si ni A ni B ne coupent locale-
ment le plan en a, tandis que A + B coupe localement le plan en a, alors ou bien 
a est un point isolé de AB (et alors A + B coupe le plan localement en a en deux 
régions), ou bien chaque entourage de a contient une infinité de composantes de AB. 

U n cas particulier (R = R 2 , k = 0) du théorème du n° 5 est: Soient A et B deux 
sous-continus du plan; soit a un point de AB. Si a est un point isolé de AB, alors 
A + B coupe le plan localement en a. Si chaque entourage de a contient une infinité 
de composantes de AB, alors a est un point de coupure locale du plan d'ordre infini 
pour A + B. 

Les deux derniers théorèmes constituent dans un certain sens une localisation des 
deux théorèmes classiques de Janiszewski.6 U n e localisation entièrement différente 
de ces théorèmes de Janiszewski se trouve au Mémoire cité au n° 4. 

Je suppose dans tous ce Mémoire que les coefficients des cycles et des homologies 
appartiennent à 9Î, où 9Î signifie ou bien l'ensemble de tous les nombres rationnels 
ou bien l'ensemble de tous les entiers réduits mod p, p étant un nombre premier 
donné d'avance. 

Pour les domaines 91 ici considérés, les théorèmes locaux de dualité constituent 

4 Ober die îokaîe Zerschneidung der Ebene, Monatshefte f. Math. u. Phys., t. 39, 1932, p. 371. 
5 Le théorème est même démontré pour des espaces plus généraux que Rn. 
6 Sur les coupures locales faites par les continus, Práce mat.-flz., t. 29, 1913, pp. 11 — 63. 



3 3 8 

une généralisation du allgemeiner dimensionstheoretischer Rechtfertigungssatz 
de M. P. Alexandroff7 

Quant à la théorie de l'homologie, je m'appuie sur mon Mémoire Théorie générale 
de Vhomologie dans un espace quelconque,8 cité: Homologie. Comme dans Variétés 
(p. 622, I), j'écrit Cp(p. ex.) au lieu de {CP(U)} (Homolog ie , II, 20). D o n c Cp est 
l'ensemble de tous les CP(VL), U parcourant les réseaux9 dans R. Soit U un réseau; soit 

c ° ( u ) = S u i ( r i G W, l / | e U) un (0, U)-cycle. Je pose J [ C ° ( U ) ] = £ rf. Si C° 
i=i ¿=1 

est un (0, R)-cycle absolu, le nombre «/[C°(U)] est, comme on le voit sans peine, 
indépendant du réseau H; je désigne ce nombre par J(C°). 

I . 

1. Soit R un espace topologique (Homolog ie , III, 1). Soit S un sous-ensemble 
fermé de R. Soit a un point donné de S. Soit k = 0, 1 , 2 , . . . Les lettres U, V, W 
désignent des entourages1 0 de a dans R. 

Soit U -=> K Soit U; S) l'ensemble de tous les (k, R)-cycles mod (S - U) 
dans S; deux éléments Ck et Dk de 93*(K, U; S) seront considérés comme égaux si et 
seulement si Ck ~ Dk mod (S — V) dans S. L'ensemble 93fc(F, U; S) est un module 
(Homologie, I, 1). Désignons par pk(V, U; S) le rang (Homologie, I, 3) de ce module 
si ce rang est fini; dans le cas contraire posons fik(V,U; S) = oo. 

Pour W cz V c U on a évidemment pk(W, U; S) ^ pk(V, U; S). 
Il en résulte que, l'entourage U de a étant donné, le nombre fik(V, U; S) a une 

valeur fixe (indépendante de V) pour tous les voisinages V c U de a suffisamment 
petits; désignons par f$k(a, U; S) cette valeur fixe. 

Pour W c V c U on a évidemment 7; S) ^ pk(W, U; S). On en déduit 
sans peine que pk(a, V; S) à t / ; S) pour F cz 17. Par suite trois cas sont à dis-
tinguer: 

1° Il existe un nombre fini m ( = 0 , 1 , 2 , . . . ) tel que fik(a, U;S) = m pour tous les 
entourages U de a suffisamment petits; dans ce cas on pose fik(a, S) = m. 

2° Le nombre pk(a, U; S) est fini pour tous les entourages U de a, mais si m est 
un nombre fini arbitrairement donné, on a fik(a, U; S) > m pour tous les entourages U 
de a suffisamment petits; dans ce cas on pose j3k(a, S) = co. 

3° On a pk(a, U; S) = oo pour tous les entourages U de a suffisamment petits; 
dans ce cas on pose fik(a, S) = oo. 

7 Dimensionstheorie, Math. Annalen, t. 106, pp. 161 — 238 (v. p. 208). 
8 Fund. Math., t. 19, 1932, pp. 149-183, [7]. 
9 La famille fondamentale de réseaux (Homologie, II, 1) est dans tout ce Mémoire celle de tous 

les réseaux ouverts (Homologie, III, 2). 
10 Entourage d'un point ou d'un sous-ensemble est un ensemble ouvert contenant le point 

ou le sous-ensemble considéré. 
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2. De Homologie, III, 3 —11 on déduit sans peine que le n o m b r e pk(a, S) ne dépend 
nul lement de l 'espace R, mais seulement du nombre k, du point a et ( loca lement) 
de l 'espace S. 

3. Si l'espace R est régulier au point a,11 le nombre P0(a, S) a toujours une des 
trois valeurs 0, 1, oo: On a po(a, S) = 0 si et seulement s'il existe un entourage U 
de a tel que chaque composante de S a un point commun avec R — U. On a PQ(a,S) = 
= 1 si et seulement si a est un point isolé de l'espace S. On a po(a, S) = oo si et 
seulement si, pour chaque entourage U de a, une infinité de composantes de S sont 
contenues dans SU. 

D é m o n s t r a t i o n . Si a est un point i solé de S, o n a év idemment P0(a, S ) = 1, 
car p0(V, U;S) = 1 si U est tel que SU = (a). S'il existe un entourage U de a tel que 
chaque c o m p o s a n t e de S rencontre R — U, d'après Homologie, III, 16 o n 
a P0(W, V; S) = 0 si F c: U, d 'où p0(a, S) = 0. Ces deux cas étant exclus, p o u r 
chaque entourage U de a l 'ensemble US contient une infinité de composantes de S 
et d o n c aussi une infinité de quas icomposantes de S. L'espace R étant régulier au 
point a, il existe un entourage F de a tel que F cz U. L'ensemble F S contient u n e 
infinité de quas icomposantes de S; chaque telle quas icomposante est év idemment 
essentielle m o d ( S — U) au sens de Homologie, III, 15, d 'où PQ(V, U;S) = oo 
d'après Homologie, III, 17. D o n c po(a, S) = oo. 

IL 

4. Lemme. Soit R un espace complètement normal (Homologie, III, 19). Soient <p 
et x deux sous-ensembles fermés de R. Soit U un réseau donné dans R. Il existe un 
affinement 33 de U tel que, si une (p, %$)-chaîne est contenue dans (p et dans x 
(Homologie, II, 5), elle est aussi contenue dans <px* 

La démonstrat ion se trouve au n° 12 de m o n M é m o i r e Sur la connexité locale 
d'ordre supérieur (à paraître dans Compos i t i o Mathematica) , [ 6 3 ] . 

5. Soit R un espace complètement normal. Soit R = A + B, A et B étant des 
sous-ensembles fermés de R. Soit k — 0, 1, 2 , . . . Soit a e AB. Soit pk+i (a, À) = 
= Ak+Î(a, B) = 0. Alors pk(a, AB) ^ Pk+1(a, R). 

D é m o n s t r a t i o n . O n voit sans peine qu'il suffit de prouver que, U étant u n 
entourage d o n n é de a, l ' inégalité pk+i(a, U;R) ^ m ( = 0, 1, 2 , . . . ) entraîne que 
Pk(a, U; AB) t m. Soit d o n c pk+1(a, U;R) ^ m et soit F c [ / u n entourage de a. 
Ev idemment , il suffit d'en déduire que pk(V, U; AB) ^ m. 

Puisque pk+i(a, A) = 0, o n a Pk+i(a, F; A) = 0. D o n c il existe un entourage Wt <= F 
de a tel que Pk+1(Wi, V; À) = 0 pour chaque entourage W[ e Wt de a. Pareille-

11 Cela signifie, comme on sait, que chaque entourage U de a contient un entourage Vdca tel 
que V c U. 
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ment on voit qu'il existe un entourage W2 cz V de a tel que Pk+x(W2, V; B) = 0 
pour chaque entourage W2 c= W2 de a. Posons W= WlW2 de manière que 
Pk+l(W,V; A) = pk+l(W,V; B) = 0. 

Puisque/? f c + 1 (a , U; R) ^ w , o n a pk+l(WiU;R) ^ m. D o n c il existe des (k 4- 1 , R ) -
m 

cycles C\+1 m o d (R - U) (1 g i ^ m) tels que l 'homologie £ rt - 0 m o d 
»=i 

(R — J f ) (rf e 91) entraîne que = . . . = rm = 0. D o n c il existe un réseau tel que 
m 

l 'homolog ie X ^ C ^ 1 ^ ) - 0 m o d ( R - W) entraîne que rt = ... = rm = 0. 
¡=i 

Soit U 2 un aff inement de U t normal ( H o m o î o g i e , II, 15 et 16) rel. aux cycles 
m o d (B — V) dans B. Déterminons un aff inement U 3 de U 2 d'après 4, en y posant 
<p = X = R — F Soit U 4 un aff inement de U 3 normal rel. aux cycles m o d (A — F) 
dans A. Déterminons un aff inement U 5 de l t 4 d'après 4, en y posant <p = A, x = 
= R — K Soit U 6 un aff inement de U 5 normal rel. aux cycles m o d (AB — 17) dans 
AB. Déterminons un aff inement U 7 de U 6 d'après 4, en y posant <p = AB, x = R — 
ainsi qu'un affi'nement U 8 de U 7 de nouveau d'après 4, mais en y posant cp = A, 
X = B. Soit TT21 = Pr. ( i l 2 , I I , ) , . . . , TT87 = Pr. (U 8 , U 7 ) , n3l = n217t32 ... 

C o m m e A + B = R, o n peut poser C j + 1 ( U 8 ) = C?i+ 1(U 8) - C^2
+ 1(U8) (1 g i ^ 

^ m), o ù C ^ + 1 ( U 8 ) c A, C^2
+ 1(U8) c: B. Soit FÎ (U 8 ) cette partie de la (fc, U 8 ) -chaîne 

P C a + 1 ( U 8 ) dont les simplexes sont 4=0 m o d (R — 17). C o m m e C Î + 1 ( U 8 ) 0 
m o d (R - 17), o n a F C ^ ^ U g ) = F C^2

+ 1(U8) m o d (R - U); d o n c F*(U 8 ) est aussi 
cette partie de la chaîne P ,Cj^" 1(U 8) dont les simplexes sont 4=0 m o d (R — U). 
C o m m e C^ + 1 ( I I 8 ) c ^ , o n a r{(U8) cz A. C o m m e C^2

+1(H8) cz B, o n a F*[(U8) c B. 
D 'après la définition de U8 il en résulte que P ; ( t f 8 ) c AB, d 'où F r)(Vis) cz AB. 
C o m m e F ^ U s ) = F CÎ t

+ 1 (U 8 ) m o d (R - £7), o n a F F*(U 8 ) cz R - [7. D o n c 
FTT87 F * ( U 8 ) CZ AB, FTT87 F * ( U 8 ) cz R — 17, d ' o ù FTC87 F ^ ( U 8 ) cz AB - U d ' a p r è s 

la définit ion de U 7 . D o n c 7T86 F*(U 8) est u n (k, U 6 ) -cyc le m o d (AB — 17) dans AB. 
D'après la définition de U 6 , 7T85 F*(U 8 ) est un (k, U 5 ) -cycle essentiel m o d (AB — 17) 
dans AB. 

Il ne reste qu'à démontrer que les (k, H 5)-cycles n85 F*(U 8 ) (1 ^ i ^ m) ne sont 
liés par aucune h o m o î o g i e m o d (AB — K) dans AB, car alors (Homoîogie, II, 28) 
Pk(V, U; A B ) ^ m, c. q. f. d. 

m 

Soit d o n c Z r ^ g s F*(U 8 ) ~ 0 m o d ( A B — F ) dans A B (r f e 9î); o n doit prouver 

que n = . . . = rm = 0. L 'homolog ie qui vient d'être écrite signifie qu'il existe une 
(k + 1, U 5 ) -chaîne D f c + 1 ( U 5 ) dans A B telle que 

( 1 ) F D F C + 1 ( U 5 ) = 7T85 F R, r î ( U 8 ) m o d ( A B - F ) . 
i=l 

m m 

Or £ r i c u + 1 ( U s ) r ^ U g ) m o d (R - U) . D o n c la (fc + 1, U 5 ) -chaîne 
¡=i ¡=1 
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m 
nss Z ri — Dk+1(Ws) e s t située dans A et sa frontière est située dans 

(R - V ) . 
m 

D'après la définition de l l 5 , on a donc FnB5 £ rf C^ + 1 (U 8 ) - F D k + 1 ( U 5 ) c 
i= 1 

m 

c A - V. D o n c 7 : 8 4 Z n ^ ( U g ) - t t 5 4 Dk+1(U5) est un (k + 1, U 4)-cycle 
î=I m 

m o d (A - V) dans A. D'après la définition de U4,TT83 £ rt Ct t
+ J (U 8 ) - n53 Dk+1(VL5) 

i= 1 

est un (fc + 1, U3)-cycle essentiel m o d (A — F) dans A et par suite 

(2) r,-(^"'(Ug) — 7i51 Z)t+1(U5) 
i= 1 

m 
est un (k + 1, C/^-cycle essentiel mod (.4 — F) dans A. D e plus £ rf Cf 2

+ 1 (U 8 ) 
i — 1 

m 

Z r» m ° d ~~ On voit donc, en tenant compte aussi de ( l ) , que la 
i= 1 m 

(k + 1, U3)-chaîne 7i83 £ rf C ^ ^ U g ) — n53 D f c + 1 (U 5 ) est située dans B et que sa 
i= i 

frontière est située dans (R — F). D'après la définition de U 3 , on a donc 
m m 

Fn83 £ r, CÎ2
+ 1(U8) - Fn53 D*+1{lls) <= B — V. D o n c ne2 £ r, C? 2

+ ,(U 8) - rc52 . 
1=1 ¿=1 

D k + 1 ( U 5 ) est un (k + 1, U2)-cycle mod (B - F ) dans B. D'après la définition de U 2 

m 

(3) ^ I r . C Î ^ U , ) - ^ , ^ « , ) 
¿=1 

est un (fc + 1, U^-cycle essentiel m o d (B — F ) dans B. 

C o m m e /?fc+i(lF, F; ^4) = 0, il résulte de (2) (en vertu de Homologie, II, 28) 
m 

que TT81 X f i C i i + 1 ( U s ) - n51 Dk+i(U5) ~ 0 m o d (A - JF) dans A. C o m m e 
i= 1 

& + 1 ( W , F ; B ) = 0, il résulte de (3) que TI81 J r, C^2
+ i(U8) - 7t51 Dk+i(U5) ~ 0 

i= 1 
m o d (B - W) dans B. D o n c il existe des (k + 2, U^-chaînes Ek

l
+2(Vii) c A et 

C B telles que 

£ Î + 2 ( U i ) - f r, C i r i U s ) " *s i D k + 1 { U s ) m o d (A — W) , 
¿=1 

£ | + 2 ( U i ) - « s i £ C? 2
+ 1 («a) - «s i û t + 1 ( U 5 ) m o d (B - W) . 

¿=1 
m m 

D o n c E r W - ^ W - ^ ^ ^ C r ^ U ^ m o d ^ - 1F), d'où 7 u 8 1 £ r f . 
¿=1 ¿=i 

• C r ' ( U 8 ) ~ 0 m o d (R - W). Or, Ck
t
+1 étant un (k + 1, R)-cycle mod (R - U), 
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on a TT81 C Î + 1 ( U 8 ) - C J + W m o d ( R - U) a (R - W). Donc £ rf C f * 1 ^ ) - 0 
i=l 

mod (R - W). D'après la définition de U ^ il en résulte que rx = ... = rm = 0, 
c. q. f. d. 

6. Soit R un espace complètement normal. Soit R = A + B9 A et B étant des 
sous-ensembles fermés de R. Soit aeAB. Soit k = 0 , 1 , 2 , . . . Soit pk(a9 A) = 
= pk(a, B) = 0. Alors pk(a9 AB) g pk+i(a, R). 

D é m o n s t r a t i o n . On voit sans peine qu'il suffit de prouver que, U étant un 
entourage donné de a, il existe un entourage V cz U de a tel que l'inégalité 
Pk(a, [7; ¿ B ) ^ m ( = 0 , 1, 2 , . . . ) entraîne que 7 ; R) ^ m. Soit donc 

U; AB) ^ m. Comme pk(a, ,4) = B) = 0, on a 

Pk{a, 17; A) = pk(a9 U; B) = 0 . 

D o n c on peut choisir l'entourage F c: 1/ de a de manière que 

pk{V, U; A) = pk(V, U; B) = 0. 

Il s'agit de prouver que, W étant un entourage de a contenu dans V9 on a 
pk+l(W9 V;R)^m. 

Puisque pk(a, U; AB) ^ m, on a pk(W9 U; >!£) ^ m. D o n c il existe des (k9 R)-cycles 
m 

r* mod (AB - l / ) dans AB (1 g i ^ m) tels que l'homologie £ - 0 
i=i 

mod (AB — W) dans (r,. e entraîne que rl = ... = rm = 0. D o n c il existe 
m 

un réseau tel que l'homologie ]T r{ P*(Ui) ~ 0 mod (AB — W) dans AB entraîne 
¿=i 

que rt = ... = rm = 0. Déterminons d'après 4 d'abord un affinement U 2 de Ux et 
ensuite un affinement U 3 de U 2 , en y posant dans le premier cas (p = AB, x = R — W 
et dans le second <p = A, % = B. Soit U 4 un affinement de U 3 normal rel. aux cycles 
mod (R - V) dans R. Soit TU21 = Pr. (U l 5 U2) , TT32 = Pr. (U 3 , U2) , TT43 = Pr. (U4 , U3) , 
7T42 = 7T327r43,... Puisque les P* (1 ^ i ^ m) sont des (fc, R)-cycles mod ( ,4£ — 17) 
dans AB9 ce sont aussi des (k9 R)-cycles mod (A — 17) dans A. Or pk(V9 U; A) = 09 

de manière que P* ~ 0 mod (A — V) dans A. Pareillement r ) ~ 0 mod (B — V) 
dans B9 car pk(V9 U; B) = 0. D o n c il existe des (k + 1, U4)-chaînes C^ + 1 (U 4 ) c A 
et C?2

+1(U4) c B telles que 

(1) C)t J (U 4 ) - Pk(U 4) mod (,4 - V) , Cj2
+ *(U4) Pk (U 4 ) mod ( 5 - K). 

Posons C* + 1 (U 4 ) = C^ + 1 (U 4 ) - C?2
+1(U4). Alors C^ + 1 (U 4 ) - 0 m o d ( R - V) de 

sorte que, d'après la définition de U 4 ,7r 4 3 C j + 1 ( U 4 ) est un (k + 1, U3)-cycle essentiel 
mod (R - V). 

Il ne reste qu'à démontrer que les ;r43 C* + 1 (U 4 ) (1 g i ^ m) ne sont liés par 
aucune homologie mod (R — W)9 car alors (v. Homologie, II, 28) on a 

^ q . f . d . 
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Soit d o n c 7T43 X rf C f + 1 ( U 4 ) - 0 m o d (R - W) (r f e « ) ; il s'agit d'en déduire que 
i = î 

= ... = rm = 0. L 'homolog ie qui vient d'être écrite signifie qu'il existe une 
(k + 2, U 3 ) -chaîne Dk+2(U3) telle que 

(2) ^ ^ ( U ^ ^ E ^ r ^ ) m o d (R — W). 
¡=i 

Puisque R = A + B, o n peut poser £>*+ 2(U 3) = £>Î + 2 (U 3 ) - Dk
2
+2(U3), o ù 

D Î + 2 ( U 3 ) C A, Dk
2

+2(U3) C B. Il résulte de (1) et (2) que 

(3) k43 f > , cir(n4) - F Df 2 (U 3 ) = 7t43ZriC>i2
+i(U4) - F Dk

2
+2(U3) 

i= 1 1=1 
m o d ( R — W). D é s i g n o n s par £ f c + 1 ( U 3 ) cette partie d'un (et d o n c aussi de l'autre) 
membre de (3) dont les s implexes sont # = 0 m o d ( R — W). Alors Ek+1(U3) c A, 
Ek+1(U3) Œ B, d 'où D * + 1 ( U 3 ) c AB d'après la définition de l l 3 . En outre 

F Dk+2(U3) = ;r43 £ ri C t f W - Ek+l(U3) mod (R - W) , 
¿=1 

m 
d'où ;r43 £ rt C ^ + 1 ( U 4 ) - £ f c + 1 ( U 3 ) - O m o d (R - W). En tenant compte de (1), 

¿=i 
m 

o n en déduit que F E k + 1 ( U 3 ) - TT43 £ r J ( U 4 ) c R - W. D o n c la (k, U 2 ) -cha îne 
i = l 

m 

(4) Fn32Ek+i(U3) - n42 £ r, rk
t{U4) 

¿=1 
est située dans (R - W). Puisque £ * + 1 ( U 3 ) C AB, F£(U 4 ) c AB, la chaîne (4) est 
aussi située dans AB. D'après la définit ion de U 2 , la chaîne (4) est d o n c située 

dans AB - W. D o n c TT32 Ek+1(U3) -> TT42 £ r f P j ( U 4 ) m o d (AB - Ï7), d 'où 
»=i 

;t3 1 £ < + 1 ( U 3 ) - Jt41 £ r{ / 1 ( U 4 ) m o d (AB - W) . 
¿=1 

m 

D o n c TT41 Z rt r\(U4) ~ 0 m o d (AB - W) dans AB. Or, F* étant un (k, R)-cycle 
i = 1 

m o d (AB - U) dans AB, o n a n4l r\(U4) ~ F * ^ ) m o d ( A B - U) dans AB. 
m 

C o m m e W c U, il en résulte que r,. P f ( ^ i ) ~ 0 m ° d ( ¿ B - W) dans AB. D'après 
»=1 

la définit ion de U ^ o n en déduit que t*i — . . . — rm — U, c. q. i. u. 

m. 
7. Soit n = 1, 2, 3 , . . . Soit R un espace topolog ique . Soit S c R. N o u s dirons 

que R est une variété à n dimensions mod S d'ordre 0, o u une P2(S), si les ax iomes 
suivants sont vérifiés: 
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1°. R est un espace bicompact.12 

2°. Chaque sous-ensemble ouvert de R est un Fa dans R. 
3°. Vensemble S est fermé dans R. 
4°. dim (R - S) = n. 
5°. R est localement connexe d'ordre n rel. à à chaque point x e R — S . 1 3 

6°. Pour xeR - S on a pn(x9 R) = 1. 
7°. A étant un sous-ensemble fermé de R9 on a pn(x9 A) = 0 pour chaque x e A . 

. - S. 

8. Soit S cz T = T cz R. Si R est une V£(S)9 R est évidemment aussi une Vq(T). 

9. Soit R un espace topologique; soit S cz R, R est une Fo(S) si et seulement s'il 
satisfait aux axiomes Al9 Al9 A39 A49 B9 DÎ9 DL9 E énoncés dans Variétés, nos. 
1 , 2 , 3 , 7, 9 , 1 1 , 1 2 , 1 3 . 

D é m o n s t r a t i o n . Les axiomes Al9 A29 A39 A49 B disent la même chose que les 
axiomes 1° — 5°. On doit donc déduire d'abord la validité de DL9 D29 et E en suppo-
sant 1° - 7°, ce qui sera fait aux nos 9.11 (pour DT)9 9.12 (pour D2) et 9.13 (pour E)9 

et ensuite la validité de 6° et 7° en supposant Al9 A29 ^43, ^44, B9 DI9 D2, E9 ce qui sera 
fait aux nos 9.21 (pour 6°) et 9.22 (pour 7°). 

9.11 Soit P""1 un (n - 1, Recycle du type t2 dans A (Variétés, 10). Soit H le 
porteur de l'homologie P " - 1 ~ 0 (Variétés 10.3) de manière que H = H cz R — S. 
On doit prouver (Var ié té s , 11) que l'ensemble H — A est ouvert. Supposons le 
contraire. Il existe donc un point a e (H — A) R — H a H . R — H — S. D'après 
l'axiome 7° on a Pn(a9 H) = 0. Or soit Cn le cycle relatif correspondant à T " 1 

d'après Variétés 10.1. D o n c Cn est un (n9 R)-cycle mod A dans H et F C"(!l) ~ 
r n _ 1 ( U ) dans A pour chaque réseau U. Soit U un entourage de a si petit que UA = 0. 
Puisque Pn(a9 H) = 0, on a pn(a9 U; H) = 0. D o n c il existe un entourage V a U de 
a tel que pn(V9 U; H) = 0. Or A cz H - U9 de sorte que Cn est un (n9 R)-cycle 
mod (H - U) dans H. Comme Pn(V9 U; H) = 0, on a Cn - 0 mod (H - V) dans H. 
D o n c il existe pour chaque réseau U une (n + 1, U)-chaîne M n + 1 ( U ) cz H e t une 
(n9 U)-chaîne Dn(U) cz H — V telles que M n + 1 ( U ) C"(U) - DN(U) -> 0, d'où 
F DN(U) ~ P" _ 1 (U) dans A. Or ceci signifie qu'il existe pour chaque U une (n, XI)-
chaîne En(ll) cz A telle que Dn(U) - En(U) Fn~ X(U), d'où Fn~1 - 0 dans (H —V) + 
+ A cz H. D'après la définition de H il en résulte que a e H — V9 ce qui est une 
contradiction. 

9.12. Soit aeR — S. On doit prouver (Var ié té s , 12) que le point a est situé 
à l'intérieur d'un (n — l ,R) -cyc le du type t2. Soit P 2 un sommet du réseau gén. 
^32 (Variétés, 9.2) contenant le point a. D'après l'axiome 6° on a Pn(a9 R) = 1 d'où, 

1 2 Cela signifie: 1° a et b étant deux points distincts de R, il existe des ensembles ouverts U 
et Ktels que a e U9b e F, UV = 0; 2° de chaque famille d'ensembles ouverts recouvrant R on peut 
extraire une famille finie recouvrant R. 

1 3 Cela signifie (v. le n° 18 du Mémoire cité au n° 4): Chaque entourage P de x contient un 
entourage Q de x tel que P n ^ 0 dans p pour chaque («, R)-cycle absolu F" dans Q. 
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comme on le voit sans peine, pn(a,P2) = 1. Donc il existe un entourage U a P2 

de a tel que pn(a, U; P2) = 1. D o n c il existe un entourage V cz U de a tel que 
Pn(W, U; P 2 ) = 1 pour chaque entourage W cz Vdc a. En particulier P„(V, U ; P 2 ) = 1 
de sorte qu'il existe un (n, R)-cycle C" mod (P 2 — U) dans P 2 qui n'est pas ~ 0 
mod (P 2 — V) dans P 2 , tandis que chaque (n, R)-cycle mod (P 2 — U) dans P 2 est 
~ r C"(r e 9?) mod (P 2 — V) dans P 2 et par suite aussi mod (P 2 — W) dans P 2 pour 
chaque entourage W cz Vd Q a. Comme Pn(W, U; P 2 ) = 1, il en résulte que Cn n'est 
~ 0 m o d ( P 2 — W) dans P pour aucun choix de W cz V. Pour chaque réseau II 
soit rn~l(VL) = F Cn(ll). Cn étant un (n, R)-cycle mod (P 2 - U) dans P 2 , on voit 
sans peine que F""1 est un (n — 1, R)-cycle absolu dans (P 2 — U). Evidemment 
rn~l ~ 0 dans P 2 ; donc (Varié tés , 10) Fn~1 est un (n — 1, R)-cycle du type t2 dans 
A = P2 — U. Soit H le porteur de l'homologie r n _ 1 ~ 0. On doit prouver que 
a G H — A. Or F " - 1 ~ 0 dans P 2 , de sorte que (Var ié t é s 10.3) H a P 2 . Supposons 
par impossible que le point a n'appartienne pas à H — A. Alors il existe un entourage 
W c: V de a tel que WH = 0, d'où H a P2 - W. Or F*"1 ~ 0 dans H d'après 
la définition de H, de sorte que pour chaque réseau U il existe une (n, H)-chaîne 
Dn(li) c H telle que FD"(U) - F ^ ^ U ) dans A = P 2 - 17, d'où F[C"(U) -
- D"(U)] - 0 dans P 2 - U. Donc il existe une (n, U)-chaîne £"(U) c P 2 - U telle 
que C"(U) - D"(U) - FW(U) 0. D'après Homologie, II, 21 on peut s'arranger de 
façon que { C ( U ) - Dn(U) - Fn(U)} soit un (n, R)-cycle dans P 2 . Or P 2 G ^ 2 , de 
sorte que C"(U) - D"(U) - F"(U) - 0 dans P 2 d'après Variétés, 9 . 1 - 9 . 3 . Donc il 
existe pour chaque U une (n + 1, U)-chaîne M n + 1 ( U ) c P 2 telle que Cn(U) = 
= F M W + 1 (U) + D"(U) + F"(U). Or D"(U) a H c P2 — W, En(U) c ? 2 - [ / c 
cz P 2 — W, de sorte que C n ~ 0 mod (P 2 — W) dans P 2 , ce qui est une contradiction. 

9.13. Soit a G R — S; soit Q un entourage de a. D'après l'axiome 6° on a P„(a, R) = 
= 1 et par suite aussi pja, Q) = 1. D o n c il existe un entourage Q1 cz Q de a tel 
que p„(a, Q2; Q) = 1 pour chaque entourage Q2 cz Qt de a. On peut supposer que Qx 

fasse partie d'un sommet du réseau gén. (Var ié t é s , 9.3). Soit Q2 un entourage de a 
contenu dans Qt. Comme pn(a, Q2; Q) = 1, il existe un entourage Q3 de a tel que 

/UQa, Q2; Q) = i. 
Soient r\~1

9 F 2
- 1 deux (n — 1, ^ - c y c l e s absolus dans (Qj — Q2) qui soient 

~ 0 dans Il suffit de prouver (Var ié té s , 13) qu'il existe deux nombres rl9 r2 G % 
dont un au moins 4=0, tels que f^F""1 4- r 2 F 2

_ 1 - 0 dans (Q - g 3 ) . Soient C\9 C2 

les cycles relatifs correspondant a F"'1, F 2
_ 1 d'après Variétés, 10.1. Ce sont donc 

des (n, R)-cycles mod (<Qt - Q2) dans Qt tels que F C"(U) - F?'1 (Il) dans (Qt - Q2) 
pour i = 1,2 et pour chaque réseau H. Les C" étant des (n, R)-cycles mod (Qt — Q2) 
dans Qî9 l'équation Pn(Q3, Q2; Q) = 1 entraîne qu'il existe deux nombres rl9 r2 e 9?, 
dont un au moins 4=0, tels que rjCJ 4- r2C2 ~ 0 mod (Q — Q3) dans Q. D o n c il 
existe pour chaque réseau U une (n + 1, U)-chaîne M" + 1 (U) cz Q et une (n, U)-chaîne 
Dn(U) cz Q - Q3 telles que 

Mn+1(U) - ri Cï(U) 4- r2 C (̂U) - Dn(U) 0 . 
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Or F q ( U ) - ri'^ll) dans Qi - Q2 c= Q - Qz, de sorte qu'il existe deux (n, l â -
châmes E%U) c Q — Q3 (i = 1, 2) telles que F CJ(U) = rt'l(U) + F £J(U), 
d'où rx r r ^ U ) + r2Jn

2~\Vi) = F[DW(U) - rt £J(U) - r2 En
2(U)], donc r^^1 + 

+ ri^i'1 ~ 0 dans Q - Q3, c. q. f. d. 

9.21. Soit a e R - S. On doit prouver que /?„(«, R) = 1. Si l'on avait pn(a, R) > 1, 
il existerait un entourage U de a tel que Pn(V, (J; R) > 1 pour chaque entourage 
Va U de a. Or c'est impossible d'après Variétés, 14.1. D o n c il suffit de prouver 
que pn{a, R) à 1. 

D'après l'axiome D2 il existe un (n — 1, R)-cycle r n _ 1 du type t2 dans A tel que 
le point a appartient à l'intérieur de r " - 1 . Soit H le porteur de l 'homologie Fn~l ~ 0 
de sorte que a e H — A. D'après l'axiome Du l'ensemble H — A est un entourage 
de a. Evidemment pn(a, R) = pn(a, H). Il suffit donc de prouver que Pn(a, H) ^ 1. 
Supposons au contraire que Pn(a, H) = 0, d'où Pn(a, H — A; H) = 0. D o n c il existe 
un entourage V a H - A de a tel que pn(V, H - A; H) = 0. Soit Cn le cycle relatif 
correspondant à T""1 d'après Variétés, 10.1. Donc Cn est un (n, R)-cycle mod A 
dans H tel que F Cn(U) - T " " 1 ^ ) dans A pour chaque réseau U. Comme 
Pn(V, H - A; H) = 0, on a Cn ~ 0 m o d ( H - V) dans H. D o n c il existe pour 
chaque H une (n + 1, U)-chaîne M n + 1 ( U ) ci H et une (n, U)-chaîne Dn(U) c H - V 
telles que M n + 1 ( U ) - Cn(U) - D"(U) - 0. Or F C"(U) - r"\U) dans A de sorte 
qu'il existe une (n, U)-chaîne £ n ( u ) c A t e l l e 4 u e ^ " ' ( H ) = F[Cn(U) + £"(U)]. 
D o n c £>n(U) + £"(U) - rn-l(ti), d'où Fn~l ~ 0 dans A + (H - V), donc H = 
= A + (H — V) d'après la définition de H, d'où la contradiction a e A + (H — V). 

9.22. Soit A un sous-ensemble fermé de R et soit ae A. R — A — S. On doit 
prouver que P„(a, A) = 0. Supposons au contraire que Pn(a9 A) ^ 1. Il en résulte 
que pn(a,U;A) ^ 1 pour chaque entourage U de a suffisamment petit. D'après 
Variétés 12.1 on peut choisir cet entourage U de manière qu'il existe un (n — 1, R)-
cycle absolu A""1 dans C7 — 17 tel que A"'1 ~ 0 dans U, mais non pas An~l ~ 0 dans 
un vrai sous-ensemble fermé de U. D'après Variétés, 14.1 il existe un entourage V a U 
de a tel qu'à chaque couple Cn, Dn de (n, R)-cycles mod (R — U) on puisse attacher 
deux nombres r, s e 9Î (r 4= 0 ou s #= 0) de manière que rCn + sD" ~ 0 mod ( R — V). 
On peut supposer que V a R — S. Soit (Var ié té s , 1.2) W un entourage de a tel que 
W c K Comme pn{a, U; A) ^ 1, on a p„(W, U; A) ;> 1. Comme a e R - A, il existe 
un ensemble ouvert Q #= 0 tel que AQ = 0, Q c: K Soit # la famille de tous les 
réseaux U d'ordre mod S ^ n (Variétés, 7.2) et tels que 1° u e U, uS 4= 0 entraîne 
que u cz R - V; 2° u e U, u - V 4= 0 entraîne que u(Q + W) = 0, 3° u e U, uA 4= 0 
entraîne que uQ = 0. On voit sans peine (v. Variétés, 7.4) que la famille <P est com-
plète (rel. à la famille fondamentale de tous les réseaux ouverts; v. Homoîogie, II, 
30 et 111,2). Comme Pn(W, U; A) ^ 1, il existe un (n, R)-cycle Cn mod {A - U) dans A 
qui n'est pas ~ 0 m o d ( i 4 — W) dans A. Comme An~l ~ 0 dans U, il existe pour 
chaque réseau U une (n, U)-chaîne D"(U) c U telle que F Dn(U) - ^ n _ 1 ( U ) dans 
U — U. D'après Homoîogie, II, 21 on peut s'arranger de façon que Dn = {D"(Vi)} 
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soit un (n, R)-cycle m o d ( U — U) dans U. D o n c C" et Dn sont deux («, R)-cycles 
m o d (R — U) de manière qu'il existe deux nombres r, s G (r 4= 0 o u 5 4= 0) tels 
que rCn 4- sDn ~ 0 m o d (R — F). D o n c il existe pour chaque réseau U une (n 4- 1, U)-
chaîne Mn+1(U) et une (n, U)-chaîne En(U) cz R - V telles que F M n + 1 ( U ) = 
= r C ( U ) 4- s Dn(U) - En(U). Soit L'ordre m o d S de U étant chaque 
simplexe de M n + 1 ( U ) contient un sommet u tel que uS 4= 0, d 'où u c R — V; 
il en résulte que A i n + 1 ( U ) c R - F. D o n c r C"(U) 4- s D\U) a R - V pour 
chaque 

Soit d'abord s = 0, d 'où r 4= 0 et par suite Cn(U) c R - F pour VLe<P. C o m m e 
Cn(U) c: A et c o m m e aucun sommet de U G ̂  ne peut rencontrer s imultanément W 
et R — F, o n a C"(U) c= A — W pour U G La famille <P étant complète , o n arrive 
à la contradiction que Cn ~ 0 m o d (A — W) dans A. 

Passons au cas 5 4= 0. Pour U G 0 on a C"(U) C A, r Cn(U) 4- s Dn(U) C: R - V, 
s 4= 0, d'autre part un sommet de U ne peut rencontrer s imultanément ni A et Q, 
ni R — F et Q. Il en résulte que pour U G aucun sommet d'un simplexe de Dn(VL) 
ne peut rencontrer Q. C o m m e D"(U) c E7, o n a Dn(l\) cz U - Q pour U G Or 
F Dn(U) - dans U - U Œ U - Qdç manière que A^^VL) - 0 dans (U - Q) 
pour La famille <P étant complète , on arrive à la contradiction que A"'1 ~ 0 
dans ( U - Q). 

10. Soit R une FQ(S). O n dit que R est orientable mod S s'il existe un (n, R)-cycle 
G" m o d S tel que, pour A = Â c R, R - (A 4- S) # 0, Gn n'est ~ m o d S à aucun 
(n, R)-cycle m o d S dans (A + S). U n tel cycle G" s'appelle alors un (n, R)-cycle 
principal mod S. Orienter R mod S signifie que l'on choisit un (n, R)-cycle principal 
m o d S bien déterminé. 

11. Gn est un (n, R)-cycle principal mod S si et seulement si pour A = Â c R, 
R - (A 4- S) 4= 0 on n'a jamais G" ~ 0 mod (A 4- S). 

D é m o n s t r a t i o n . I. Supposons que G" ~ 0 m o d (A 4- S). O n doit prouver 
que G" ~ Hn m o d S , Hn étant un («, jR)-cycle m o d S dans ( A 4- S). Or pour chaque 
réseau U il existe une (n 4- 1, H)-chaîne Mn+i(U) et une (n , U)-chaîne Hn(U) cz A + S 
telles que M n + 1 ( U ) Gn(U) - Hn(U) m o d S, d 'où H"(U) - 0 m o d S, car G"(U) -> 0 
m o d S. D'après Homologie, II, 21 o n peut s'arranger de façon que Hn = { / / n ( U ) } 
soit un (n, R)-cycle m o d S dans (A 4- S). Evidemment G" ~ Hn m o d 5 . 

11. Supposons que G" ~ Hn m o d S, Hn étant un (n, R)-cycle m o d S dans (A 4- S). 
Alors évidemment G" ~ 0 m o d (A 4- S). 

12. Soit S cz T = T e R. Evidemment, si R est une F£(S) orientable mod S, R est 
aussi une Fô(T) orientable mod T. 

13. Soit R une Vq(S). R est orientable mod S si et seulement si l'axiome F (Variétés, 
16) est satisfait. 

D é m o n s t r a t i o n . I. Supposons que l 'axiome F soit vérifié. N o u s avons construit 
un (n, R)-cycle principal m o d S dans Variétés 17 — 17.5. 
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II. Soit Gn un (n, R)-cycle principal mod S. Pour chaque xe R — S, soit (v. 
Variétés, 15) 02(x) famille de tous les (n — 1, R)-cycles du type t2 dans A, A étant 
assujetti à la condition de ne pas contenir x. On doit (Var ié té s , 15 et 16) attacher 
à chaque a e R — S, F " - 1 e 02(a) un nombre co(a, F " - 1 ) G selon les conditions 
suivantes: 1° co(a, F""1) = 0 si et seulement si le porteur de Phomologie F""1 ~ 0 
ne contient pas le point a, 2° pour F""1 G 02(a), r G 9Î on doit avoir œ(a, rF""1) = 
= r co(a, F " - 1 ) ; 3° pour F ? - 1 , F r 2 , / T 1 + T 1 e 0 2 ( a ) on doit avoir œ(a, F ï " 1 + 
+ r n

2 ~ l ) = R Ï " 1 ) + co(a, F","1), 4° a G R — S et F""1 G 0 2 ( a ) étant donnés, 
il doit exister un entourage F de a tel que x e F entraîne que F*"1 G 02(X) et que 
œ(x, F""1) = œ(a, F""1). 

Soit donc a G R — S et soit F""1 G 0 2 ( a ) un (n — 1, R)-cycle du type t2 dans A. 
Soit H le porteur de Phomologie F " - 1 - 0. Lorsque aeR - H, soit F""1) = 0. 
Supposons donc que a G H. Soit Cn le (n, R)-cycle mod A dans H déduit de F n _ 1 

d'après Variétés, 10.1. D'après Variétés, 11, l'ensemble H — A est un entourage de a. 
Evidemment Cn et Gn sont deux (n, R)-cycles mod (R — (H — A)) dans R. D'après 
Variétés, 14.1 il existe un entourage F c H — .4 de a et deux nombres r, s G SR 
(r 4= 0 ou s 4= 0) tels que rCn + sGn ~ 0 mod (R - F). D'après 11 on a r 4= 0. 
Posons œ(a, F""1) = — s/r. 

On vérifie sans peine que les propriétés 1° — 4° sont vérifiées. 

14. Soit R un F q ( S ) . Soit aeR - S. Il existe un entourage V cz R - S de a tel 
que R est orientable mod (R — F). 

D é m o n s t r a t i o n . D'après 7,6° on a pja, R) = 1. D o n c il existe un entourage 
U cz R — S de a tel que Pn(a, U; R) = 1. D o n c il existe un entourage F <= U de a 
tel que Pn(V,U;R) = 1. D o n c il existe un (n, R)-cycle G" mod (R — U) qui n'est pas 
- 0 mod (R - F). Soit W un ensemble ouvert tel que 0 4= W a V. Soit beW. On 
voit sans peine que 

1 g pm(b, U; R) g pn{W, U; R) g pn{V, U; R) = 1 , 

d'où 17; R) = 1. On en déduit sans peine en premier lieu qu'il existe un (n, R)-
cycle Cn mod (R — U) qui n'est pas ~ 0 mod (R — 1F) et en second lieu qu'il existe un 
nombre r G tel que G" ~ rCn mod (R — W) et donc aussi mod (R — F). Puisque 
Gn n'est pas - 0 mod (R - F), on a r 4= 0. D o n c Gn n'est ~ 0 mod (R - W) pour 
aucun choix de l'ensemble W ouvert et tel que 0 4= W a F. D'après 11 Gn est un 
(n, R)-cycle principal mod (R — F). 

15. Soit R une Vq(S). Pour nous allons considérer les deux axio-
mes suivants: 

L\ R est localement connexe d'ordre k rel. àSRà chaque point xe R — S. 
II*. Pour xeR - S on a pk(x, R) = 0. 

On dit que R est une variété à n dimensions d'ordre p (1 g p ^ n) mod S, ou une 
Vp(S), si c'est une F q ( S ) vérifiant les axiomes I* et IIk pour n — p^k^n — 1. 
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16. Soit S cz T = T cz R, 1 g p <; n. Si R est une Vp(S), R est évidemment aussi 
une F ; ( T ) . 

17. Soif 0 g p g g g n. Evidemment une V£(S) est aussi une Vp(S). 

18. Soif 0 ^ k g n — 1. Les deux axiomes ef IIfc sont équivalents aux axiomes 
Gk ( Variétés, 21) et H * - 1 ( V a r i é t é s 27; pour k — 0 l 'axiome H " 1 doit signifier que 
l 'ensemble R — S est dense en so i ) . 1 4 

D é m o n s t r a t i o n . L'axiome I* est identique à l 'axiome G \ Soit d'abord k = 0. 
O n doit prouver que si l 'ensemble R — S est localement connexe (au sens classique), 
l 'axiome 11° est équivalent à l 'axiome H " 1 . Or c'est une conséquence immédiate du 
théorème du n° 3. 

Passons au cas 1 ^ k g n — 1. Il suffit de déduire d'abord l 'axiome Hk~l de 
l 'axiome I l \ ce qui sera fait au n° 18.1, et ensuite l 'axiome IIk des axiomes Gk et H * - 1 , 
ce qui sera fait au n° 18.2. 

18.1. Supposons la validité de IIfc. Soit a e R — S et soit P un entourage donné 
de a. O n a fjk(a, R) = 0, d 'où pk(a9 F) = 0. Soient P1 et P 2 deux entourages de a 
tels que P2 cz Pt c P . Puisque fik(a9 P) = 0, o n a pk(a, P 2 ; P ) = 0. D o n c e il exist 
un entourage P 3 c: P 2 de a tel que & ( P 3 , P 2 ; P ) = 0. Soit F*""1 un (k - 1, R)-cycle 
absolu dans (P x — P 2 ) ; soit F f c _ 1 ~ 0 dans P 4 . Il suffit ( V a r i é t é s 27) d'en déduire que 
r f c _ 1 ~ 0 dans ( P - P 3 ) . 

C o m m e F*" 1 ~ 0 dans Pu il existe pour chaque réseau U une (k, U)-chaîne 
Ck(U) c Pt telle que F Ck(ll) ~ F f c _ 1 ( U ) dans Fy - P 2 . D'après Homologie, II, 21 
on peut s'arranger de façon que Ck = {C fc(U)} soit un (/c, R)-cycle m o d ( P j — P 2 ) 
dans Î V C o m m e P x c= P , ft(P3, P 2 ; P) = 0, on a Ck ~ 0 m o d ( P - P 3 ) dans P . 
D o n c il existe pour chaque réseau H une (k -h 1, U)-chaîne M f c + 1 ( U ) c= P et une 
(/c, U)-chaîne D*(ll) c P - P 3 telles que M f c + 1 ( U ) C*(U) - D*(U) 0. C o m m e 
F C*(U) - F f c _ 1 ( U ) dans (F1 - P 2 ) , il existe une (k9 U)-chaîne E*(U) c ?i ~ pi c 

c P - P 3 telle que C*(U) - F*(U) F ^ ^ U ) . D o n c D*(U) - Ek(U) - F f c _ 1 ( U ) , 
d 'où F*" 1 - 0 dans ( P - P 3 ) , c. q. f. d. 

18.2. Supposons la validité des axiomes Gk et Hk~l. Soit aeR — S. O n doit 
prouver que pk(a9 R) = 0. D'après l 'axiome Gk, chaque entourage P suff isamment 
petit de a possède la propriété suivante: chaque (k9 R)-cycle absolu dans P est 
dans R. Il suffit de prouver que pk(a9 P ; R) = 0 pour chaque tel entourage P . Soit Pv 

un entourage de a tel que Ft cz P . D'après l 'axiome f i * " 1 , chaque entourage P 3 

suff isamment petit de a possède la propriété suivante: Si F*" 1 est un (k — 1, R)-
cycle absolu dans (Pi - Px) et si F*""1 ~ 0 dans Pl9 o n a F k _ 1 ~ 0 dans ( P - P 3 ) . 
Il suffit de prouver que Pk(P39 P ; R) = 0 pour chaque tel entourage P 3 . Soit Ck un 
(k9 R)-cycle m o d (R - P) . O n doit prouver que Ck ~ 0 m o d (R - P 3 ) . 

14 On doit remarquer que, si R est une KgCS), R vérifie toujours l'axiome H'1, ce qui résulte 
p. ex. de Variétés, 12.2. 
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Soit 0 la famil le complète de réseaux qui se déduit de la famil le N définie dans 
Homoîogie, IV, 2 en y remplaçant Ru R2, R 3 , a, a l 9 a 2 , a 3 , resp. par Pl9 R — Pl9 

Pi — P j , R — P , 0, R — P, 0. Pour chaque U e <P o n peut poser (v. Homoîogie, 
IV, 6, o ù o n remplace n par k - 1) Ck(U) = C\(U) - Ck

2(U), o ù Ck
x(U) c P 1 ? 

C k ( U ) c R - P j . P o s o n s F C\(U) = r f c _ 1 ( U ) . Les P f c _ 1 ( U ) définissent (Homoîogie, 
IV, 12) un (fc - 1, R)-cycle abso lu P^" 1 dans ( f ^ - P , ) tel que C k ( U ) P f c _ 1 ( U ) 
pour chaque d 'où P k _ 1 - 0 dans P 1 # O n a d o n c P f c _ 1 - 0 dans ( P - P 3 ) . 

D o n c il existe pour chaque une (/c, U)-chaîne D k (U) dans ( P — P 3 ) telle que 
D k (U) - r k - ! ( U ) , d ' o ù CÎ(U) - D k (U) -> 0. Soit U G <*>; la famil le $ étant complète , 
il existe un aff inement 93 G $ de U normal rel. aux cycles absolus dans P ; soit n = 
= Pr. (33, U). O n a 

C k ( 93) c ^ c P , Dk(93) c: P - P 3 c P , Ck(93) - Dk(93) - 0 . 

D o n c 7i Ck(93) - tt Dk($B) est un (/c, U)-cycle absolu essentiel dans P , d ' o ù tt C$(93) -
- 7T Dk(93) - 0. D o n c il existe une (fc + 1, U)-chaîne À i k + 1 ( U ) telle que Mk+1(U) 
- 7t C{(83) - 7T Dk(93). C o m m e Ck(93) = C Î ( » ) - Ck

2(93), o n a 

A i k + 1 ( 9 3 ) n Ck(93) + n Ck(93) - tt Dk(<B) . 

Or C2(93) a R - Pt a R - P3, Dk(93) c: P - P 3 c R - P 3 . Par suite tt Ck(93) - 0 
m o d (R - P 3 ) . D'autre part tt C k (&) - C k (U) m o d (R - P ) c R - P 3 . D o n c 
C k (U) ~ 0 m o d (R — P 3 ) pour chaque U G L a famil le 0 étant complète , o n a Ck ~ 0 
m o d (R - P 3 ) . c. q. f. d. 

19. En tenant c o m p t e de 14, o n déduit de 9, 13 et 18 d'après Variétés, 65 et 66 les 
théorèmes suivants. 

19.1. Soit 0 ^ p ^ (n - l ) / 2 . l / n e Fp
n(S) w?r(/îe les axiomes Ik (n° 15) pour 

0 ^ k ^ p. 

19.2. S o / i 0 ^ p ^ n /2 - 1. t /we 1 ^ ( 5 ) reVi/ïé? les axiomes IIk (n° 15) powr 0 ^ 
^ k g p + 1. 

19.3. Soif (n - l ) / 2 ^ p ^ n . Une V£(S) est une F ; ( S ) . 1 5 

20. Soient JV^ et M 2 deux m o d u l e s (Homoîogie, I, 1). D'après M . Pontragin,16 

n o u s dirons que M^ et M 2 sont duels (primitifs) si l 'on a défini le produit a, /? G 9Î 
pour a G Àij. et fie M2 jouissant des propriétés suivantes: 1° ( a t 4- a2) p = atp + 
+ cc2p pour o^ G Mi9 <x2 G Mu p G AÎ 2 ; 2° a ^ + P2) = a/?I + a/?2 pour a e 
Pi G M 2 , p2 G A / 2 ; 3° (m) p = oc(rp) = r(ap) pour RG<K, a e M t , / ?GA Î 2 ; 4° si 
a G M x et si ocrj = 0 pour chaque rj G M 2 , o n a a = 0; 5° si P G M 2 et si Çp = 0 pour 
chaque £ G A f l 5 o n a /? = 0. 

15 Ce théorème n'est pas une directe conséquence des théorèmes précédents et on ne ïutilisera 
dans ce qui suit. [Réd.] 

1 6 Math. Annalen, t. 105, 1931, pp. 165-205 . V. Variétés, 61. 
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20.1. Soient M1 et M2 deux modules duels. Soient o ,̂ a 2 , . . . , am des éléments 
m 

de M! en nombre fini tels que Y = 0 (rg e entraîne que rt = ... = rm = 0. 
¿=1 

Il existe des éléments /?2, de M2 tels que OL^J = <5lV pour 1 ^ i ^ m, 
1 ^ j è m, dij étant le symbole de Kronecker: <5if = 1, = 0 pour i =}= j. 

D é m o n s t r a t i o n . I. Soit d'abord m = 1. On a a t e M, a t 4= 0. D'après 20, 
4° il existe un élément rje M2 tel que ô rç = r 4= 0. Posons /?! = 1 ¡rrj. Alors ocipi = 1 
d'après 20,3°. 

II. Soit m ^ 2 et supposons que le théorème soit vrai pour m — 1. Donc il existe 
des éléments / ? i , d e M2 tels que a f y = <5/y pour 1 ^ i ^ m — 1, 1 g j ^ 

m- 1 
^ m — 1. Soit am/?|. = rf (1 g i ^ m — 1). Comme am — £ r^i 4= 0, d'après I 

i= i 
m-i 

il existe un élément P'm de M 2 tel que (am — £ r i a . ) P'm = 1- Posons a , ^ = sf 
¿=1 

(1 g i ^ m — 1). Il suffit de poser 

Pi = P't " r$'m 4- N i ^ î - 1 ) , Pm = P'm 
j= i J=I 

pour que l'on ait a¡fij = <5i7 (1 ^ i ^ m, 1 ^ j g m). 

21. Rappelons encore le théorème de dualité sous la forme dont nous allons nous 
servir au Chap. V (Varié tés , 64): 

Soit 0 ^ p ^ n. Soit t = min (p, n — p). Soif R une orientable mod S. 
Le pème groupe de Betti ©p de l'espace R mod S est duel au (n — p)ème groupe de 
Betti bicompact §„_p de l'espace R — S. 

Les éléments de © p sont les (p, R)-cycles mod S, deux tels cycles Cp et Dp étant 
considérés comme égaux si et seulement si Cp ~ Dp mod S. Les éléments de 
sont les (n — p, R)-cycles absolus situés dans un sous-ensemble bicompact arbitraire 
de R — S, deux tels cycles rn~p et An~p étant considérés comme égaux si et seulement 
s'il existe un sous-ensemble bicompact A de R — S tel que Fn~p ~ An~p dans A. 

IV. 

22. Soit R un espace topologique. Soit B un sous-ensemble ouvert de R. Soit 
Ck un (k9 R)-cycle absolu (k = 0, 1, 2 , . . . ) . N o u s disons que Ck est situé à l'intérieur 
de B s'il existe un ensemble F a B fermé dans R et tel que Ck c F; nous disons que 
Ck ~ 0 à l'intérieur de B s'il existe un ensemble F fermé dans R et tel que Ck ~ 0 
dans F. 

23. Soit R un espace topologique. Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a 
un point donné de A. Soit k — 0, 1, 2 , . . . Les lettres 17, V9 Wdésignent des entourages 
de a dans R. 
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Soit U =) V. Soit WK(V, U;R - A) l 'ensemble de tous les (k9 R)-cycles absolus P k 

situés à l'intérieur de V — A; pour k = 0 il faut supposer encore que J(rk) = 0. 
D e u x éléments rk et AK de 17; R — A) seront considérés c o m m e égaux si et 
seulement si rk ~ AK K l'intérieur de U — A. L'ensemble WK(V, U; R — À) est un 
module . Dés ignons par ocK(V9 U; R — A)\Q rang de ce m o d u l e si ce rang est fini; dans 
le cas contraire posons AK (V9 U; R — A) = oo. 

Pour W a V c: U o n a év idemment a k ( W , U; R - A) ^ ak(V9 U; R - A). Il en 
résulte que, l 'entourage U de a étant donné, le nombre <xk(V9 U; R — A) a une valeur 
fixe ( indépendante de V) pour tous les vois inages V a U de a suff isamment petits; 
dés ignons par ctk(a9 U; R — À) cette valeur fixe. 

Pour Wc Va U on a évidemment ak(W9 V;R - A) ^ ak(W9 U; R - A). On 
en déduit sans peine que a k (a 9 V; R — A) t: uk(a9 U; R — A) pour V cz U. Par suite 
trois cas sont à distinguer: 

1° Il existe un nombre fini m ( = 0, 1, 2 , . . . ) tel que ock(a9 U; R — A) = m pour 
tous les entourages 17 de a suff isamment petits; dans ce cas o n pose a k (a 9 R — A) = m. 

2° Le nombre ock(a9 U; R — À) est fini pour les entourages U de a , mais si m est 
un nombre fini arbitrairement donné, on a ock(a9 U; R — À) > m pour tous les 
entourages U de a suff isamment petits; dans ce cas o n pose a k (a 9 R — A) = œ. 

3° O n a <xk(a9 Î7; R — A) = oo pour tous les entourages U de a suff isamment 
petits; dans ce cas on pose ak(a9 R — >1) = oo. 

24. En général, le nombre cck(a9 R — A) n'est pas complètement déterminé par 
l'espace (R — À) + (a)9 il faut connaître aussi l 'espace R. Or o n voit sans peine 
(v. Homologie, III, 3 — 11) que, l 'espace (R — A) + (a) et son point a étant donnés , 
pour connaître le nombre ak(a9 R — A) il suffit de savoir encore de chaque sous-en-
semble de R — A s'il est ou non fermé dans R. E n particulier si l 'espace R est b icom-
pact, le nombre cck{a9 R — A) ne dépend que de l'espace (R — A) + (a) ( localement) 
et de son point a; car un sous-ensemble de R — A est alors fermé dans R si et seule-
ment s'il est bicompact. Il suffit même que l 'espace R soit localement b icompact au 
point a9 c'est-à-dire qu'il existe un entourage U de a tel que l 'ensemble soit bicompact . 

25. Les énoncés suivants sont faciles à vérifier:1 7 

Uéquation a 0 ( a , R — A) = m ( = 0, 1, 2 , . . . ) signifie que, si U est un entourage 
de a suffisamment petit, le point a appartient à la frontière de (m + 1 ) constituants18 

de U — A, tandis que a n'appartient pas à la frontière de la somme de tous les 
autres constituants de U — A. Si l'espace R est régulier et localement connexe, 
l'équation cc0(a9 R — A) = m signifie qu'il existe des entourages U de a arbitraire-
ment petits tels que l'ensemble U — A ait m + 1 composantes tandis que9 pour 

17 Le cas banal où A contient tout un entourage de a dans R y est tacitement exclu. 
18 Un constituant d'un sous-ensemble M de R est un sous-ensemble de M maximé (saturé) rel. 

à la propriété que chaque couple de ses points se laisse unir par un sous-ensemble de M connexe 
et fermé dans R. 
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chaque entourage U de a suffisamment petit, l'ensemble U — A a plus que m com-
posantes. 

L'équation a0(a9 R — À) — œ signifie: 1° si U est un entourage de a suffisamment 
petit, le point a appartient à la frontière d'un nombre fini de constituants de U — A, 
tandis que a n'appartient pas à la frontière de la somme de tous les autres consti-
tuants de a, 2° m étant un nombre fini arbitrairement donné, le point a appartient à 
la frontière de plus que m constituants de l'ensemble U — A pour chaque entourage 
de a suffisamment petit. Si l'espace R est régulier et localement connexe, l'équation 
a0(a9 R — À) = œ signifie: 1° il existe des entourages U de a arbitrairement petits 
tels que l'ensemble U — A ait un nombre fini de composantes; 2° m étant un nombre 
fini arbitrairement donné, l'ensemble U — A a plus que m composantes pour chaque 
entourage U de a suffisamment petit. 

y . 

26. Soit R une FQ(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a e A — S. Alors 
cc0(a,R- A)^pn_l(a, A). 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème est banal si a e A — R — A9 car alors 
a 0 ( f l , R — À) = 0. Supposons donc que a e R — A. On voit sans peine qu'il suffit 
de démontrer l'énoncé suivant: Soit m = 1, 2, 3 , . . . ; soit U un entourage de a suf-
fisamment petit; soit ct0(a9 U; R — À) ^ m; alors Pn-\{a9 U; A) ^ m. 

Soit U <= R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable 
mod (R — U). Soit a 0 (a 9 U; R - A) ^ m. On doit prouver que Pn-t(V9 U; À) ^ m 
pour chaque entourage V c: U de a. 

D'après 7, 6° on a P„(a9 R) = 1, d'où Pn(a9 V; R) ^ 1. D o n c il existe un entourage 
W<= V de a tel que pn(W, V; R) g 1. Comme a e R - A9 on a W - A * 0. 

Comme a0(a9 U; R — A) m9 on a oc0(W9 U; R — A) ^ m. D o n c il existe des 
(0, jR)-cycles absolus T? (1 g i ^ m) situés à l'intérieur de W — A9 tels que J ( r ° ) = 0 

m 

et tels que l'homologie £ r f r ° ~ 0 à l'intérieur de U — A(rg e 91) entraîne que rt = 
i=i 

= ... = rm = 0. D'après 21 (v. aussi 20.1), où on pose p = n et où on remplace S 
par A + (R — U) (v. 8 et 12), il existe des (n, R)-cycles E] (1 ^ i ^ m) mod (A + 
+ (R - U)) tels que = <5(7 pour 1 ^ i g m, 1 g j ^ m. Soit G" un (n, R)-cycle 
principal mod (R — U). 

m 

Supposons que rGn + £ ~ 0 mod (A + (R - i f ) ) (r G % rte <R). Il en 
¿=i 

m 
résulte (Var ié tés , 56, 4°) que (rGn + £ r^?) r ? = 0 pour 1 g y ^ m. Or on 

¿=1 

a Gnr°j = 0, car J (r j ) = 0. (V. Variétés, 19.1, 4° et 57.) Donc £ r ^ r ? = 0 pour 
¿=1 
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l á j ^ w i , d 'où rA = . . . = rm = 0, d o n c rGn ~ O m o d (A + (R — fF)). C o m m e 
W - A* 0, le cycle G" n'est pas ~ 0 m o d ( i + (R - W)) (v. 11). D o n c r = 0. 

N o u s venons de prouver que les G", . . . , En
m ne sont liés par aucune h o m o l o g i e 

m o d (A + (R - W)). D o n c il existe un réseau H x tel que l 'homolog ie r G ^ U i ) + 
m 

+ £ ri £ i ( u i ) ~ 0 m o d ( A + ( R ~ ^ 0 ) ( r e r i e 9*) entraîne que r = ^ = . . . = 
»=1 

= rm — 0; d'après 11 o n peut supposer que G " ^ ) n'est pas ~ 0 m o d (R — W). Soit 
U 2 un aff inement de normal rel. aux cycles m o d (R — F) . Soit U 3 un aff inement 
de U 2 normal rel. aux cycles m o d (A — U) dans A. Dé terminons un aff inement U 4 

de U 3 d'après 4, en y posant q> = A, x = R — Soit n2i = Pr. ( U 2 , l ^ ) , . . . , n3i = 
= n21 • ^32» ». 

Les F" étant des (n, R)-cycles m o d ( i + (R — U)) , il existe des (n — 1, U 4 ) -
chaînes C J - 1 ^ ) c i et DJ"1^) c R - U telles que £ ï ( U 4 ) - C ? " 1 ^ ) + 
+ D " * 1 ^ ) . D o n c F = — F D " " 1 ^ ) c * ~ ^ D'autre part 
F C T W c D o n c F C ? " 1 ^ ) c A " u d'après la définit ion de U 4 . E n vertu 
de la déf init ion de U 3 , les t t 4 2 C " " 1 ^ ) (1 g i ^ m) sont d o n c des (n — 1, U 2 ) -
cycles essentiels m o d ( i — U) dans A. Reste à prouver que les n42 C ? " 1 ^ ) ne 
sont liés par aucune h o m o l o g i e m o d (A — F ) dans A, car alors (v. Homologie, 
II, 28) o n a 0 n _ , ( F , U; A) ^ m, c. q. f. d. 

m 
Soit d o n c 7C42 £ rt C J - 1 ( U 4 ) ~ 0 m o d (A — F ) dans A (rř e SR); o n doit prouver 

1=1 
que r x = = . . . = rm = 0. L ' h o m o l o g i e qui vient d'être écrite signifie qu'il existe 
une (n, U 2 ) - cha îne Nn(VL2) c i et une (n - 1, U 2 ) - cha îne T n _ 1 ( U 2 ) c i - F telles 

que N"(U 2 ) - TT42 f ) r, C T W + T»" ^ U , ) . C o m m e E^U4) » C T X (U 4 ) + 
¿=i 

+ D J " 1 ^ ) , o n a 

*42 t ri - ^n(U2) -> tt42 £ r j D T W - r - W c R - F. 
i=l ¿ = 1 

m 
En vertu de la définit ion de U 2 , o n en déduit que TT41 £ rt F"(U 4) - TT21 Nn(U2) est 

i= l 
u n (n, U ^ - c y c l e essentiel m o d (R — F) . Or n o u s savons d'une part que G ^ U j ) n'est 
pas ~ 0 m o d (R - W), d'autre part que pn(W, F ; R) ^ 1. O n en déduit qu'il existe 
un n o m b r e r e M tel que 

r C f a ) + TT41 f N E°(U4) - TT21 iV"(U2) ~ 0 m o d (R - W) , 
t=i 

ce qui entraîne que 

r G - ( U 0 + TT41 f r, £ J ( U 4 ) - 0 m o d (A + (R - W)) • 
i= l 
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O r TT41 EÏ(U4) - E%UT) m o d (A + ( R - F ) ) c A + ( R - W). D o n c r G ^ U j ) + 
m 

+ S r i £ i ( U 1) ~ 0 mod (A + (R - VF)). D'après la définition de U t , il en résulte 
i= 1 

que rx = . . = rm = 0, c. q. f. d. 

27. Soi/ 0 g p g n - 2. Soif g = n - p - 1. Soi/ t = min (p -f 1, q). Soit R 
une V"(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a g A — S. Soit Pp+i(a9 R) = 
= 0.19 Alors aq(a9 R - A) £ Pp(a, A). 

D é m o n s t r a t i o n . On voit sans peine qu'il suffit de démontrer l'énoncé suivant: 
Soit m = 1 , 2 , . . . ; soit U un entourage de a suffisamment petit, soit otq(a9 U; R — A) ^ 
^ /n; alors pp(a9 U; R — A) ^ m. 

Soit U a R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod 
(R — U). Soit ocq(a9 U; R — A) ^ m. On doit prouver que PP(V9 U;A)^m pour 
chaque entourage V c U de a. 

Puisque PP+i(a9R) = 0, on a Pp+1(a9 V; R) = G. D o n c il existe un entourage 
W c F de a tel que pp+i(W9 V; R) = 0. Comme aq(a9 U; R - A) ^ m, on a 
a^W, [7; R — A) ^ m. Donc il existe des (4, R)-cycles absolus F?(l ^ i ^ m) situés 

m 

à l'intérieur de — A et tels que l'homologie £ rf F*. ~ 0 à l'intérieur de A — U 
i = 1 

(r, e 91) entraîne que = . . . = rm = 0. D'après 21 (v. aussi 20.1), où on remplace p 
par p + 1 et S par A -f (R - U) (v. 12 et 16) il existe des (p + 1, R)-cycles F ? + 1 

(1 g i ^ m) mod (A + (R - U)) tels que F J + 1 F ? = ô¡j (1 ^ i ^ m, 1 ^ j ^ m). 

Soit f > , E ? + 1 ~ 0 mod (A + (R - (r, e <R). Alors f r, 'F? ~ 0 (Variétés, 
¿=1 ¿=1 

56, 4°), d'où rj = r2 = . . . = rm = 0. D o n c les . . . , ne sont liés par 
aucune homologie mod (A + (R — W)). D o n c il existe un réseau t ^ tel que l'homo-
logie £ r(. ~ 0 mod (A -f (R - W)) entraîne que rt = . . . = rm = 0. 

¿=1 
Soit U 2 un affinement de U t normal rel. aux cycles mod (R — V). 

Soit U 3 un affinement de U 2 normal rel. aux cycles mod ( A — U) dans A. Déter-
minons un affinement U 4 de U 3 d'après 4, en y posant q> = A, x = R — U. Soit 
7T21 = Pr. (U 2 , « 0 , • • •> 7T31 = • ^32» 

Les £ f + 1 étant des (p + 1, R)-cycles mod (A + (R — l/)), il existe des (p, U4)-chaînes 
C?(U4) c A et £?(U 4 ) ŒR-U telles que £ ? + 1 ( U 4 ) -> Cf(U 4) + 0?(U4) . D o n c 
F Cf(U 4 ) = - F D?(U4) cZ R - U . D'autre part F C?(U4) c A. D o n c F C?(U4) c 
c: A — U d'après la définition de U 4 . En vertu de la définition de U 3 , les n42 Cf(U 4) 
( l ^ i m) sont donc des (p, U2)-cycles essentiels mod (A — U) dans A. Reste 
à prouver que les 7r42 Cf(U 4) ne sont liés par aucune homologie mod (A — V) dans A9 

car alors (v. Homologie, II, 28) on a Pp(V9 U; À) ^ m, c. q. f. d. Soit donc 
m 

TT42 £ rf Cf(U 4 ) ~ 0 mod (A — F) dans e 91); on doit prouver que rt = ... = 
»=1 

1 9 Cette supposition est une conséquence des suppositions précédentes. [Réd.l 
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= rm = 0. L'homologie qui vient d'être écrite signifie qu'il existe une (p + 1, U 2 ) -
chaîne NP+1(VL2) c A et une (p, U2)-chaîne TP(U2) c i - F telles que W + 1 ( U 2 ) 

- 7T42 £ Cf(U4) - T'(U 2 ) . Comme E ? + 1 ( U 4 ) C?(U4) + D[(U4) , on a 

m m 

"42 S r, i ^ W - N"+1(U2) ;r42 S r, D?(U4) - T"(U2) c R - V. 
i=l i=i 

m 
En vertu de la définition de U 2 , on en déduit que 7t41 £ £ f + 1 ( U 4 ) - n 2 l N P + 1 ( U 2 ) 

¿=1 
est un (p + 1, U4)-cycle essentiel mod (R - F). Or on a Pp+1(W9 F; R) = 0. Donc 

*4i l nEf+i(Vi4) - 7i2 j NP+1(U2) ~ 0 mod (R - W), d'où tt41 £ r, W - 0 
¿=i »=î 

mod ( i + (R - JF)).Or TT41 £ ? + 1 ( U 4 ) - E ^ ^ U ^ m o d ^ + + JF). 
m 

D o n c £ r l £ J + 1 ( U 1 ) - 0 mod (A + (R - JF)). D'après la définition de Uu il en 
¿=i 

résulte que = • . . . = rm = 0, c. q. f. d. 

28. Soit R une F<J(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a e A — S. 
Soit Pn-X(a9 R) = 0. Alors a0(a9 R - A) ^ i ) . 

D é m o n s t r a t i o n . Le théorème est banal si a e A — R — i j C a r a l o r s / ^ . j ^ i ) = 
= R) = 0. Supposons donc que a e R — A. On voit sans peine qu'il suffit 
de démontrer l'énoncé suivant: soit m = 1, 2, 3 , s o i t U un entourage de a suf-
fisamment petit; soit Pn-i(a, U; A) ^ m; alors il existe un entourage F c U de a 
tel que a 0 (a , F; R — A) ^ m. 

Soit U c R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable mod (R — U). 
Soit Gn un (n, R)-cycle principal mod (R — U). Soit Pn^x(a9V\ À) ^ m. Comme 
Pn-i(a9 R) = 0, on a P„-i(a9 U; R) = 0; donc il existe un entourage F cz U de a tel 
que /?„_i(F, 17; R) = 0. On doit prouver que a0(JF, V; R — A) ^ m pour chaque 
entourage W a F de a. Comme aeR — i , o n a J F — i 4= 0. 

Puisque P„-i(a9 U;A) ^ m, on a / ^ . ^ P F , t7; A) ^ m. D o n c il existe des (n — 1,R)-
m 

cycles C"'1 (1 ^ i ^ m) mod ( i — 17) dans i tels que l'homologie £ C""1 ~ 0 
¿=1 

mod ( i — JF) dans A (irf e entraîne que ^ = . . . = rm = 0. Soit Ux un réseau 
m 

tel que l'homologie £ rt C ? " 1 ^ ) ~ 0 mod (A — W) dans A entraîne que r1 = . . . = 
¿=i 

= rm = 0. Déterminons un affinement U 2 de d'après 4, en y posant ç = i , / = 
= R — JF. Puisque FF — i 4= 0, on peut supposer (v. 11) que Gn(\î2) n'est pas ~ 0 
m o d (A + (R — W)). Soit U 3 un affinement de U 2 normal rel. aux cycles mod (A + 
+ (R - F)). Soit tt21 = Pr. (U2 , Ui) , tt32 = Pr. (U3 , U 2 ) , tt31 = tt21 . ;r32. Les CJ"1 

étant des (n - 1, R)-cycles m o d ( R - U)9 on a CJ"1 - 0 m o d ( R - F), car 
A i - i (K = D o n c e x i s t e d e s U3)-chaînes £1(^3) e t d e s (" ~ ^ 
chaînes D ^ ^ U s ) c R - F telles que £J(U 3) C J " 1 ^ ) - ^ r 1 ( U 3 ) - D'après la 
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définition de l l 3 , il en résulte que les n 3 2 £"(^3) s o n t des (n, ll2)-cycles essentiels 
mod (A + (R - F)). 

Si l'on a r G"(U2) + 7i32 £ rt E](U3) ~ 0 mod (A + (R - W)) (re% G <K), 
î=I 

il existe des H2-chaînes Ai n + 1 (U 2 ) , N ; ( U 2 ) <= A et Nn
2(U2) cz R — W telles que 

m 
M»+1(U2) - r C(U2) + n32 £ rf E%U3) - JV;(U2) - NJ(U) - 0 . 

¿=1 

Comme £?(U3) - C " " 1 ^ ) - ^ i " 1 ^ ) , il en résulte que 

*32 £ r, C r W = tt32 £ rf Dr'(Us) - rF G"(U2) + F iVï (U 2 ) + FN"2(U2) , 
¿=1 ¿=1 

d'où on déduit que la chaîne 
m 

(1) F JV;(U2) - 7T32 X rt c ; _ 1 ( u 3 ) est située dans (R - w)' La chaîne M étant 

¿=1 
aussi située dans A, il résulte de la définition de U 2 qu'elle est située dans (A — W). 

m m 
D o n c TT32 Y rt C J " 1 ^ ) ~ 0 mod (A - W) dans A, d'où TT31 £ rt C ! " 1 ^ ) - 0 

i= 1 ¿=1 

mod (A - W) dans A. Or n3i C!'1^) ~ C r ^ U i ) m o d ( A ~ u ) d a n s A - Comme 
m 

U => W9 il en résulte que £ n C r ' ^ i ) ~ 0 m o d ( A ~ w ) d a n s A> d ' o ù r i = ••• = 
¿=1 

= rm = 0, d'après la définition de Uj. Donc r G"(U2) ~ 0 mod (A + (R - W))y ce 
qui entraîne que r = 0. 

Nous venons de prouver que les 

(2) G"(U2), 7t32 £ ï ( U 3 ) , . . . , ;r32 E"n(U3) ne sont liés par aucune homologie 
mod (A + (R - W)). Or les (2) sont des (n, U2)-cycles essentiels mod (A + (R - F ) ) . 
Soient 

(3) G \ E\9..., En
m des (n, R)-cycles mod (A + (R - F)) attachés aux (2) selons 

Homologie, II, 28. Evidemment les (3) ne sont liés par aucune homologie mod (A + 
+ (R — W)). D'après 21 (v. aussi 20.1), où on pose p = n et où on remplace S par 
A + (R — W) (v. 8 et 12), il existe des (0, R)-cycles F? (0 ^ i ^ m) situés à l'inté-
rieur de W — A et tels que 

Gnr°0 = 1 , G"F? = 0 (1 ^ / ^ m), JSjrJ = Su (1 ^ i ^ m, 0 g j ^ m) . 

Comme GnF° = 0 ( l g / ^ m), on voit sans peine (v. Variétés, 19.1, 4° et 57) que 
m 

j ( r ? ) = 0 pour 1 G i ^ m. Soit £ rf F? - 0 à l'intérieur de F - A (rf G <K). Comme 
i=l 

(1 g j ^ m) est un (n, R)-cycle mod (A + (R - F)), il résulte de Variétés, 56, 4° 
m 

que En
jYJ

rir°i = 0, d'où = . . . = rm = 0. D o n c les F? (1 g i g m) sont des 
¿=1 
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(0, R)-cycles absolus située à l'intérieur de W — A, ils ne sont liés par aucune homo-
logie à l'intérieur de W - A, et on a J(P?) = 0 ( 1 g i g m). D o n c a0(*F, F; R - i ) ^ 
^ m, c. q. f. d. 

29. So/f 0 ^ p ^ n - 2. Soii <? = n - p - 1. Soif f = min (p + 1, 4). Soit R une 
V?(S). Soit A un sous-ensemble fermé de R. Soit a e A - S. Soit Pp(a, R) = O.20 

i/ors aq(a, R - A) ^ i). 

D é m o n s t r a t i o n . On voit sans peine qu'il suffit de démontrer l'énoncé suivant: 
Soit m = 1, 2, 3 , . . . ; soit U un entourage de a suffisamment petit; soit fip(a, U; A) ^ 
^ m; alors il existe un entourage F cz C7 de a tel que a9(a, F; R — i ) ^ m. 

Soit U a R — S un entourage de a si petit que (v. 14) R soit orientable 
mod (R - 17). Soit Pp(a, U; A) ^ m. Comme pp(a, R) = 0, on a Pp(a, U; R) = 0; 
donc il existe un entourage F c U de a tel que /?P(F, C/; R) = 0. On doit prouver 
que a^FF, F; R — .4) ^ m pour chaque entourage W a F d ta. 

Puisque Pp(a, U; A) ^ m on a /?P(1F, L7; i ) ^ m. D o n c il existe des (p, R)-cycles 
m 

Cf (1 g i g m) mod (A - £/) dans A tels que l'homologie £ rf C? - 0 mod (A -
i= 1 

dans y4 (rf e SR) entraîne que rj. = . . . = rm = 0. Soit Uj un réseau tel que l'homo-
m 

logie Yj ri ~ 0 mod ( i — W) dans A entraîne que rl = ... = rm — 0. 
¿=1 

Déterminons un affinement U 2 de d'après 4, en y posant (p = i , / = R - JF. 
Soit U 3 un affinement de U 2 normal rel. aux cycles mod (A + (R — F)). Soit n21 = 
= Pr. (U 2 , U j , TC32 = Pr. (U 3 , U2) , TT31 = ;R21 . TT32. 

Les Cf étant des (p, R)-cycles mod (R - £/), on a Cf - 0 mod (R - F), car 
PP(V, U; R) = 0. D o n c il existe des (p + 1, U3)-chaînes £ ? + 1 ( U 3 ) et des (p, U 3)-
chaînes Df(U 3 ) a R — V telles que £ ? + 1 ( l t 3 ) - C?(U3) - Df(U 3 ) . D'après la 
définition de U 3 , il en résulte que les n32 Ef+ 1 (U 3 ) sont des (p + 1, U2)-cycles essentiels 
mod (A + (R - F)). 

m 

Si l'on a TZ32 £ rt £ f + 1 ( U 3 ) ~ 0 m o d (A + (R — W)) ( r f e 9 î ) , il existe des 
¡=i 

U2-chaînes M P + 2 ( U 2 ) , N ? + 1 ( U 2 ) c 4 et N^l(U2) <= R - W telles que 

M > + 2 ( U 2 ) - t r, £ f + 1 ( " o ) - M + 1 ( U 2 ) - ^ + 1 ( U 2 ) - , 0 . 
i = 1 

Comme EP, + 1(U3) Cf(U 3 ) - £>f(U3), il en résulte que 

"32 £ r,Cf(tt3) = DÏ(U3) + F N{+i{U2) + F N^l(U2), 

2 0 Si p t=kn/2 — 1, cette hypothèse est une conséquence des précédentes en vertu de 19.2. 
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d'où on déduit que la chaîne 
m 

(1) F NP+1(U2) - TC32 £ rt C?(U3) est située dans (R - W). La chaîne (1) étant 
i — 1 

aussi située dans A, il résulte de la définition de U 2 qu'elle est située dans ( A — W). 
m m 

D o n c T:32 £ r-t C?(U3) - 0 mod (A - W) dans A, d'où TC31 £ rt Cf(U 3 ) - 0 
¿=1 i=1 

mod (A - W) dans A. Or ;r31 Cf(U 3 ) - C?(U t) mod (A - U) dans A. Comme 
m 

U => W, il en résulte que £ r* Cf(Ui) - 0 mod ( i - VF) dans A, d'où r, = . . . = 
i=l 

= rm = 0 d'après la définition de VLl. 

N o u s venons de prouver que les 
(2) 7T32 £ Ç + 1 ( U 3 ) , . . . , ;r32 £ £ + 1 ( U 3 ) ne sont liés par aucune homologie mod (A 4-

+ (R - W)). Or les (2) sont des (p + 1, U2)-cycles essentiels mod (A + (R - F)). 
Soient 

(3) Ep+l,..., Ep
m

+l des (p + 1, R)-cycles mod (A + (R - F)) attachés aux (2) 
selon Homologie, II, 28. Evidemment les (3) ne sont liés par aucune homologie 
mod (A + (R — JF)). D'après 21 (v. aussi 20.1), où on remplace p par p + 1 et S 
par A + (R — W) (v. 12 et 16), il existe des (q, R)-cycles absolus r\ (1 ^ i g m) 
situés à l'intérieur de (W - A) et tels que Ep

i
 + 1r) = ôu (1 ^ i ^ m, 1 g j g m). 

m 

Soit £ r f r? - 0 à l'intérieur de F - A (rf g M). Comme (1 ^ j S m) est un 
¿=i 

m 
(p + 1, R)-cycle mod i + (R - F), il résulte de Variétés, 56, 4° que £ r f ] = 

i = l 

= 0, d'où rj = . . . = rm = 0. D o n c les T] ( l g i g m) sont des (g, R) —cycles absolus 
situés à l'intérieur de W — A et ne liés par aucune homologie à l'intérieur de F — A. 
Donc ctq(W, F; R - A) ^ m, c. q. f. d. 
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L E S T H É O R È M E S D E D U A L I T É E N T O P O L O G I E 

C o m p t e s R e n d u s d u 2 - e C o n g r è s 

d e s M a t h é m a t i c i e n s d e s P a y s S l a v e s . 

P r a h a ( 1 9 3 4 ) , 1 7 - 2 5 

Avant de passer au sujet indiqué par le titre de cette conférence, il me semble utile 
de dire quelques mots d'un caractère plus général. Parmi les méthodes actuellement 
en vogue dans la topologie, celle que je préfère personnellement c'est la méthode 
fondée sur la théorie générale d'ensembles, la mengentheoretische Methode des 
géomètres allemands. Le développement de cette méthode dans la topologie a été 
tout-à-fait parallèle à celui de la même méthode dans la théorie des fonctions de 
variables réelles. Çà et là, on a commencé par une étude patiente et minutieuse des 
phénomènes qu'on a appelés pathologiques, c'est-à-dire par la construction d'une 
série étendue d'ingénieux exemples prouvant que beaucoup de lois classiques, valables 
pour une étroite famille d'objets élémentaires, cessent d'être vraies si on élargit 
la famille d'objets considérés. On a d'ailleurs d'abord accueilli avec beaucoup de 
méfiance ce nouveau genre de recherches, en y reprochant surtout le manque de 
contact avec les applications ainsi que l'isolement des autres branches de mathémati-
ques. Dans la théorie des fonctions de variables réelles, il est maintenant universelle-
ment reconnu que les reproches que je viens de mentionner ont été tout-à-fait injustes: 
il y a déjà longtemps que le chaos d'une foule d'idées peu coordonnées s'est dissipé, 
et de grandes théories d'une merveilleuse harmonie en sont sorties, embrassant aussi 
bien les théories classiques que des cas „pathologiques". Grâce à cet examen patient 
d'objets rebelles au lois classiques, on a enfin triomphé en créant des lois extrêmement 
générales et en les démontrant d'une manière merveilleusement simple. Tout en 
continuant à poser et à résoudre des problèmes tout-à-fait nouveaux, on n'a nulle-
ment négligé les problèmes classiques, et les méthodes abstraites ont souvent réussi 
à découvrir des connexions inattendues entre des théories que l'on avait cru très 
éloignées l'une de l'autre, ou bien à découvrir des vo ies nouvelles là o ù on avait 
pensé d'avoir déjà dit tout. D a n s la topologie, on entend encore souvent des reproches 
que nous ne sommes plus habitués à ouïr dans la théorie des fonctions réelles. L'an-
cienne méfiance contre les phénomènes pathologiques n'y est pas encore définitive-
ment vaincue, bien que l'on puisse, ici encore, donner beaucoup d'exemples o ù l'exa-
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men d'un tel phénomène ait conduit à la découverte d'une loi générale et importante. 
P. ex., c'est en examinant l'exemple de Peano d'une courbe remplissant une aire que 
Hahn, le grand mathématicien de Vienna à qui la mort prématurée a défendu de 
prendre part à ce Congrès, a été conduit à la not ion de connexité locale qui s'est 
montrée ensuite comme une des notions les plus importantes dans toute la topologie. 

Ayant dit plus haut que je préfère la mengentheoretische Methode dans la topo-
logie je voudrais insister que je suis infiniment loin d'estimer trop bas les résultats 
nombreux et importants que l'on a gagné en employant d'autres méthodes. Tout au 
contraire! Ce qui me plait au plus dans la mengentheoretische Methode, c'est qu'elle 
m e semble capable de s'imbiber de tout ce qu'il y a de vraiment essentiel et fécond 
dans les autres méthodes. Avant dix années, on pouvait très clairement distinguer, 
dans la topologie, l'école de la théorie générale d'ensembles et l'école combinatoire. 
Dans ce temps-là, les méthodes combinatoires étaient limitées exclusivement à la 
recherche des polyèdres topologiques, c'est-à-dire des espaces topologiquement 
équivalents (homéomorphes) aux polyèdres rectilignes situés dans les espaces eucli-
diens (à un nombre quelconque de dimensions). A présent, la prédilection pour les 
polyèdres que l'on constate chez quelques topologues d'ailleurs éminents, est peut-
être motivée surtout par des tendances finitistes, analogues aux idées bien connues 
de Kronecker dans l'algèbre. Quioque la tendance finitiste ait conduit sans doute 
à de très beaux résultats, p. ex. dans la théorie des noeuds, j'attribue une haute signi-
fication au fait que l'on a réussi à donner à la partie la plus avancée de la topologie 
combinatoire, à savoir à la théorie de l 'homologie des cycles, une forme basée 
exclusivement sur la théorie générale d'ensembles. A m o n avis, on peut même affirmer 
non seulement que la théorie de l 'homologie constitue un chapitre de la mengen-
theoretische Topologie, mais aussi que c'est un des chapitres les plus systématiques 
et les plus avancés de cette science, déstiné à y jouer un rôle central. 

La possibilité d'appliquer les notions combinatoires à chaque espace métrique 
et compact a été reconnue indépendemment par trois savants, M. M. Alexandroff [ l ] , 1 

Vietoris [ 1 ] et Lefschetz [1] . V. aussi Čech [1 ] ; je voudrais remarquer ici que j'ai 
été conduit à l'idée d'étendre la théorie de l 'homologie aux espaces non compacts 
par l'étude attentive du Mémoire de M. Alexandroff [3] . M. Alexandroff a maintes 
fois insisté sur la haute importance des méthodes combinatoires dans la mengen-
theoretische Topologie.2 Bien que je sois parfaitement d'accord avec M. Alexandroff 
sur l'importance des méthodes combinatoires, je ne saurais parfois être d'accord 
avec lui en ce qui concerne les autres méthodes employées dans la mengentheoretische 
Topologie; p. ex. tout en appréciant très haut les remarquables progrès que M M . 
Alexandroff et Pontrjagin ont obtenu dans la théorie de la dimension par la méthode 
combinatoire, je crois que ces progrès ne peuvent diminuer nullement l'importance 
d'autres résultats de la théorie de la dimension obtenus auparavant par Urysohn 

1 Les chiffres entre crochets se rapportent à la bibliographie placée à la fin. 
2 Comp. aussi la conférence très instructive de M. Wilder, [1]. 
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et par M M . Menger et Hurewicz avec l'emploi d'autres méthodes, et je ne sais pas 
comment on puisse arriver à ces résultats par la méthode combinatoire. 

Or il est nécessaire de quitter ces généralités et d'aborder le sujet principal de cette 
conférence. Les théorèmes de dualité constituent un des sujets les plus intéressants 
de la topologie combinatoire. Limités d'abord au terrain étroit de la topologie 
polyédrale, ces théorèmes ont été ensuite élargis de manière à aboutir finalement au 
terrain beaucoup plus vaste de la mengentheoretische Topologie. Je vais passer 
rapidement en revue les phases principales du développement historique de ces 
théorèmes, en m'arrctant de manière un peu plus détaillée à quelques résultats récents 
pas encore publiés. 

C'est Poincaré [ 1 ] (v. aussi [2 ] ) qui a obtenu déjà en 1895 le premier théorème de 
dualité. Soit Vn une variété à n dimensions, c'est-à-dire un polyèdre topologique 
connexe localement homéomorphe à En. (Ici, et dans ce qui suit, En signifie l'espace 
euclidien à n dimensions complété par un point à l'infini.) Alors, on a le théorème 
de dualité de Pjoincaré 

(1) W{VH) = W-\Vn) (r = 0, 1 , . . . , n) , 

du moins dans le cas o ù la variété Vn est orientable, c'est-à-dire si la loi (1) est vraie 
pour le cas particulier de r = 0. Le symbole B r signifie le nombre de Betti pour la 
dimension r. 

C'est un autre théorème de dualité, découvert en 1922 par M. Alexander [1 ] , 
qui a une portée bien plus vaste. Soit S un polyèdre topologique immergé dans En\ 
alors on a le théorème de dualité de M . Alexander 

(2) B'(En - 5 ) = B n " r _ 1 ( S ) + S, {r = 0, 1 , . . . , n - 1) 

avec ô r = 0 pour r > 0 et <50 = 1. Particulièrement remarquable est le cas de r = 0 
qui dit que le nombre des composantes de En — S est déterminé par la structure 
intrinsèque de S, étant égal à B n _ 1 ( S ) + 1. Ce cas particulier embrasse non seulement 
le théorème célèbre de Jordan, mais aussi sa généralisation n-dimensionnelle établie 
pour la première fois en 1912 par M. Brouwer [1 ] . 

Supposons plus généralement que S soit un sous-ensemble fermé de En complè-
tement arbitraire (0 4= S 4= En). La loi de dualité (2) reste valable; ceci a été prouvé 
indépendamment par M M . Alexandroff [2 ] , Frankl [ 1 ] et Lefschetz [1] , M. Lefschetz 
a même déduit une loi plus générale. Soit S un sous-ensemble fermé d'une variété Vn 

(orientable) à n dimensions. Alors on a le théorème de dualité de M. Lefschetz 

(3) W(Vn - S) = S) (r = 0, 1 , . . . , n) , 

le nombre de Betti à droite se rapportant aux cycles relatifs (notion due à M . 
Lefschetz lui-même) m o d S dans V„. Pour S = 0, la loi (3) re réduit à la loi (1) de 
Poincaré; la loi (2) de M . Alexander est aussi une conséquence immédiate de la loi 



363 

(3). Le cas S <=. Vn a été considéré aussi par M. Pontrjagin [ 1 ] qui a obtenu un théo-
rème de dualité formellement distinct de celui de M. Lefschetz, l 'énoncé de M. 
Pontrjagin ne contenant que des cycles absolus. 

O n peut localiser le théorème de dualité de M. Alexander de deux manières 
distinctes. Soit x un point donné d'un sous-ensemble fermé S d'une variété V„. Soient 
deux entourages U et U' c= U de x. Soit a r(t/ ' , U, Vn — S) le nombre maximum des 
cycles absolus à r dimensions dans U', indépendants rel. aux homologies dans U. 
Soit PS(U\ U, S) le nombre maximum des cycles relatifs à s dimensions mod S — U 
dans S indépendants rel. aux homologies m o d S — U' dans S. Par le double passage 
à la limite, d'abord U' x et ensuite U x, on obtient de ar(C/', 17, V„ — S) et de 
PS(U\ U, S) des limites (finies ou infinies) ar(x, Vn — S) et /?s(x, S). Alors on a le 
théorème de dualité 

(4) ar(x, Vn - S) = /?„-,-i(x, S) + S'r (r = 0, 1,..., n - 1) 

o ù ô'r = 0 pour r > 0, tandis que ô'0 = 0 ou ¿0 = 1 suivant que x est ou non un 
point intérieur de S. Ce théorème de dualité local a été prouvé indépendamment par 
M. Alexandroff [4 ] , [ 5 ] et par Čech [3] , [4] . 

La seconde localisation du théorème de dualité est due à Čech [5 ] . Je ne l'expli-
querai ici que dans le cas r = 1, n = 2, Soit x un point d'un sous-ensemble fermé S 
du plan. L'ensemble S est au point x localement connexe (au sens de Hahn-Mazur-
kiewicz) si et seulement si à chaque entourage U de x on peut attacher un entourage 
U' c U de x tel que, pour chaque courbe simple fermée C telle que US. C = 0, 
un des deux ensembles U'S • Int. C et U'S • Ext. C soit vide. 

Malgré la généralité de l'ensemble S, les théorèmes de dualité que j'ai rapporté 
plus haut n'appartiennent pas encore à la mengentheoretische Topologie, car l'espace 
ambiant Vn y est supposé polyédral. La généralisation nouvelle, grâce à laquelle la 
loi de dualité (3) arrive définitivement sur le terrain de la topologie générale, a été 
donnée indépendamment par M. Lefschetz [ 3 ] et par Čech [2] , où les deux auteurs, 
employant des méthodes tout-à-fait différentes l'une de l'autre, réussissent à donner 
une définition axiomatique de variétés, basée presque entièrement sur la not ion seule 
d'homologie, et telle que la loi de dualité (3), et même une loi plus générale, due aussi 
à M. Lefschetz [ 2 ] [p. 142, formule (7)], où des cycles relatifs figurent dans tous les 
deux membres, reste valable. La méthode employée par Čech est beaucoup plus 
compliquée que celle de M. Lefschetz. O n pourrait être tenté de croire que ce fait 
désagréable soit dû à l'une ou l'autre des deux manies que l'on remarque dans l'ou-
vrage cité de Čech, à savoir de n'employer jamais l'espace euclidien et de ne pas 
supposer que la variété soit métrisable. Or, en réalité, la longueur excessive de cet 
ouvrage est due, outre autres raisons moins importantes, au fait que la démonstration 
de la formule (3) y est conduite de telle manière que le nombre des axiomes employés 
dépend du nombre min (r, n — r) d 'où il vient que les résultats démontrés sont 
nouveaux même dans le cas où Vn est un polyèdre. 
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Les théorèmes de dualité, dans la forme que je leur ai donné dans ce rapport, 
n'affirment que l'égalité de deux nombres de Betti. En réalité, il y a entre les deux 
groupes de Betti qui y figurent une relation plus intime, pas exprimable par la seule 
égalité de leurs rangs. Cet approfondissement des théorèmes de dualité a été étudié 
surtout par M. Pontrjagin [1] . 

Il y a aussi un autre fait très important que je n'ai pas encore mentionné. Pour pouvoir 
parler, dans un espace donné, des cycles et des homologies , il faut choisir un domaine 
de coefficients. Les domaines habituels sont: l'ensemble des nombres rationnels 
(Poincaré et Lefschetz), l'ensemble des nombres entiers (Poincaré), l'ensemble des 
entiers réduits m o d 2 (Tietze et Veblen) ou, plus généralement, réduits m o d m, le 
nombre m ( = 2, 3, 4 , . . . ) étant donné (Alexander). Or on peut (Pontrjagin) prendre 
comme domaine de coefficients un groupe commutatif quelconque. Les démonstra-
tions rapportées plus haut sont valables rel. au domaine des nombres rationnels ou 
à celui des entiers réduits m o d p, p étant un nombre premier, excepté l'ouvrage de 
M. Pontrjagin [ 1 ] qui concerne aussi le cas m o d m. Or considérons le cas d'un sous-
ensemble fermé S (non polyédral) contenu dans En. Les groupes de Betti de En — S 
relatives au domaine de coefficients constitué par tous les nombres entiers (supposés 
connus pour toutes les dimensions!) déterminent les groupes de Betti de En — S rel. 
à un domaine de coefficients donné arbitrairement. Au contraire, on sait que les 
groupes de Betti de S rel. au domaine des nombres entiers jouissent de propriétés 
paradoxales. Le problème qui en sort a été résolu récemment par M. Pontrjagin (v. sa 
communicat ion au Congrès intern. de Zurich 1932; un exposé détaillé doit paraître 
aux Annals of Math, en janvier 1935): la loi de dualité (2) (non limitée à l'égalité des 
nombres de Betti) subsiste en prenant c o m m e domaine de coefficients à gauche les 
nombres entiers, et à droite le groupe additif des nombres réels réduits m o d 1. Ce 
résultat de M. Pontrjagin est en connexion étroite avec sa belle Theory of topological 
commutative groups, Annals of Math. (2) 35, 361 — 388 (1934). 

Revenons au sous-ensemble fermé S de En. Le cas particulier 

(2') B 0 ^ - S) = B / , - 1 ( S ) + 1 

du théorème de dualité (2) signifie, comme j'ai déjà remarqué plus haut, que le 
nombre n = B ° {E n — S) des composantes de En — S est une propriété intrinsèque 
de S. U n énoncé 'plus faible, à savoir que l'inégalité n > 1 a une signification intrin-
sèque, a été prouvé par M. Borsuk [ 1 ] sans emploi des cycles. Or en employant les 
cycles, on peut arriver à des lois dont (2') n'est qu'un cas extrêmement particulier. 
Je vais esquisser ces lois, pas encore publiées excepté quelques cas particuliers énoncés 
chez Čech [6] . 

S étant toujours un sous-ensemble fermé donné de En, divisons d'une manière 
quelconque les composantes de En — S en deux familles disjointes et <P'; soient 
T e t V la somme de toutes les composantes de la famille resp. soient p et p' les 
nombres des dites composantes. Dés ignons par M le module de tous les cycles 
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(absolus) a n - 1 dimensions dans S (à coefficients rationnels), deux cycles de M 
étant considérés comme égaux s'ils sont homologues l'un à l'autre dans S. Désignons 
par M ( # ) le module de tous les cycles de M qui sont homologues à zéro dans En — T, 
de manière que M(0) = M . Désignons par q et q' le rang (nombre de Betti) du module 
M — M(<P), resp. de M ( # ) . Alors on a 

(5) p = q + c , p' = q' + c \ 

où: c = 1 si q > 0, tandis que pour q = 0 on a soit c = 1 soit c = 0; c' = 1, si l 'on 
a simultanément p' > 0 et p = 0, tandis que c' = 0 si l 'on a soit p' = 0, soit p > 0. 

Il résulte de (5) que les nombres p et p' sont, à de petites réserves près, déterminés 
par la structure intrinsèque de S, pourvu que l'on choisisse la famille <P de manière 
à pouvoir caractériser intrinsèquement le module M ( # ) . Or il y a des cas importants 
où ceci réussit. Tels sont les cas où l'on définit c o m m e la famille de toutes les com-
posantes P de En — S qui jouissent d'une des propriétés suivantes: (1) la frontière 
de P contient un point donné de S; ou plus généralement, (2) la frontière de P contient 
un sous-ensemble A donné de S; (3) la frontière de P rencontre un sous-ensemble A 
donné de S, o ù il faut supposer seulement que A soit connexe; ou plus généralement, 
(4) étant donné un sous-ensemble A de S ainsi qu'une famille ij/ de sous-ensembles 
relativement fermés de A, l'ensemble A • P n'appartient pas à la famille i¡/; ici, il 
faut supposer que, si B appartient à {¡/, ( / ) chaque sous-ensemble C de B relativement 
fermé appartient aussi à i f / , (II) l'ensemble A — B est connexe; (5) un point donné x 
de S est accessible de P, c'est-à-dire qu'il existe un arc simple contenant x dans P + 
+ (x); ou, plus généralement, (6) A étant un sous-continu de S tel que B*(A) = 0, 
A contient un point accessible de P. 

Les théorèmes d'invariance qui résultent des énoncés précédants deviennent 
encore beaucoup plus riches par le fait que, étant un système quelconque de 
familles de composantes de En — S, les modules déterminent le module 
M^/T^) et, sous de certaines réserves, aussi le module M ^ ^ , ) . D'autre part, les 
formules (5) sont des cas particuliers de la formule plus générale 

(6) p* = q* + c* 

dont voici la signification: O n suppose données deux familles <PY et <P2
 c de 

composantes de En — S; p* désigne le nombre de composantes de En — S qui 
appartiennent à sans appartenir à e s t I e r a n S d u module M((P2) — M ^ ) . 
D a n s les deux cas particuliers où soit la famille <&2 est vide soit la famille contient 
toutes les composantes de E„ — S, on retrouve les deux formules (5); ces deux cas 
étant exclus, on a c* = 0. 

D'après (6) on a p* = oo si et seulement si q* = oo. Or, la manière dont se com-
porte le module M ( $ 2 ) — M ^ ) donne aussi des conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les diamètres des composantes de la famille — <P2 converge vers zéro. 
Plus généralement soit donnée une famille x de sous-ensembles fermés de S telle que 
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( l ) Fensemble En — A soit connexe pour chaque ensemble A de la famille (2) { i v } 
étant une suite convergente (au sens de M. Hausdorff ) extraite de la famille l'en-
semble lim Av appartienne aussi à Alors, la manière dont se comporte le module 
M ( t f 2 ) — M ( ^ j ) détermine si la famille — <P2 possède ou non la propriété sui-
vante: £ étant un nombre positif arbitrairement donné, la famille — n e c o n " 
tient qu'on nombre fini de composantes P telles que, si on choisit arbitrairement un 
ensemble A de la famille P contienne toujours un point dont la distance de A 
soit > s. 

Ce qui précède reste vrai dans le cas beaucoup plus général o ù on remplace En 

par une pseudo-variété simple à n dimensions, c'est-à-dire par un espace métrique 
et compact Wn à n dimensions tel que (1) B"(fFII) = 1 tandis que Bn(S) = 0 pour 
chaque sous-ensemble fermé S 4= Wn; (2) ßn(x, Wn) = 0 pour chaque point x de Wn. 
Plus précisément, pour que les énoncés précédants soient textuellement vrais dans 
l'espace Wn, il faut supposer encore que B n ~ 1 (Wi) = 0 ainsi que ßn-i(x, Wn) = 0 
pour chaque point x de W„, Plus généralement, ce qui précède reste vrai, après quel-
ques modification, en remplaçant En par une pseudo-variété à n dimensions m fois 
ramifiée (m = 1, 2, 3 , . . . ) , c'est-à-dire par un espace métrique et compact Wn à n 
dimensions tel que (1) B"( JFn) = m tandis que B"(S) = 0 pour chaque sous-ensemble 
fermé S 4= Wn; (2) ßn(x9 JF„) = m pour chaque point x de Wn. 

U n e pseudo-variété à une dimension est topologiquement équivalente à une cir-
conférence et elle est donc toujours simple. Au contraire, pour n ^ 2 il existe des 
pseudo-variétés à n dimensions m fois ramifiées pour chaque valeur de m. Condition 
nécessaire et suffisante pour qu'un sous-ensemble fermé F de En + l soit une telle 
pseudo-variété est que l'ensemble En+i — F possède m + 1 composantes, qui soient 
toutes uniformément localement connexes et dont les frontières soient toutes égales 
à P. L'existence de telles frontières a été prouvée par M. Wilder [2] . 
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S U R L A C O N N E X 1 T É L O C A L E D ' O R D R E S U P É R I E U R 

C o m p o s i t i o M a t h e m a t i c a 

2 ( 1 9 3 5 ) , 1 - 2 5 

Ce Mémoire est divisé en deux chapitres. D a n s le premier je donne un bref exposé 
de la théorie de l 'homologie dans un espace quelconque, en supposant que les coef-
ficients appartiennent à un groupe abélien additif complètement arbitraire} Je 
me sers beaucoup de m o n Mémoire Théorie générale de Vhomologie dans un espace 
quelconque (Fund. Math. 19 (1932), 1 4 9 - 1 8 3 , [7] ) , cité: Homologie . Je voudrais 
attirer l'attention du lecteur sur le théorème du n° 11 qui exprime en toute généralité 
le lieu entre homologie et homotopie . O n pourrait utiliser ce théorème (et ceux 
donnés dans Homolog ie ) pour démontrer les propriétés combinatoires de l'espace 
euclidien sans faire usage de polyèdres. 

D a n s le second chapitre je m'occupe de la connexité locale d'ordre supérieur, 
définie moyennant l 'homologie . 2 La connexité locale d'ordre 0 ne diffère guère (v. 
n° 15) de la connexité locale au sens classique. Après avoir donné la définition (n° 13), 
j 'expose une série de critères pour la connexité locale d'ordre supérieur. Les corollaires 
des no s 35 et 37, ne contenant explicitement aucune not ion combinatoire, sont inté-
ressants parce qu'ils donnent une localisation des deux théorèmes classiques de 
Janiszewski.3 

D a n s un Mémoire qui fera suite à celui-ci, j'étudierai en particulier les espaces 
bicompacts partout localement connexes d'ordres 0, 1 E n ce qui concerne 
les cycles de dimension n, ces espaces sont une généralisation naturelle des polyèdres. 

1 Cf. P. Alexandroff, Über die Urysohnschen Konstanten [Fundamenta 20 (1933), 144-150 
(141)]. 

2 Cette notion n'est pas nouvelle (voir P. Alexandroff [Annals of Math. 30 (1929), note 63 
au bas de la page 181]); néanmoins elle ne semble pas avoir été étudiée jusqu'à présent. 

3 Sur les coupures du plan faites par les continus. [Práce Matem.-Fiz. 26 (1913)]. Il existe 
une autre localisation de ces théorèmes, que je publierai ailleurs. 
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1. Soit R un espace topolog ique ( H o m o l o g i e , III, 1). N o u s aurons souvent l 'occa-
sions de supposer que R satisfasse à l 'un des axiomes de séparation que voici: 

1.1. (Axiome de M. Hausdorff): a et b étant deux points de R distincts l'un de 
l'autre, il existe des ensembles ouverts U et F tels que aeU, b e F, UV = 0. 

1.2. (Régularité de R): U étant un entourage 4 de a e R, il existe un entourage F 
de a tel que F c [ / . 

1.3. (Normalité de R): F et <P étant deux ensembles fermés tels que F<P = 0, il 
existe des ensembles ouverts U et F tels que F cz U, <P cz F, UV = 0. 

1.4. (Normalité complète de R): Soit S un sous-ensemble arbitraire de R; soient P 
et Q deux ensembles ouverts dans S et tels que PQ = 0; alors il existe des ensembles 
U et F ouverts dans R et tels que P cz 17, Q cz F, UV = 0. 

Chacun de ces ax iomes est plus fort que les précédents. Chaque espace métrique 
satisfait à l 'axiome 1.4. Les ax iomes 1.1, 1.2 et 1.4 sont héréditaires: chaque sous-
ensemble S d'un espace R satisfaisant à ces ax iomes les vérifie lu i -même. L'espace R 
satisfait à 1.4 si et seulement si cet espace satisfait héréditairement à 1.3. 

2. Soit R un espace complètement normal. Soit S un sous-ensemble arbitraire 
de R. Soit V0 un sous ensemble ouvert de S; soit U un sous-ensemble ouvert de R; 
soit V0 CZ U. Il existe un sous-ensemble V ouvert de R tel que V cz U, F0 = SV, 
SV0 = SV. 

D é m o n s t r a t i o n . Les ensembles F 0 et S — F 0 sont ouverts dans S et F 0 ( S — F 0 ) = 
= 0. D 'après 1.4 il existe des ensembles G et H ouverts dans R et tels que F 0 cz G, 
S — F 0 cz H, GH = 0. H étant ouvert, on a GH = 0. L'ensemble F 0 étant ouvert 
dans S, il existe un ensemble K ouvert dans R et tel que F 0 = SK. P o s o n s F = UGK. 
Alors S F = SK . UG = V0.UG = F0 . C o m m e F 0 cz F, on a SV0 cz SV C o m m e 
S - F0 cz H , GH = 0, F cz G, o n a (S - F 0 ) F = 0, d 'où SV cz SV0. D o n c SV0 = 
= SV. 

3. L'espace R s'appelle bicompact s'il satisfait à 1.1 et si de chaque famil le d'en-
sembles ouverts recouvrant R o n peut extraire une famille finie recouvrant R. 

Chaque espace b icompact est normal . U n sous-ensemble S d'un espace b icompact R 
est b icompact si et seulement s'il est fermé dans R. U n espace métrique R est b i com-
pact si et seulement s'il est compact, c'est-à-dire si chaque suite de points de R cont ient 
une suite partielle convergente. 

4. Soit R un espace topo log ique quelconque. Soit n= —1, 0 , 1 , 2 , . . . N o u s 

4 Un entourage d 'un point ou d 'un sous-ensemble est un ensemble ouvert contenant le point 
ou le sous-ensemble considéré. 
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dirons5 que dim R ^ n9 si chaque réseau6 H dans R possède un affinement ( H o m o -
logie, II, 9) 93 d'ordre7 ^ n. 

5. A et B étant deux ensembles quelconques, on désigne par A x B l 'ensemble de 
tous les couples ordonnés (a , b)9 où a e A, b e B. Supposons que A et B soient des 
espaces topologiques. M étant un sous-ensemble arbitraire de A x B9 on dit que 
M est ouvert dans A x B si, (a, b) étant un point quelconque de M , il existe un 
entourage U de a dans A et un entourage F de b dans B tels que U x F c M. O n 
voit sans peine que A x B est en vertu de cette définition un espace topologique. 

Si U est un réseau dans A et si 93 est un réseau dans B, l 'ensemble U x 93 de tous 
les U x F, où U et F parcourent respectivement tous les sommets de U et de 93, est 
évidemment un réseau dans A x B. 

6. Soient A et B deux espaces bicompacts. Soit 3 un réseau dans A x B. Il 
existe un réseau U dans A et un réseau 93 dans B tels que U x 93 soit un affinement 
de 3-

D é m o n s t r a t i o n . Soit a un point de A. Pour chaque b eB il existe un sommet 
Z(a, b) de 3 t e l q u e (a> b) e Z(a, b). L'ensemble Z(a9 b) étant ouvert dans A x 
il existe un entourage P(a9 b) de a dans A et un entourage Q(a, b) de b dans B tels 
que P(a9 b) x Q(a, b) c Z(a, fr). Les ensembles Q(a, fc) sont ouverts dans B et 
Yj Q(a> b) = B. L'espace B étant bicompact, il existe des points bat2, 

t e f l 
de B en nombre fini tels que ©(a) = {Q(a, batl), Q(a, fcû>2),Q(a, &„,*(«,)} est un 
réseau dans B. Posons 

k(a) 

u(a) = [JH"> Kj) • 
j=I 

Les ensembles £/(a) sont ouverts dans /I et £ £/(a) = A. L'espace étant bicompact, 

il existe des points al9 a2i.ah de A en nombre fini tels que U = {U(aj) , U(a2),... 
. . . , U(af ) } est un réseau dans A. Soit 93 un réseau dans B qui soit un affinement 
simultané de tous les réseaux ©(« , ) (1 ^ i ^ h). Alors U x 93 est un réseau dans 
A x B. Soit U(ai) x F un sommet arbitraire de U x 93. Il suffit de prouver qu'il 
existe un point b e B tel que U(a,) x F c Z(a9 b). Le réseau 93 étant un affinement 
de (5(a|), il existe un indice j (1 ^ j g ,)) tel que V ci Q(ai9 bai J). Or on a U(a¿) cz 
c P(ai9 baiJ). Donc 

U(at) x Fez P(ai9 baJ x G(ař, &.J c Z(ai9 baJ . 

7. U n espace topologique R est dit connexe si une décomposit ion R = U + F, 
où U et F sont des sous-ensembles ouverts et non vides, ne peut avoir lieu que si 
UV =f= 0. 

5 Cf. Časopis pro pěst. mat. a fys. 62 (1933), 277-291, [11]. 
6 Les réseaux considérés dans ce Mémoire sont tous de réseaux ouverts (Homologie III, 2). 
7 Vordre du réseau est la dimension maxima d'un 93-simplexe (Homologie II. 2). 
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U n sous-ensemble connexe maximé d'un espace R s'appelle une composante de R. 
Chaque point a e R appartient à une et à une seule composante de R. 

Deux points a et b de l'espace R sont dits séparés dans R, s'il existe une décomposi-
tion R = U 4- V, où U et V sont des sous-ensembles ouverts de R tels que a eU, 
beV, UV = 0. U n sous-ensemble Q de R s'appelle une quasicomposante de R> s'il est 
maximé (saturé) relativement à la propriété suivante: deux de ses points ne sont 
jamais séparés dans R. Chaque point a e R appartient à une quasicomposante de 
R et à une seule. 

Chaque composante de R fait partie d'une quasicomposante de R. Si le nombre 
total de quasicomposantes de R est fini, ou bien si l'espace R est bicompact, les quasi-
composantes sont identiques avec les composantes. 

8. Soient A et B deux espaces topologiques. Soit f une fonction (univoque) définie 
dans A, dont les valeurs soient des points de B. On dit que la f o n c t i o n / est continue si, 
U étant un sous-ensemble ouvert de f(A) c: B, l'ensemble de tous les x s A 
tels que f ( x ) e U est ouvert dans A. 

Si l'espace A est bicompact, l'espace f(A) l'est aussi pourvu que B satisfasse à l'axio-
me de M. Hausdorff (1.1). 

9. (E désigne l'ensemble de tous les nombres entiers. désigne l'ensemble de tous 
les nombres rationnels. 

U n groupe abélien additif contenant au moins deux éléments sera appelé un domai-
ne. (E et sont donc des domaines particuliers. 

10. Soit R un espace topologique. Soit Z la famille de tous les réseaux ouverts 
dans R. Dans Homolog ie II j'ai développé une théorie de l 'homologie dans Rs en 
supposant que les coefficients dans les cycles et dans les homologies appartiennent 
au domaine Toute la théorie reste d'ailleurs valable quand on remplace par 
le domaine des entiers réduits mod m, où m = 2, 3 , . . . ; v. Homolog ie V, 1. 

Or soit un domaine complètement arbitraire. On voit sans peine que tout le 
contenu de Homolog ie II, 1 —15 se transporte textuellement au cas où on remplace Sft 
par D. Pour plus de charté, j'introduirai les termes: (n, U)-chaîne du domaine D 
(Homolog ie II, 3) et (n, U)-cycle (absolu ou relatif9) du domaine D (Homologie II, 7) 
pour indiquer que les coefficients appartiennent à D. 

Ajoutons les deux remarques suivantes: 

10.1. Cn(U) étant une (n, U)-chaîne du domaine © e t r étant un élément de D , on 
peut former la chaîne r C"(U) du domaine D. Si C"(U) c A (Homologie II, 5), on 
a aussi r C"(U) c A. Si Cn(U) P " " 1 ^ ) (Homologie II, 4), on a aussi r Cn(VL) -> 

r P n _ 1 ( U ) etc. 
k 

10.2. C°(U) = X r ^ i étant une (0, U)-chaîne du domaine D , je pose J [ C ° ( U ) ] = 
î 

8 La famille Z y était beaucoup plus générale; mais nous avons déjà signalé que, dans ce Mé-
moire, nous nous servirons exclusivement de réseaux ouverts. 

9 Tous les cycles considérés dans ce Mémoire sont absolus. 
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k 

= e Si C°(U) - 0, on a J[C°(U)] = 0. Soit 93 un affinement de U; soit n = 
î 

= Pr. (93, U) (Homolog ie II, 10 et 11); soit C°(93) une (0, 93)-chaîne du domaine 
alors J[n C°(93)] = J C ° ( 8 ) . 

Comme dans Homolog ie II, 20, on définit les (n, R)-cycles (absolus ou relatifs9) 
du domaine T). N o u s convenons d'écrire simplement C" (p. ex.) au lieu de {C"(U)}: 
donc Cn est l'ensemble de tous les C"(U) attachés aux réseaux U. 

Si P ° est un (0, R)-cycle absolu du domaine D, on voit sans peine que l'élément 
r = «/[F°(U)] de T> est indépendant du choix du réseau U; je pose r = J (P° ) . 

11. Prémisses: 1° R et Tsont des espaces bicompacts, 
2° a et P sont deux points de Tnon séparés (v. 7) Vun de l'autre dans T, 
3° S est un sous-ensemble fermé de R, 
4° / est une fonction continue définie dans S x T, 
5° f(S x T) = M c R , 
6° /(x, a) = x pour chaque x e S, 
7° / (S, J3) = S*, 
8° U est un réseau dans R. 

Conclusion: Il existe un affinement 93 de U jouissant de la propriété suivante: 
Soit k = 0, 1, 2 , . . . Soit n = Pr. (93, U). Soit F*(93) un (k, W)-cycle dans S d'un 
domaine quelconque. Il existe un (k, ït)-cycle Ak(U) dans S* du domaine D tel 
que n F*(U) ~ ¿*(U) dans M. 

D é m o n s t r a t i o n . Considérons la réseau M U dans M (Homolog ie III, 4). U 
étant un sommet de U tel que MU =# 0, l'ensemble f~1(MU) est (v. 8) un sous-en-
semble ouvert de S x T; tous les f~i(MU) (U e U, MU #= 0) constituent un réseau 3 
dans S x T. D'après 6, il existe un réseau 2B dans S et un réseau X dans T tels que 
2B x X soit un affinement de 3 ; soit cp = Pr. (9CB x X, 3 ) . Les points a ,PeT 
n'étant pas séparés dans T, il existe (Homolog ie III, 13) des sommets (0 ^ / ^ n) 
de X tels que a g T0 , P e Tn, T ^ T j 4= 0 (1 ^ i g n). 

Soit un sommet quelconque de 2®, Alors Z = <p(W x T 0 ) e s t un sommet de 3 -
D'après la définition de 3» il existe un sommet U = t/^JP de U tel que / ( W x T0) <= 
c z / ( Z ) = MU. C o m m e a G T0 , d'après 11.6 on a = x a) c z / ( l f x T0) c 
c MU, d 'où c S i / , car 17 c: S. Il en résulte que le réseau 933 est un affinement de 
SU et qu'il existe une projection n1 = Pr. (9CB, SU) telle que nl W = S. i/^ W, M\l/1 W = 
= /(Z), où Z = <p(Wx T0). 

Chaque We 9B étant un ensemble ouvert dans S et contenu dans 7zYW = SU, o ù 
U = \j/1 W, on peut y attacher un ensemble V = \l/2 W ouvert dans R et tel que W — 
= SV, V c U. L'ensemble R — £ \j/2W a R — S ést fermé dans R et par suite 

bicompact. Il en résulte qu'on peut le recouvrir par un nombre fini d'ensembles V 
ouverts dans R, chaque V' étant contenu dans un ensemble de la forme U — S, où 
U G U. En ajoutant ces ensembles Vf aux ensembles V = \j/2W, où We 933, on obtient 
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un aff inement 33 de U tel que 523 = 2B. O n voit qu'il existe une projection n = 

= Pr. (33, U) telle que N\L/2W = IJ/1 Wpour chaque WE 2B. 

Ceci étant, rangeons tous les sommets de dans une suite finie bien déterminée 

Soit (WVO, WVR ..., WVJ un (/c, 2B)-simplexe; on peut supposer que v 0 < v t < . . . < v*. 
Pour 1 g i g n p o s o n s 1 0 

= 

= X X T i - j , WVH x TH . . . , WVK x T f ) , 
J» = 0 

en convenant que chaque symbole dont les s o m m e t s ne sont pas tous distincts l 'un 
de l'autre signifie zéro. D o n c 

P)+i{WV0,Wn>...,WVk) 

est une (/c, 2B x X)-chaîne. Si 

C'(2B) = WVL,..., WJ 

est une (/c, 2Rfc)-chaîne du domaine D , posons 

P Î + 1 [ c * ( S B ) ] = Z f c v „ v , . . . v k Pki+1(wvo, w n , W V k ) . 

Pour 0 g i g n posons 

Î 2 Î [ C ' ( 3 B ) ] = Z^V0V,.,K(^V0 X TI9..., WVK x T f ) ; 

c'est d o n c une (k, 2B x £ ) - c h a î n e du d o m a i n e D . O n démontre sans pe ine 1 1 q u e 
pour 1 g i g n 

(1) PÏ+1[C*(3B)] fl<[c<(2B)] - Q).,[Cfc(2C)] - P - [P C*(9B)] ,1 2 

Or soit P*(93) un (/c, 33)-cycle dans S du d o m a i n e D . C o m m e S33 = SIB, o n a 
( H o m o l o g i e III, 7) 

5 / * ( » ) = EaV 0 V l . . .V k( lFV 0 , WVI, ...,WVK) , 

(2) r \ K ) = ZaV0Vl...Vk(iA2Vn0, *2WVk) . 

D'après ( l ) on a pour l g i g n 

P Î + 1 [ S P * ( £ ) ] Q%S Pk(23)] - fl*.^ P fc(93)] , 

1 0 Cf. Homologie II, 12. 
11 V. S. Lefschetz [Topology, II, 8]. 
1 2 Pour k = 0 on doit poser ^ [ F C 0 ® ] = 0. 
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car P*(93) - 0, d'où S P*(93) - 0. D o n c 

q)[s /*(»)] - oî+1[s /*(«)], 
d'où 

(3) v&ols rkm ~ <pai[s i * ( s ) ] . 

Posons Zv = ( p { w v x r 0 ) , z ; = <p(Wv x T n ) . Alors (3) s'écrit 

S a v o v i . . . v k ( ^ v 0 » Z J ~ X f l v 0 v i . . . v k ( ^ i 0 * ^V !» •••> z ; f c ) . 

C o m m e / ( 3 ) = M U , on en déduit sans peine que 

[ / ( z v 0 ) » / ( z v i O • • , / ( z J ] e t Z av 0vi . . .vk [ / (z; 0 , z ; t , . . . , z ; j ] 

sont des (fc, MU fc)-cycles du domaine D homologues Pun à l'autre. En p o s a n t / ( Z v ) = 
= MUv, f(Z'v) = MC/;, 17V 6 U, C/; e U, on voit que 

(U:0,U'Vl,...,U'Vk) dans M , 

les deux membres étant des (fc, U)-cycles du domaine î ) dans M . C o m m e Zv = 
= ç>(Wv x T0), on a / ( Z v ) = M\l/tWv9 d 'où l / v = ij/^ = O n en déduit 
en vertu de (2) que 

(5) S«vov1..,k(c/v„, u n , U J = n r * ( s ) . 

C o m m e P e Tn, Z'v => Wy x Tn, on a 

h=0 h=0 

k 
d'où 5 * . n ^V 4= o d'après 11.7, car U'v => f(Z'v). D o n c 

h = 0 

est situé dans S*. Or il résulte de (4), (5) et (6) que n P*(93) - Ak(U) dans M , c. q. f. d. 

12. Soit R un espace complètement normal. Soient q> et {¡/ deux sous-ensembles 
fermés de R. Soit U un réseau donné dans R. Il existe un affinement 93 de U jouissant 
de la propriété suivante: Si une (k, ïï)-chaine (k = 0, 1,2,. . .) d'un domaine $ 
arbitraire est située dans cp et dans ij/, elle aussi située dans (pij/. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit (Homolog ie III, 23) 933 un affinement de U régulier par 
rapport à (pi//. Soit 93 le réseau déduit de 9© de la manière suivante: Chaque sommet W 
de 933 tel que Wq>\j/ =N 0 passe inaltéré du réseau 933 dans le réseau 93; au contraire, au 
lieu de chaque sommet W de 933 tel que W(pij/ = 0, 933 possède les deux sommets 
W- <p et W- i¡/. 
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Ceci étant, soit C'(33) c <p, C*(33) c et soit (k 0 , . . . , F*) un simplexe de 
k k 

C*(33), on a cp [ ] Vt 4= 0 4= ij/ f ] Vi9 d'où * 0 4= tf'Vj. D'après la définition 
i — 0 i = 0 

même de 33, il en résulte que (pil/Vt 4= 0 et que e 213. Le réseau 333 étant régulier 
k 

par rapport à (pijon a (p\j/ f ] Vt 4= 0, c. q. f. d. 
i = 0 

II. 

13. Soit a un point donné d'un espace R. Soit k = 0, 1, 2 , . . . Soit î ) un domaine 
donné. N o u s dirons que R est localement connexe d'ordre k relativement au 
point a9 si chaque entourage P de a contient un entourage Q de a jouissant de la 
propriété suivante: Chaque réseau U possède un affinement 33 tel que, si P*(33) est 
un (k9 33)-cycle dans Q du domaine D (et si «/[P°(33)] = 0 dans le cas k = 0), on 
a n rk(33) - 0 dans P, où n = Pr. (33, U). 

Le choix de la projection n est indifférent d'après Homolog ie II, 12. On voit sans 
peine que, 3B étant un affinement arbitraire de 33 et P*(333) étant un (k9 3®)-cycle dans 
Q du domaine £ (avec J [P°(3B)] = 0 si k = 0), on a n' rk(W) - 0 dans P, o ù 
7i' = Pr. (3®, U). 

14. Soit R un espace complètement normal. Soit S un sous-ensemble fermé de R. 
Soit aeS. Soit k = 0, 1 , 2 , . . . Soit D un domaine quelconque. Pour que S soit 
localement connexe d'ordre k relativement à D au point a, il faut et il suffit que 
chaque entourage P de a dans R contienne un entourage Qde a dans R jouissant de 
la propriété suivante: Chaque réseau U dans R possède un affinement 33 tel que, 
si rk(33) est un (k9 33)-cycle du domaine D dans SQ (avec J [P°(33) ] = 0 si k = 0), 
on a n P*(93) - 0 dans SP9 oùn = Pr. (33, II). 

D é m o n s t r a t i o n . I. La condition est nécessaire. Soit P un entourage de a dans R9 

de manière que P 0 = SP est un entourage de a dans S. S étant localement connexe 
d'ordre k relativement à D au point a9 il existe un entourage Q0 a P0 de a dans S 
jouissant de la propriété indiquée au no. 13. D'après 2 il existe un entourage Q c: P 
de a dans R tel que SQ = Q09 SQ = Q0. Soit U un réseau dans R, de manière que 
U 0 = SU (Homologie III, 4) est un réseau dans S. Déterminons un affinement 330 

de U 0 d'après 13. On voit sans peine qu'il existe un affinement 33 de U tel que 533 = 
= 330. Soit 7i = Pr. (33, U). On en déduit d'une manière évidente la projection n 0 = 
= Pr. (330, U 0 ) . Or soit P*(33) un (k9 33)-cycle d a n s 5 Q = Q0 du domaine D . Evidem-
ment / ( 3 3 0 ) = S . P*(33) (Homologie III, 7) est un (k9 330)-cycle dans Q0 du domaine 
© (et J[r°(33 0 ) ] = 0 si k = 0). D'après la définition de 330 il existe une (k + 1, U 0 ) -
chaîne ck+1(330) du domaine D dans P 0 c SP telle que c * + I ( t f 0 ) n0 / ( 9 3 0 ) = 
= 5 . n rk(33). Il existe évidemment une (k + 1, U)-chaîne C* + 1 (U) du domaine D 
dans SP telle que c*+*(uo) = 5 . C* + 1 (U) , d'où C f t + 1 (U) tc P*(93). 
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II. La condition est suffisante. Supposons la remplie. Soit P 0 un entourage de a 
dans S. D'après 2, il existe un entourage P de a dans R tel que SP = P0, SP = P 0 . 
Déterminons l'entourage Q a P de a dans R d'après notre condition et posons Q0 = 
= SQ, de manière que Q0 est un entourage de a dans S contenu dans P 0 . Or soit 
U 0 un réseau dans S. Il existe un réseau U dans R tel que U 0 = SU. Déterminons un 
affinement 23 de U d'après notre condit ion et posons 230 = S23. Soit n = Pr. (23, U), 
ce qui détermine la projection n0 = Pr. (230, U0). Soit / ( S 0 ) un (r, 230)-cycle dans 
Qo c SQ du domaine © (avec ^[y°(230)] = 0 si k = 0). Il existe évidemment un 
(ik, 23)-cycIe P*(23) dans SQ du domaine © tel que / ( 2 3 0 ) = S. J*(33); si fc = 0 on 
a J [P° (23 ) ] = 0. D'après notre condition, il existe une (k + 1, U')-chaîne C* + 1 (U) e 
c SP du domaine © telle que C* + 1 (U) n Pfc(23). Evidemment 5 . C f c + 1 (U) est 
une (k + 1, U 0)-chaîne dans SP = P 0 du domaine © e t S . C f c + 1 (U) S . n Pfc(33) == 
= *o / ( » o ) . 

15. La connexité locale d'ordre 0 est indépendante du domaine © en vertu du 
théorème suivant, valable pour chaque comaine © : 

L'espace R est localement connexe d'ordre 0 relativement à © au point a si et 
seulement si chaque entourage P de a contient un entourage Q de a tel que 
l'ensemble Qfait partie d'une seule quasicomposante de P. 

D é m o n s t r a t i o n . Soient P et Q des entourages de a tels que Q a P. Il suffit de 
prouver que, si Q fait partie d'une seule quasicomposante de P et dans ce cas seule-
ment, chaque réseau U possède un affinement 23 tel que n P°(23) ~ 0 dans P , où 
7i = Pr. (23, U), pour chaque (0, 23)-cycle P°(23) dans Q du domaine © tel que 
J[P°(23 ) ] = 0. 

Supposons e n p r e m i e r l i e u que Q fasse partie d'une seule quasicomposante de 

P. Soit P°(U) = £ riUh où rf e © , £ r, = 0, e U, UtQ 4= 0. Il suffit de prouver 
i= 1 _ i= 1 

que r°(U) ~ 0 dans P. Dés ignons par 21 l 'ensemble de tous les sommets U de U 
tels qu'il existe une suite i / i , . . . , U'h de sommets de U satisfaisant aux conditions 
V[ = Ul9 U'h = U9 U'i-iU'i 4= 0 (2 gi g A), l / ;P 4= 0 (1 gi g h). Dés ignons par 
3̂ l'ensemble de tous les sommets U de U pour lesquels UP 4= 0, mais non U e U. 

Soient respectivement A et B la somme de tous les éléments de 21 et de 23. Alors 
P = AP + BP, les deux termes de la somme étant sans point commun et ouverts 
dans P. C o m m e Q fait partie d'une seule quasicomposante de P, on a AQ = 0 ou 
bien BQ = 0. Or 0 4= UXQ c AQ; donc BQ = 0. Cela signifie que U eU, UQ 4= 0 

h h 

entraîne UeU, d'où £ (£ / ;_ , , l / ;) £ (U', - U'^J = U'h - U[ = U - Ul9 donc 
__ i = 2 _ i = 2 

U ~ Ui dans P pour UeU, UQ 4= 0. D o n c on a pour 1 ^ i a : l / , - ~ 0 

dans P, d'où r^U, - U x ) ~ 0 dans P et P°(U) = J rJJ, = £ r^Ui - U j - 0 
__ ¿=1 i= î 

dans P , c. q. f. d. 

Supposons e n s e c o n d l i e u que chaque réseau U possède un affinement 23 tel que 
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71 P°(93) - 0 dans P, o ù n = Pr. ( S , U), pour chaque (0, 23)-cycle P°(93) dans g 
du domaine tel que = 0. On doit prouver que Q fait partie d'une seule 
quas icomposante de P. Supposons le contraire. Alors P = A + B, où A et B sont 
des ensembles ouverts dans P et tels que AQ 4= 0 4= BQ, AB = 0. Soient Ut et U2 

des ensembles ouverts dans R et tels que A = UXP, B = U2P. Les trois ensembles 
Ul9 U2 et R — P constituent un réseau U dans R. Soit 93 raff inement de U jouissant 
de la propriété énoncée plus haut. C o m m e AQ -4= 0 4= BQ, il existe deux sommets 
V1 et V2 de 93 tels que VXAQ #=0 4= V2BQ. Soit r e r T- 0. Alors P°(93) = rWl -
- r932 est un (0, 93)-cycle dans Q du domaine © et J [ P ° ( 9 3 ) ] = 0. D o n c n P°(93) - 0 
dans P, o ù n = Pr. (93, U). Or VXA 4= 0, U2A = 0 = (R - P ) A. D o n c nVx = Ux 

et on voit pareillement que nV2 = i / 2 . D o n c TT P°(93) = rUx — rU2 4= 0. D'autre 
part 7i P°(93) ~ 0 dans P , donc il existe une (1, U)-chaîne C ! ( U ) dans P du domaine D 
telle que C ^ U ) n P°(93), d'où C ^ U ) 4= 0. C'est une contradiction, car on voi t 
sans peine qu'il n'existe aucune (1, U)-chaîne 4=0 dans P. 

16. Si R est localement connexe d'ordre k relativement à (5 au point a, R l'est 
aussi relativement à 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P*(93) un (A:, 93)-cycle dans Q du domaine (avec 
J [ P ° ( 9 3 ) ] = 0 si k = 0). Il existe un nombre n e G, n 4= 0 tel que n rk(ïï) est un 
(k, 93)-cycle du domaine G. D o n c il existe une (A: 4- 1, U)-chaîne C * + 1 ( U ) dans P d u 
domaine (£ telle que C f c + 1 (U) nn Fk(93). Alors (1 ¡n) C * + 1 ( U ) est une (k + 1, U)-
chaîne dans P du domaine telle que (1 ¡n) Ck+1(ll) n P*(93). 

17. Soit k = 1 , 2 , 3 , . . . Si R est au point a localement connexe d'ordres k et 
k — 1 relativement à (£, alors R est au point a localement connexe d'ordre k relati-
vement à un domaine D arbitraire. 

D é m o n s t r a t i o n. Soit P j un entourage donné de a. C o m m e R est localement 
connexe d'ordre k relativement à (£ au point a, il existe un entourage P 2 cz Pt de a 
jouissant de la propriété suivante: Chaque réseau Ut possède un aff inement U 2 tel que, 
si r k ( l l 2 ) est un (k, U 2 ) -cycle dans P 2 du domaine © on a n2l P*(U 2 ) ~ 0 dans Pl9 

o ù n2l = Pr. (U 2 , U t ) . C o m m e R est localement connexe d'ordre /c — 1 relative-
ment à (£ au point a, il existe un entourage P 3 <= P 2 de a jouissant de la propriété 
suivante: Chaque réseau U 2 possède un aff inement U 3 tel que, si P f c _ 1 ( U 3 ) est un 
(k — 1, U 3 ) -cycle dans P 3 du domaine (£ (avec J [ P ° ( U 3 ) ] = 0 si k = 1), on a 
7T32 P * - 1 ( U 3 ) ~ 0 dans P 2 , où 7r32 = Pr. (U 3 , U 2 ) . Il suffit de prouver que, si ¿ l * ^ ) 
est un (k, U 3 ) -cycle dans P 3 du domaine î ) , on a n2in32 Ak(U3) ~ 0 dans Px. 

Pour h = k et pour h = k — \ soit Qh l 'ensemble de toutes les (h, U 3 ) -chaînes 
dans P 3 du domaine G. Qh possède une base, c'est-à-dire qu'il existe des éléments 
cî(*r3)> C2(lÎ3),..., Ch

ah(U3) de Qh en nombre fini tels qu'à chaque élément C\ït3) de 
£2h on puisse faire correspondre biunivoquement des entiers ax,..., aah tels que 

C*(U3) = C%U3y3 La base C?(U3) (1 g / ^ a , ) n'est déterminée qu'à une 
¿=1 

1 3 P. ex. tous les (h, U3)-simplexes dont le noyau rencontre ~P3 constituent une telle base. 
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substitution linéaire un imodula i re 1 4 près. Il existe des entiers >/l7 ( l g i g cck, 

1 g j û a * - i ) tels que C%U3) - C ) ' 1 ^ ) pour 1 g i g a*. O n sa i t 1 5 qu'il 
J=i 

est poss ible de choisir les deux bases C*(U3) ( l ^ » g et C) ^ l l - , ) (1 g j g a * ^ ) 
de manière que tous les é léments de la matrice soient nuls, excepté les fi [ 0 g p g 
g min (a k , a ^ ) ] é léments rjn = r\u rj22 = r\i,*1pp = fy-16 O n aura d o n c 

Ck{U3) - rji C'r'in,) pour 1 ^ f ^ p (m e C, ^ 4= 0) 

et 

CÎ(U 3 ) 0 pour p + l g i g<xk. 

O n voit sans peine que C Î " 1 ( U 3 ) 0 (1 g i g p) et, si k = 1, aussi J [ C - ( U 3 ) ] = 0 
(1 g i è P\ 

Or soit ¿4*(U3) un (k, U 3 ) -cyc le dans P 3 du d o m a i n e î ) . O n voit sans peine qu'il 
<*k 

existe des é léments rt de î ) tels que Ak(U3) = £ r» C o m m e Ak(U3) 0, o n a 
i= i 

fi 
X V f i Cî = O n e n déduit a isément que 

i= 1 

(1) rç^ = 0 pour 1 ^ i ^ p . 

Pour p + 1 g i g afc, o n a C*(U3) c P 3 , C*(U3) 0. D o n c il existe des (k + 1 , 1 ^ ) -
chaînes Hk

i
 + 1(\ll) dans P x du d o m a i n e (£ telles que 

(2) Hk+1(U0 7T217T32 C^(U3) (/? + 1 ^ i g afc) . 

Pour 1 g i g p9 o n a C Î _ 1 ( U 3 ) c p 3 , C Î " 1 ^ ) 0; si k = 1, o n a encore 
J [ C ? ( U 3 ) ] = 0. D o n c il existe des (k, U 3 ) -cha înes Z?J(U2) dans P 2 d u d o m a i n e Œ telles 
que Z)*(U2) - 7T32 C Î " 1 ^ ) . D o n c TT32 C](U3) - r\i DÏ{VL2) sont des (k, U 2 ) -cyc les 
dans P 2 d u d o m a i n e (£. D o n c il existe des (k + 1, U 1 ) - cha înes Hk

l
 + 1(VLl) dans P x du 

d o m a i n e (5 telles que 

(3) Hk,*\U 0 - 7r217r32 CÎ(U 3 ) - n^iy ^ ( U 2 ) (1 fi). 

D'après ( l ) , (2) et (3) o n a 

£ r, Hk
t
 + 1(U0 - *21*32 £ rt C<(U3) = n2ln32 J\U3) • 

1=1 ¿=1 

D o n c 7i21n32 Ak(U3) ~ 0 dans P , c. q. f. d. 

1 4 C'est-à-dire une substitution linéaire dont les coefficients sont des entiers et dont le déter-
minant est égal à ± 1 . 

1 5 V. p. ex. S. Lefschetz [Topology, 27 et 37]. 
1 6 On peut supposer que chacun des entiers rjly..., rjp est un diviseur des précédants, mais 

cela est ici sans importance. 
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18. Soit k = 0, 1, 2 , . . . L'espace R est localement connexe d'ordre k relativement 
à au point a si et seulement si chaque entourage P de a contient un entourage Q 
de a tel que, si rk est un (k, R)-cycle dans Q du domaine 9Î \avec J(r°) = 0 dans le 
cas k = 0], on a rk ~ 0 dans P. 

D é m o n s t r a t i o n . I. La condition est suffisante. Supposons-la vérifiée. Soit U 
un réseau donné. Soit 95 un affinement de U normal relativement aux cycles absolus 
dans Q du domaine (Homologie II, 15 et 16). Soit P*(93) un (/c, 93)-cycle dans Q 
du domaine (avec J [r° (23) ] = 0 si k = 0). On doit prouver que n P*(93) - 0 
dans P, où n = Pr. (23, U). Or il existe (Homologie II, 28) un (k , K)-cycle absolu Ck 

dans Q tel que C*(U) = n (Dans le cas k = 0 on a J(C°) = J[P°(93)] = 0.) 
D'après notre condition, on a Ck ~ 0 dans P, d'où n P*(93) = C*(U) - 0 dans P. 

II. La condition est nécessaire. Supposons que R soit localement connexe d'ordre 
k relativement à SR au point a. Soit P un entourage de a. Déterminons un entourage 
Q c P d e a d'après 13. Soit Pfc un (/c, R)-cycle dans Q du domaine 9Î (avec J (P°) = 0 
si k = 0). Soit U un réseau arbitraire. On doit prouver que P*(U) ~ 0 dans P. Or 
il existe un affinement 93 de U tel que 71 rk(93) - 0 dans P, où n = Pr. (93, U). 
Comme n P*(93) - F*(U) dans Q a P (Homologie II, 20) il en résulte que Pk(U) - 0 
dans P, c. q. f. d. 

19. Soit R un espace topologique. Soit S Œ M R. N o u s dirons1 7 que S est 
contractible dans Ai, s'il existe: un espace bicompact T, deux points a et p de T n o n 
séparés dans Te t une fonction cont inue /déf in ie dans S x T e t telle que 

1° / ( S x T) c M; 
2° / ( x , a) = x pour chaque x G S; 
3° / ( x , P) = c pour chaque x G S, où c est un point fixe de M. 

Soit a G R. Nous dirons1 8 que R est localement contractible au point a, si chaque 
entourage P de a contient un entourage Q de a tel que Q soit contractible dans P. 

Le cas le plus important est celui où Test un intervalle de nombres réels. 

20. Evidemment un espace euclidien est partout localement contractible. Plus 
généralement, soit R un sous-ensemble d'un espace euclidien; soit as R, ô > 0; 
supposons que si x est un point de R distant de a de moins de <5, le segment ax fasse 
partie de R; alors R est évidemment localement connexe au point a. En particulier, 
un sous-ensemble convexe d'un espace euclidien est partout localement contractible. 

21. Soit R un espace bicompact localement contractible au point a. Soit k = 
= 0, 1 , 2 , . . . Soit D un domaine quelconque. R est localement connexe d'ordre k 
relativement à T) au point a. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P un entourage donné de a. Soit g c P un entourage de a 
tel que Q soit contractible dans P. Gardons les notations de 19 (en y posant S = Q, 

17 Cf. K. Borsuk [Fund. Math. 19 (1932), 235 (no. 23)]. 
18 Cf. Borsuk [1. c., 236 (no. 26)]. 



380 

M = P) . Soit U un réseau donné . D é t e r m i n o n s en un aff inement 93 d'après 11; soit 
x = Pr. (SB, U). Soit F*(93) un (k, 93)-cycle dans S du d o m a i n e © ; si k = 0, soit 
J [ P ° ( 9 3 ) ] = 0. D'après 11, il existe un (k, U)-cycle A\VL) dans S* du d o m a i n e © 
tel que n rk(93) - ¿*(U) dans P (d'où J[A°(VL)] = 0 si k = 0). Or l'ensemble S* 
se réduisant au point c, o n a J*(U) ~ 0 dans S*, d 'où iz Pk(93) ~ 0 dans P . 

22. Soit d im R ^ n ( = 0, 1, 2 , . . . ) . Soif A: = n 4- 1, n + 2 , . . . A /ors R est partout 
localement connexe d'ordre k relativement à un domaine © quelconque. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P un entourage de a e R. Soit U un réseau donné . C o m m e 
dim R < k, il existe un aff inement 8 de U d'ordre < k. Soit P*(93) un (k, 93)-cycle 
dans P du d o m a i n e © . Il suffit de prouver que P*(93) ~ 0 dans P . Or o n a m ê m e 
r*(23) = 0, car l'ordre 93 est <k. 

23. Prémisses: 1° a est un point de l'espace R, 
2° Z est un entourage de a, 
3° d im R g n ( = 0, 1 , 2 , . . . ) , 
4° © esi un domaine donné, 
5° chaque réseau U possède un affinement /eZ gue , si r n (93) est un (n, 93)-cycle 

dans Z du domaine © (auec J [ r n ( 3 3 ) ] = 0 si n = 0), on a n P"(93) - 0, <?w n = 
= Pr. (93, U). 

Conclusion: R est localement connexe d'ordre n relativement à © au point a. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P un entourage d o n n é de a. P o s o n s Q = PZ- Soit U t 

un réseau donné . D'après 3° et 4° il existe un aff inement U 2 de X^ tel que l'ordre de U 2 

soit g n. Dé terminons un aff inement U 3 de U 2 d'après 5°. Soit TZ21 = Pr. ( U 2 , U , ) , 
7i32 = p r . ( U 3 , U 2 ) . Soit P n ( U 3 ) un (n, U 3 ) -cyc le dans Q du domaine © ; si n = 0, 
soit J [ P ° ( 9 3 ) ] = 0. Il suffit de prouver que n 2 l n 3 2 P f l (U 3 ) - 0 dans P . D'après 5° il 
existe une (M + 1, U 2 ) -chaîne C n + 1 ( U 2 ) du d o m a i n e © telle que C n + 1 ( U 2 ) n 3 2 P n (U 3 ) . 
C o m m e l'ordre de U 2 est i n , on a C n + 1 ( U 2 ) = 0. D o n c n 3 2 P n ( U 3 ) = 0, d 'où 
^21^32 rn(U3) = 0 et par suite n2in32 rn(U3) ~ 0 dans P. 

24. Soit d im R i n ( = 0, 1, 2 , . . . ) . Si R est au point a localement connexe d'ordre 
n relativement à l'est aussi relativement à (S. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P un entourage de a. Il existe un entourage Q cz P de a 
jouissant de la propriété du n° 13, o ù k = n, © = 51. Soit VLx un réseau donné . Soit 
U 2 un af f inement de U t d'ordre g n . Dé terminons raf f inement U 3 de U 2 d'après 13. 
Soit 7t21 = P r . ( U 2 , U Ô , TT32 = Pr. ( U 3 , U 2 ) . Soit P"(U3) un (n, U 3 ) -cyc le dans P 
du d o m a i n e Œ. C o m m e P n ( U 3 ) peut aussi être considéré c o m m e un («, U 3 ) -cyc le du 
d o m a i n e R, il existe une (n + 1, U 2 ) - cha îne C n + 1 ( U 2 ) du domaine telle que 
Cn+1(U2) 71 32 C o m m e l'ordre de U 2 est ^ n , o n a C n + 1 ( U 2 ) = 0, d 'où 

t i 3 2 P n ( U 3 ) = 0 et par suite n217i32 P n ( U 3 ) - 0 dans P . 

25. Prémisses: 1° R est un espace régulier, 
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2° dim R g n(= 0, 1 ,2 , . . . ) , 
3° le n i ème nombre de Betti19 de R est fini. 

Conclusion: R est partout localement connexe d'ordre n relativement à G. 

D é m o n s t r a t i o n . D'après 3° il existe des (n, R)-cycles C" ( l ^ i g m; m = 
= 0 , 1 , 2 , . . . ) du domaine 9Î tels que chaque (n, K)-cycle du domaine soit 

m m 

~ X riCï(ri e tandis que X ~ 0 (rf e entraîne que rl = ... = rm = 0. 
i = l ¿=1 

m 

On voit sans peine qu'il existe un réseau U 0 tel que X r i CJ(U0) ~ 0 (rf e entraîne 
i — 1 

que rt = ... = rm = 0. Soit a e 9Î. D'après 24 il suffit de prouver que R est locale-
ment connexe d'ordre n relativement à au point a. Soit un sommet de U 0 

tel que a e U0. D'après 1° il existe un entourage Z de a tel que Z c= U0. 
Soit Ux un réseau un arbitrairement donné. Les deux ensembles ouverts U0 et R — Z 
constituent un réseau X. Soit U 2 un affinement simultané des réseaux U 0 , Uj et 3:. 
Soit (Homologie II, 16) U 3 un affinement de U 2 normal relativement aux cycles 
absolus. Sout tt32 = Pr. (U3 , U2) , n 2 1 = Pr. (U2 , U,) , n 2 0 = Pr. (U2 , U0) . Comme U 2 

est un affinement de %9 on voit sans peine que l'on peut choisir n 2 0 de manière que 
n20U2 = Uo pour chaque sommet U 2 de U 2 tel que ZU2 4= 0. Soit P"(U3) un («, U3)-
cycle dans Z du domaine W; soit «/[P°(U3)] = 0 si n = 0. D'après 23 il suffit de prou-
ver que 7r21^32 Pn(U3) ~ 0. D'après Homologie II, 28 il existe un (n, R)-cycle C" 

m 

tel que Cn(U2) = 7r32 Pn(U3). Il existe des nombres rf e tels que Cn ~ X r/c"> d'où 

¿=1 

Cn(H0) ~ £ r, C^Uo). Or on a C"(U0) - n20 Cn(ll2) ~ ^ 2 0 t t 3 2 Pn(U3). Comme 
¿=1 

P"(U3) c Z, on a 7r32 P"(U3) C Z. En tenant compte du choix de 7t20, on voit sans 
m 

peine que n20n32 Pn(U3) = 0. D o n c Cn(U0) - 0, d'où X ri c ? ( u o ) ~ 0. D'après 
¿=1 

le choix de U 0 , il en résulte que rx = ... = rm = 0, d'où Cn ~ 0 et par suite C'^Uj) ~ 
- 0. Or C"(Ut) - n 2 l Cn(U2) ~ 7r217r32 P"(U3), d'où 7T217T32 P"(U3) - 0, c. q. f. d. 

26. Soit Rn l'espace euclidien à n dimensions (n = 1, 2, 3 , . . . ) . Soit S un sous-
ensemble fermé de Rn. Soit î) un domaine quelconque. S est partout localement 
connexe d'ordre n relativement à D. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit aeS. Soit P une sphère ouverte dans Rn de centre a. 
Soit U 0 un réseau dans SP. Soit U un réseau dans P tel que SP . U = U 0 (Homologie 
III, 5). D'après 20 et 21, P est localement connexe d'ordre n relativement à D au 
point a. D o n c il existe un entourage Q c P de a dans R et un affinement 33 des U 
tels que n Pn(33) - 0 dans P, où n = Pr. (33, U), pour chaque (n, 33)-cycle Pn(33) 
dans Q du domaine T). On peut supposer que l'ordre de 33 soit ^ n. Soit 230 = SP . 33, 

1 9 Défini dans Homologie II, 20. 
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de manière que 230 est un af f inement de U 0 . La projection n définit une project ion 
7T0 = Pr. ( » o , U 0 ) . 

Ceci étant, soit y"(230) un (n , 230)-cycle dans SQ du d o m a i n e X). Il existe ( H o m o -
logie III, 8) u n (n, 23)-cycle P"(23) dans SQ du d o m a i n e © tel que SP . Prt(23) = 
= / ( 9 3 0 ) . O n a n Pn(93) - 0 dans P ; l'ordre de 93 étant ^ n, o n a d o n c n Pn(93) = 0, 
d 'où 7r0 } ,n(930) = S .n P"(23) = 0. D o n c S P , et par suite aussi S , est localement 
connexe d'ordre n relativement à X) au po int a en vertu de 23. 

27. Prémisses: 1° R est un espace complètement normal, 
2° S est un sous-ensemble fermé de R, 
3° a est un point de S, 
4° d i m R ^ n + 1 (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
5° X) esi un domaine donné, 
6° R esi localement connexe d'ordre n relativement à X> au point a, 
7° H est un entourage de a dans R, 
8° chaque réseau U dans R possède un affinement 23 tel que n Pn+1(93) ~ 0, 

où n = Pr. (93, U), pour chaque (n + 1, 23)-cycle rn+1(23) dans (S + H) du domai-
ne S, 

9° Z0 est un entourage de a dans S, 
10° chaque réseau U 0 dans S possède un affinement 230 tel que TZ0 yn(230) ~ 0, 

où 7i0 = Pr. (230 , U 0 ) , pour chaque (n, 230)-cycle yn(230) dans Z0 du domaine D 
(tel que J [y° (23 0 ) ] = 0 si n = 0). 

Conclusion: S est localement connexe d'ordre n relativement àT> au point a. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit P un entourage d o n n é de a dans R. D'après 6° et 7° il 
existe un entourage Q c= PH de a dans R jouissant de la propriété suivante: chaque 
réseau U dans R possède un aff inement / U tel que, si P " ( / U ) est un ( n , / U ) - c y c l e 
dans Q du d o m a i n e ® (avec J [ P ° ( / U ) ] = 0 si n = 0), o n a TU r ( f U ) - 0 dans PH, 
o ù 7i = Pr. (23, U). 

Soit U x un réseau arbitraire dans R. Dé terminons un aff inement U 2 de U j d'après 
12, en y posant <p = 5 , \j/ = P. D'après 4° il existe un aff inement l l 3 de U 2 d'ordre 
g n + 1. Dé terminons un aff inement U 4 de U 3 d'après 8°. P o s o n s U 0 = S U 4 

( H o m o l o g i e III, 4). D é t e r m i n o n s un aff inement 230 de U 0 d'après 10°. O n voit sans 
peine qu'il existe un aff inement U 5 de U 4 tel que SU5 = 230. P o s o n s 1Î6 = / U 5 . 
Soit n21 = Pr. ( U 2 , U j ) , . . . , 7r65 = Pr. ( U 6 , U 5 ) , 7T31 = 7t217t329 . . . La project ion 7r54 

détermine d'une manière évidente une project ion n 0 = Pr. (230 , U 0 ) = Pr. ( S U 5 , 5 U 4 ) . 

Soit P n ( U 6 ) un (n, U 6 ) -cyc le dans S g Z d u d o m a i n e © (tel que J [ P ° ( U 6 ) ] = 0 si 
n = 0). D'après 14 il suffit de prouver que TC61 P"(U 6) - 0 dans SP. C o m m e P n ( U 6 ) c 
c: SQZ c: Q et c o m m e U 6 = / U 5 , o n a n65 P n ( U 6 ) ^ 0 dans PH. D o n c il existe une 
(n + 1, U 5 ) - cha îne C n + 1 ( U 5 ) dans PH du d o m a i n e © telle que C n + 1 ( U 5 ) 
-> tt6 5 r ( U 6 ) . C o m m e P n ( U 6 ) c SQZ c SZ = Z 0 et c o m m e 23 0 _= S U 5 , yn (®o) = 
= S. 7T65 P"(U 6) (V. H o m o l o g i e III, 7) est un (n, 230)-cycle dans Z 0 du d o m a i n e 
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D'après la définit ion de 930, il existe d o n c une (n + 1, U 0 ) -chaîne d" + 1 ( U 0 ) du domai -
ne D telle que dn + 1(U0) n0 y n (® 0 ) = S . n64 rn(Ub). Il existe év idemment une 
(n + 1, U 4 ) -chaîne Dn + 1(U4) dans S du d o m a i n e £ telle que D" + 1 ( U 4 ) n64 rn(U6). 
Or o n a aussi n54 Cn+1(U5) n64 P"(U6). D o n c n54 Cn + 1 ( U 5 ) - Dn+l(U4) est un 
(n + 1, U 4 ) -cyc le dans S + P / 7 c S + H d u domaine T). D'après la définition de U 4 , 
o n a 7r53 C n + 1 ( U 5 ) - tt4 3 D n + 1 ( U 4 ) - 0. D o n c il existe une (n + 2, U 3 ) -chaîne 
Kn+2(U3) telle que Kn+2(U3) - TT53 C + 1 ( U 5 ) - TT43 D " + 1 ( U 4 ) . C o m m e l'ordre de 
U 3 est g n + 1, o n a X n + 2 ( U 3 ) = 0, d 'où 7r53 C n + 1 ( U 5 ) = t:4 3 Dn + 1 ( U 4 ) et par suite 
TT52 C n + 1 ( U 5 ) = ;r42 D n + 1 ( U 4 ) . Or Cn + 1 ( U 5 ) c:PH czP9 Dn+1(U4) c= 5 , de manière 
que la (n + 1, U 2 ) -chaîne n51 C n + 1 ( U 5 ) est située et dans P et dans S. D'après la 
définit ion de U 2 , il en résulte que n52 C n + 1 ( U 5 ) c SP, d 'où n5l C n + 1 ( U 5 ) c SP. 
Or Cn+1_(U5) n65 R n (U 6 ) , d 'où TT51 C + 1 ( U 5 ) R ( U 6 ) . D o n c TC61 r(ll6) ~ 0 
dans S P , c. q. f. d. 

28. Prémisses: 1° R est un espace complètement normal, 
2° S est un sous-ensemble fermé de R, 
3° a est un point de S, 
4° d i m R g n + 1 (n = 0, 1, 2 , . . . ) , 
5° R est localement connexe d'ordre n relativement à (S au point a, 
6° H est un entourage de a dans R, 
7° chaque (n + 1, R)-cycie dans (S + H) du domaine 9Î est ~ 0 dans R, 
8° Z0 est un entourage de a dans S, 
9° chaque (n, S)-cycle dans Z0 d« domaine est ~ 0 dans S. 

Conclusion: S est localement connexe d'ordre n relativement à & au point a. 

D é m o n s t r a t i o n . U étant un réseau arbitraire dans R, soit 93 un aff inement de U 
normal relativement aux cycles absolus dans (S + H), soit n = Pr. (93, U). Si 
P n + 1 ( 9 3 ) est un (n + 1, 93)-cycle dans (S + H) du domaine % d'après H o m o l o g i e II, 
28 il existe un (n + 1, R)-cycle C n + 1 dans (S + H) du d o m a i n e tel que C n + 1 ( U ) = 
= 7I P n + 1 ( 9 3 ) ; d'après 7° o n a C n + 1 - 0, d 'où TZ P n + 1 ( E ) - 0. Il en résulte que la 
prémisse 8° du théorème 26 est vérifiée pour î ) = Pareil lement o n voit que la 
prémisse 10° du m ê m e théorème est vérifiée pour î ) = D o n c toutes les prémisses 
du théorème 26 sont vérifiées pour î ) = 91, et la prémisse 6° est vérifiée m ê m e pour 
D = G. 

Ceci étant, la démonstrat ion est presque la m ê m e que celle du théorème cité. 
P"(U 6 ) et C n + 1 ( U 5 ) sont maintenant des chaînes d u domaine (£, tandis que D n + 1 ( U 4 ) 
et K n + 2 ( U 3 ) appartiennent au domaine 9î. 

29. Soit Rn+l l'espace euclidien à n + 1 dimensions (n = 0, 1, 2, ...). Soit S 
un sous-ensemble fermé de Rn+j. Soit a un point de S. Une condition nécessaire 
et suffisante pour que S soit localement connexe d'ordre n relativement à G (ou, 
ce qui est ici la même chose, relativement à 9î) au point a est qu'il existe un entourage 
Z de a dans Rn+1 tel qu'aucune composante de Rn+1 — S ne soit contenue dans Z. 
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D é m o n s t r a t i o n . On voit sans peine que l'on peut supposer S borné. 

I. Supposons que S soit au point a localement connexe d'ordre n relativement à 9Î 
(v. 16). D'après 18 il existe un entourage Z de a dans Rn + i tel que chaque (n9 S)-cycle 
dans SZ du domaine soit ~ 0 . Supposons par impossible qu'il existe une compo-
sante K de Rn+i — S telle que K a Z. Evidemment K est aussi une composante de 
Rn + i — SZ. Soit beK, ceRn+l — (S 4- Z). Les points b et c appartenant à deux 
composantes différentes de Rn + i — SZ, il résulte du théorème de dualité qu'il existe 
un (n, R)-cycle P" dans SZ du domaine enlacé (verschlungen) avec le (0, K)-cycle 
{b} — {c} (Homologie III, 12). Donc, si T est un sous-ensemble fermé et borné de 
Rn+1 tel que rn ~ 0 dans T, on a b e T o u bien ce T. Il en résulte que Pn n'est pas 
~ 0 dans S. Donc le (n, S)-cycle S. P" (Homologie III, 10) dans SZ du domaine W 
n'est pas ~ 0 , ce qui est une contradiction. 

II. Supposons qu'il existe un entourage Z de a dans Rn+ x tel qu'aucune composante 
de Rn+i — S ne soit contenue dans Z. Soient Q9 H des sphères ouvertes de centre a 
telles que Q cz Z, S a H. Posons Z 0 = SQ. On voit sans peine que les prémisses du 
théorème 28, sauf peut-être 9°, sont toutes vérifiées;20 il reste à prouver que la pré-
misse 9° l'est aussi. Supposons le contraire. Alors il existe (cf. Homologie III, 11) 
un (n, K)-cycle P" du domaine dans SQ, qui n'est pas ~ 0 dans S. Comme Pn n'est 
pas ~ 0 dans S, il résulte du théorème de dualité qu'il existe deux points bx et b-> 
dans Rn+l — S tels que P" soit enlacé avec {b J - {b2}. Soient Kt et K2 les compo-
santes de Rn+i — S telles que eKi9 b2 eK2. D'après notre supposition, il existe 
des points cxeKi — Zi9 c2eK2 — Z. Comme les deux points bx et cx appartiennent 
à la même composante Kx de Rn+\ — S, le cycle P" cz S n'est pas enlacé avec {bj} — 
— {cj}. D e même on voit que P" n'est pas enlacé avec {b2} — {c2}. D o n c Pn est 
enlacé avec 

{M - {M + {ct} - {61} + {b2} - {c2} = {Cl} - {c2} . 

D o n c si P" ~ 0 dans T, T étant un sous-ensemble fermé et borné de Rn+19 on a 
Cj e T o u c2 e T. Il y a contradiction, car Pn ~ 0 dans Q c: Z, tandis que ni ct ni c2 

n'appartiennent à Z. 

30. Soit Rn Vespace euclidien à n dimensions (n = 1, 2, 3,...) complété par le 
point à l'infini. Soit S un sous-ensemble fermé de Rn. Soit 0 ^ H « - 1, h = 
= n — k — 1. Soit aeS. Une condition nécessaire et suffisante pour que S soit 
localement connexe d'ordre k relativement àW au point a est que chaque entourage 
P de a dans Rn contienne un entourage Q de a dans Rn jouissant de la propriété 
suivante: si yh est un h-cycle polyédral du domaine 5H dans Rn — SP (avec J(y°) = 0 
si h = 0), on a yh - 0 dans Rn - SQ.21 

2 0 Pour démontrer la prémisse 7°, on peut se servir de 11 (cf. 20). De la même manière on 
peut démontrer l'homologie rn ~ 0 dans Qy utilisée plus tard. 

2 1 La 0H+ l)-chaîne polyédrale Y\ cft+1 Œ RNL SQ peut passer par le point 
à l'infini de Rn. 
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D é m o n s t r a t i o n . On peut supposer 5 borné. 

I. Supposons que S soit localement connexe d'ordre k relativement à 9î au point a. 
Soit P un entourage de a dans Il existe (v. 18 et Homologie III, 11) un entourage 
Q cz P de a dans Rn jouissant de la propriété suivante: Si rk est un (k , R^-cycIe 
dans SQ du domaine 91 (avec J(r°) = 0 si k = 0), on a rk ~ 0 dans SP. Supposons 
par impossible qu'il existe un h-cycle polyédral yh du domaine 9î dans Rn - SP 
(avec J(y°) = 0 si h = 0) tel que yh ne soit pas ~ 0 dans Rn - SQ. Comme yh c 
cz Rn - SQ et yh n'est pas ~ 0 dans Rn - SQ, il résulte du théorème de dualité 
qu'il existe un (k, tfj-cycle Pk dans SQ du domaine 9? (tel que J (P° ) = 0 si k = 0) 
enlacé avec yh. C'est une contradiction, car Pk ~ 0 dans SP, yh cz Rn - SP. 

II. Supposons que chaque entourage P de a contienne un entourage Q tel que 
yh ~ 0 dans Rn — SQ pour chaque /i-cycle polyédral yh cz Rn — SP du domaine 9î 
(avec J(y°) = 0 si h = 0). Soit Pk un (k, R„)-cycle dans SQ du domaine 9Î (avec 
J ( P ° ) = 0 si k = 0). On doit prouver que Pk ~ 0 dans SP. Dans le cas contraire, 
il résulte du théorème de dualité qu'il existe un /i-cycle polyédral yh cz Rn — SP du 
domaine 9Î (tel que J(y°) = 0 si h = 0) enlacé avec Pk. C'est une contradiction, car 
yh - 0 dans Rn - SQ, rk c SQ. 

31. Soit S un sous-ensemble fermé du plan. Soit a e S. Une condition nécessaire 
et suffisante pour que S soit localement connexe d'ordre 0 (v. 15) au point a est que 
chaque entourage P de a (dans le plan) contienne un entourage Q de a jouissant 
de la propriété suivante: Si IJ est un polygone qui ne rencontre pas SP, SQ est 
contenu entièrement dans l'intérieur ou entièrement dans l'extérieur de II. 

C'est un cas particulier de 30. 

32. Soit R un espace complètement normal. Soit R = A + B, les ensembles A 
et B étant fermés dans R. Soit k = 0, 1, 2 , . . . Soit un domaine quelconque. Soit 
a e AB. Si R et AB sont localement connexes d'ordre k relativement àT> au point a, 
A et B le sont aussi.22 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit de prouver que A est localement connexe d'ordre k 
relativement à D au point a. Soit P x un entourage donné de a (dans R). Comme AB 
est localement connexe d'ordre k relativement à D au point a, d'après 14 il existe un 
entourage P 2 <= P t de a jouissant de la propriété suivante: Chaque réseau H (dans R) 
possède un affinement fVL tel que n rk(fVL) ~ 0 dans ABPX, où n = Pr. ( / I I , U), 
pour chaque (k,fU)-cycle P k ( / U ) dans ABP2 (avec J [ P ° ( / U ) ] = 0 si k = 0). 
Comme R est localement connexe d'ordre k relativement à au point a, il existe 
un entourage P 3 c: P 2 de a jouissant de la propriété suivante: Chaque réseau U 
possède un affinement gVL tel que n rk(gll) ~ 0 dans P 2 , où 7t = Pr. (#1!, U), pour 
chaque (k, gVL)-cycle rk(gVL) dans P3 (avec J[r°(gVL)] = 0 si k = 0). 

2 2 Un cas particulier de ce théorème a été établi par Mme St. Nikodym [Fund. Math. 12 
(1928), 240—243]. 
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Soit U j un réseau arbitrairement d o n n é (dans R). Soit U 2 = f U l . Dé terminons 
un aff inement U 3 de U 2 d'après 12, en y posant ç = ÂP2, & = BP2. Soit U 4 = # U 3 . 
Soit tt2 1 = Pr. (U 2 , U t ) , . . . , t t4 3 = Pr. (U 4 , U 3 ) , tt31 = 7c217r32 

Ceci étant, soit P*( l l 4 ) un (k, U 4 ) -cyc le dans , 4P 3 d u d o m a i n e D (avec i [ P ° ( U 4 ) ] = 
= 0 si k = 0). D'après 14, il suffit de prouver que n41 Fk(U4) ~ 0 dans APV C o m m e 
P k ( U 4 ) c AP3 C P 3 et c o m m e U 4 = # U 3 , o n a 7r43 P*(U 4 ) - 0 dans P 2 . D o n c il 
existe une (k 4- 1, U 3 ) -cha îne C k + 1 ( U 3 ) dans P2 du d o m a i n e D telle que C k + 1 ( U 3 ) 
->;r4 3 P k (U 4 ) . C o m m e P 2 = AP2 + BP2, on peut poser C k + 1 ( U 3 ) = C\+1 ( U 3 ) - C * + I ( U 3 ) , 
o ù C k + 1 ( U 3 ) c AP2, C ^ + 1 ( U 3 ) <= BP2. P o s o n s ¿ k ( U 3 ) = P C ^ + 1 ( U 3 ) , de manière 
que ^*(U 3 ) est un (/c, U 3 ) -cyc le dans BP2 du d o m a i n e D (avec J [ J ° ( U 3 ) ] = 0 si 
k = 0). C o m m e Ak(U3) = F Ck+i(U3)- tt4 3 P k (U 4 ) , C Î + 1 ( U 3 ) c , 4P 2 , P k ( U 4 ) <= 
c: AP3 a >4P2, on a aussi Ak(U3) cz AP2. D'après la définition de U 3 , il en résulte 
que 7T32 ¿ k ( U 3 ) c ABP2. C o m m e U 2 = f\Xu on a n3l Ak(U3) ~ 0 dans ABPV D o n c 
il existe une (k + l , U , ) - c h a î n e î ) k + 1 ( U j ) dans ABPt d u d o m a i n e î ) telle que 
D K + 1 ( U 0 7i31 Ak(U3) = PTT31 C 2

+ 1 ( U 3 ) . C o m m e C $ + 1 ( U 3 ) - CFC
2

+1(^A) - *43 . 
. P k ( U 4 ) , on a 7i3JL C î + 1 ( ^ 3 ) - - *4i Or Ck+1(U3) cz AP2 cz APU 

D k + 1 ( U t ) c ABP, cz APU D o n c TT41 P k ( U 4 ) - 0 dans APX, c. q. f. d. 

33. Soit Rn l'espace euclidien à n dimensions (n = 1 , 2 , 3 , . . . ) . Soient A et B 
deux sous-ensembles fermés de Rn. Soit a e AB. S'il existe un entourage de a ne 
contenant aucune composante ni de R„ — (A 4- B) ni de Rn — AB, alors il existe 
un entourage de a ne contenant aucune composante de Rn — A ni de Rn — B. 

En vertu de 29, c'est un cas particulier de 32. 

34. Prémisses: 1° R est un espace complètement normal, 
2° A et B sont des sous-ensembles fermés de R, 
3° R = A + B, 
4° a est un point de AB, 
5° î) est un domaine donné, 
6° fc = 0 , 1 , 2 , . . . , 
7° R est localement connexe d'ordre k -f 1 relativement à D au point a, 
8° A et B sont localement connexes d'ordre k relativement àT> au point a. 

Conclusion: AB est localement connexe d'ordre k relativement à D au point a. 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons le contraire. D'après 14 il existe un entourage 
(dans R) P de a jouissant de la propriété suivante: Q cz P étant un entourage de a, 
il existe un réseau U(Q) (dans R) tel qu'on puisse attacher à chaque aff inement 23 de 
l l ( Q ) un (k, 23)-cycle Pk(23) (avec J [ P ° ( 2 3 ) ] = 0 si k = 0) dans ABQ du d o m a i n e D 
tel que n Pk(23), o ù n = Pr. [93, U ( g ) ] , ne soit pas - 0 dans ABP. D'après 7° il 
existe un entourage G c: P de a jouissant de la propriété suivante: chaque réseau U 
possède un aff inement / 0 U tel que, si Ak+1(f0U) est un ( k + l , / 0 l l ) - c y c l e dans G 
du d o m a i n e » , o n a n Ak+1(f0U) ~ 0 dans P , o ù n = Pr. ( / 0 U , XI). D'après 2°, 8° et 
14 il existe des entourages Qx et Q2 contenus dans G et jouissant de la propriété 
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suivante: chaque réseau U possède des affinements/,U e t / 2 U tels que 7r' P*(/I*0 ~ 0 
dans AG, où n' = Pr. (AU, U), pour chaque (/c,/,U)-cycIe P ^ / j U ) dans du 
domaine © (avec J [ P ° ( / i U ) ] = 0 si k = 0) et que n" rk(f2ll) ~ 0 dans BG, où TU" = 
= Pr. (/2U, U), pour chaque (k,f2U)-cycle P*(/2U) dans BQ2 du domaine © (avec 
J [P°( / 2 U)] = 0 si k = 0). 

Posons Q = Q,Q2 , U0 = H(Q). Déterminons un affinement Uj de Xl0 d'après 12, 
en y posant cp = AP, ifr = BP. Posons U2 = / 0 U , , U3 = / i l ^ , ll4 = f2U2. Soit U5 

un affinement simultané des réseaux il3 et U4. Soit n l 0 = Pr. (M,,U0), n2X = 
= Pr. (U2, M,), = Pr. (U„ U2) (/ = 3, 4, 5), n5J = Pr. (U5, Uj)_(j = 3, 4). 

Comme U0 = U(Q), il existe un (k, U5)-cycle P*(U5) dans du domaine © 
(avec J[P°(U5)] = 0 si k = 0) tel que 7r107r217r52 ^ (Us ) n 'est pas - 0 dans ABP. 
Comme ABQ c AQU n53 Pfc(U5) est un (k, U3)-cycle dans ylgj du domaine © 
(avec J[TT53 P°(U5)] = 0 si k = 0). Comme U3 = .AU2, on a 7r327c53 rk(ll5) ~ 0 
dans ,4 G. Donc (Homologie II, 12) n52 rk(VLs) ~ 0 dans AG. Pareillement on voit que 
7r52 rk(lt5) ~ 0 dans BG. Donc il existe des (k + lv U2)-chaînes CÎ+1(U2) c AG et 
Ck

2
+1(U2) a BG telles que F C*+1(U2) = F Ck

2
+i(U2) = TT52 rk(U5). Donc Ck+1(U2) -

— C2
+ 1(U2) est un (k + 1, U2)-cycle dans G du domaine ©. Comme U2 = f0Ul9 il 

existe une (k + 2, U,)-chaîne ©*+2(U,) c P telle que 

(*) ^k+2(nl) - W 2 l c r W - * 2 1 c r 2 ( U 2 ) . 

Comme R = A + on peut poser / ^ ( U j ) = Z>Î+2(Ux) - Dfc
2

+2(Ut), où 
Dk + 2(U,) c ^ P , c BP. D'après (*) on peut poser £ k + 1 (U, ) = 
= *2i CÎ + 2 (U0 - F D^Ui) = ;r21 c r 2 ( U 0 - F D*2

+2(«i). Comme C$+2(U,) c= 
ci y4G c: AP, DÎ+2(U!) c ,4P, on a E"*1^) ci ,4 P. On voit de même que £*+ 1(U,) 
c BP. D'après 12 on a donc Ek+i(Ux) c yiBP. Or F E f c + ,(l l i) = TT21 F CÎ+1(U2) = 
= n2ln52 rk(ll5); donc 7r217r52 P*(U5) ~ 0 dans ABP, d'où 7r107r217r52 ~ 0 
dans ABF, ce qui est une contradiction. 

35. Prémisses: 1° Rn est l'espace euclidien à n dimensions (n = 1 ,2 ,3 , . . . ) , 
2° A et B sont des sous-ensembles fermés de Rn, 
3° a est un point de AB, 
4° // existe un entourage de a ne contenant aucune composante ni de Rn — A 

ni de Rn - B. 

Conclusion: Il existe un entourage de a ne contenant aucune composante de 
Rn - AB. 

En vertu de 26 et 29, c'est un cas particulier de 34. 

36. Prémisses: 1° A et B sont des sous-ensembles fermés du plan R2, 
2° a est un point de AB, 
3° il existe un entourage de a ne contenant aucune composante de R2 — {A 4- B), 
4° les ensembles A et B sont localement connexes d'ordre 0 (v. 15) au point a. 

Conclusion: L'ensemble AB est localement connexe d'ordre 0 au point a. 
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En vertu de 29, c'est un cas particulier de 34. 

37. Prémisses: 1° R est un espace complètement normal, 
2° A et B sont des sous-ensembles fermés de R, 
3° R = A + B, 
4° a est un point de AB, 
5° » est un domaine donné, 
6° fc = 0 , 1 , 2 , . . . , 
7° A et B sont localement connexes d'ordre k + 1 relativement àQ au point a> 
8° AB est localement connexe d'ordre k relativement à » au point a. 

Conclusion: R est localement connexe d'ordre k + 1 relativement àT> au point a. 

Démonstra t ion . Supposons le contraire. Alors il existe un entourage P de a 
jouissant de la propriété suivante: g c ? étant un entourage de a, il existe un réseau 
U(Q) tel qu'on puisse attacher à chaque affinement 93 de U(Q) un (k + 1, 93)-cycle 
R*+i(93) dans Q du domaine » tel que n PFC+1(93), où n = Pr. [93, U ( Q ) ] , ne soit 
pas ~ 0 dans P. D'après 1°, 2°, 7° et 14 il existe des entourages Gx cz P et G2 c P 
de a jouissant de la propriété suivante: chaque réseau H possède des affinements 
f j l e t / 2 U tels que TE' P * + 1 ( / I U ) - 0 dans APy où n' = Pr. (^ l i , U), pour chaque 
(k + l,/iU)-cycle P*+1 (^H) dans AG1 du domaine » , et que TT" P k + 1 ( / 2 U) - 0 
dans BP, où TT" = Pr. (/2U, U), pour chaque (fc + l,/2U)-cycle P * + 1 ( / 2 U ) dans BG2 

du domaine » . Posons G0 = GXG2. D'après 8° et 14 il existe un entourage Q c G0 

de a jouissant de la propriété suivante: chaque réseau U possède un affinement f3U 
tel que n P F C ( / 3 U ) ~ 0 dans ABG0, où n = Pr. (/3U, U), pour chaque (fc,/3U)-cycle 
P*(/3U) dans ABQ du domaine » (tel que ^ [ P ° ( / 3 U ) ] = 0 si k = 0). 

Posons U0 = U(Q), Uî = / iU 0 , U2 = f2Uo- Soit U3 un affinement simultané des 
réseaux et U2. Posons U4 = / 3 U 3 . Déterminons un affinement U5 de U4 d'après 12, 
où nous posons q> = AQ, \j/ = BQ. Soit 7r5i = Pr. (U5, Uf) (i = 0, 1, 2, 3, 4), 7T3j = 
= Pr. (U3, U;) (; = 0,1,2) . 

Comme U0 = U(Q), il existe un (k + 1, U5)-cycle P*+1(U5) dans Q du domaine » 
tel que n5 0 Pk + 1(U5) ne soit pas ~ 0 dans P. D'après 3° on peut poser P*+1(U5) = 
= Ck+i(U5) - C*2

+1(U5), où CÎ+1(U5) c AQ, C*+1(U5) c BQ. Comme Pfc+1(U5) -
0, on peut poser 

F CÎ+1(US) - F C^+1(U5) = J ' ( U 5 ) . 

On a ¿*(H5) <= AQ, ¿"(U5) <= BQ, d'où J*(U5) <= ABQ d'après 12. Donc JT54 ¿'(U5) 
est un (fc, U4)-cycle dans ABQ du domaine X> (et J[ns4 ^°(U5)] = 0 si fc = 0). 
Comme U4 = / 3 H 3 ( il existe une (fc + 1, ll3)-chaîne Dk+1(ll3) dans ABG0 du domaine 
3) telle que D*+1(U3) - n5 3 J * ^ ) - A l o r s «si Ci+ I(U5) - jt31 D t + 1(U3) est un 
(fc + 1, U,)-cycle dans AG0 <= AG1 du domaine D et n52 C2+1(U5) - 7i32 Dk+1(U3) 
est un (fc + 1, U2)-cycle dans BG0 <= BGt du domaine D. Comme Ux = I0 et U2 = 
= /2U0 > il existe des (k + 2, U0)-chaînes £Î+ 2(U 0) e AP et Ek

2
+2(\i0) <= BP du 
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domaine D telles que 

E\+2(U0) -> ;r50 CÎ+: l(U5) - 7T30 D* + 1(U3) , 

£k2+2(«o) - *50 CK
2
+1(U5) - 71,0 D'+ 1(U3) , 

d'où 

EÎ+*(U0) - Ek
2
+2(U0) - CÎ+1(U5) - *30 c r ' ( U s ) = ;r50 r ' + 1 (U 5 ) . 

Done 7t50 P fc+1(U5) ~ 0 dans P, ce qui est une contradiction. 

38. Prémisses: Io A et B sont des sous-ensembles fermés du plan R2, 
2° a est un point de AB, 
3° iZ existe en entourage de a ne contenant aucune composante ni de R2 — A 

ni de R2 — B, 
4° AB est localement connexe d'ordre 0 (v. 15) au point a. 
Conclusion: Il existe un entourage de a ne contenant aucune composante de 

R 2 - ( A + B). 

En vertu de 29, c'est un cas particulier de 37. 
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LES G R O U P E S D E BETTI D ' U N C O M P L E X E I N F I N I 

Fundamenta Mathemat i cae 
25 (1935) , 3 3 - 4 4 

1. Soit un complexe infini K. Pour n = 0 , 1 , 2 , . . . , désignons par a" (t = 1, 2, 3 , . . . ) 
les rt-simplexes de K, ces simplexes étant orientés d'une manière quelconque, mais 
fixe. 

Soit (5 un groupe abélien donné. La loi de composition dans (5 (et dans tous les 
autres groupes envisagés dans cette Note, qui sont tous abéliens) sera considérée 
comme addition. Appelons (n, (5)-chaîne chaque forme linéaire 

(1) C = g,e® 
i 

n'ayant qu'un nombre fini de coefficients g î différents de zéro.1 

En posant 
Yjjrf + = Kdi + g',) <, 
t i i 

les (n, (5)-chaînes constituent un groupe abélien qui soit désigné par C". 
La lettre (£ désigne le groupe abélien additif de tous les nombres entiers rationnels. 

Posons C"((£) = Cn. Si CN = ^ ¿ ^ e s t u n e ^)-chaîne et si g e (S), alors YfiiQ • 
i i 

est une (n, (5)-chaîne désignée par gCn. 
La frontière F C° d'une (0, (S)-chaîne est égale à zéro. Pour n > 0, la frontière 

F a" du n-simplexe a" est une (n — 1, (S)-chaîne 

F < = l u w r 1 • 
k 

Il est inutile de rappeler ici la forme précise des entiers r\nik\ seulement, nous ferons 
usage du fait connu quel'on a pour n ^ 2 

(2) I « " ' = 0 (i,h = 1 , 2 , 3 , . . . ) 
k 

1 En général, chaque somme considérée dans cette Note n*a qu'un nombre fini de termes 
différents de zéro. 
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Pour n > 0, la frontière FCn de la (n, ©)-chaîne (l) est la (n - 1, ©)-chaine 

F Cn = Yj9 î • -F • 
i 

En vertu de (2) on a pour H 2 et pour chaque (n, ©)-chaine C" 

(3) F F Cn = 0 , 

ce qui est évident pour « = 1. 
La (M, ©)-chaine C" s'appelle un (n, ©)-cyc/e, si F Cn = 0. Les (n, ©)-cycles con-

stituent un sous-groupe C" qui sera désigné par r"(©). Pour chaque Cn + 1 G C + , (<5) , 
F Cn + 1 est un (n, ©)-cycle en vertu de (3). Les (n. ©)-cycles ayant la forme F Cn+l 

sont dits homologues à zéro (~0); ils constituent un sous-groupe du groupe rn(©) 
qui sera désigné par //"(©). Le groupe-quotient (Faktor-gruppe) 

r n ( © ) / £ r ( © ) 

sera désigné par 2T(©); c'est le nème groupe de Betti relatif au domaine de coef-
ficients ®. Posons 

r(<&) = r, //"((£) = Hn, Bn(G) = Bn . 
B" est le nème groupe de Betti ordinaire. Les éléments Bn de B" dont l'ordre est fini, 
c'est-à-dire ceux pour lesquels il existe un c e (S tel que c > 0, cBn = 0, constituent 
un sous-groupe du groupe Bn, appelé le neme groupe de torsion; il sera désigné par 
T". On sait que T° = 0; posons aussi T~l = 0 . Si la dimension m du complexe K 
est finie, on a B" = 0 pour n > m et Tn = 0 pour n ^ m. 

Si les groupes abéliens et (£>2 sont isomorphes, les groupes ^"(©i) et 5n(©2) 
le sont aussi. En particulier, si (5 est un groupe cyclique d'ordre infini, le groupe 
ZT(G>) est isomorphe à Bn. Si le groupe abélien © est somme directe de deux sous-
groupes et ©2 , alors le groupe 2T(®) est isomorphe à la somme directe des deux 
groupes e t 

2. M. Alexander a considéré2 le cas où (1) le complexe K est fini, (2) © est un 
groupe cyclique d'ordre fini. Il a montré que, dans ces hypothèses, la structure3 du 
groupe ZT(©) est complètement déterminée par celles des trois groupes ©, Bn et 
F'"1. Il est facile d'éliminer l'hypothèse (2) du raisonnement de M. Alexander. Or, 
l'hypothèse (I) y est appliquée tout-à-fait essentiellement en faisant usage de la ré-
duction d'une matrice à coefficients entiers à une forme canonique. Néanmoins, je vais 
montrer que le résultat de M. Alexander est complètement général, toutes les deux 
hypothèses (1) et (2) y étant superflues. 

2 Combinatorial Analysis Situs, Trans. Amer. Math. 28, 301-329 (1926). Cf. aussi A. W. 
Tucker, Modular homology characters, Proc. Nat. Acad. Sc. 18, 467—471 (1932). 

3 Deux groupes ont la même structure s'ils sont isomorphes. 
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Commençons par une définition. Si T" sont des (n, G)-cycles (en nombre fini) et 
si e ©, alors J^f1" e s t u n (n> ®)-cycle. Appelons pur chaque (n, ©)-cycle de la 
forme 1 

l f i t r „ gte®, r",e F. 
i 

Les (n, ©)-cycles purs constituent un groupe abélien qui sera désigné par r"(©). 
Evidemment 

rn(©) 3 Tî(©) #"(©). 

Le groupe-quotient 
r î (©)/ /r(©) 

sera désigné par 2?î(©) et appelé le nème groupe de Betti pur, relatif au domaine de 
coefficients ©. 

Ceci étant, je démontre dans cette Note les trois théorèmes suivants: 

Théorème I. Il existe un sous-groupe 2?2(®) du groupe 2T(©) — appellons-le le 
nèmc groupe de Betti complémentaire relatif au domaine de coefficients © — tel 
que le groupe 2T(ffi) est la somme directe des deux sous-groupes £?(©) et 2?2(ffi). Le 
groupe /?£(©) n'est pas univoquement déterminé, mais sa structure est déterminée 
sans ambiguïté, 2fJ(©) étant isomorphe au groupe quotient 

• 

Réciproquement la structure de 2T(©) est complètement déterminée par celle des 
deux groupes £?(©) et 

Théorème H. La structure du groupe Bl((ë) est complètement déterminée par 
celle des deux groupes © et Bn. Plus précisément: Supposons que le groupe Bn soit 
donné par les éléments générateurs tx^i = 1,2,3 ,...,évent.ad i n f ) et par les relations 
définissantes ^flaPi = 0 (fc = 1, 2, 3 , é v e n t . ad in/.)4 où aik e (£ et, pour chaque 

i 
k, il n'y a qu'un nombre fini de valeurs de i telles que aik 4= 0. On obtient un groupe 
X isomorphe au groupe B"((5>) de la manière suivante. Attachons à chaque i un 
symbole x f . Les éléments de X sont les symboles Yj9ixi n'ayant qu'un nombre fini de 

i 
coefficients e© différents de zéro. Iladdition dans X est définie par 

5>I*i + = e(0i + 9t) 
i i i 

4 Cela veut dire que les éléments de Bn ont la forme c e u x coefficients e d 
i 

qui sont 4=0 sont en nombre fini, que X c » a i + 2 c 5 a i = + c'ù ai> enfin Q u e S c » a t ~ ® 
i i i i 

si et seulement s'il existe des entiers bk en nombre fini tels que ci = £bkaik pour i = 1, 2, 3 , . . . 
k 

Dans le cas où il n'y a aucune relation définissante, on dit que les éléments générateurs ocj sont 
linéairement indépendants. 
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et il y a des relations définissantes 

pour g E Où (k = 1 ,2 ,3, . . . ) . 
i 

Théorème III. La structure du groupe 2?£(©) est complètement déterminée par 
celle des deux groupes © et Tn~1. Plus précisément. Supposons que le groupe T 
soif donné par les éléments générateurs (i = 1, 2, 3, . . . , évent. ad inf.) ef par les 
relations définissantes YPikPi = 0 = 1,2, 3, . . . , évent. ad inf.), où bike(£ et, 

i 
pour chaque ky il n'y a qu'un nombre fini de valeurs de i telles que bik + 0. On 
obtient un groupe Y isomorphe au groupe Bl(d&) de la manière suivante. Attachons 
à chaque k un symbole yk. Les éléments de Y sont les symboles Yj9kïk n'ayant qu'un 

k 
nombre fini de coefficients gke(5 différents de zéro, ces coefficients gk ne sont pas 
arbitraires, mais liés par les relations 

Ybikgk = 0 (/ = 1 ,2 ,3 , . . . ) . 
k 

L'addition dans Y est définie par 

+ E^fc = Z {qu + 9i) yk 
k k k 

et il y a des relations définissantes 

Yj°k9 • }7k = 0 Pour chaque g e © , 
k 

où ck sont entiers (dont ceux qui sont =#0 sont en nombre fini) tels que 

Ybikck = 0 (f = 1 ,2 ,3 , . . . ) . 
k 

3. Les démonstrations sons fondées sur le 

Lemme. Supposons que le groupe abélien © possède un nombre fini ou dénom-
brable de générateurs linéairement indépendants. Soit un sous-groupe de ©. 
Alors 9) possède un système fini ou dénombrable de générateurs linéairement 
indépendants. 

Démonstration. Soient g{ (i = 1,2, 3,.. . , évent. ad inf.) les générateurs don-
nés linéairement indépendants du groupe ©. Posons 

A, 

hi = Z«iv0v (fl iveG), 
v = 1 

en choisissant et alv de manière que (l) hx e (2) Aj = minimum, (3) alVi > 0, 
alVl = minimum. Supposons que l'on ait déjà déterminé les indices Ai < À2 < ... < 
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< ainsi que les éléments hl9 h 2 , h t de Alors posons 

v = l 

en choisissant Ai+1 et de manière que (1 ) hi+le (2) Ai+1 > A i+ l = mini-
mum, (3) > 0, = minimum. En procédant de cette manière, on 
obtient une suite finie ou dénombrable hl9 h2t Posons F(0) = 0; si h e § et 
h #= 0, soit h = le plus haut indice v tel que bv > 0 a la forme v = A,-; posons 
F(fc) = «. 

i 
Les hi sont linéairement indépendants. En effet, si h = £ c^h^ cM e (£ et ct- #= 0, 

n=i 
Xi 

on a h = £ bvgv et e (£, bXi = c ^ . * 0, d'où h #= 0. 
V=1 

i 
Chaque élément h du groupe 5 a la forme £ c j i e (£. C'est évident si V(h) = 0. 

/i=i 
Soit V(h) = i > 0 et supposons que l'énoncé soit vrai pour chaque / i ' e § tel que 

A, 
V(h') < i. On a h = £ bvgv. Déterminons les entiers 4 et r de manière que bÀ. = 

v = 1 
JLi 

= 00M, + r, 0 i r < aifXr O n a / i - qh, = £ Kq^ K e % 0 ^ b'Vi = r < 
V = 1 

d'où = 0 d'après le choix de Donc V(h — qhi) < /, d'où h — qht = 
= YfnK* h = 4ht + 

M M 
4. Démonstration du théorème I. Pour w = 0 on a évidemment /??(©) = 

= B%((5>) = 0. Soit n > 0. Les (n - 1, (S)-chaînes 1 . tr?"1 constituant évi-
demment un système fini ou dénombrable d'éléments générateurs lin. indépendants 
du groupe C " 1 , il résulte du lemme que le sous-groupe Hn~x du groupeC"-1 

possède un système fini ou dénombrable d'éléments générateurs hk (k = 1, 2, 3, ..., 
évent. ad inf.) lin. indépendants. Puisque hkeHn~l, il existe des (H, (£)-chaînes Dn

k 

telles que FDn
k = hk. Les chaînes D\ constituent un système de générateurs d'un sous-

groupe — désignons-le par Dn — du groupe C". 
Soit CneCn; alors FC" e H"'1. Donc il existe des nombres ake<£ (en nombre 

fini) tels que FCn = A» de manière que P" == Cn - Y*akDl e D'autre part, 
k k 

soit rn e rn, Dn G D\ rn + Dn = 0. Il en résulte que FDn = F(Pn + Dn) = 0. Or 
on a Dn = d ' o ù = = 0, donc afc = 0 et par suite D" = 0 et 

jt k 
rn — 0. Donc le groupe Cn est somme directe de T" et de Z)\ On en déduit sans 
peine que le groupe rn((5) est somme directe du groupe r]((5) et du groupe rn

2((S)y 

ce dernier étant défini comme l'ensemble de tous les (H, ©)-cycles de la forme Z^DJ, 
k 

gk e (5. Il en résulte aisément que le groupe Bn(&) est somme directe du groupe B"(&) 
et d'un groupe B2(&) isomorphe au groupe r£(©). 
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5. Démonstration du théorème II. Supposons que le groupe soit donné 
par les générateurs af (i = 1, 2, 3, évent. ad inf.) et par les relations définissantes 
YflnPi = 0 (fc = 1, 2, 3 , é v e n t . ad inf.). Autrement dit: (1) il existe des (h, (£)-

i 
cycles F} tels que pour chaque (n, (£)-cycle P" on ait une homologie de la forme 
rn — YPfi ~ (2) on a Z^P" ~ 0 si et seulement s'il existe des entiers ck (en 

i i 
nombre fini) tels que bi = Za/*cfc- H e n résulte que les éléments du groupe r"(®) ont 

k 
la forme Z »̂̂ ?» 9i6 ®> e t clue l'on a Z^'H ~ 0 si et seulement s'il existe des g'ke(5 

i i 
(en nombre fini) tels que gt = c e c i implique la validité du théorème II. 

k 
6. Démonstration du théorème III. Pour n = 0 on a #2(®) = 0, T~l = 0. 

Soit n > 0. Supposons que le groupe Tn~l soit donné par les générateurs /?f (i = 
= 1,2,3, . . . , évent. ad inf.) et par les relations définissantes YfiikPi = 0 (fc = 

ï 
= 1, 2, 3,..., évent. ad inf.). Le théorème III déduit des générateurs /?,• et des rela-
tions YjbikPi = 0 un groupe F et affirme l'isomorphie des deux groupes #2(05) et Y. 

i 
Nous allons d'abord prouver que le structure du groupe y est déterminée sans ambi-
guïté par celle des groupes ® et Tn~l. 

Supposons d'abord que l'on ait choisi pour les générateurs /?,• le système de tous 
les éléments du groupe Tn~l. Quant aux relations définissantes Z^/JA = 0, suppo-

i 
sons les choisies d'une manière quelconque (mais fixe). Si l'on ajoute aux relations 
Z îfĉ f = 0 toutes les autres relations qui existent entre les f}b le groupe F doit être 
i 

remplacé par un nouveau groupe Y'. Les éléments de Fêtaient de la forme les 
k 

gke(5 étant tels que YPikdk = 0 P°ur i = 1, 2, 3,...; on avait aussi les relations 
k 

définissantes Zc*0 - = 0 {G e ®)> °ù les ck étaient des entiers tels que Z î*cfc = 

k k 
= Opour i = 1, 2, 3, — Les = 0 constituant un système de relations définis-
santes pour les générateurs /?,• du groupe Tn~l, les autres relations qui existent 
entre les ont la forme YsvhkbikPi = 0, vhk e (è (pour une valeur donnée 

ik 
de /î, les vhk + 0 sont en nombre fini). Le éléments de Y' ont la forme Ẑ fc-V* + 

k 
+ Td'hy'h = l e s 0*e® et les ^ e ® étant tels que + ^hk9h) = 0; on 

h k h 
a aussi les relations définissantes YSh9 • )'k + Zc/»0 . y'h = 0 (g e ®), où les entiers ck 

et c'h sont tels que + = 0 Po u r 1 = ^ 2, 3, En posant 
k h 

<p{T9kyk + ïjg'hy'k) = Zfa* + 2>**0i) )\, k h k h 

on reconnaît sans peine que cp est une corsespondance biunivoque et isomorphe entre 
les deux groupes Y' et F. 



396 

Supposons maintenant que les générateurs pi et les relations définissantes Z f̂*^* = 

i 
= 0 du groupe Tn~l soient choisies arbitrairement. Pour achever la démonstration 
du fait que la structure du groupe F ne dépend que de celle de © et de T""1, il suffit 
de prouver que, si l'on ajoute aux générateurs tous les autres éléments Pj = ZM /̂?» 

du groupe T"""1, en ajoutant simultanément aux Z^aA = 0 nouvelles relations 
i 

P'j — YuijPi = 0, le groupe F' correspondant est identique à F. Les éléments du 
i 

groupe F' ont la forme Y^kïk + Z ^ } » l e s 9k e ® e t l e s 9j e © étant tels que YJ>ik9k -
k j k 

— YéUu9'j = 0> 9j = on a aussi les relations définissantes • Jk + Z c i# • J'y = 
J * J 

= 0 (g e©), les entiers ck et cfj étant tels que Z&ikck — ZMoci = c'j = Donc 

k j 
les éléments de Y' sont simplement Z *̂)7*» les gke(ô étant tels que Yfiik9k = 0> et les 

k k 
relations définissantes sont Zck9 • ̂  = 0 (9 e ©), les entiers étant tels que YPikck = 

k k 
= 0. Les groupes F' et F sont par conséquent identiques l'un à l'autre. 

Ceci étant, il suffit de prouver la validité du théorème III en choisissant d'une 
manière convenable les générateurs et les relations définissantes du groupe Tn~l. 

Comme les (n — 1, (£)-chaînes 1. aj"1 constituent un système fini ou dénom-
brable de générateurs lin. indépendants du groupe J n _ 1 , il résulte du lemme qu'il 
existe une suite finie ou infinie de générateurs C""1 lin. indépendants du groupe 
Ln~1 <=. C""1, constitué par tous les (n — 1, (S)-cycles dont un certain multiple est 
homologue à zéro. L'indice k parcourant les mêmes valeurs que l'indice i (1, 2, 3,. . . , 
évent. ad inf.), il existe pour chaque k des entiers bik tels que (1) bik = 0 pour i > k, 
(2) bkk > 0, (3) Z^/k^î"1 ~ Choisissons les entiers bik de manière que la valeur 

i 
de bkk soit minima, et posons hk = Z^ik^ l 1 de manière que hkeHn~l. Or les hk 

i 
ont été déduits des CJ"1 précisément de la même manière que les hi des gx dans la 
démonstration du lemme; il suffit d'y remplacer les deux groupes © et § respective-
ment par L1"1 et par Hn~1.5 Il en résulte que les hk constituent un système de géné-
rateurs linéairement indépendants du groupe Hn 

Comme 
T"-1 = L n " l \ i r ' 1 , 

aux C?"1 correspondent des générateurs du groupe T""1, les relations définissantes 
étant ZbikPi = 0. Les éléments du groupe Font la forme Z^k» les gk e © étant tels 

i k 
que Ypik9k = 0 pour chaque z. On n'a Z^y* = 0 que si tous les gk sont = 0; en effet, 

k k 
les relations définissantes du groupe F sont Zck9 • J* = 0 (g e ©), les entiers ck 

5 D a n s le cas présent, on a évidemment = i dans la démonstration citée. 
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étant tels que (1) ck — 0 à partir d'une certaine valeur de k, (2) ]Tbikck = 0 pour 
k 

chaque i; puisque bik = 0 pour i > k et bkk > 0, les conditions (l) et (2) entraînent 
que ck = 0 pour chaque k. 

D'autre part, d'après la démonstration du théorème 1, le groupe /?£(©) e s t iso" 
morphe au groupe r£(©)„ constitué pas tous les (n, ©)-cycles de la forme 

k 
les Dn

k e Cn étant choisis de manière que FDk = hk. Les hk étant lin. indépendants, 
les Dn

k le sont aussi; il en résulte sans peine que l'on ne peut avoir ^ghDl = 0 que si 
k 

9 i=92 = ... = 0. Or, on a f ^ î = 5 > A = Z ^ C T 1 . Les C?"1 étant lin. 
k k ik 

indépendants, il en résulte que Z9k&kest u n (n> ©)-cycle si et seulement si Zb ikgk = 0 
k k 

pour chaque i. Donc les deux groupes et F sont isomorphes. Les deux groupes 
2*£(©) et T5(©) étant aussi isomorphes, le théorème III est démontré. 

7. Remarques. I. Supposons que le groupe Bn possède un système fini de 
générateurs (ce qui a lieu en particulier si le complexe K est fini). Pour p e (£, p > 0 
désignons par ©(//) le sous-groupe de © constitué par tous les éléments de la forme 
pg (g e ©). On sait que le groupe Bn possède un nombre fini de générateurs a f(l ^ 
g i ^ m) tels que les relations définissantes aient la forme pi(xi = 0 (1 g i ^ m), 
où Hi e (£, fii ^ 0. On déduit aisément du théorème II que le groupe B¡"((S) est somme 
directe de m groupes 1 ( 1 g i ^ m), où (l) si pi = 0, le groupe Xi est isomorphe à ©, 
(2) si Ht > 0, le groupe Xi est isomorphe à ©/©(p^). 

II. Supposons que le groupe Tn~x possède un nombre fini de générateurs (ce qui 
a lieu en particulier si le complexe K est fini). Pour p e (£, p, > 0 désignons par ©[V] 
le sous-groupe de © constitué par tous les éléments g e © tels que pg = 0. On sait 
que le groupe Tn~l possède un nombre fini de générateurs /?f (1 ^ i i m) tels que les 
relations définissantes aient la forme p^i = 0 (1 ^ / i m) où e (£, > 0. On 
déduit aisément du théorème III que le groupe est somme directe de m groupes 
Yi (1 ^ i g m), le groupe yt étant isomorphe à ©[¿/J. 

III. Supposons que le groupe © jouisse de la propriété suivante: g e © et p e©, 
p > 0 étant choisis arbitrairement, il existe toujours un g' e © tel que g = pg'. 
Alors la structure de groupe /??(©) est complètement déterminée par celles des 
deux groupes © et BnjTn. Plus précisément, le groupe © ayant la propriété énoncée, 
le groupe #"(©) est isomorphe au groupe X* qui s'obtient du groupe Bn\Tn de la 
même manière que le groupe X a été obtenu du groupe Bn au théorème II. 

Le plus important exemple d'un groupe © jouissant de la propriété envisagée est 
le groupe additif de nombres réels réduits mod. 1, jouant un rôle important dans les 
derniers travaux de M. Pontrjagin. 

Démonstration. On voit sans peine que l'on peut choisir un système de géné-
rateurs et de relations définissantes du groupe Bn de la manière suivante: (1) les 
générateurs sont a, (i = 1, 2, 3,. . . , évent. ad inf.) et a) (j = 1, 2, 3,. . . , évent. ad 
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inf.), (2) les relations définissantes sont Zâîfcai + = 0 = 1, 2, 3 , é v e n t . 
» j 

ad inf.) et = 0 (l'indice /c parcourant les mêmes valeurs que l'indice #), (3) 
j 

les a; constituent un système de générateurs du groupe Tn et les Zuj/»a./ = 0 consti-
j 

tuent les relations définissantes du groupe J", (4) ujh = 0 pour j > h, uhh > 0. 
Evidemment, il existe un système de générateurs af du groupe BnjTn tel que les 
relations définissantes sont = 0. Les éléments du groupe X sont Z^/*» -f 

i i 
+ Yj9jx'j (Gi e ®> G ®) e t relations définissantes sont Y*aik9 • + Yfl'jkG • */ = 

y i y = 0, ZM;/»0 - X'j = 0 (g G ©). Les éléments du groupe X* sont YjGiX\ {GÎ e ®) e t 
j « 

relations définissantes sont . xf = 0 (g e (5). 
i 

Considérons les éléments X' de X ayant la forme particulière X' = Z^}*; (G'J E ®)-
J 

Posons f(X') = 0 si tous les g'j sont égaux à zéro; dans le cas contraire, soit f(X') égal 
au plus grand "indice j tel que g) 4= 0. Nous allons prouver que X' = 0. C'est évident 
pour f(X') = 0; supposons le vrai pour f(X') < m et considérons un élément X' — 
= Yj9jx'j Qu e / (*') = m- C o m m e umm > il existe un élément g e © tel que g'm = j 

= ummg. Or on a Yujmg . x) = 0, d'où X' = X" = g)x) - • Puisque 
y i J 

ummG = = 0 pour j > m, / (* ' ) = m, on a /(*") < m, d'où = = 0. 
Ceci étant, posons 

+ IjGjXJ) = ZGiX* . 

On vérifie sans peine que q> est une correspondance biunivoque et isomorphe entre 
les deux groupes X et X*. Or le groupe X est isomorphe au groupe ^ ( S ) en vertu 
du théorème II. 

IV. Le groupe abélien © étant arbitraire, désignons par § le sous-groupe con-
stitué par tous les éléments de © dont Vordre est fini. Alors le groupe 52(©) est 
isomorphe au groupe /?2(ô). 

En particulier, si tous les éléments de © ont l'ordre infini (p. ex. si © est un sous-
groupe du groupe additif de tous les nombres complexes), on a 52(©) = 0. 

Démonstration. On peut supposer (voir la démonstration du théorème III, 
p. 40) que le groupe Tn~l soit donné par les générateurs /?,(i = 1, 2, 3, ... , évent. ad 
inf.) tels que les relations définissantes aient la forme YfiikPi = 0 (l'indice k parcou-

i 
rant les mêmes valeurs que l'indice i), où bkk > 0, bik = 0 pour i > k. Nous avons 
vu que le groupe i?2(©) est isomorphe au groupe Y constitué par tous les formes 
linéaires Zé^* dont les coefficients e © sont tels que 

k 

(4) YPaStk = 0; 
k 
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on n'a = 0 9 u e 9k = ® Pour chaque k. On doit seulement prouver que 
k 

Qk e c'est-à-dire que l'ordre de chaque gk est fini. Or ceci résulte sans peine par 
récurrence des équations (4), en tenant compte des conditions bkk > 0, bik = 0 pour 
i > k. 

V. Soit m e (£, m > 0. Supposons que le groupe © soit tel que mg = 0 pour 
chaque ge©. Alors la structure du groupe /?"(©) est complètement déterminée 
par celle des trois groupes ©, 2?"((£m) et où désigne le groupe additif 
des nombres entiers réduits mod. m. En effet, si le groupe © jouit de la propriété 
énoncée, on voit sans peine que les théorèmes I, II et III restent vrais (avec la démon-
stration essentiellement la même) en remplaçant (£ par Gm.6 

6 On doit remplacer (£ par aussi dans la définition du groupe £"(©). 
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ON GENERAL MANIFOLDS 

Proceedings of the National Academy 
of Sciences of the United States 
22 (1936), 110-111 

Let G be an abelian group. Let 0 ^ p ^ n. A topological space R will be called 
an absolute orientable n-manifold of rank p over G, if it satisfies the following 
axioms: 

I. R is a bicompact space. 
II. dim R = n. 

III. There exists an absolute (n, R)-cycle over G, which is not ~0. 
IV. If S #= R is a closed subset of R, then every absolute (n, S)-cycle over G is ~ 0 

over G. 
V. If U is a given neighborhood of a given point x of R, there exists a neighbor-

hood 7 c U of x having the following property: If Cn is an (n, R)-cycle mod (R — U) 
over G, then there exists an absolute (n, R)-cycle Qn over G such that C" ~ 
- ¿2" mod (R - F). 

VI9 (n — p g # g n — 1). If U is a given neighborhood of a given point x of R, 
there exists a neighborhood K c [/ of x such that every (q, R)-cycle mod (R — I/) 
over G is ~ 0 mod (R - V). 

This definition is complete if G is either a bicompact group or a field. In other 
cases the cycles over G may have paradoxical properties and it is necessary to add 
a further axiom excluding this; as a matter of fact, it is sufficient to add an axiom 
excluding paradoxical properties of absolute (n, Recycles. 

The most important cases arise when G is the group of all real numbers mod 1; 
if our axioms hold true for this particular group, they automatically hold true for 
any G whatever. Besides, in this case axiom III is a consequence of the remaining 
ones. 

An absolute n-manifold (orientable or not) of rank p over G is a bicompact space R 
having the following property: Any point x possesses a neighborhood U such that 
the space obtained from R by considering the whole set R — U as a single point 
is an absolute orientable n-manifold of rank p over G. 
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In my earlier theory of manifolds (Annals of Mathematics, 1933, 621 —730, [15] 
and 1934, 685 — 693, [19]) I was obliged to assume that G is a field. Moreover, 
I had three more axioms. Firstly, I had supposed that R has the property that 
every closed subset is a Gd, which was a strong restriction. Secondly, I had 
assumed that the highest Betti number is equal to 1, which can be proved in the 
case p = 0 and is an unnecessary restriction in the general case. Thirdly, I had the 
following axiom: 

VII9 (n — p g q ^ n). If U is a given neighborhood of a given point x of R, there 
exists a neighborhood V <= U of x such that every absolute (<q, i?)-cycle situated in V 
is ~ 0 in U; now I can prove that this follows from other axioms. 

The basic duality theorem for an absolute orientable n-manifold of rank p over G 
is: The pth absolute Betti group over G of R is isomorphic with the (n — p)th abso-
lute dual Betti group over H of R, where H designates the nth absolute Betti group 
over G of R. The dual (n — p)th Betti group over H is the character group of the 
ordinary (n — p)th Betti group over the character group of H, but it may be easily 
defined directly. 
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ON PSEUDO MANIFOLD S 

Lecture at the Institute 
for Advanced Study. 
Princeton, 1935, mimeographed, 17 pp. 

Before passing to the proper content of these lectures, I shall give a brief survey 
of a few fundamental facts of the homology theory, in such form as I shall apply 
it later.1 

A complex K is a finite set (#0) of elements (called vertices of the complex), in 
which some subsets are distinguished (and called simplices of the complex); two 
conditions must be satisfied: (1) each vertex is distinguished, (2) each subset of 
a distinguished set is distinguished. If there is given a fixed abelian group 5K, then we 
can form in a known manner K-chains (with coefficients taken from SR) and their 
boundaries, which leads to the notion of cycles and homologies. We shall consider 
also relative cycles and homologies in the sense of Lefschetz. A subcomplex Kx 

of a complex K is a complex such that (not only each vertex of Kx is a vertex of K 
but also) every Krsimplex is a X-simplex. Let K2 c Kx ci K. Let Cn(K) be an (n9 K)-
chain. We say that Cn(K) is situated in Kt (and we write Cn(K) c Kx) if Cn(K) is 
a Krchain. We say that Cn(K) is an (n9K)-cycle mod K2 inKu if Cn(K) c Ku  

F C"(K) c: K29 where the letter F signifies the boundary. We say that Cn(K) is homo-
logous to zero mod K2 in Kt (and we write Cn(K) ~ 0 mod K2 in Kx)9 if there exists 
an (n + l,K)-chain Dn+1(K) e Kx such that F Dn+1(K) = Cn(K) + En(K)9 where 
En(K) c K2. 

For the later purposes it is essential that the coefficient group K be a field. There-
fore, we assume it now. If r e SR and if Cn(K) is an (n, X)-chain, then we can form 
the chain r C"(K) in an obvious manner. 

Now let R be a topological space, that is to say, an abstract set (whose elements 
are called points) in which certain sets (called closed sets) are distinguished in such 
a manner as to have the following properties: (l) 0 and R are closed, (2) the sum of 
two closed sets is closed, (3) the intersection of any number of closed sets is closed, (4) 

1 The proofs are contained in my paper Théorie générale de Vhomologie dans un espace quel-
conque, Fund. Math. 19, 1932, 149-183 , [7]. 
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any set consisting of a single point is closed. A set U cz R is called open, if R — U is 
closed. 

A covering U of the space R is a finite set of open subsets #=0 of R whose sum is the 
whole R. A covering is a complex by virtue of the following definition: if U0, Uu ... 
..., U„ are different vertices (= elements) of U, then (t/0, Ul9..., l/„) is a U-simplex 

n 

if and only if + 0. 
o 

If S cz R and if U is a covering of R, then U(S) will be the subcomplex of U defined 
n 

as follows: a U-simplex (C70, Uu ..., £/„) belongs to ll(S) if and only if S l/ř 4= 0. 
o 

This definition is useful essentially only for closed subsets S of R, because we have 
always U(S) = U(Š) (the bar always denotes the closure). If S = S c T = f c R 
and if C"(U) is an (n, U)-chain, then we shall write Cn(U) c S instead of Cn(U) c 
c U(S); we shall say that Cn(U) is an (n, U)-cycle mod S in Tif C"(U) is an (w, U)-cycle 
mod U(S) in U(T) and in a similar way we interpret a homology C"(U) ~ 0 mod S in T. 
If S = 0, we speak of absolute cycles; if T = R, we leave out the words "in T". 

Now let U and 93 be two coverings (of the space R; we shall consider only coverings 
of R). We say that 93 is a refinement of U, if it is possible to attach to each vertex V 
of the covering 93 a vertex U = nVof the covering U such that V c= U. The operation n 
is called projection (of 93 into U); in general, there exist many such projections. 

If (F0, Vu ..., Vn) = r„ is an (n, U)-simplex, there are two possibilities; either the 
nV0i nVl9..., nVn are not all different from each other and we put 7izn = 0; or they 
are, and then (nV0, nVi9..., nVn) is an (n, U)-simplex an and we write nxn = <rn. 
This operation of projecting a simplex is to be understood in such a sense that if xn 
is oriented, then nxn also has a definite orientation (obviously describable). 

Let 7i\ and n2 be two projections of 93 into U and let C"(93) be an («, 93)-cycle 
mod S in T. Then n1 Cn(23) and n2 Cn(93) are two (n, U)-cycles mod S in T, homo-
logous to each other mod S in T. Hence, although the projection is not determined 
without ambiguity, it becomes so if applied to cycles of a definite type (mod S in T) 
provided that we identify cycles which are homologous to each other (again mod S 
in T). 

We retain the notation S = Š a T = T c: R. An (n, Recycle mod S in Tis a func-
tion C" attaching to each covering U of R (as ll-coordinate of Cn) a definite (n, U)-
cycle C"(U) mod S in T\ but supposing that the following condition be verified: If 93 
is a refinement of U, then n C"(93) ~ C(U) mod S in T (of course n is a projection 
of 93 into U). The definition of a sum C[ + C2 of two (n, Recycles and of the product 
rCn (r e is obvious. Cn ~ 0 signifies of course C"(U) ~ 0 for each covering U. 

Although our fundamental assumptions are extremely general (at the present stage 
of the game, it is not very essential that R is a topological space), we have an impor-
tant and by no means trivial theorem. It is convenient to start with a definition: 
A linear family yln(U) of (n, U)-cycles mod S in T is a non empty family of such 
cycles having the following property: if C[(U) e A"(U), C^(ll) e /T(U), rt e % r2 e 9?, 
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rt + r2 = 1, C"(U) - rt C1(U) + r2 Cn
2(\X) then C"(U) e /T(U). Now we can state 

the following fundamental existence theorem: 
Lei there be given, /or eac/i covering U, a linear family /T(U) of (h, Uj-cyc/es 

mod S in Tsuch that, i/ 33 is a refinement of U, rc yln(93) cz /1"(U). Then there exists 
an (n, R)-cycle Cn mod S in Tsuch that Cn(U) e An(U)for every U. 

The following three lemmas, which we will find very useful, are immediate corolla-
ries of the fundamental existence theorem. Each lemma will be preceded by a quite 
obvious remark (independent of the existence theorem). 

If Cn is an (w, R)-cycle mod S in T and if we set rn_1(U) = F C"(U) for every cover-
ing U, then r n _ 1 is an absolute (n — 1, R)-cycle in S, which we shall denote by F Cn.2 

Evidently Fn~l ~ 0 in T. But conversely: 
Lemma I. If rn~l is an absolute (n — 1, R)-cycle in S, which is ~ 0 in T, then 

there exists an (in, R)-cycle Cn mod S in Tsuch that F Cn ~ T""1 in S. 
If Cn is an (n, R)-cycle mod S in Tand if there exists an absolute (H, R)-cycle Fn 

such that C" - rn mod 5, then F Cn ~ 0 in S. But conversely: 
Lemma II. If Cn is an (n, R)-cycle mod S in Tsuch that F Cn ~ 0 in S, then there 

exists an absolute (w, R)-cycle Fn in Tsuch that Cn ~ rn mod S. 
If Cn is an (n, Recycle mod S, if D" is an (n, R)-cycle mod S in T and if Cn ~ Dn 

mod S, then Cn ~ 0 mod T. But conversely: 
Lemma ID. If Cn is an («, R)-cycle mod S such that Cn ~ 0 mod T, then there 

exists an (n, R)-cycle Dn mod S in Tsuch that Cn ~ Dn mod S. 
Naturally, very few theorems on homology may be proved without introducing 

more particular spaces R. We shall, from this point on, suppose that the space R is 
normal. This signifies: If Sl and S2 are two closed sets such that SXS2 = 0, then 
there exists two open sets GX and G2 such that Sx a Gu S2 c G2, GXG2 = 0. In 
a normal space R, the following lemmas IV—VI are true. (The importance of lemma 
IV is immediately obvious.) 

If Sx a R, S2 a R, then U^S;,) c U(5X) . U(S2) but in general U(51S2) 4= 
* U ^ ) . U(S2). Therefore, Cn(U) c: S,, Cn(U) <= S2 does not imply Cn(U) c StS2. 
But still: 

Lemma IV. Given a covering U and given the closed sets Sx and S2 there exists 
a refinement 23 and a projection n such that Cn(93) c= Su Cn(23) c: S2 implies 
n Cn(23) c SXS2. 

In close connection with this is the following 
Lemma V. Given S = S and a covering U, there exist an open set G 3 S and 

a refinement 33 such that Cn(93) c G implies C"(93) c S. 

2 The following remark is quite useful: If Dn is another (nt A)-cyc1e mod S in T, then Cn ~ Dn 

mod S implies FCn ~ FDn in S. 
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Lemma VI. If S = ScT=T<=R, T - S = with mutually separated Pk 

(in finite number) and if Cn is an (n, R)~cycle mod S in T, then there exist (n, R)-
cycles Cn

k mod SPk = Pk - Pk in Pk such that Cn ~ YCk m°d S in T. 
Given a closed subset S of R, we shall denote by M the family of all absolute 

(n — 1, Recycles P""1 in S that are in R, each such Fn _ 1 being regarded as 
equal to zero if it is ~ 0 in S.3 M is a modulus; by this we mean that it is an additive 
abelian group having multipliers (operators) r e (each of which determines an 
automorphism of Ai). Since 91 is a field, M always possesses an independent basis; 
the number of the elements of a basis (which is the same for all bases) will be called 
the rank of M. 

If R is an n-manifold (in the classical sense), the following theorem is well known: 
If S = S c R 4= S, then the number p of components of R — S is = g + 1, g being 
the rank of the modulus M. The statement p = g + 1 may be decomposed into two 
halves: p g g -f 1 and p ^ g + 1. It is remarkable that the first half may be proved 
in a surprising general case: 

Theorem I. Let there exist absolute (n, R)-cycles Q" (1 i i i m) having the 
following property: If Tx and T2 are two closed sets such that Tt 4= R 4= T2 and 
if A" is an absolute (n, R)-cycle in and similarly A\for T2, then the homology 
m 

Y/iQ] ~ A\ + A\ implies rx = ... = rm = 0. Let S = S c R. If R - S has at 
I 
least p + 1 components, then the rank of the modulus M is ^ pm. 

p 
Proof. We have R — S = with separated Pk 4= 0. By lemma VI, there exist 

_ 0 p 

(/i, Recycles Cn
ik mod SPk in Pk (1 i i i m, 0 i k i p) such that Qn

t ~ mod S 
o 

and, therefore - Cn
ik mod (R - Pk). Let P^"1 = F Cn

ik (here and in what follows k 
runs over the values 1, 2, . . . , p only, k = 0 being left out). Evidently rn

ik
x e M. Let 

~ 0 in S. Precisely, we have to prove that all rik = 0. Let us assume that, 
on the contrary, rlx 4= 0. Now X ^ C ^ is a n ("»R)-cycle mod S in R — P0 and 
F YfikClk ~ 0 in S. By lemma II, it follows that there exists an absolute («, R)-cycle 
An

0 in R - P0 such that YrikClk ~ Ao ™od S. If fc ^ 2, then Cn
ik cz R - P,; there-

fore Yrikcnik ~ S r i i c ?i m o d (R - pi)• S i n c e S c: R - P l5 we have Y r n c h ~ Ao 
mod (R - Pj). But Cn

n ~ Qn
t mod (R - Pj). Therefore J Y ^ - ~ 0 mod 

(R — Pj). By lemma III it follows that there exists an absolute (w, i?)-cycle 
A] c R - Px such that ~ Al + s i n c e Ao c R " Po + R, <= R -
- P! 4= R, we have r f l = 0, in particular rn = 0, which is a contradiction. 

Corollary. Let R be a compact subset of the euclidean En+1 and let there exist 
m + 1 complementary domains of R (rel. £,+,) having the whole R as their boundary. 
Let S be a closed subset of R and let g be the (n - l)th Betti number of S. Then the 
set R — S has at most [#/m] + 1 components. 

3 n is a given integer; later, n will be the dimension of R. 
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This corollary was given by Wilder, but (in the case m ^ 2) with g instead of 
[#/m] + 1, which is weaker except when g^l or g = m = 2. 

Now we shall assume that R has the following two properties: 
(1) R is bicompact, i.e. if any family # of open sets covers R, then a finite subfamily 

of # covers R. 
(2) dim R = n. That signifies: (i) every covering H has a refinement 23 such that 

dim 23 ^ n (dim 23 being the largest dimension of a 23 simplex), (ii) not evevry cover-
ing U has a refinement 23 such that dim 23 < w. 

These assumptions imply the following statement: If Cn is an (n, R)-cycle mod S, 
then there exists a uniquely determined minimal closed T => S such that Cn ~ 0 mod T. 
The existence of T is a consequence of (l), the uniqueness follows from (2). We shall 
call Tthe carrier of the cycle Cn and we shall apply it in the following form: If Cn ~ 
~ 0 mod T0 = f 0 , then the set T0 must contain the carrier T. 

The space R will be called an n-pseudomanifold,4 if it has the following properties: 
(l) R is a bicompact normal space. (2) dim R = n (= 1, 2, 3,...). (3) There exists 
some absolute (n, R)-cycle Qn which is not ~0. (4) If S = S c R 4= 5, and if An 

is an absolute (n, R)-cycle in S, then An ~ 0. (5) Given a point ae R and a neigh-
borhood5 U of a, there exists a neighborhood V c U of a having the following 
property: If Cn is any (n, R)-cycle mod (R — U), then there exists an absolute 
(n, R)-cycle Qn such that Cn ~ Qn mod (R - V). 

Everywhere in the sequel, R is a given pseudomanifold and S is a given closed 
subset of R. 

Theorem II. R is a locally connected continuum. 
Proof. That R is a continuum, is quite trivial.6 U being a given neighborhood 

of a point a e R, let Vbe a smaller neighborhood of a as in property (5) in the defini-
tion of an n-pseudomanifold. It is sufficient to prove that the whole set V is a part 
of one quasicomponent of U. Let us assume the contrary. Then we have U = P + Q 
with separate summands such that PV 4= 0 4= QV. Let Qn be an absolute (n, R)-cycle 
which is not ~0. Since Qn may be regarded as an (n, R)-cycle mod (R — £/), by 
lemma VI there exist two (n, /^-cycles: Cn mod (P - U) in P and Dn mod (Q - U) 
in Q such that Qn ~ Cn + Dn mod (R — U). By property (5) of a pseudomanifold, 
there exists an absolute («, jR)-cycle Qn

0 such that C" ~ Ql mod (R — V). Since 
Cn c P, we have^S ~ 0mod((R - V) + P) c R - QV. By lemma III it follows that 
there exists an absolute (n, R)-cycle An in R — QV such that Qn

0 ~ An. Since R — 
— QV =t= R, An ~ 0 by property (4) of a pseudomanifold. It follows that Qn

0 - 0 and, 
therefore, Cn ~ 0 mod (R - V). Similarly we have Dn ~ 0 mod (R - V). Since 

4 A more proper name would be an orientable pseudomanifold, but I shall not give here the 
more general definition. 

5 All my neighborhoods are open. 
6 As a matter of fact, a far more general property of R is a corollary of theorem I. 
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Qn ~ C" + Dn mod (R - U) cz R- V, we have Qn ~ 0 mod (R — K) 4= R. By 
lemma III and by property (4) of a pseudomanifold, this implies that Qn ~ 0 which 
is a contradiction. 

Lemma VII. Let T be the carrier of the (n, R)-cycle Cn mod S. Then the set 
T — S is open. 

Proof. Let there exist, on the contrary, a point 

a E (T - S). R - T. 

Since U = R — S is a neighborhood of a, we may determine a smaller neighbor-
hood V of a by property (5) of a pseudomanifold. Then there exists an absolute 
(n, R)-cycle An such that C ~ J" mod (R - V). Since Cn ~ 0 mod T, we have 
An ~ 0 mod ((R - V) + T). But (R - K) + T is closed and 4= R, so that A" ~ 0 
by lemma II and property (4) of a pseudomanifold. It follows that C" ~ 0 mod (R — V). 
Since Tis the carrier of C", we must have T c K - F, which is evidently wrong. 

Now T — S is open, therefore open in R — 5, and T — S is also closed in R — 5. 
Therefore: 

Lemma VIII. TTie carrier Tof an (n, R)-cycle Cn mod S is the sum ofS and (some 
of the) components of R — S. 

Lemma IX. Let P be a component of R — S. Let Cn be an (n, R)-cycle mod S. 
Then there exists an absolute («, R)-cycle Qn such that Cn ~ Qn mod (R - P). 

Proof. Choose a point a e P. Since R is locally connected and S is closed, P = U 
is open and, therefore, it is a neighborhood of a. Let V be a smaller neighborhood 
determined by property (5) of a pseudomanifold. It follows that there exists an abso-
lute (n, R)-cycle Qn such that Cn - Qn mod (R - V). Therefore the carrier T of 
Cn - Qn is contained in R - V. By lemma VIII, it follows that T c R - P. But 
C" - ¿2" mod T by definition of T. Since T c: R - P, we have C" ~ i2n mod (R - P). 

Now let us recall that M was the modulus of all absolute (n — 1, R)-cycles r n - 1 

in S such that Tn ~1 ~ 0 in R, such a cycle Pn"1 being regarded as zero if it is ~ 0 in S. 
We shall consider submoduli N of the modulus M (called moduli briefly). If N 

is such a modulus then N (the "closure" of N) is, by definition, the family of all 
those P""1 GM having the following property: Given any covering U, there exists 
a An~l eN (depending on U) such that 

r~l(Vl) - An~l(U) in S. 

Evidently N is a modulus (JVcjVc Ai). 
Everywhere in the sequel, ¥ denotes the family of all components of R — S. If 

# c then H($) will denote the point set which is the sum of all the sets belonging 
to the family <P. E.g. H(0) = 0, H(¥) = R - S and generally H(<Z>) + H(Y - <£) = 
= R - S, H(<P). / / (^ - £) = 0. 
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Everywhere in the sequel, if # cz M(#) is the set of all those F" 1 e Af, for 
which r~l ~ 0 in R - H(<P). So M(0) = M, Ai(!P) = 0. In general, <*>, c <i>2 c W 
implies M ^ ) •=> M(tf>2). 

If <P c then is a modulus and 

Ai(<f>) = M(<i>) . 

From this point on, we shall assume that the nth Betti number of R (= the rank 
of the modulus of all the (n, Recycles) is finite. We shall denote it by m and shall 
choose, once for all, a fixed Betti basis Q" (1 g i ^ m) for the absolute (n, R)-cycles. 
By property (3) of a pseudomanifold, m ^ 0. We shall see later that in the case 
n = 1 we must have m = 1. But for n > 1, every value of m is actually possible. 
Indeed, Wilder gave an example in the euclidean En+ i9 of a compact set R such that R 
is the boundary of all components of En+1 — R, the number m + 1 = 2, 3, ... or 
m = oo of those components being given, and each such component being uniformly 
locally connected. It is easy to prove (as a corollary of our following theorems) that 
such an R is an n-pseudomanifold, for which the number m has the signification 
given above. 

Now we have the following general theorem regarding the separation of a pseudo-
manifold by an arbitrary closed subset: 

Theorem III. Let c c !P. Let p be the number of the components forming 
the family <P2 — Let g be the rank of the modulus 

M(0j) mod M(<Z>2) 

(== the max. number of cycles F"-1 e JVf(0j) such that ^/¡F?"1 e M(<P2) implies 
r, = 0). Let 

c = 1 if both p > 0 and = 0 , 

c = 0 if either p = 0 or 4= 0 . 
Then 

g = m(p - c). 

Proof. I. Let us assume that g < m(p — c), so that g is finite. Let Pk (0 ^ k < p) 
be all the components of R — S belonging to the family — By lemma VI, 
there exist (n, Recycles Cn

ik mod SPk in Pk such that C\k ~ Q" mod (R - Pk). Let 
pj"1 = F C"k so that evidently P^"1 e M ^ ) . Since g < m(p - c), there must 

m p— 1 

exist numbers rik which are not all null and such that £ £ îk^ST1 ~ 0 in # — 
i = l k = c 

— H(<P2). By lemma I it follows that there exists an (n, jR)-cycle Dn mod S in R — 
- H{<P2) such that 

t i V f l k / V 1 in S . 
i=l k = c 
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m p-1 p- 1 

It follows that Dn - X £ r t t Q is an (w, Recycle mod S in £ P* + R - H(<Z>2), 
¿=1 k = c k = c 

whose boundary is - 0 in S. By lemma II, it follows that there exists an absolute 
P~ 1 m p—1 

(n, Recycle An cz £ Pk + R — H(<1>2) such that D " - ^ ^ rikCn
ik ~ mod S. 

* = C 1=1 fc = c 
p - i _ 

Now, if c = 1, we have £ Pk + R - H(<P2) C R - P0 4= R, and if c = 0, we have 
k = c 

p- 1_ 

4= 0 and Z + R - tf(<Z>2) c R - //(<£,) 4= R; by property (4) in the defini-
k = c 

m p-1 
tion of a pseudomanifold, it follows that A" ~ 0 and, therefore, Dn ~ Z Z r»fcC/fc 

¿=1 Jc = c 
mod Let us choose the value of k (0 k < p). We have Dn a R — H ($2) cz 

m p-1 
cz R - Pky Cn

ik ~ Q1; mod (R - Pk), S c R - Pk, Dn ~ £ £ rikC\k mod S. There-
i=l fc = c 

m 

fore Z '"/fĉ / ~ 0 mod (R - P*). By lemma III and by property (4) of a pseudomani-
»=1 

m 
fold, this implies Z rik&i ~ 0 and, therefore, rik = 0, which is a contradiction. 

i — 1 

II. Let g > m(p — c), so that p is finite. There exist cycles J^"1 e Af(01) 
^ m(p — c)) such that 

Z s . r f 1 eM(<P2) implies sA = 0 . 

Let Pk (0 g fc g p — 1) be all components forming the family <P2 — <P1. By lemma I, 
there exist (w, Recycles C\ mod S in R - H($x) such that F C\ ~ rj"1 in S. By 
lemma IX, there exist numbers rikk e such that 

CI ~ z rmOl mod (R - Pk). i= 1 

Let us consider the system of linear equations 

A = 0 

where tx = ... = tm = 0 in the case c = 0. The number of the equations of our 
system is less than the number of unknowns; being a field, there follows the exis-
tence of a solution tt such that not every sA is =0. Evidently 

therefore the carrier Tof Z5;^" - Z * ^ satisfies the inclusion T a R - Pk9 whence 
P- 1 

T a R - Y^Pk = R ~ h{®2 ~ I n t h e c a s e c = 0 w e h a v e 'i = 0, CJ cz R -
0 

— H(<Px)y whence T c R - The same thing is true if c = 1, because this 
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implies Hfoj) = 0. Therefore 

T c R - [H(<P2 - <*>,) + Hfa)] = R — H($2), 
whence 

RxCl-&& mod (R — H(<P2)) 
and, therefore 

I ^ r 1 - lsxF Ci~ 0 in R - H(*2), 
which implies the contradiction sA = 0. 

Now we shall determine the modulus M(<P) in a very general case. 

Theorem IV. Let 3 be a family of closed subsets of S. Let <P be the family of all 
those components P of R — S whose boundary P — P does not belong to the family 
3. Let us suppose that 3 has the following property: for any set B e 3 the set H(<P) 
is a subset of a connected subset of R — B. Let N be the submodulus of M generated 
by all Fn _ 1 e M such that P"~1 c B, B being some set of the family 3. Then we 
have M(<P) = JV. 

Proof. I. Let Pn _ 1 c B e 3, Fn _ 1 ~ 0 in R. By lemma I, there exists an (n, R)-
cycle Cnmod B such that F Cn ~ rn~l in B. According to the property assumed 
of 3, there exists a component Q of R — B such that H($) c= Q. By lemma IX, there 
exist numbers r{ such that Cn ~ J V ^ mod (R — Q), so that, by lemma III, there 
exists an (n, Recycle Dn mod B in R - Q such that Cn - Y/iQ1 ~ D"mod B> 
whence F Cn ~ FDn in B and, therefore, Prt_1 ~ FDn in B. But Dn c R - 0, so 
that 

P""1 ~ 0 in R- Qcz R - H(<P), 

i. e., P"""1 e M(#). It follows that N c: Ai(#). Since M(#) = M(#), we must have 
N c= Af(4>). 

II. It remains to be proved that M(#) c N. Let Fn~l e M(<P) and let U be a given 
covering. We have to prove the existence of a An~l e N such that P""1^) ~ ¿T'^U) 
in S. By lemma V, there exists a neighborhood G of S and a refinement 93 of U such 
that, for any (in, 93)-chain £"(93), £"(93) c G implies £n(93) c S. Since Pn _ 1 e M(4>), 
by lemma I there exists an (n, R)-cycle C" mod S in R - H(<P) such that F C - T " 1 

in S. Since R — G is bicompact and R is locally connected, R — S has only a finite 
number of components P such that both Peij/ — <P and P - G 4= 0. Let Pk (1 ^ 
^ k ^ p) be all those components and let 

Q = H(!P -<*>)- ^P* whence ficG. 

Since (R — H(<P)) — S = + Q with separate summands, by lemma VI there 
exist (n, R)-cycles Drt mod (S . £Pfc) in £Pk

 an<* mod SQ in Q such that Cn ~ 
~ Dn + En mod S, whence Cn ~ Dn mod g, wherefore PDn - PC" ~ P""1 in 
Q c G; by definition of G and 93 it follows that FDn(93) - Pn_1(93) in S, whence 
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FD\U) ~ rn _ 1(U) in S, since 23 is a refinement of U and both FDn and Pn _ 1 are 
absolute (n - 1, Recycles in S. Since Dn c £pfc and £Pk - S = £Pfc with separate 
summands in the righthand side, lemma VI implies the existence of (n, Recycles Dk 

mod (Fk - Pk) in Pk such that Dn ~ mod S, whence FDn ~ in S. Since 
Pk e ¥ - we have Pk- Pke 3. Since is a cycle mod (P* - Pfc) in P*, it fol-
lows that FDn

k eN and, therefore An~l = ^PDj; 6 AT. But we had PD"(U) - r" -1(U) 
in S and FDn ~ A"'1 in S, which implies that rn~l(U) - /!n"l(U) in S. 

The significance of theorem IV will appear clearly if we consider some special 
cases of it, which, still, are very general. 

Case I. Let A be a given subset of S. (There would be no loss of generality in 
assuming A closed.) Let the family 3 consist of all closed subsets B of S such that A 
is not a subset of B. The family <2> consists of all components P of R — S whose 
boundary contains A. It is easy to verify that, given Be 3, H(<P) is a subset of a con-
nected subset of R — B. Therefore, M($) = N. where the modulus N is generated 
by all absolute (n - 1, Recycles P"'1 ~ 0 in R, such that Pn _ 1 c= Be 3. Let us 
introduce the following notations: 

g is the rank of M mod M(<P), 
g* is the rank of M(<P); (i) 

(2) ^ j is the number of components P of R — S such that A jl^ ^ a subset of 

the boundary of P. 

We may apply theorem III in two manners, putting first <Pt = 0, = # a °d 
second = <P, <P2 = ^ and we have the following two statements: 
(3) If p = 0, then g = 0; if p > 0, then g = m(p - 1). 
(4) If either p* = 0 or p > 0, then g* = mp*; if both p* > 0 and p = 0, then g* = 
= m(p* - 1). 

Case II. Let there be given a connected subset A of 5 (not necessarily closed). 
3 is the family of all those closed subsets of S which do not meet A. <P is the family 
of all components of R — S whose boundary meets A. As in case I, it is easy to verify 
that, given a Be 3, the set H(<P) is a subset of a connected subset of R — B. There-
fore, Ai($) = N, where the modulus N is generated by all P"'1 e M such that 
P""1 c Be 3. Let us introduce again the notation (l), and, instead of (2): 

j. I I JŶĈtrS 
(2') \ is the number of components P of R — S whose boundary \ , v ' p*J [does not meet 
the set A. 
Then we have again the statements (3) and (4). 

The case II may be generalized as follows. Let there be given a subset A of S and 
a family P + 0 of subsets of A such that: (i) if CeF and C* c C, then C* e P, (ii) 
if C e P, then A — C is connected. (In particular A must be connected, since 0 e F.) 
3 will be the family of all B = B c S such that the set AB belongs to P. $ will be 
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the family of all components of R — S whose boundary meets A in a set not belonging 
to r. If we have (1) and 

(2") ^ j is the number of components of R — S whose boundary meets A in a set 

Jnot belongingl to ^ ^ 
[belonging J 

Then we have again (3) and (4). 
It is easy to describe the most general 1-pseudomanifold R. If S consists of two 

points, then the modulus M evidently has rank g = 1. But if R — S has p com-
ponents, it follows from theorem III that g = m(p — l). Therefore m = 1, as was 
announced above, and p = 2. It follows that R has the property that any two points 
decompose it in precisely two parts. Therefore, as is well known, R is the sum of two 
simply ordered continua having only the terminal points in common. If R is separable, 
it is a circle. 

I shall finish with a very quick summary of further results. 
If {<Pi} is an arbitrary collection (finite, countable or uncountable) of subfamilies 

of if, then M f l j ^ ) = where ^ M ^ ) is the minimum modulus containing 
all M(<Pt). If the collection {<*>,} is finite, then £M(<f>,.) = 

It is more difficult to describe M(£# f). The result is that M(£<J>f) may be deter-
mined by means of the moduli Ai(<P,) only if we know, for each couple (i, k) whether 
<Pi<Pk is or is not vacuous. In particular we have simply M(£<£4) = ^ always 

. <Pk 4= 0. 
My further remarks are here stated only for separable ( = metrizable) pseudomani-

folds. In theorem III we have p = oo if and only if g = oo. But we can obtain more 
precise statements. The simplest case is when p is "weakly infinite", i.e. for every 
e > 0 there exists only a finite number of components P e<P2 ~~ &i having diameter 
>e. The necessary and sufficient condition is that the rank of 

M(<PX) mod M(02) 

be, too, "weakly infinite" in the following sense. Given an e > 0, the rank of 

Af(<*>,) mod [M(02) + JVj 

is finite, where Nc is the modulus generated by all r""1 e M(«J^) such that rn~l c 
c= B c: 5, the diameter of B being less than e. 

Let us suppose that the family E in the theorem IV has the following property: 
If An and A are closed subsets of S such that no An belongs to E, and if lim A„ = A 
(in Hausdorff's sense), then A does not belong to E. Then (in the notations of theorem 
IV) we have N = N, if and only if the following statement is true: If Pk e — 
A = lim Pk> then AeE. The assumed property of E is true in both cases I and II 
treated above as illustrations of theorem IV, but not necessarily in the above gene-
ralization of case II. 
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ÜBER DIE BETTISCHEN GRUPPEN KOMPAKTER RÄUME 

Ergebnisse eines mathematischen Kolloguiums.1 

Wien 7 (1936), 4 7 - 5 0 

R sei ein kompakter Raum, © eine Abelsche Gruppe. Ein (n, (5)-Grenzzyklus in R 
ist eine Folge {y,}® von algebraischen n-Zykeln in R, deren Koeffizienten © ent-
nommen sind, und für die es zu jedem e > 0 ein m gibt, so dass: (1) für / > m y{ ein 
(n, e)-Zyklus2 ist; (2) für / > m und j > m yt und y} e-homolog3 in R sind. Zwei 
(n, ©)-GrenzzykeIn {yj und {y •} sind äquivalent, wenn es zu jedem e > 0 ein m gibt, 
so daß für i > m yt und yj ¿-homolog in R sind. Äquivalente (/i, ©)-Grenzzykeln 
werden immer identifiziert. Die (n, ©)-Grenzzykeln in R bilden eine (additive) 
Abelsche Gruppe Bn(R, ©), die volle nte Bettische Gruppe des Raumes R bei Koef-
fizientenbereich (5. 

r sei die additive Gruppe der ganzen Zahlen, P̂ sei die additive Gruppe der modulo 
Eins reduzierten reellen Zahlen. In Bn(R, ̂ ß) kann man nach Pontrjagin4 einen Ste-
tigkeitsbegriff einführen, wodurch aus Bn(R, eine hier mit Pn(fi) bezeichnete 
kompakte Gruppe entsteht. 

Ein algebraischer n-Zyklus y mit Koeffizienten aus © heisse ein Torsionszyklus, 
wenn y = g{t f, wo gi e ©, und es eine positive Zahl me T gibt, so dass mTf gleich 
dem Rande einer (n + 1)-Kette mit Koeffizienten aus T ist. Ein (n, ©)-Grenzzyklus 
{yf} heisse ein (n, (&)-Torsionsgrenzzyklus, wenn für fast alle i ein Torsionszyklus 
ist. Die (n, ©)-Torsionsgrenzzykeln bilden eine Untergruppe Tn(R, ©) von Bn(R, ©), 
die nte Torsionsgruppe des Raumes R bei Koeffizientenbereich ©. In Tn(R, T) kann 

1 Ein sehr wesentlicher Teil der hier mitgeteilten Sätze wurde etwa gleichzeitig und völlig 
unabhängig auch von N. E. Steenrod gefunden; s. seine demnächst in den Proc. Nat. Acad. 
erscheinende Note „On universal homology groups", die ich in Manuskriptform zu lesen Gelegen-
heit hatte. 

2 D. h. die Durchmesser der Simplexe sind sämtlich < e. 
3 D. h. es gibt in R eine algebraische (w + 1, 2)-Kette (vgl. Anm.2) mit Koeffizienten aus 

deren Rand gleich — yj ist. 
4 Annais of Math., 35 (1934), S. 909. 
5 Über doppelt vorkommende Indizes wird immer summiert. 
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man wieder einen Stetigkeitsbegrieff einführen, wodurch aus T„(R, F) eine hier mit 
Qn(R) bezeichnete kompakte Gruppe entsteht. 

Die Faktorgruppe in 

2*n(R,©)/rn(R, ©) = 2*;(R,©) 

heisse die reduzierte nte Bettische Gruppe des Raumes R bei Koeffizientenbereich ©. 
Es gelten die Sätze. 

I. Die volle nu Bettische Gruppe Bn(R, ©) ist direkte Summe der wten Torsions-
gruppe Tn(R, ©) und einer anderen — natürlich mit der reduzierten nten Bettischen 
Gruppe B'n(R, ©) isomorphen — Untergruppe. 

II. Die nte Torsionsgruppe Tn(R, ©) ist durch © und Qn(R) eindeutig bestimmt wie 
folgt. Nach Pontrjagin6 kann man die kompakte Gruppe Qn(R) festlegen durch eine 
Folge {öi°}r=i von Abelschen Gruppen mit je endlich vielen Erzeugenden (gegebe-
nenfalls sogar endlichen Gruppen), wobei für jedes i eine homomorphe Abbildung TI{ 
von Q(

n
i+1) auf vorliegt. Für jedes i sei die Gruppe ßj;0 durch Erzeugende aih und 

definierende Relationen aihkatih = 0(alAfce ^festgelegtjseiTr^a^+t^) = c[^ctih(c(^ e F). 
Man bilde die (additive) Gruppe ££0(®) der Vektoren ghXih (gh e ©)mit definierenden 
Relationen aihkgXih = 0 (getí). Durch 7z1(gxX t+ux) = c^Xj wird £< i+I)(©) auf 
eine Untergruppe von £^°(©) homomorph bezogen. Die Folgen {t>/}S° mit t?ř e JQ °̂(©), 
n*vi+i = Vi bilden eine mit Tn(R, ©) isomorphe Gruppe. 

III. Die reduzierte nic Bettische Gruppe B'n(R, ©) ist durch © und P„(R) eindeutig 
bestimmt wie folgt. Sei M„(R) die nach Pontrjagin6 definierte abzählbare Gruppe 
der Charaktere der kompakten Gruppe Pn(R). Dei Gruppe Mn(R) sei gegeben durch 
eine aufsteigende Folge {M^}fssl von Untergruppen mit je endlich vielen Erzeugen-
den. Für jedes i sei die Gruppe M(

n
l) durch Erzeugende ßih und definierende Relatio-

nen bihkßih = 0 (bihke r) festgelegt. Da M(
n

l) Untergruppe von M£l+1) ist, hat man 
noch Relationen der Form ßih = g 0 - Man b ^ e die (additive) Gruppe 
SDl*1^©) der Vektoren ghYih, wobei gh den Relationen bihkgh = 0 unterworfene Ele-
mente der Gruppe © sind. Durch Qi(gxYl+ ltX) = e$gxYih

 7 wird S[R^+1)(©) auf eine 
Untergruppe von ^ ° ( © ) homomorph bezogen. 

Die Folgen {wjf mit e 2rc<°(©), ö,(wi+i) = vvf bilden eine mit B'n(R, ©) iso-
morphe Gruppe. 

Ein algebraischer n-Zyklus y mit Koeffizienten aus © heisse rein, wenn y = 
wo gi e © und die algebraische ?z-Zykeln mit Koeffizienten aus P sind. Ein (n, ©)-
Grenzzyklus {yj heisse rein, wenn die algebraischen n-Zykeln für fast alle i rein 
sind. Die reinen (n, ©)-Grenzzykeln bilden eine Untergruppe C„(R, ©) von Bn(R, ©) 
die reine ntc Bettische Gruppe von R bei Koeffizientenbereich ©. Die Torsionsgruppe 

6 Annais of Math., 35, 361-388 (1934). 
7 Über i wird hier nicht summiert. 



415 

Tn(R9 ©) ist eine Untergruppe von Cn(R, (5). Die Faktorgruppe 

Cn{R,®)lTn(R, ®) = C;(Ä,®) 

heiße die reduzierte reine nte Bettische Gruppe von R bei Koeffizientenbereich ©. 
Als Untergruppe der kompakten Gruppe Bn(R, = Pn(R) ist C„(R, <p) in Pn(R) 

abgeschlossen und folglich kompakt. In diesem Sinne (als kompakte Gruppe) wollen 
wir Cn(R, ß̂) mit Zn(R) bezeichnen. Auch Faktorgruppe Pn(R)IZn(R) ist kompakt. 

IV. Die Gruppe Z„(R) besteht aus denjenigen Elementen x der Gruppe P»(R)> 
für die x(x) = 0 bei jedem Charakter endlicher Ordnung der kompakten Gruppe 
m -

V. Die Gruppe Qn(R) ist mit der Faktorgruppe Pn + 1(R)IZn+i(R) stetig isomorph. 

VI. Die reine nte Bettische Gruppe C„(R, ©) ist direkte Summe der nten Torsions-
gruppe T„(R, (5) und einer anderen — natürlich mit der reduzierten reinen ntcn 

Bettischen Gruppe C^R, ©) isomorphen — Untergruppe. 

VII. Die reduzierte reine nte Bettische Gruppe C'n{R, ©) ist durch © und Zn(R) 
eindeutig bestimmt. Man braucht nur in der im Satz III beschriebenen Konstruktion 
die Gruppe Pn(R) durch Zn(R) zu ersetzen. 

VIII. Die Faktorgruppe 

Bn(R, ©)/C„(R, ©) = B'n{R, ©)/C;(R, ©) 

ist durch © und Qn_ i(-R) eindeutig bestimmt. Man braucht wieder nur in der im 
Satz III beschriebenen Konstruktion die Gruppe Pn(R) durch Qn~i(R) zu ersetzen. 

Der kompakte Raum R heisse n-normal, wenn es zu jedem rj > 0 ein e > 0 gibt, 
so dass, wenn y ein algebraischer (n, e)-Zyklus2 in R mit beliebigem Koeffizienten-
bereiche © ist, ein (H, ©)-Grenzzyklus {y¿} in R existiert, so dass yf //-homolog y 
für fast alle i ist. Ähnlich werden n-seminormale und n-quasinormale kompakte 
Räume eingeführt; man erhält die Definition, indem man y und {yj auf reine Zykeln 
bzw. auf Torsionszykeln einschränkt. Ist der Koeffizientenbereich © vorgegeben, 
so spreche man von (w, (&)'Normalität usw. 

IX. Jeder kompakte Raum ist n-quasinormal. 

X. Ein («, r)-seminormaler kompakter Raum ist n-seminormal. 

XI. Damit der kompakte Raum R n-seminormal sei, ist notwendig und hinreichend, 
dass die Charaktergruppe der kompakten Gruppe Zn(R) direkte Summe von höchstens 
abzählbar vielen zyklischen Gruppen sei. 

Ist p eine Primzahl, so sei Ap die direkte Summe von abzählbar vielen zyklischen 
Gruppen cp{ (i = 1, 2, 3,...), wobei die endliche zyklische Gruppe der Ordnung p{ 

ist. Ap ist also eine abzählbare Abelsche Gruppe. 
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XII. Wenn ein kompakter R gleichzeitig (w, r)-seminormal8 und (n, Jp)-normal 
für jede Primzahl p ist, so ist R «-normal. 

XIII. Damit der kompakte Raum R n-normal sei, ist notwendig und hinreichend, 
dass die Charaktergruppe der kompakten Gruppe Pn(R) direkte Summe von höchstens 
abzählbar vielen zyklischen Gruppen sei. 

Wir nennen eine Untergruppe £> einer Abelschen Gruppe speziell, wenn: (1) 
T(§) C § bei jeder homomorphen Abbildung T der Gruppe (5 auf eine Untergruppe 
von (2) § immer abgeschlossen in (5 ist, wenn man irgend einen Stetigkeitsbegriff 
in (5 einführt, der ($> zu einer kompakten Gruppe macht. 

XIV. Jeder kompakte Raum R ist (H, (ö)-normal, wenn die Abelsche Gruppe © 
dem folgenden Teilerkettensatz genügt: jede absteigende Folge von speziellen Unter-
gruppen bricht im Endlichen ab. Dem Teilerkettensatz genügen z. B. alle endlichen 
Abelschen Gruppen, dann die additive Gruppe der rationalen Zahlen und die Gruppe 
ß̂, dagegen nicht z. B. die Gruppe T und die Gruppen Ap. 

8 Oder («, 7")-normal; die beiden Begriffe sind ja äquivalent. 
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MULTIPLICATION ON A COMPLEX 

Annals of Mathematics 
37 (1936), 6 8 1 - 6 9 7 

In their communications at the First International Topological Conference 
(Moscow, September 1935), J. W. Alexander and A. Kolmogoroff introduced the 
notion of a dual cycle1 and defined a product of a dual p-cycle and a dual g-cycle, 
this product being a dual (p + g)-cycle. A different multiplication of the same sort 
is considered in this paper. It may be shown that the Alexander-Kolmogoroff product, 
augmented by the dual boundary of a suitable (p -f q — l)-chain, is equal to the 

~P Pr°duct here introduced.2 Moreover, I consider also 

a product of an ordinary n-cycle and a dual p-cycle (n ^ p), this product being an 
ordinary (n — p)-cycle. There is a simple algebraic relationship between the two 
kinds of multiplication, which I shall explain elsewhere. As an application of the 
general theory, I give a new approach to the duality and intersection theory of a com-
binatorial manifold, given in a simplicial subdivision. The theory works exclusively 
in the given subdivision. 

This is a preliminary paper of a purely combinatorial nature. In a later paper, 
I shall apply the same methods to general topological spaces, and in particular to the 
very general "manifolds" defined in my recent note in the Proceedings of the Natio-
nal Academy of Sciences (U.S.A.), [23]. 

Many of the results of this paper were found independently by H. Whitney, but 
his methods of proof seem not much related to mine. 

l.Let there be given a complex K. We shall designate by <7? (p = 0, 1, 2, . . . ) the 
(oriented) p-simplices of K and by rj?j (= 0, 1, —1) the incidence coefficient of <7? + 1 

and crj. 

1 As a matter of fact the Topology of S. Lefschetz (1930), contains an essentially equivalent 
notion (pp. 282—286). 

2 In his paper "On the Connectivity Ring of an Abstract Space" in this number of the Annals 
of Mathematics, pp. 698 — 708, J. W. Alexander has modified his definition, and it is now in 
agreement with the one here presented. 
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The word group will always designate an additively written abelian group. If is 
a group, then a (p, 5l)-chain is a symbol of the form a¡<7?, e 51, where, as always 
in this paper, one has to sum over every subscript appearing twice. 

The boundary FAP of a (p, 5l)-chain Ap = axop is zero if p = 0, and it is the 
(p - 1, 5I)-chain 

FA' = RJ^ATF-1 

if p > 0. If FAP = 0, we say that Ap is an ordinary (p, )-cycle. The (p, 5l)-chain 
FAP+1 is an ordinary (p, 5I)-cycle for every (p + 1, 5l)-chain Ap+1. Two ordinary 
(p, 5l)-cycles A\ and A\ are said to be of the same homology class, or to be homolo-
gous to each other (in symbols A\ ~ Ap) if there exists a (p + 1, 5l)-chain A%+1 

such that 

A\ - Ap = FAP+1 . 

The dual boundary F*AP of a (p, 5I)-chain Ap = ap? is the (p + 1, 5I)-chain 

F*AP = njfi^j*1. 

If F*AP = 0, we say that AP is a dual (p, W)-cycle. The (p + 1, 5I)-chain F*AP is 
a dual (p + 1, 51) —cycle for every (p, 5l)-chain AP. Two dual (p, 5I)-cycles A\ and 
AP

2 are said to be of the same homology class, or to be homologous to each other (in 
symbols A\ ~ A%) (1) in the case p = 0 only if they are identical, (2) in the case 
p > 0 if there exists a (p — 1, 5I)-chain Ag"1 such that 

A[ - Ap
2 = FMg"1 . 

2. Let © be a given group. Let Bq be a given dual (q, 23)-cycle. By an auxiliary 
construction we mean an operation attaching to every simplex Gp

x (p = 0,1, 2,. . .) 
a {p + ©)-chain Bp+q(o?) such that the following three conditions are satisfied. 
First, if the coefficient of a (p + ^-simplex zp+q in Bp+q(af) is different from zero, 
then of must be a face of zp+q. Second, we must have 

(2.1) B" = . 
i 

Third, we must have for every simplex of (p = 0,1, 2,. . .) 

(2.2) F* = . 
j 

3. We shall prove that the auxiliary construction is always possible. Let there be 
given a fixed ordering of the vertices of K. Let be a given p-simplex, written as 

<rp = (u0> vp) 

corresponding to the given ordering of vertices (i.e. v0 precedes vt etc.). We shall 
define the (p + q, 5B)-chain Bp+q(op) as follows. The only (p -f g)-simplices appearing 
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in Bp+q(ap) will have, corresponding to the given ordering of vertices, the form 

(3.1) (v0,vl9...,vp,...9vp+q), 

i.e. the first p + 1 vertices will be those of ap. The coefficient of any such simplex 
(3.1) in Bp+q(op) will be equal to the coefficient of the ^-simplex (vp9..., vp+q) in Bq. 

The first two properties of the auxiliary construction being evident, we have only 
to prove (2.2) for 

ap = ap = (y0, vl9..., vp) . 

The only (p + q + l)-simplices zp + q + 1 appearing on either side of (2.2) must all 
have GP as their common face and, moreover, corresponding to the given ordering 
of vertices, the vertex vp must be either the (p + l)tb or the (p + 2)th vertex of zp+q+i. 
We have to prove that the any such zp + q + i has equal coefficients on both sides of 
(2.2). This being quite evident in the case where vp is the (p + 2)th vertex of Tp+q+1, 
we only have to examine the case when, in the given order of vertices, we have 

Tp+q+1 = (v09 vl9..., vp9..., vp+q+i) . 

Let bp + i (0 i g q + 1) be the coefficient, in the (q9 ©)-chain Bq
9 of the oriented 

^-simplex obtained from (vp9..., vp+q+1) by omitting the vertex vp+i. The coef-
ficients of i p + q + 1 in both sides of (2.2) are respectively equal to 

( - 1 ) P + i b p + i and to ( - 1 ) p + 1 b p . 

But since Bq is a dual (q + l,©)-cycle, the coefficient of the (<q + l)-simplex 
(vp9..., vp+q+1) in F*Bq must vanish, i.e. 

( - i ) ' f c p + , = o or ( - î r ' v . - i - i r 1 ^ -

4. Let us suppose that the dual (<q9 ©)-cycle Bq is identically zero. Bp+9(<rf) being 
the elements of an auxiliary construction chosen in any manner corresponding to 
Bq = 0, we shall prove that we may attach to every p-simplex erf (p = 1, 2, 3, . . . ) 
a (p + q — l,23)-chain Cp+q~1(aJ) such that the following three conditions are 
satisfied. First, if the coefficient of a (p + q - l)-simplex Tp+q~l in Cp+q'i(^) is 
different from zero, then o\ must be a face of Second, we have for every 
0-simplex a? 

(4.1) BV?) = c \ « ) ) . 

Third, we have for every p-simplex <rf, where p = 1, 2, 3,. . . , 

(4.2) Bp+q(op) = r]Pji Cp+î((j5+1) + F* C ^ 9 " 1 ^ ) . 

We begin by the construction of Cq(oJ). Let xq be any ^-simplex and let bt(xq) be 
its coefficient in 59(cr?). If <r? is not a vertex of iq

9 we have bi(zq) = 0. Moreover, 
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since Bq = 0, it follows from (2.1) that £ bfa") = 0. Therefore, bfa*) a? is an 
i 

ordinary (0,©)-cycle of the ^-simplex zq having zero as the sum of its coefficients. 
It is well known that such a (0, ©)-cycle is equal to the boundary of a (1,©)-chain 
of the ^-simplex zq. Therefore there exists, for every 1-simplex cj, an element Cj(zq) 
of the group 93 such that (l) CJ(zq) = 0 if a) is not a face of zq, (2) bfr) = rj% c-(zq) 
for every of. Let us put 

the summation running over all #-simplices zq. Then a) is a face of every ^-simplex 
appearing in Cq(a)) and the relations (4.1) hold true. 

If we put C ' ^ o f ) = 0, the relation (4.2) corresponding to p = 0 reduces to 
(4.1). Therefore, we may suppose our construction carried through up to the rela-
tions (4.2), where p is given, and we have to construct (p + q + l)-chains Cp+q+1(c 
satisfying the analogous relations 

(4.3) " Bp+q+i(apj + 1) = f/*/1 Cp+q+i(Gp+2) + F* Cp+q(apj + i ) . 

Since F* Cp+q'x(af) is a dual (p + q, 93)-cycle, it follows from (4.2) that 

F* Bp+q(o^) = rfjiF* Cp+q(apj + 1) . 

Comparing with (2.2) we get 

(4.4) tfji Bp+q+1(tjp- + 1) - F* Cp+q(apj + i ) = 0 . 

Now let zp+q+i be any (p + q + l)-simplex and let bj(zp+q+l) be its coefficient 
in the (p + q + 1, ©)-chain 

Bp+q+1((rpj + i ) - F* Cp+q(op+1) . 

If apj + l is not a face of zp+q+i, we have bj(zp+q+i) = 0. Moreover, it follows from 
(4.4) that rin bj(zp+q+1) = 0. Therefore, 6 /T ' + , + 1 ) is an ordinary (p + 1,93)-
cycle of the (p + q + l)-simplex zp+q+i. It is well known that such a (p + 1,93)-
cycle is equal to the boundary of a (p + 2, ©)-chain of the simplex zp+q+1. Therefore 
there exists, for every (p + 2)-simplex c£+2, an element ck(zp+q+1) of the group © 
such that (1) cK(TP+Q+L) = 0 if ap+2 is not a face of zp+q+\ (2) bj(zp+q+l) = 
= *ikjl Ck{*p+q+1) for every Let us put 

CP + q+i((TP + 2) = £cfc(T' + *+1) 

the summation running over all (p + q + l)-simplices zp+q+i. Then o£+2 is a face 
of every (p + q + l)-simplex appearing in Cp+q+i(ak

+2) and the relations (4.3) 
hold true. 

5. Let there be given three groups 51, © and (L Let there be given a law attaching 
to every couple a, b, where a e 51 and fee©, an element c e £ , called the product 
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of a and b and designated by ab or a . b. Furthermore, let us suppose the validity 
of the distributive laws 

(ax + a2) b = axb + a2b, + b2) = + ab2 . 

In such circumstances, we put (£ = (51, 93) and say that there is given an (51, 93)-
multiplication. 

Any (51, ©^multiplication defines an "inverse" (93, ^-multiplication (with the 
same group (£), if we define the new product ba to be equal to the original product ab. 

6. Let there be given an (51, 93)-multiplication. Let 

Ap = atf 

be a dual (p, 5l)-cycle. Let Bq be a dual (q, 93)-cycle. We shall define their product 
ApBq as a dual [p -f q, (5Î, ©)]-cycle which, however, will be affected with a slight 
indétermination. To this end, we start with Bq and choose an auxiliary construction 
(sect. 2), which is always possible by sect. 3. Then we put 

ApBq = at Bp+q(ap). 
From (2.2) we have 

F*aiBp+q((7^) = atF* Bp+q(ap) = rf^a, Bp+q+i(apj + 1) 

which is equal to zero, since f/ĵ a,- = 0, Ap being a dual p-cycle. Therefore, F*(ApBq) = 
= 0, i.e., the product ApBq is indeed a dual (p + g)-cycle. 

It can easily be seen that the product ApBq is not uniquely determined, depending 
really on the choice of the auxiliary construction. But the homology class of the 
product ApBq is determined without ambiguity, i.e. any two values (ApBq)l and 
(ApBq)2 are connected by the homology 

(A'B*^ ~ [ApB% . 

This fact is an easy consequence of the following statement: If Bq = 0, then ApBq ~ 0 
for any choice of the auxiliary construction. We proceed to the proof of that state-
ment. If Bq = 0, we saw in sect. 4 that there exist chains Cp+q"1(of) such that (4.1) 
and (4.2) hold true. If p = 0, it follows from (4.1) that 

A°Bq = at Bq(o^) — r^fli C*(cr°) = 0 , 

because = 0. If p > 0, it follows from (4.2) that 

F*at Cp+q~1^) = <zfF* C^*-1^?) = a, Bp+q(a?) - rjfa Cp+q(opj + 1) 

= a{ Bp+q(o?) = ApBq 

because i/^a, = 0. Therefore ApBq = F*^ Cp+q~1(erf) - 0. 
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The homology class of the product ApBq is uniquely determined by the homology 
classes of AP and Bq. This is an easy consequence of the following statement: If either 
Ap ~ 0 or Bq ~ 0, then ApBq ~ 0. Let us first suppose that Ap ~ 0. If p = 0, then 
Ap = 0, which implies ApBq = 0. If p > 0, then there exists a (p — 1, 5l)-chain 
cLjCjy1 such that Ap = ap? = F*(aJ^"1), i.e. af = i / f /1^. According to (2.2), 
we have 

F*(Xj Bp+q~l(tf~l) = ajF+B'**-'^-1) = i / f / 1 ^ Bp+q(a?) = 

= at Bp+q(op) = ApBq 

so that ApBq = 0. Now we suppose that Bq ~ 0. If q = 0, then Bq = 0, which we 
know to imply ApBq ~ 0. If q > 0, then there exists a (q - l,33)-chain H*"1 such 
that Bq = F*Hq'K One finds easily (4 - l,93)-chains H* -1^?) such that (1) <7? is 
a vertex of every (q - l)-simplex appearing in 7?), (2) i /«'1 = X ^ " 1 ^ ? ) -

If we put B*(<r?) = F*!!*-1^) and £p+«(<j?) = 0 for p > 0, we evidently have an 
auxiliary construction in the sense of sect 2. With this choice of auxiliary construction, 
we have ApBq = 0 if p > 0, and 

A°Bq = F*at Hq-^ff?) - 0 if p = 0 . 

7. Let there be given an ordering of the vertices of the complex K. Then we can 
use the particular auxiliary construction described in sect. 3, which leads to the 
following simple definition of the product ApBq. Given a (p + g)-simplex op+q

9 we 
write it as 

°P+q = 0>o> vp9...9 vp+q) 

according to the given ordering of the vertices. Let a be the coefficient of the p-sim-
plex (u0, vl9..., vp) in the (p, 5l)-chain Ap; let b be the coefficient of the q-simplex 
(vp9..., vp+q) in the (q9 23)-chain Bq. Then ab is the coefficient of op+q in the product 
ApBq. 

This definition leads to a simple proof of the commutative law: 

(7.1) BqAp ~ (-l)pqApBq. 
Here we suppose that, 51 and $3 being two groups, Ap is a dual (p, 5I)-cycle and Bq 

is a dual (<q9 33)-cycle. Furthermore, an (51, ©^multiplication is given, and hence 
an inverse (23, 5I)-multiplication also (sect. 5). The products ApBq and BqAp are 
formed according to the first and second of these multiplications, respectively. To 
prove (7.1), we fix the value of ApBq according to a given ordering of the vertices, and 
fix BqAp according to the inverse ordering of the vertices. Let a (p + ^-simplex 

(f70, vi9...9 vp9...9vp + q) 



4 2 3 

be written in the original ordering of the vertices. Since 

(v,+v ..., IV v0) = (-l)*(F+«XH-f+l> (v09 „„ vp+q) , 
Kp + + + !) = ip(p + !) + + !) + P4 > 

it is readily seen that, with our particular choice of the auxiliary construction, we 
have BqAp = (-l)pq ApBq. It seems difficult to prove the commutative law (7.1) 
directly from the general definition given in sect. 6. 

The distributive laws 

(7.2) (Ap + Bq ~ A\Bq + A\Bq , 
(7.3) A\B\ + Bq

2) ~ APB] + APB\ 

are immediate consequences of either of the two definitions of the product. 
Now suppose that three groups 5ix, 5I2 and 5I3 are given. Let there be given an 

5I2)-multiplication and an (5I2, 5l3)-multiplication. Further, putting 

( 9 i 1 , 9 t 2 ) = S t 1 2 , ( « 2 , « 3 ) = 9 t 2 3 , 

let us suppose that there is given an (5I12, 513)-multiplication and an (5^, 5l23)-multi-
plication. Suppose, finally, that the associative law 

a l a 2 • a3 = a \ • a 2 a z 

holds true for at e 5t1? a2 e 5l2, a3 e 5I3. Then we have, if A\l (/ = 1, 2, 3) is a dual 
(Pi> 5lf)-cycle, the associative law 

(7.4) A^A? . AP3 ~ APi . AP2AP3. 

The proof based on a given ordering of the vertices is quite trivial. A proof based 
directly on our general definition of the product is not difficult, however. 

It would be interesting to prove, using only definitions based on the ordering 
of the vertices, that the homology class of the product ApBq is independent of the 
choice of the ordering.3 

8. Let there be given an (51,33)-multiplication. If Ap = a ¿of is a (p, 5l)-chain and 
if Bp = bpf is a (p, 23)-chain, let us put 

<p(A', B^^afoei51,23). 

If Ap+i is a (p + 1, 5l)-chain and if Bp is a (p, ©)-chain, it is readily seen that 

(8.1) (p(FAp+\ Bp) = <p{Ap+\ F*BP) ; 

3 Such a proof has now been given by J. W. Alexander; see his paper cited above. 
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similarly we have 

(8.2) cp(Ap, FBP+1) = <p(F*Ap, Bp+1) 

for any (p, 5l)-chain Ap and any (p + 1, 23)-chain Bp+1. 
9. Let there be given an (Si, ^-multiplication. Let Ap+q be an ordinary (p + q, 51)-

cycle. Let Bq be a dual (q9 23)-cycle. We shall define a product Ap+qBq (not quite 
uniquely determined), which will be an ordinary [p, (51,23)]-cycle. We choose an 
auxiliary construction Bp+q(erf) associated with Bq (sect. 2), and we put 

Ap+qBq = , 
where (see sect. 8) 

ct~{-iy<p[A'+*9 Bp+q(a?)]. 

That Ap+qBq is an ordinary [p, (51, 33)]-cycle, is trivial if p = 0. If p > 0, it follows 
from (2.2) and (8.1) that, for any (p - l)-simplex aj"1, 

( - 1 YNTR1* = 9&"1 <PLAP+Q*BP+Q(<7?)] = = 

i.e. = 0. 
Suppose that Bq = 0. If p = 0, it follows from (4.1) that 

so that 

AqBq - Ffoaj) , 7j = C«(aJ)] , 

i.e. AqBq ~ 0. If p > 0, it follows from (4.2) that 

(p[Ap+q
9 Bp+q(<rp)] = tjft (p[Ap+q

9 Cp+q-i(<Tpj + i)'] + <p[Ap+q
9 F* Cp+q^\a?)\ . 

But the last summand is zero, from (8.1), since FAp+q = 0. Therefore 

Ap+qBq = F{yjap+i) , y, = (-1)« C^«"1^1)] , 
i.e. again Ap+qBq ~ O. 

It follows readily from the preceding proof that, in any case, the homology class 
of the [p, (51,23)]-cycle Ap+qBq is independent of the choice of the auxiliary construc-
tion. As a matter of fact, this homology class is uniquely determined by the homology 
classes of the ordinary (p + q, 5I)-cycle Ap+q and the dual (q9 93)-cycle Bq. It is 
sufficient to prove that Ap+qBq ~ 0, if either Ap+q ~ 0 or Bq ~ 0. If Ap+q ~ 0, 
there exists a (p + q + 1, 5I)-chain Hp+q+1 such that Ap+q = FHp+q+1. It follows 
easily from (2.2) and (8.1) that 

Ap+qBq = F(y;aJ+1) ~ 0, yj = (~l)pq q>[Hp+q+1
9 Bp+q+1(txj+1)] . 
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If Bq ~ 0 and q = 0, we have Bq = 0, which we know to imply Ap+qBq ~ 0. If 
Bq ~ 0 and # > 0, we choose the auxiliary construction as at the end of sect. 6: 
Bq(ct?) = F* Hq~i(a°i) and Bp+q(crp) = 0 for p > 0. If p > 0, we have then = 
= 0. If p = 0, we have again AqBq = 0 from (8.1), since FAq = 0. 

If Ap is a dual (p, 3l)-cycle and if Bp+q is an ordinary [(p + q), ©]-cycle, we put 

= c^f , 
where 

c, = <p[A'+*{of), Bp+q] , 

the (p + q, $l)-chains j4p+i(o"J) (g = 0, 1, 2,...) being the elements of an auxiliary 
construction associated with Ap. Again the product is an ordinary (31, 23)]-cycle 
and only its homology class is uniquely determined, this class being indeed given 
by the mere knowledge of the homology classes of the factors. If Ap+q is an ordinary 
(p + q, 5I)-cycle and if Bq is a dual (q, 93)-cycle, we have evidently 

(9.1) Ap+qBq - ( - 1 ) " BqAp+q, 

where the left-hand member is defined according to the given (51, ©^multiplication 
and the right-hand member according to the inverse (©, ^-multiplication. 

10. Let there be given an ordering of the vertices of the complex K. The particular 
auxiliary construction described in sect. 3 leads to following simple definition of the 
product ApBp+q of a dual (p, 3I)-cycle Ap and an ordinary (p + qy ©)-cycle Bp+q. 
Given a ¿/-simplex oq

9 we write it as 

according to the given ordering of the vertices, and consider all the (p + g)-simplices 

<*Vq = K» vi9..., vq,...,vp+9) 
having oq as their common face and such that, in the given ordering, vq precedes 
any vertex of a£+q which is not a vertex of aq. For every such o£+q put 

< = {vv...,vp+q). 
Let ak be the coefficient of op in Ap; let bk be the coefficient of in Bp+q. Then 
the coefficient of oq in ApBp+q is equal to 

X> A • 
k 

Now let us consider the product ApJrqBq of an ordinary (p + q> 5l)-cycle Ap+q 

and a dual (q, ©)-cycle Bq. This time we use the auxiliary construction based on the 
inverse ordering of the vertices, but we describe the result in terms of the original 
ordering. Given a p-simplex <7P, we write it as 
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according to the given ordering of the vertices, and consider all the (p + g)-simplices 

°k+q = (v09 vl9...9vq9...9 vp+q) 

having ap as their common face and such that, in the given ordering, vq follows any 
vertex of o f w h i c h is not a vertex of op. For every such o f p u t 

aq = (v09...9vq). 

Let ak be the coefficient of op+q in Ap+q; let bk be the coefficient of ok in Bq. Then the 
coefficient of ap in Ap+qBq is equal to 

X* A • 
k 

These definitions, in connection with that given at the beginning of sect. 7 (for the 
product of two dual cycles) lead to a simple proof of the associative laws: 

(10.1) A[i+P2+P3BP
2

2. Bp
3> ~ A[i+P2+P3 . BP

2
2BP

3
3, 

(10.2) . B[lAp
2

i+P2+P3. Bp
3
3 ~ B\l . AP

2
1+P2+P3BP

3
3, 

(10.3) B\lBpJ. AP
3
1+P2+P3 ~ B\l . BP

2
2AP

3
1+P2+P3. 

Here we suppose given three groups 9ll9 9l2, 9I3, an (2^, 9I2)-multiplication, an 
(9I2, 9l3)-multiplication, an (9I12, 9I3)-multiplication with $I12 = (9119 9I2) and an 
(9tj, 9i23)-multiplication with 9i23 = (9l2, 9I3). It is supposed that ata2 . a3 = 
= ax . a2a3 for ax e 9T, (i = 1, 2, 3). Ap

i
l+p2+p3 (i = 1, 2, 3) is an ordinary (pt + p2 + 

+ p3, 9I;)-cycle and Bf1 (i = 1, 2, 3) is a dual (pi? 9Ii)-cycle. Of course, any of the 
three formulas (10.1), (10.2) and (10.3) implies the others using (7.1) and (9.1). 
We omit writing explicitly the trivial distributive laws. 

11. In the remaining part of this paper the coefficients of all chains are taken from 
the additive group of all integer numbers. Moreover, we suppose that K = Mn is 
an orientable simple «-circuit, i.e. that the following four conditions are satisfied. 
First, each simplex of Mn is either an n-simplex or a face of an n-simplex. Second, 
each (n — l)-simplex of Mn is a common face of precisely two n-simplices of M„. 
Third, any two n-simplices of Mn may be connected by a sequence of n-simplices 
of M„ such that any two consecutive n-simplices of the sequence have a common 
(n — l)-face. Fourth, the n-simplices a" of Mn can be given such orientations that 
their sum Fn = o" is an ordinary n-cycle. (We always suppose the orientation 

i 

of the n-simplices chosen in this manner.) 
If of is any p-simplex of M„, we denote by Lk. [of] its link, i.e. the subcomplex 

of Mn composed of all the simplices T of Mn having no common vertex with of but 
having the property that there exists a simplex of Mn having both T and of among 
its faces. 

If 0 ^ p ^ n, we say that M„ is p-regular if the following two conditions are 
satisfied. First (requiring nothing if p = n or p = n — 1), the link Lk. [of] on any 
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p-simplex of Mn is an orientable simple (« — p — l)-circuit. Second (requiring 
nothing if p = 0), for each k such that 0 ^ k ^ p — 1, any dual (n — p — l)-cycle 
of any Lk. [<7*] is homologous to zero in Lk. [a*]. It is easily seen that the orientable 
combinatorial «-manifolds are identical with orientable simple «-circuits, which are 
p-regular for any 0 ^ p ^ «. 

12. For 0 ^ p rg «, we denote by ©p the group of all the homology classes of 
ordinary p-cycles of Mn and by ©p the group of all the homology classes of dual 
p-cycles of Mn. 

Given any dual (« — p)-cycle Bn~p of Mn (0 ^ p ^ «), we put 

{¡/p(Bn~p) = r . Bn~p , 

where rn = £ o-". Evidently, \J/p is a homomorphic mapping of the group ©n_p on 
i 

a subgroup ^p(©„_p) of the group ©p. 
13. If Mn is p-regular, then the mapping \j/p is 1 — 1, so that the group ©n_p 

is isomorphic with a subgroup [i.e. ^(©„-p)] of the group ©p. 
It is sufficient to prove that rnBn~p ~ 0 implies Bn~p ~ 0. 
Let Bn~p+k(cff) be the elements of a given auxiliary construction associated with 

the dual (n - p)-cycle Bn~p. Since F". Bn~p ~ 0, there exists a (p + l)-chain erf*1 

such that r . Bn~p = F(C,<T?+1), i.e. 

cp[r9Bn(crpy] = r1ftcj. 

For any let us choose an «-simplex xn such that is a face of rn, and put 
Hn(ctp+1) = Cjx\ Since r = £ a], we have HB(aJ+1)] = c,. and, therefore, 

i 
(13.1) p[r",BS(<xO] = 0 , 

where 

(13.2) BT0{af) = BT(a{) - rjft H"(*f *) . 

Evidently cr? is a face of each «-simplex appearing in the «-chain Bn
0((r?). Therefore 

there exists in the link Lk. [erf] an (« — p — l)-chain C""1'"1^) such that the «-chain 
£5(crf) can be obtained from the (n - p — l)-chain Cn~p~i by replacing each 
(« — p — l)-simplex 

by the «-simplex 

(i>o,fp+i,..., vn) 
where 

(13.3) = 



Since the complex Lk. [<rf] contains no (n — p)-simplex, the (w — p — l)-chain 
Cn"p~i((Tf) of the complex Lk. [of] must be a dual (n — p — l)-cycle. Moreover, 
the equation (13.1) signifies that the sum of the coefficients of Cn~p~1(af) is equal 
to zero. Since Mn is p-regular, Lk. [of] is an orientable simple (n — p — l)-circuit, 
which implies readily the existence of an (n — p — 2)-chain Dn~p~2(o?) in the com-
plex Lk. [of] such that 

(13.4) F* Dn'p"2{afj = ( - l ) p + 1 Cn-p-1((7p) . 

Let Hn"x{af) signify the (n — l)-chain which arises from the (n — p — 2)-chain 
Dn"p"2(of) by replacing each (w — p — 2)-simplex 

OV»-!,...,^-!) 
by the (n — l)-simplex 

supposing the validity of (13.3). Then (13.4) implies that 

(13.5) F* 

Moreover, of is a face of every (n — l)-simplex appearing in the (n — l)-chain 
H-'(of). 

Now, let us put 
B"P-,K) = 0 , 

B ; : ! ^ " 1 ) = B - 1 ^ " 1 ) - ^ / r - > 0 
and 

= V") f o r P - 1 + k + P • 

From (13.2) and (13.5) it is easily seen that the chains form an auxiliary 
construction associated with Bn~p. 

Now let us suppose that (as we have found to be possible in the case r = p — l) 
we have found chains B"~p+k(aty (1 ^ r g p — 1) forming an auxiliary construction 
associated with Bn~p and such that Bn

r~p+r+1((rr
i
+1) = 0. By the definition of an 

auxiliary construction, we have 

(13.6) F* Bn"p+r(o;) = 0 

for each <xj. Since a] is a face of each (n — p + r)-simplex appearing in 
there exists in the link Lk. [o-J] an (n - p - l)-chain C ^ " 1 ^ ) such that the 
(n - p + r)-chain can be obtained from the (n - p - l)-chain Cn"p"1(oi) 
by replacing each (n — p — l)-simplex 
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by the (n - p + r)-simplex 

where 

(13.7) (i>0,...,iv) = *i. 

Now the equation (13.6) signifies that Cn~p~1(o\|) is a dual (n - p - l)-cycle of 
the complex Lk. [a']. Since M„ is p-regular it follows that there exists an (n — p — 2)-
chain Dn~p'2(crj) of the complex Lk. [aj] such that 

(13.8) F* Dn-p-\a\') = ( - l ) r + 1 Cn-p~l(o\¡) . 

Let Hn~p+r~i((rty denote the (n — p + r — l)-chain which arises from the (n — 
— p — 2)-chain £>n~p~2(<X;) by replacing each (n — p — 2)-simplex 

by the (n — p + r — l)-simplex 

(i70,vr9 vr+l9..., ^-p+,-0, 

supposing the validity of (13.7). Then (13.8) implies that 

(13.9) F* Hn~p+r~1((rty = 5r
n"p+r(a;). 

Now, let us put 

(13.10) ^ - i = 0 , 

^ r ^ v r 1 ) = i r ^ ' - v r 1 ) - ^z 1 

and 

Bn
rZf= Bn

r~p+k((Tk
i) for r - 1 * k * r . 

It follows readily from (13.9) that the chains B^If+*(°"/) f ° r m a n auxiliary construction 
associated with Bn~p and such that (13.10) holds true. 

Applying the preceding argument successively for r = p — 1, p — 2,.. . , 2,1, we 
obtain an auxiliary construction Bl"p+k(ak) associated with Bn~p and such that 
Bl~p+1(a]) = 0. Applying the same argument again in the case r = 0, we have (13.9), 
written now as 

F* Hn"p"1((T?) = Bn
0-p(t7?), 

But since are elements of an auxiliary construction associated with Bn~p
9 

we have *Bn~p = £ B^^c*) = F* £ Hn~p~1(G*j), whence - 0. 
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14. If Mn is (p — l)-regular* then the group î p(93„_p) is the whole group 93p, 
so that the group 33p is a homomorphic image of the group 93n_p. Comparing this 
with the result of the preceding section we see that, if Mn is both (p — i)-regular 
and p-regular, the groups 23p and 5 n _ p are isomorphic. 

Let Cp = C;of be an ordinary p-cycle of Mn9 so that rfi^Ci — 0. We shall find 
a dual (H — p)-cycle Bn~p and an auxiliary construction Bn"p+k(o)|) associated with 
it such that F". = Cp, i.e. 

(14.1) = 

The construction of n-chains £n(of) satisfying (14.1) is quite evident; it is sufficient 
to choose for each of an n-simplex tn having of among its faces and to put £"(of) = 
= c{zn. Since rjp

ifici = 0, we have for each oj"1 

(14.2) <p[r9 tfj-1 £"(<7?)] = 0 • 

Since of"1 is a face of every «-simplex appearing in tff1 Bn(of) and since the (p — 1)-
regularity of Mn implies that the link Lk. [ o f - 1 ] is an orientable simple (n — p)-
circuit, we can start with (14.2) and repeat the same argument which, in the preceding 
section and starting with (13.1), led us to (13.5). We thus obtain, for every of"1, 
an (n — l)-chain I T " 1 ^ " 1 ) such that of"1 is a face of each simplex appearing in 
Bn"1((rJ"1) and such that 

F* BT-^t7p) = nPi7l Bn{af) . 

More generally, let us suppose that, for a given r (1 g r ^ p — 1), we have suc-
ceeded in attaching to every o) (r ^ k g p) an (n — p + /c)-chain 2T~p+*(<7j) having 
the two following properties. Firsf, o-* is a face of each (n — p + /c)-simplex appearing 
in Bn~p+k(oli). Second, we have for r ^ k g p - 1 

(14.3) F* = fl""^**»*1). 

It follows that 

(14.4) F* tf / 1 = 0 . 

Since Oj"1 is a face of every (n — p + r)-simplex appearing in i/̂ J"1 Bn~p+r(oty 
and since the (p — l)-regularity of M„ implies that every dual (n — p — l)-cycle 
of the complex Lk. [ f f j - 1 ] is homologous to zero in Lk. [<xj-1], we can start with 
(14.4) and repeat the same argument which, in the preceding section and starting 
with (13.6), led us to (13.9). We obtain thus, for every o-}"1, an (n — p + r — 1)-
chain Bn~p+r~1(oj~1) such that o}"1 is a face of each simplex appearing in 
Bn-p+r-1(orf1) and such that (14.3) holds true for k = r - 1. 

4 A ny Mn is supposed to be (—l)-regular. 
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Starting with the chains £"(<7?) and Bn~\ap
i~x) already found, and applying the 

preceding argument successively for r = p — 1, p — 2,... , 2, 1, we find chains 
Bn~p+k((7*;) (0 ^ k ^ p) such that a) is a face of each simplex appearing in B"~p+k((rk

i) 
and such that (14.3) holds true for 0 ^ k ^ p - 1. In particular, for k = 0, (14.3) 
says that 

F* Bn~p(t7?) = rfi B"-p+l(a}) . 

Since £ tfi = 0 for every <7], we have F* £ Bn~p(a^) = 0, i.e. 
i i 

i 
is a dual (rc — p)-cycle. Of course our chains iT~p+*(<7*) form an auxiliary construc-
tion associated with Bn~p and we have rn. Bn~p = Cp. 

15. Let O g p ^ n , Suppose that M„ is r-regular both for r = p 
and for r = q. Let Cp be an ordinary p-cycle belonging to the family 1¡/p(iBn-p); 
let Dq be an ordinary g-cycle belonging to the family ^(©„-J; if Mn is r-regular also 
for r = p — 1 and r = ¿7 — 1, we know (sect. 14) that the cycles Cp and Dq are 
unrestricted. 

We shall define the intersection of Cp and Dq and we shall designate it by Cp x D9. 
It the case p + q < n we simply put 

Cp x Dq = 0 . 

In the case p + q n, we shall define Cp x Dq as an ordinary (p 4- <7 — n)-cycle, 
but only its homology class will be uniquely determined. 

Since Cp belongs to there exists a dual (n — p)-cycle An~p such that 

(15.1) rnAn~p~cp. 
Since Dq belongs to ^9(©n_9), there exists a dual (n — q)-cycle Bn~q such that 

(15.2) FnBn~q ~ Dq . 

We know (see sect. 13) that the homology classes of ^4n_p and Bn~q are uniquely 
defined. 

This being done, we put 

(15.3) Cp x Dq ~ Tn. An~pBn~q . 

It follows from (10.1) and (15.1) that 

(15.4) Cp x Dq~ CpBn~q. 

The distributive laws 

(15.5) (Cp + Cp
2) x Dq ~ (Cf x Dg) + (Cf x £>4) , 

Cp x (D? + D?) - (Cp x Dl) + (Cp x 
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are evident. The commutative law 

(15.6) Dq x Cp ~ ( - 1 )<»-*><•-«>(;* x Dq 

follows from (7.1) and (15.3). If Mn is also s-regular and if Es is an ordinary s-cycle 
belonging to the family we see from (7.4), (10.1) and (15.3) the validity 
of the associative law 

(15.7) (Cp x Dq) x Es ~ Cp x (Dq x E5). 

16. Let Mn be an orientable combinatorial n-manifold and let M'n be its bary-
centrical subdivision. It is well known that M'n is also an orientable combinatorial 
n-manifold. We shall show that, on the manifold M'n, our definition of intersection 
of ordinaty cycles is equivalent to the classical definition. 

Let a? (0 g p g n) denote the simplices of Mn. We choose the orientation of 
the n-simplices <xj in such manner that yn = £ is an ordinary n-cycle on M„; 

i 

we choose arbitrarily the orientation of the p-simplices fff (1 g p ^ n - 1) and, as 
usual, we denote by tfj the incidence coefficient of op+i and o? (0 ^ p ^ n — 1). 

Now let us recall the definition of the complex M'n. The vertices of M'n are identical 
with the simplices o\ (0 ^ p g n) of Mn. The vertices C7?0°, cf / , . . . , o\r

r of M'n, where 
p0 ^ pt g ... g pr, form an r-simplex of M'n if and only if (1) p0 < pt < ... < pr, 
(2) (7?; is a face of <7?;;/ f o r O ^ s g r - 1 . 

Put 

r = JjiluflU - ^ . - K X . — O 

the summation running over all the n-simplices of M'n. It is well known that Tn is an 
ordinary n-cycle of M'n (usually called the barycentrical subdivision of yn). 

The classical intersection of two ordinary cycles on M'n is obtained by choosing 
each factor in a particular way in its homology class, which we must describe in 
detail. 

Let Hp = ap? be an ordinary p-cycle of Mn. Put 

C = I C o f L - <> •••> <) • 

the summation running over all the p-simplices of M'n having the indicated form 
Ko> • < ) • L e t K"~q = b i<~ q b e a d u a l (n ~ <z)-cycle of Mn. Put 

Dq = I C - V ^ - , - ^ A - K ' - V — O ' 

the summation running over all the g-simplices of M'n having the indicated form 
( ^.n-q n — q + 1 „n \ 

<rtn-q + l 9 —'Od-
in the classical theory of combinatorial manifolds it is shown that Cp is an ordinary 

p-cycle on M'n, that Dq is an ordinary g-cycle on M'n, and that we may choose the 
ordinary p-cycle Hp on M„ and the dual (n — q)-cycle Kn~q on Mn in such a manner 
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that Cp and Dq are homologous to arbitrarily given ordinary p-cycle and g-cycle on 
M'n. The classical intersection of Cp and Dq is zero if p + q < n; in the case p + q ^ 
^ Yiy it is equal to 

(16.1) c x D« = ... •••> o . 

the summation running over all the (p + q — n)-simplices of M'n having the indicated 
form 

The case p + q < n being trivial, we have to show that, if p + q ^ n, (16.1) 
holds true according to our definition of intersection. 

We now choose an ordering co of the vertices of Mn and define an (n — g)-chain 
Bn'q on M'n as follows. Let 

be an (n — g)-simplex of M'n. Let vx be the first vertex of the hk-simplex a)*. 
(0 g H n - relatively to the ordering OJ. If the v/s (0 ^ A ̂  n — q) are 

not all different from each other, then the coefficient of xn~q in Bn~q will be zero. In 
the other case, 

(16.2) ...,t>„-g) 

is an (n — ^-simplex of Mn and the coefficient of r"~q in Bn~q will be equal to the 
coefficient of (16.2) in Kn~q. It is not difficult to verify that Bn~q is a dual cycle on M'n. 

Now we order the set of all the vertices of M'n in such a manner that aJ precedes 
whenever h < k; this can be done in many ways. We form the product rnBn~q in the 
manner explained in sect. 10, using our ordering of the vertices of M'n. We easily 
verify that 

rnBn-q = ^ ^ 

so that 
Cp x Dq ~ CpBn~q 

from (15.2) and (15.3). Now if we form the product CpBn~q again in the manner 
explained in sect. 10, using the same ordering of the vertices of M'n, we easily verify 
that (16.1) holds true. 
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ACCESSIBILITY AND HOMOLOGY 

M a T e M a T H H e C K H H CÔOpHHK 

(Matematiceskij sbornik) 
1 (43) (1936), 661 

The letters F and p denote everywhere a given closed subset of the Euclidean 
n-space En and a given point of it. 

We say that F is totally accessible in p if every neighbourhood U of p contains 
a neighbourhood Vof p, such that D + (p) is a semicontinuum for every component 
D of 17 - F, such that 

DV±Q. 

We say that F is semitotally accessible in p if, given any two neighbourhoods U 
and Z of p, there exists a neighbourhood Fof p, such that D + (p) is a semicontinuum 
for every component D of [7 — F, such that 

DF4= 0 4= Z) - Z. 

We write a(p, F) = 0 if every neighbourhood U of p contains a neighbourhood 
F of p, such that 17 — F has a finite number of components D, such that DK 4= 0. 

We write a'(p, F) = 0 if, given any two neighbourhoods U and Z of p, there 
exists a neighbourhood F of p, such that U — F has a finite number of components 
D, such that DK 4= 0 4= D - Z. 

If a(p, F) = 0, then F is totally accessible in p; if oc'(p, F) = 0, then F is semitotally 
accessible in p. The converse statements are false. 

It follows from the local duality theorem (Alexandroff and Cech) that the equation 
a (p, F) = 0 expresses a topological property of the space F in the point p. The same 
thing is true for a'(p, F) = 0. 

Alexandroff proved that the accessibility of F in p is a topological property of F 
in p. The same thing is true for the semitotal accessibility. 

Borsuk proved that a (p, F) = 0 if F is locally contractile in every point. It is 
possible to prove a more general theorem. Let m designate either n — 1 or n — 2. 
Suppose that, given any e > 0, there exists a ô > 0 such that, if Ck is a k-cycle 
(0 ^ k ^ m) situated in a compact subset S of En — F, such that d(S) < 5, where d 
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is the diameter, then there exists a compact subset T of En — F such that d(T) < e 
and Ck ~ 0 in T. Then F is totally accessible if m = n — 1 and semitotally accessible 
if m = n — 2. 

Let |/(p, F) denote the number of those complementary domains D of F for which 
D + (p) is a semicontinuum. Then the number 

max [1, /x(p, F)] 

is a topological property of F in p. 
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Topologické prostory.) 

Contents: 

1.1. Definition of a topology. 1.2. Comparison of various topologies. 1.3. Closed sets. 1.4. 
Open sets. 1.5. Subspaces. 
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1.1. Let P be a given set. It is said that there is given a topology for P, or that P 
is a topological space (abbreviated to: a space P), if there is an operator which 
assigns to each subset M o f P a certain subset of P which is called the closure of M, 
usually denoted by M, and if the following three axioms are satisfied: 

The elements of the space are called points, and sets M c= P are called point sets. 
1.2. The notation M used here for the closure of a set M c P is suitable only if 

one topology for P is being considered; this is usually the case. If there are given 
several topologies, we choose for each of them one of signs u, v, w etc., and then we 

(i-) 

( i n 

(in-) 

0 = 0, 
M <z P = > M c M , 

Mt c M2 C P => Mt <= M2 . 
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speak e.g. about the u-topology or about the space (P, u). The closure of a set 
M c P relative to the topology u is then denoted by uM. 

If u and v are two topologies for P and if M cz P => uM c vM, then it is said 
that u is finer than v or that v is coarser than u. 

If U is any non-void system of topologies for P, then its supremum is a topology vt 

and its infimum is a topology v2 such that, for all M c: P, 

VXM = Y,UM> V2M = Y\UM. 
u e U «e IX 

It is easy to see that vt is the finest among all topologies coarser than any topology 
* u e U. vt belongs to U if and only if there exists the coarsest topology of all topologies 
u e U; vt is then this coarsest topology. 

Analogously for v2. In particular there always exists a coarsest topology for P, 
which then satisfies 

(1) 0 = 0 , 0 * M c P = > M = P , 

and a finest topology for P, for which 

(2) M c P => Af = M . 

1.3. A set M c P is called closed if M = M. Because of (IIU) it is sufficient to 
require M cz Af. As M c P for all M c= P, the following theorem is true: 

1.3.1. P is a closed set. 
From the axiom (lu) we have that 

1.3.2. 0 is a closed set. 
From axiom (IIIU) there follows 

1.3.3. The intersection of an arbitrary non-void family of closed sets is a closed 
set. 

1.4. A set M c: P is called open if P — M is closed. From the theorems 1.3.1 to 
1.3.3 there follow the theorems 

1.4.1. 0 is an open set. 
1.4.2. P is an open set. 
1.4.3. The union of an arbitrary non-void family of open sets is an open set. 
1.5. Let a topology u for P be given, and let Q c P be a set. We also introduce 

a topology v for Q connected with the given topology u for P in the manner to be 
described below. The space (Q, i?) is then said to be embedded in the space (P, u). If 
M cz Q then there are two closures of M, uM in the space (P, u) and vM in the space 
(Q, U). The set uM is then called simply the closure, and vM the relative closure 
of M. 

The relative closure is defined by the formula 

vM = Q . uM . 
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A set M cz Q is closed (i.e. closed in P) if uM = Af; M is relatively closed (i.e. 
closed in Q) if vM = M. Similarly we speak about relatively open sets. 

1.5.1. If M cz P is closed, then QM is relatively closed. 
Proof. We have v(QM) = Q . u(QM) cz Q . uM = QM. 
1.5.2. If M cz P is open, i/ien QM is relatively open. 
Proof. P — A/ is closed, so that Q — QM = 6(P — M) is relatively closed. 
2.1. Let P be a space and let a e P9 0 cz P. 0 is said to be a neighborhood of the 

point a (in the space P), if a is not a point of P — O. From axiom (lu) there follows 
2.1.1. P is a neighborhood of each point aeP. 
From axiom (IIU) there follows 
2.1.2. If O is a neighborhood of a point a, then a e 0. 
If O is a neighborhood of a point a then it is also said that a is an internal point 

of the set O. The set of all internal points of the set 0 is called the interior of the 
set O. From (IIIU) there follows 

2.1.3. If O is a neighborhood of a point a and if 0 cz Ox cz P, then Ot is also 
a neighborhood of a. 

2.1.4. If a e P, M cz P, then ae M if and only if OM 4= 0 for every neighborhood 
0 of a. 

Proof. I. Let a$M. Then O = P — M is a neighborhood of a and OM = 0. 
II. Let O be a neighborhood of a such that OM = 0. Then M cz P — 0 and 

M cz P — O. From the definition of neighborhoods it follows that a$P — O, and 
then a £ M. 

The following theorem is evident. 
2.1.5. A set G cz P is open if G is a neighborhood of each point a e G. 
O <z P is a neighborhood of a set M cz P (in the space P) if 0 is a neighborhood 

of each point a e M, i.e. if M is a subset of the interior of O. From theorems 2.1.1 
to 2.1.3 there follow the theorems 

2.1.6. P is a neighborhood of every set M <z P. 
2.1.7. If 0 is a neighborhood of a set M, then M cz 0. 
2.1.8. If O is a neighborhood of a set M and O cz Ot cz P, then Ot is also a neigh-

borhood of M. 
2.1.9. Let u and v be two topologies for P, u finer than v. Let 0 be a neighborhood 

of a set M cz P in the space (P, t;). Then O is a neighborhood of M in (P, u). 
Proof. If a G M, we have aeP - v(P - O), u(P - O) c v(P - O), and then 

aeP - u(P - 0). 
2.1.10. Let u and v be two topologies for P. If every neighborhood O of an arbit-

rary point ae P in (P, v) is a neighborhood of a in (P, u)f then u is finer than v. 

The proof follows easily from 2.1.4. 
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2.1.11. Let Q be embedded in P, M c Q. A set Q a Q is a neighborhood of M in Q 
if and only if there exists a neighborhood 0 of M in P such that Q = QO. 

Proof. I. Let O be a neighborhood of M in P. This means that M • P — O = 0 
and hence M .(Q .Q — QO) = 0, i.e. QO is a neighborhood of M in Q. 

II. Let Q be a neighborhood of M in g; then we have M . (Q . Q — Q) = M . 
. = 0. Let 0 = P - (Q - Q). Then Q = QO and M . P = 0, i.e. O 
is a neighborhood of M in the space P. 

3.1. A subset M of a topological space P is called a Gd (or a Gd(P)) if it is the inter-
section of a countable family S =# 0 of open sets. 

The following theorems are evident. 
3.1.1. Each open set is a Gs. 
3.1.2. The intersection of a countable family S 4= 0 of Gd sets is itself a G6. 
A subset M of a topological space P is called an Fa (or an Fff(P)), if it is the union 

of a countable family S #= 0 of closed sets. 
The following theorems are evident. 
3.1.3. A set M a P is an Fff if and only if the set P - M is a Gs. 
3.1.4. Each closed set is an Fe. 
3.1.5. The union of a countable family S 4= 0 of Fa sets is itself an Fa. 
Let Q be a space embedded in P. A subset M of Q is called a Gs if it is a Gd(P), 

and is called a relative Gd if it is a Analogously we can speak about relative Fa 

sets. From theorems 1.5.1 and 1.5.2 there follow 
3.1.6. If M ci P is an Fff, then QM is a relative Fa. 
3.1.7. If M a P is a G5, then QM is a relative G8. 
3.2. A subset M of a topological space P is called a Gd (or a Gd(P)) if it is the 

intersection of some family 6 4= 0 of open sets. 
Then: 
3.2.1. Each Gs set is a Gd. 
3.2.2. The intersection of a family 6 4= Q of Gd sets is a Gd. 
3.2.3. The union of a family (5 4= 0 of Gd sets is a Gd. 
Proof.1 Let M be any set from the family 6 . There exists a system Z(M) 4= 0 

of open sets such that 

Denote by <P the system of all operators <p, which assign to each A i e S a n open set 
cp(M) e Z(M). If <p e <P then the set 

(1) n G = M. 
GEX(M) 

(2) r(cp) = I <P(M) 

A shorter proof is given in 6.3. 
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is open by 1.4.3. It is sufficient to prove 

(3) = 
MeS <pe<J> 

First let a be a point of £ ^f. Then there exists a set M0 e <5 such that a e M0. 
Me s 

Consider any element cpe<P. We have to show that a e F(<p). Because cp e <P, it follows 
that <p(M0) e 2(M0); by (1) we have a e <p(M0) and in view of (2), a e r((p). On the 
other hand let a $ £ M. According to (l) one can assign to each set M e 6 a set 

Me& 
(p0(M) e Z(M) such that a $ (p0(M). Then cp0 e <P9 and by (2) a does not belong to 
r(cp0). Thus a^Ur((p). 

<pe& 

A subset M of a topological space P is called an Fs (or an FS(P)) if it is the union 
of some family 6 4= 0 of closed sets. 

The following theorems are evident. 
3.2.4. A set M c= P is an Fs if and only if P — M is a Gd. 
3.2.5. Each Fff set is an Fs. 
3.2.6. The union of a family (5 4= 0 of Fs sets is an Fs. 
From theorems 3.2.3 and 3.2.4 there follows 
3.2.7. The intersection of a family 6 #= 0 of Fs sets is an Fs. 
Let Q be a space embedded in P. A subset M of Q is called a Gd if it is a Gd(P), 

and it is called a relative Gd if it is a Gd(Q). Analogously we can speak about relative 
Fs sets. From theorems 1.5.1 and 1.5.2 there follow 

3.2.8. If M cz P is an Fsi then QM is a relative Fs. 
3.2.9. / / M c P is a Gj, then QM is a relative Gd. 
3.3. The star of a set M cz P is the intersection of all neighborhoods of M. Let us 

denote it by Ms. In particular, as(a e P) is the star of a point a, i.e. the star of the 
one-point set (a). 

3.3.1. Let a e P, M cz P. Then a e Ms if and only ifM.a 4= 0. [Note: The closure 
of a point a, i.e. of the set (a) is denoted by a.] 

Proof. I. Let M . a = 0. Then P — (a) is a neighborhood of M which does not 
contain a, so that a $ Ms. 

II. Let M . a 4= 0 and let O be a neighborhood of M. We are to prove that a e 0. 
There exists a point b e M . a. Because b e Af, O is a neighborhood of b. Because 
be a, theorem 2.1.4 shows that 0 . (a) 4= 0, i.e. that a e 0. 

The following theorems are evident. 
3.3.2. 0s = 0. 
3.3.3. M c P = > M c Ms. 
From 3.3.1. there follows the theorem 
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3.3.4. Let <5 be a non-void family of point sets. Then 

(i) I jvr = ( ^ M f . 
Me& M e <o 

It is easy to prove 
3.3.5. If M c P is a Gd, then M = M\ 
From 2.1.11 there follows 
3.3.6. Let Qbea space embedded in a space P and let M c= Q. Then the star of M 

in Q is the intersection of Q with the star of M in P. 
4.1. A complete system of neighborhoods of a point a e P (or a complete system 

at a) is a system 53(a) of neighborhoods of a such that to every neighborhood Q 
of a there is a set O with 0 cz Q and 0 e O(a). 

If £)(a) is a complete system of neighborhoods of a point a, then from 2.1.1 and 
2.1.2 there follow 

(1°) + 

(11° ) O e O ( a ) = > a e O . 

Conversely, let O(a) be a family of subsets of a given set P assigned to each point 
a e P in such a manner that the axioms (1°) and (11°) hold. Then there exists just one 
topology u for P such that D(a) is a complete system of neighborhoods of the point a 
in (P, u). In view of the definition of a complete system we have namely by 2.1.4 the 
following assertion 

4.1.1. The closure of a set M <= P is the set of all points ae P such that 

OeD(a)=> OM 4= 0 . 

Ift he closure is defined by means of 4.1.1, one can see that the axioms (lu) to (IIIU) 
are fulfilled and that £)(a) is a complete system of neighborhoods of any point a of P. 

If a topology for P is constructed using the systems O(a) which satisfy (1°) and (11°), 
then O(a) is called a defining system of neighborhoods of the point a. This method 
of construction of topologies is very popular in practise. One must bear in mind 
that distinct defining systems can define the same topology. Two different systems 

and £)2 define the same topology if and only if Oj(a) and 02(a) a r e equivalent 
systems for each a e P in the following sense: Two systems C^a) and 02(a) are 
equivalent if and only if for each Ot eO^a) there is an 02 e £>2(a) s u c h that 02 a Ox 

and if for each 02 e02(fl) there is an Ol 6 O^a) such that Ot c= 02. It may happen 
more generally, that only the former condition is satisfied. Then it is easy to see that 
this occurs if and only if the first topology is coarser than the second. 

Let a space Q be embedded in the space P. Let £)(a) be a complete system of neigh-
borhoods of a point a in P. Then 2.1.11 shows that the system of all sets Q. O, where 
0 e D(a), is a complete system of neighborhoods of a in Q. 
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4.2. A complete system of neighborhoods of a set M c P (or a complete system 
of M) is a system O(M) of neighborhoods of a set M such that to every neighborhood 
Q of M there exists a set O with 0 c Q and O e O(Ai). The following theorem is 
evident. 

4.2.1. If O(M) is a complete system of neighborhoods of a set M a P, then 

n o = ms . 
O e C ( A f ) 

Let M c P , then there exists at least one complete system of neighborhoods of M, 
namely the system of all neighborhoods of M. Each complete system has a definite 
cardinality. Because every non-void family of cardinal numbers has a least member, 
there exist complete systems with minimal cardinality. This minimal cardinality 
x(M) [or Xp(M) or, if u is the given topology then /U(M)] is called the character2 

of M (in P). In particular, every point a e P has a character. A point a is called a point 
of countability if 

X{a) â K0 . 

If every point a e P is a point of countability we say that P satisfies the first axiom 
of countability.3 

From 2.11 there follows 
4.2.2. If M c Q a P, then xQ(M) ^ »(Ai). 

In particular, if P satisfies the first axiom of countability then so does Q. 
4.2.3.4 Let £)(Ai) be a complete system of neighborhoods of a set M a P. Then 

one can choose from O(M) a complete system of neighborhoods of M with cardinal-
ity x(M). 

Note. In particular, if there is given a topology for P constructed by defining 
systems O(a) of neighborhoods of points a e P, then each point a e P has a complete 
system of neighborhoods included in £)(a) and with cardinality 

Proof. There exists a complete system D0(M) of neighborhoods of a set M whose 
cardinality is x(M). Because O(M) is a complete system, one can assign to each set 
Q e €>0(M) a set (p(Q) e O(M) such that cp(Q) a Q. The system of all such (p(Q), 
where QeO0(M), is a complete system of neighborhoods of the set M and is a sub-
system of the complete system of Af. Its cardinality is at most x(M), and hence equal 
to x(M). 

4.3. A pseudocomplete system of neighborhoods of a set M c P is a non-void 
family £)(M) of neighborhoods of M which has the property 

O = M5. 
OeO(M) 

2 P. Alexandroff and P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts (Verhand-
lingen Akad. Amsterdam 1929), page 2. 

3 F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (Leipzig, Veit & Comp., 1914), page 263. 
4 Loc. cit. sub2 , page 62. 
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Analogously as for complete systems, there is a pseudocomplete system of a set M 
with minimal cardinality. Let us denote this cardinality by \p{M) [or or, if 
u is the given topology then ^U(M)]. The cardinal ij/(M) is called the pseudocharacter5 

of M (in the space P). In particular, every point a e P has a pseudocharacter ip(a). 
In view of 2.1.11 we have the theorem 

4.3.1. / / M c Q c P, i/ien 

<Aq(M) ^ MM) • 

In addition to x(Af) and we shall introduce a further cardinal co(M) [or a>P(M) 
or, if u is the given topology then cou(A/)]. The cardinal co(M) will be called the inter-
nal character and defined as follows. If Ms is a neighborhood of M, set co(M) = 1. 
If Ms is not a neighborhood of M and if there exists at least one non-void family O(M) 
of neighborhoods of M [e.g. the family of all neighborhoods] such that 

(*) n Oh n o t a neighborhood a s e t M; 
Oe£)(M) 

then there exists a family O(M) satisfying (*) and leaving minimal cardinality. This 
cardinal (^ 2) is denoted by a>(M). In particular, every point a e P has an internal 
character. It is easy to prove the following theorem. 

4.3.2. For every M a P 

X{M) = 1 o \p(M) = 1 o co(Ai) = 1 . 

4.3.3. For every M c P 
co(M) g ip(M) ^ x{M) . 

Proof. In view of 4.3.2 we can suppose that co(M) > 1, and thus Ms is not 
a neighborhood of M. Then every pseudocomplete system has property (*), so that 
i¡/(M) ^ co(M). Assertion 4.2.1 shows that every complete system is a pseudocom-
plete system, so that x(M) ^ iA(M). 

5.1. Let P be a given set, a given family of subsets of P. To each set S e S let 
there be assigned a set vS cz P, in such a manner that the following three axioms 
are satisfied. 
(I)s If 0 e S, then v<t = 0, 
(II)S Se&=>S a vSy 

(my e S2 e e , St c S2 => vSi a vS2. 
In the special case that 6 is the family of all subsets of P, these axioms are fulfilled 

if and only if v is a topology for P. In general, there always exists in P at least one 
topology u such that uS = vS for each S e S . There even exists a finest topology ut 

and a coarsest topology u2 in the system 21 of all such topologies. The closures utM 

5 Loc. cit. sub 2 , page 60. 
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and u2M are defined as follows. If there does not exist any S cz M in <5 then utM = 
= M. If there exists at least one S cz M in <5 then utM = M + T, where Tis the 
union of all vS with S e <5, S a M. We have w20 = 0. If M 4= 0 and if in <5 there 
is no S => M, then u2M = P. If M 4= 0 and if there exists in 6 at least one S •=> M 
then U2M is the intersection of all vS with S e S, S ZD M. It is easy to verify the above 
assertions. 

Now suppose that there is given a topology u for P and choose an arbitrary family 
S of point sets. For each S e & set vS = uS9 and define ux and u2 as above. If u = ux 
then S is called a lower base of the topology u [or of the space (P, w)]. If u = u2 
then <5 is called an upper base of the topology u [or of the space (P, u)]. 

5.2. We may modify these considerations to a more special — and possibly more 
useful — case. Let u be a given topology for P. 

First, take a cardinal a and let <5 be the family of all S cz P with cardinality <a. 
Then one can construct the topology ut = Mx(a) which is finer than u and which is 
unambigously determined by u and by the cardinal number a. There exists a least 
cardinal r(w)"such that WI[T(M)] = u. The number z(u) is an important "invariant" 
of the topology u. 

Next, let (3 be the system of all S c P such that S — S in a one-point set. If <5 
is a lower base then we have an important type of topology, with the following 
property: If M cz P, a e M — M, then there exists an S <= M such that S = S + 
+ (a). If we take instead of © the system S(a) of all S e S with cardinality <a, 
then we again obtain an interesting case. 

Third, let 3 be the family of all S cz M which have the following properties. The 
set S is infinite and countable; there exists a point a e P (depending on S) such that 
for every infinite subset Tof S there is T = T 4- (a). If <5 is a lower base we shall 
say that u is an L-topology [or that (P, u) is an L-space']. The notion of L-spaces can 
also be introduced in the following way. Let P be a given set; let some point sequences 
(i.e. sequences such that an e P) be called convergent sequences; to each convergent 
sequence {a„} let there be assigned a point lim an in such a manner that the following 
axioms are satisfied: 
(I)L If {an} is a convergent sequence, lim an = a and if {bn} is a subsequence of 

{ian}, then {bn} is also convergent and lim bn = a. 
(II)L If an = a for each n, then is a convergent sequence and lim an = a. 

In this situation we can define a topology for P such that the closure M of a set 
M cz P is defined as the set of all the points lim an9 where {a„} is an arbitrary conver-
gent sequence with ane M for each n. It is easy to see that the topology thus defined 
is an L-topology. On the other hand, every L-space P can be constructed in the above 
way if one defines suitably the convergent sequences and their limits. Such a definition 
can be described, for example, as follows. Let be a sequence of points and let S 
be the set of all an. If S is finite we shall say that {an} is a convergent sequence if and 
only if S = (a) and then we shall define lim an = a. If S is infinite then we shall say 
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that {an} is convergent if and only if (l) am 4= an for m =f= n, (2) if S e (5 then there 
exists exactly one point a e P with T = T + (a) for each infinite set T c S . Then 
we shall define lim an = a. 

6.1. A space P is called an F-space, or a given topology for P is called an F-topo-
logy, if the axioms (lu), (IIU), (III") are satisfied and also 

(IVU)F M cz P => M = A? . 

Because of (llu) it is sufficient to demand formally less, namely 

M a P=>M cz M . 

In view of the definition of closed sets (1.3), axiom (IVU)F can be formulated in the 
following way: The set M is closed for each M c P. Furthermore, 

6.1.1. If P is an F~space, then for each M <= P, M is the least closed set contain-
ing M. 

Proof. M is closed and [axiom (IIU)] M => M. If P is closed and F => M, then by 
(IIIU) F ZD M. But F = P, and thus P =) M. 

6.1.2. A space P is an F-space if and only if the family g of all closed sets is its 
upper base. 

Proof. I. If P is an F-space then by 6.1.1 is an upper base. 
II. Let g be an upper base and let M cz P. In view of 1.3.1 there exists at least 

one F e g, F => M. Because g is an upper base, M is the intersection of all Peg» 
F => M. Thus, M e g by 1.3.3, i.e. M = M. 

Let g be the family of subsets of a given set P. In order that there exist a topology 
for P such that g is precisely the family of all closed sets of P in this topology, the 
following axioms must be fulfilled (by the 1.3.1 — 1.3.3) 

(If) P e g , 

(Hf) 0 e g , 

(Illf) the intersection of an arbitrary non-void system of sets of g belongs to g. 

6.1.3. If g is a system of subsets of P satisfying the axioms (lf) to (HIf), then 
there exists in P exactly one F-topology u such that g is the system of all closed 
sets. If v is another topology for P such that each Peg is closed relatively to v, 
then v is finer than u. 

The proof follows from 5.1, because every topology for P relative to which each 
P e g is closed, is such that in 5.1 there is & = g and vF = g for each P e g . It is 
then sufficient to apply theorem 6.1.2. 

6.1.4. Let there be given two F-topologies u and v for P. The topology u is finer 
than v if and only if every M cz P closed relative to v is also closed relative to u. 
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Proof. I. Let u be finer than v. If M <= P is closed relative to v, then 

M c= uM c= vM = M, 
and thus M = wM. 

II. Now let 
M = vM => M = uM. 

From 6.1.1 it follows easily that u is finer than v. 
Considering only F-topologies, by 6.1.3, the topology can be derived from the 

notion of closed sets satisfying (lf) to (HIf). The closure of a point set is then defined 
by theorem 6.1.1. However, in the general case, the system of closed sets does not 
determine uniquely the given topology. Indeed, assume given a topology v for P; if g 
is the family of all closed sets relative to v, then, in view of 6.1.3, there exists in P 
exactly one F-topology u such that g is the family of closed sets relative to this F-topo-
logy «.If v is not an F- topology then, of course, u 4= v. The topology u is called 
the F-modification of v. 

6.1.5. Let (P, r) be an arbitrary space. Let u be the F-modification of v. Then 
u is the finest of all F-topologies coarser than v. 

Proof. I. Let M cr P. Let F c P be a set closed relative to v and let F D M ; 
then F = vF z> vM. But uM is the intersection of all such F; hence, uM vM. 
Therefore v is finer than u. 

II. Let an F-topology w be coarser than v. If F c P is closed relative to w, then 

F c vF cz wF = F ; 

also vF = F, i.e. F is closed relative to v and then also relative to u. In view of 6.1.4, 
w is coarser than u. 

6.2. Let a space Q be embedded in the space P. The following theorem is evident. 
6.2.1. If P is an F-space then Q is also an F-space. 
6.2.2. (Converse to theorem 1.5.1.) If P is an F-space and ifMczQ is relatively 

closed, then there exists a closed set F such that M = QF. 
Proof. Take F = M. 
6.2.3. (Converse to theorem 1.5.2.) Let P be an F-space and let M a Q be rela-

tively open; then there exists an open set G such that M = QG. 
Proof. The set Q — M is relatively open. Then by 6.2.2 there exists a closed set F 

such that M = QF. Put G = P - F. 
6.2.4. If P is not an F-space, then one can choose a Q a P such that the theorems 

6.2.2 and 6.2.3 are not true. 
Proof. There exists a n M c ? such that M a M 4= M. Take a eM — M and 

Q = M + (a) 4= M. Then QM = M, so that Mis relatively closed. If F is closed and 
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M c= F [as is the case for M = QF], then M c: F = F and M a F = F. Thus 
a e F and g c F , and hence QF 4= M. Since M is relatively closed, the one-element 
set (a) = Q — M is relative open. If there were (a) = QG with open G, then M = QF 
with closed F = P - Q. 

6.3. A point a e P is called a weafc F-point if M c P, a e M => a e M. 
If a neighborhood of a point a e P or of a set M c= P is open, then it is called an 

open neighborhood of a point A G P or a set M E P. 
A point a e P is called a strong F-point if the open neighborhoods of a point a 

form a base for the neighborhood system of a. 
6.3.1. If a is a strong F-point, then a is a weak F-point. 
Proof. In the opposite case there exists a set M such that a e M — M. As a e P — 

— M, the set P — M is a neighborhood of a. Because a is a strong F-point, there 
exists an open set G such that a e G c= P — M. Then M c P — G and M <= P — G = 
= P - G. We have Af c: P — G = P - G, and thus a e P - G; this is a contra-
diction. 

Let Px be a set consisting of all the positive integers and of the symbol oo. Let the 
closure of oo be the point oo. Let the closure of an element n #= oo be the two-point 
set (n, n + 1), and let the closure of a finite set be the sum of the closures of these 
sets. Let the closure of any infinite set M be Pj. Then Px is an A-space6 and oo is 
a weak F-point but not a strong F-point. 

The following theorem is evident. 
6.3.2. If each a e P is a weak F-point, then P is an F-space. 
6.3.3. If P is an F-space, then each point aeP is a strong F-point. 
Proof. Let P be an F-space and let 0 be a neighborhood of a point a e P. Then 

aeP — P — 09 and the set P — O is closed. Then P — P — O is an open neighbor-
hood of a contained in 0. Thus a is a strong F-point. 

The following theorem is evident. 
6.3.4. Let Qbe a space embedded in P and let a e Q. If a is a weak F-point of P, 

then a is a weak F-point of Q; if a is a strong F-point of P, then a is a strong F-point 
°f Q-

6.3.5. Let P be an F-space and let M c P. The system (5 of all the open neigh-
borhoods of the set M is a complete system. 

Proof. Let 0 be a neighborhood of a set M. Then O is a neighborhood of every 
point a e M, so that in view of 6.3.3 one may assign to each point ae M an open 
set G(a) such that a e G(a) c 0. Let G = £ G(a). Then M c G c O , a n d G e © 
1_ * a i aeM 

by 1.4.3. 
6.3.6. (Converse to theorem 3.3.5.) Let P be an F-space and let M = M5. Then 

M is a Gd. 
6 7.1. 
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Proof. Theorem 6.3.5 shows that the open neighborhoods of a set M form 
a complete system. Then, in view of 4.2.1, Ms is a Gd. 

New proof of theorem 3.2.3. Let each M e ® be a Gd. We shall prove that S = 
= YJ M is a Gd. By 6.1.3, there exists an P-topology for P with the same closed sets 

M e S 
as those of the given topology. Then the Gd sets are common for both topologies. There-
fore it is sufficient to prove the theorem only for P an P-space. In view of 3.3.5, 
M e ® implies M = Ms, and by 3.3.4 Ss = £ Ms; thus Ss = S and S is Gd by 6.3.6. 

Me <5 
If a complete system £)(a) at a point a consists of open neighborhoods [this is 

possible if and only if a is a strong P-point], then axioms (1°), (II0) are fulfilled and 
also 
(IH°)F If O e O(a), b e 0, then there exists a set Q e O(fc) such that Q cz O, 

where O(b) is any complete system of neighborhoods at b. 
Conversely, let P be a given set and Q its subset. To each point a e P let there be 

assigned a system £)(a) of subsets of P such that for each a e P the axioms (1°) and 
(11°) hold, and for each ae Q also (111°)̂  holds. Then one can define a topology for P 
with £)(a) as a defining system of neighborhoods. It is easy to see that each ae Q is 
a strong P-point and that D(a) consists of open neighborhoods for each a e Q. In 
particular, if Q = P then P is an P-space and all defining neighborhoods are open. 

6.4. Let P be an P-space. A family © of subsets of P is called an open base if 
each B e © is open and if each open G -4= 0 is the union of some sets from ©. 

6.4.1.7 A family © of open sets of an F-space P is its open base if and only if for 
each ae P the system ©(a) of those Be© which contain a is a complete system of 
neighborhoods of the point a. 

Proof. I. Let © be an open base. Let O be a neighborhood of a point a e P. 
By 6.3.3, there exists an open set G such that a e G c O. Since © is an open base, G 
is the union of some sets from ©. Because a e G, there exists a Be ©(a) such that 
B cz G and then B cz O. Because each set from © is open, B is a neighborhood of a. 
©(a) is then a complete system of neighborhoods at a. 

II. For each a e P let ©(a) be a complete system of a. Let G 4= 0 be an open set. 
Then G is a neighborhood of each a e G, so that one may assign to each a eG a set 
B(a) e ©(a) c: © with B(a) c G. Obviously 

G = £ B ( a ) . 
ae G 

Then © is an open base. 
If © is an open base of an P-space P, then 

(lb) For each ae P there exists a B e © such that a e B. 
Conversely, let P be a given set and © a system of its subsets such that the axiom 

(Ib) holds. Then there exists precisely one P-topology for P with © as open base. 

7 Loc. cit. sub2 , page 3. 
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Indeed, if there exists such a topology, then by 6.4.1 for each a e P the family £>(a) 
of all B e © with ae B is a complete system at a. But the £)(a) in fact define a topo-
logy u for P, because for the systems O(a) the axioms (1°) and (11°) are satisfied. 
They also satisfy axiom (III°)f, and thus u is an F-topology and the sets B e 23 are 
open. © is then an open base by 6.4.1. 

If © is an open base of an F-space P and if Q is embedded in P [in view of 6.3.2 
and 6.3.4, Q is an F-space], then the system ©0 of all QB with B e © is (cf. 6.4.1) 
an open base of Q. 

Every F-space P has at least one open base, namely the system of all open sets. 
Each open base has a certain cardinality. Because each non-void set of cardinal 
numbers has a least element, there exists an open base with minimal cardinality. Let 
us denote this cardinality / ( P ) [or x£(P), u being the given topology]. This cardinal 
/ ( P ) is called the total character of P. We say that an F-space P satisfies the second 
axiom of countability8 if x'(^) ^ No- The following theorems are evident. 

6.4.2. If Q is embedded in an F-space P, then %\Q) g /(P). 

6.4.3. If P is an F-space, then g X*{P) for each ae P. 

6.4.4.9 Let © be an open base of an F-space P. Then one can choose in B an open 
base with cardinality £f(P). 

Proof. I. Let x'(P) finite. Then there exists a finite open base, so that in P 
there is only a finite number of open sets. Denote by 9ft a system of open sets G with 
the following property: there exists a point a e G such that H = G whenever H is 
an open neighborhood of a and H a G. Because P has only a finite number of open 
sets it is easy to see that 9ft is an open base and that 9ft is a part of each open base. 
Then 9ft has cardinality / ( P ) and 9ft cz ©. 

II. Let x f(P) = ci be infinite, so that a . a = a. Choose an open base U with cardi-
nality a. Denote by (E the system of those pairs At e U, A2 ell for which there exists 
at least one set B e © with Ai cz B cz A2. For each pair (Ai9 A2) e(£ choose a set 
(p(A{, A2) e © such that At c= cp(Ax, A2) cz A2. Denote by ©0 the system of all sets 
(p(Au A2) for (Au A2) e(L Then ©0 c= ©, ©0 is a family of open sets, and ©0 has 
cardinality ^ a. 

It remains to prove that ©0 is an open base. Let 0 be a neighborhood of a point 
ae P. In view of 6.4.1 we need only prove that there exists a pair (Au A2) e(E such 
that a e (p(Al9A2) a O. Because U is an open base, by 6.4.1 there exists an A2 e U 
such that a e A2 C 0. As © is an open base, there exists a B e © such that ae B c A2. 
Because U is an open base, there exists an At e U such that a e Ax c B. Thus A1 e U, 
A2 e U, B e © , Ax cz B cz A2, and then (Ai9 >42)e(E and At cz cp(Ai9 A2) cz A2. 
Because a e Al9 A2 cz 0, one has a e cp(Al9 A2) c: 0. 

8 Loc. cit. sub3 , page 263 and 268. 
9 Loc. cit. sub2 , page 4. 
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The least cardinality of a family of open sets of P such that one may choose for 
each a e P a subfamily 6 #= 0 such that 

n c = a* 
G e S 

is called the total pseudocharacter of an F-space P and denoted by \A'(P)-
The internal total character of an F-spaceP, denoted by G/(P), is the least cardi-

nality of a family of open sets with the property that, for each point aeP with 
co(a) ^ 2, one may choose a subfamily 6 =# 0 such that each G e 6 is, and the 
intersection of all G e S is not, a neighborhood of a. 

The following statements are evident: 
6.4.5. If P is an F-space, then 

o/(p) g r(p) ^ x'(p) • 

6.4.6. If P is an F-space, then Ip(a) ^ ^'(P)/or each a e P. 
6.4.7. Let P be an F-space. Then cor(P) = 0 if and only if co(a) = 1 for each 

aeP.If (D^P) > 0, then co(a) g co'(P) for each a e P. 
6.5. Let (P, u) be an arbitrary space. We shall assign10 to each ordinal ^ > 0 

a topology ul for P, defining for each M c P b y transfinite induction: (l) ulM = 
= uM, (2) u*+lM = u(u*Af), (3) if a is a limit ordinal, then uaM = £ u*M. One 

may prove by transfinite induction that, for each ordinal £ > 0, u* is indeed a topo-
logy. 

For each M <= P 

£<tj=> u*M c unM c: P . 

It follows that one may assign to each M c P a n ordinal <p(Ai), namely the least 
ordinal a such that u<x+1M = uaM. Furthermore, one may assign to the space an 
ordinal S(P), the least ordinal ft such that cp(M) ^ /? for each M <= P or, equivalently, 
such that u^+iM = upM for each M c P. 

Evidently 3(P) = 1 if and only if w is an F-topology. In the general case u H n is 
an F-topology. It is easy to prove that the topologies u and have the same closed 
sets, so that wd(P) is the F-modification (6.1.3) of the topology u. 

7.1. We shall say that P is an A-space or that the given topology for P is an A-topo-
logy if axioms (Iu), (llu) are satisfied and also 

(Iir% Mx c: P , M2 C P => Mi + M\ = Mx + M2 • 

The axiom (I1IU) need not be required separately as it is a consequence of (IIP)^. 
On the other hand, if we do require (IIIU), then (Iir% may be replaced by the weaker 

1 0 F. Hausdorff, Fund. Math. XXV (1935), p. 490. 
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requirement 

M1 c= P , M2 a P => Mx + M2 c= A?! + M2 . 

Let P be an arbitrary space and a e P. We shall say that a is an A-point if 

Mt c P , Ai2 c P, a G Af^T~M~2 => aeM{ + M2. 
The following statements are evident: 
7.1.1. >4 space P ÏS an A-space if and only if each a e P is an A-point. 
7.1.2. Each space embedded in an A-space is an A-space. 
7.1.3. Let Q be embedded in P and let a e Q be an A-point of the space P. Then 

a is an A-point of Q. 
7.1.4. If P is an A-space, then any union of a finite number of closed sets is 

a closed set. 
It is sufficient to prove this for two closed sets Ft and P2. We have Fl = Ft and 

F2 = P2, hence F\~+F2 = Fl + P2 = Fi + P2. 
Theorem 7.1.4 may hold in P without P being an ,4-space. As an example take the 

space P2 consisting of three points a, b, c. In P2 let 0 = 0, â = B = (a) + (b)9 
c = (c), and let the closure of sets containing more than one point be P2. Then 7.1.4 
is satisfied in P2 although it is not an >4-space. 

7.1.5. Let P be an F-space and let all unions of finite number of closed sets be 
closed. Then P is an A-space. 

Proof. Let M, c P, M2 c= P. Then + M2 c M, + M2) so t h a t < = 
c: jV?I + M 2 . A S P is an P-space, the sets M J and M 2 are closed, so that MI + M2 

is also closed, i.e. MT + M2 = MT + M2, and then MT + M2 c: Mt + M2. 
From the preceding theorem 7.1.5 it follows that the theory of >4F-spaces (i.e. 

spaces which are ^4-spaces and P-spaces simultaneously) can be based on the notion 
of closed sets satisfying the axioms (lf) to (HIf) from 6.1 and also the axiom 

(I F i e 0 r , P 2 e g = > P 1 + P2 e g . 

From 7.1.4 there follows 
7.1.6. If P is an A-space, then the intersection of a finite number of open sets 

is an opet set. 
7.1.7. Let M cz P, TV c= P. Lei eac/i ae M be an A-point. Let 0 be a neighbor-

hood of M. Then 
M .N = M .NO . 

Proof. As NO <= jv, it is sufficient to prove that the assumption a e M . N — NO 
leads to a contradiction. Because a eM, a is an y4-point. As aeN, N = iVO + 
+ (N - 0), one has a e NO + N - 0 and then a e NO + P - 0. Because aeP -
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— NO, aeP — O. This is a contradiction, because a e Ai and thus 0 is a neighbor-
hood of a. 

The following assertion is a special case of 7.1.7 (putting G, Ai, G instead of 
M , iV, 0 ) . 

7.1.8. Le/ P be an A-space, M cr P. Lei G cz P be an open set. Then 

G.M = G. A/G. 

Here one may not omit the assumption that P is an ^4-space. Indeed, let P consist 
of three points a, fr, c. For any M cz P let M = M if Ai contains at most one point, 
A? = P if Ai contains more than one point. Let Ai = (a) 4- (b), G = (a) + (c). 
Then G is an open set and GM = (a) + (c), G . A/G = (a) 4= GM. Evidently, 

7.1.9. Each L-space is an A-space. 
7.2. Evidently, 
7.2.1. A point a e P is an A-point if and only i f , for each pair Ou 02 of neigh-

borhoods of a, the set 0t02 is a neighborhood of a. 
Let £>(a) be a complete system at a. By 7.2.1 it is easy to see that a is an y4-point 

if and only if there are satisfied the axioms (1°), (11°) from 4.1, and also 
(111°)̂  If G £)(<*), 02 G 93(a) then there exists a set 0 e D(a) such that O C 0X02. 

A set Ai c P is said to be an A-set if the intersection of any pair of its neighbor-
hoods is again a neighborhood. From 7.2.1 there follows 

7.2.2. A one point set (a) is an A-set if and only if a is an A-point. 
The following statements are evident. 
7.2.3. Let Q be embedded in P. If M c= Q is an A-set in the space P, then M is an 

A-set in the space Q. 
7.2.4. Let M c: P. Let each a e M be an A-point. Then M is an A-set. 
7.2.5. Let M a P be an A-set. Let O(M) be a complete system of neighborhoods 

of M. Let Q be a given neighborhood of M. Let SD0(M) be the family of those O e 
E O ( A / ) for which O C Q. Then O 0 ( A F ) is a base for the neighborhood system of M. 

Proof. Let H be a neighborhood of Ai. Because M is an ,4-set, HQ is also a neigh-
borhood of M. As O(Ai) is a complete system, there exists an 0 e O(M) such that 
0 c HQ. Then O eO0(M), O c= H. 

7.2.6. The preceding theorem does not hold for non-A-sets M. 
Proof. Because Ai is not an ^4-set, there exist neighborhoods O0f Q of Ai such 

that O0Q is not a neighborhood of Ai. Let O(Ai) be a complete system of Ai and let 
£)0(Af) consist of the sets O e O(Ai), 0 c= Q. If D0(Ai) were a complete system, there 
would exist a set O G D 0 ( M ) such that 0 C O0. Then 0 cz Q0Q, and by 2 . 1 . 8 O0Q 
would also be a neighborhood of Ai. 

7.2.7. Let the character of a set M a P be finite. Then Ai is an A-set if and only 
if x{M) = 1. 
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Proof. I. Let M be an /1-set. There exists a finite complete system O(M) of Af. 
The intersection O of all sets of this system €>(M) is a neighborhood of M. The set 0 
itself is then a complete system of neighborhoods of the set M. 

II. Let x{M) = 1. Then there exists a set 0 which is itself a complete system of 
neighborhoods of Af. If 0{ and 02 are two neighborhoods of M then O c 0 „ 
O cz 02, and then by 2.1.8 0l02 is also a neighborhood of M. 

7.3. Let (P, y) be a given space and Q cz P. Choose a complete system at each 
a e P. For a e Q let ^ ( a ) be the family of finite intersections of sets from O(a). For 
a e P — Q let £)x(a) = £)(a). It is easy to see that for the systems £),(</) the axioms 
(1°) and (11°) (4.1) are satisfied; and if a e Q then also axiom (111°)̂  (7.2) holds. The 
systems 0,(a) define a topology u for P in which each point a e Q is an /1-point. The 
topology u is called an A-modification of the topology v with respect to Q. In the 
important case that Q = P (u is an y4-topology for P by 7.1.1) the topology u is called 
briefly an A-modification of the topology v. The topology u depends on the choice 
of the complete system O(a) only seemingly; indeed, it is characterized by 

7.3.1. Let (P, v) be a space and Q cz P. Let u be an A-modification of the topology 
v with respect to Q. Then (1) each a e Q is an A-point in the topology u, (2) u is finer 
than v, (3) u is the coarsest topology with properties (1) and (2). 

Proof. We have already seen that u has the property (l). In view of 4.1.1, u has 
property (2) because D(a) cz Dj(a). Let w be a topology finer than v and such that 
each a e Q is an /1-point relatively to vv. Let Af cz P. We have to prove that wM cz uM. 
Take a e wM. If 0 eO(a), then by 2.1.9 O is a neighborhood of a relative to w. As 
each a e Q is an ,4-point relative to w, each 0£©j(i?) is a neighborhood of a in 
w. Because a e wM, from 4.1.1 it follows that for each OeO,(fl) there is OM 4= 0, 
and then by 4.1.1 aeuM. 

7.3.2. Let (P, v) be a space and Q cz P. Let u be the A-modification of the topology 
v with respect to Q. Then 

azQ^ Xu{<*) ^ Xv(a), 

a e P — Q => Xu(a) = Xv(<>) -

Proof. We may choose a complete system of neighborhoods O(a) of a so that 
it contains only Xv{a) sets-

I. Let a e Q. We distinguish two cases. First, let there be a finite number xv{a) 
sets in €>(a). Then the intersection 0 of all sets of £)(a) belongs to and is the 
least set of £>i(a). Since O^a) is a complete system at a in the topology w, obviously 0 
itself is a complete system at a relative to so that xu(a) ~ 1 = Xv(a)- Secondly, let 
there be an infinite number xv(a) °f s e t s Then £)t(a) contains Xv(a) sets- Since 
D^fl) is a complete system at a in the topology w, one has Xu(a) = Xv{a)-

II. Let a e P — Q. Since £(a) is a complete system of neighborhoods of a in u 
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and also in v, evidently the system of all neighborhoods is the same relative to both 
topologies, and thus xu(a) — Xv(a)-

8.1. Let P be an arbitrary space. Let Mx cz P, Af2 c= P. The sets Mx and M2 are 
said to be separated (in the space P) if 

MtM2 = M,M2 = 0 . 

The sets Mx and M2 are (1) O-separated, (2) O-separated, (3) O-separated, if there 
exist neighborhoods Ox of Mt and 02 of M2 such that 

0X02 = 0 in the first case, 
0X02 = 0i02 = 0 in the second case, 
0102 = 0 in the third case. 

Evidently, 
8.1.1. Let Q be embedded in P, Mt c Q, M2 cz Q. The sets Mx and M2 are 

separated in Q if and only if they are separated in P. 
8.1.2. Let Q be embedded in P. Let Mt cz Q, M2 cz Q. If Mt and M2 are either 

O-separated or O-separated or O-separated in P, then the same is true in Q. 
8.1.3. Let Mt cz P and M2 cz P be O-separated. Then Mx and M2 are sepa-

rated. 
Proof. Let aeMt. As Ot is a neighborhood of Af1? a£P — Ov. However, 

M2 a 02 cz P — Ot. Thus a $M2. Therefore MXM2 = 0, and analogously M,M2 = 
= 0. 

8.1.4. Let Mt cz P and M2 cz P be O-separated. Then Mt and Mz are O-sepa-
rated. 

8.1.5. Let Mx cz P and M2 cz P be O-separated. Then M{ and M2 are O-sepa-
rated. 

8.1.6. Let Mt c= P and M2 cz P be separated in P. Then M{ and M2 are O-sepa-
rated in the space Q = Mt + M2 embedded in P. 

Proof. Let MM = QM be the relative closure of the set M cz Q. Because M{M2 = 
= MlM2 = 0, one has MXM2 = 0 and hence Q — Ml = Af2, Q — M2 = M,. 
Moreover, Ml . uM2 = M2 . uMt = 0, so that uMl = Mx, uM2 = M2. Thus M{ 
and M2 are both open and closed in the space Q, and M, is a neighborhood of Mt 
in Q and the same is true for M2. The relative closures of these two neighborhoods 
are disjoint. Hence the sets Mt and M2 are ¡9-separared in the space Q. 

The following theorem is obvious. 
8.1.7. Let cz Mx a P, N2 cz M2 cz P. If Mx and M2 are either separated 

or O-separated or O-separated or O-separated, then the same is true for the sets 
JVj and N2. 

8.1.8. Let Mx cz P, M2 cz P, M3 c= P. Let Mx be an A-set. Let M{ and M2 be 
separated, Mx and Ai3 be separated. Then Mx and M2 + M3 are separated. 
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Proof. There is M,M2 = MXM2 = MXM3 = MXM3 = 0. Obviously Mx . 
. (M2 + M3) = 0, and we have to prove that Mt . M2 + A/3 = 0 . As M, A/2 = 0, 
the set P — M2 is a neighborhood of Mt. Analogously P — M3 is a neighborhood 
of Af J. As Mx is an A-szt, also (P - M2) (P - M3) = P - (Ai2 + A/3) is a neigh-
borhood of Mx. Therefore Mt . A/2 + = O-

8.1.9. Let Mx c: P, A/2 CZ P, A/3 CZ P. Lei M, be aw /4-se/. Le/ Af, and M2 be 
O-separated, A/j and M3 be O-separated. Then Af t awe/ M2 4- A/3 are O-separated. 

Proof. There exist neighborhoods Oj and i2, of the set Mx, a neighborhood 0 2 
of M2 and a neighborhood Q3 of A/3 such that 0 X 0 2 = i2,i23 = 0. Then 
0,^,(02 + i23) = 0. Obviously 0 2 + O3 is a neighborhood of Af2 + M3. Because 
Af! is an ^4-set, 0XQX is its neighborhood. 

8.1.10. Let P be an A-space. Let M, c P, Ai2 c P, Ai3 c P. Let Af, a/u/ M2 be 
O-separated, Aft and Ai3 be O-separated. Then Mx and M2 -f A/3 are O-separated. 

Proof. There exist neighborhoods Oj and Qx of the set Af,, a neighborhood 02 

of the set Af2 and a neighborhood Q3 of the set M3 such that 0 , 0 2 = 0X02 = 
= i^!i23 = QiQ3 = 0. The set 02 + Q3 is a neighborhood of M2 + M3. The set 
OxQx is a neighborhood of Mx. Moreover, 0XQx c: 02 + Q3 = 02 + D3, 
and thus 0^Q~X(02 + Q3) = 0XQX . 6Y+~Q~3 = 0. 

8.1.11. Theorem 8.1.10 remains valid for O-separated sets instead of O-separated 
sets. 

Proof. Now 0X02 = QlQ3 = 0, and thus OxQx. 0^+~Q3 = 0. 
8.1.12. Let Mj c P and M2 a P be O-separated. Let each ae Mx + M2 be 

a weak F- point. Then Mx and M2 are O-separated. 
Proof. Let Ox be a neighborhood of Mu 02 be a neighborhood of Af2 and let 

Ox02 = 0. Put Qt = P - Q2 = P - PEvidently Qx a Ou 

Q2 C 02. AS 0 2 CZ P - OI, we have 0 2 cz P~~d~x and then QJO, = 0. Obviously 
Q2 cz 02, i2ji22 = 0. Analogously, one can prove that i2ti22 = 0. If a e Mx then 
Ox is a neighborhood of a, so that a — 0X. As a is a weak F-point, a £P~—0~X\ 
but this means that Qx is a neighborhood of a. Then fij is a neighborhood of Mx and 
analogously Q2 is a neighborhood of M2. 

8.1.13. The sets Af, c P, Af2 c P are O-separated if and only if there exists 
a neighborhood Ox of Mx such that M2 . Ox = 0 . 

Proof. I. If 0j02 = 0, then by 2.1.4 M2Ox = 0. 

II. If M2OX = 0 then 0 2 = P - OX is a neighborhood of M2 and 0 X 0 2 = 0. 
Let P4 be the set consisting of three points: a, b, c. Let the sets 0, (a), (6), (a) + (b) 

be closed. If Af cz P4 is a set distinct from these, let A? = P4. Then P4 is an /IF-space. 
The one-point sets (a), (b) are separated but not O-separated. 

Let P5 be a set consisting of four points: a, 6, c, d. Let a = (a) + (c) -h (J), 
5 = (b) + (c) + (J), c = (a) + (c), 3 = (a) + (d). Let the closure of a set Ai cz P5 
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be the union of the closures of its points. Then P5 is an ,4-space. The points a, b 
are O-separated but not Ô-separated. 

Let P6 be a set consisting of three points: a, b, c. Let â = (a) + (c), B = (b) + (c), 
c = (c). Let the closure of a set M <= P6 be a union of the closures of its points. Then 
P6 is an /4F-space. The points a, b are O-separated but not Ô-separated. 

Let P7 consist of three points: a, b, c. Let (b) + (c) = P7. Let M = M if M a P, 
M 4= (b) + (c). Then P7 is an P-space. The points a, b are Ô-separated. The points 
a, c are O-separated. The sets (a), (fc) + (c) are not separated. 

8.2. We shall say that P is a K-spaceil or that the given topology is aK-topology, 
if for each ae P 

i.e. if there is not simultaneously b e a and aeB for all b 4= a; in other words, if 
for a 4= b either P — (a) is a neighborhood of b or P — (b) is a neighborhood of a. 

The following theorem is evident. 
8.2.1. Every space embedded in a K-space is a K-space. 
If for each a e P there is given a complete system £)(*/) at a, then P is a K-space 

if and only if the following axioms are satisfied: (1°), (11°) (4.1) and 
(IH°)X If a 4= b then there exists either a set O e 0(a) with b i O or a set Q e £)(b) 

with a e Q. 
The following theorem is evident. 
8.2.2. In a K-space distinct points have distinct closures. 
Let P8 be the set consisting of three points: a, b, c. Let a = P8, B = (a) + (b), 

c = (a) + (c). Let the closure of a set M c P8 be the union of the closures of its 
points. Then P8 is an ^4-space. Distinct points have distinct closures but condition (1) 
is not fulfilled for any point; thus P8 is not a K-space. 

8.2.3. Let the closure of any point ae P be a closed set and let distinct points 
have distinct closures. Then P is a K-space. 

Proof. If be a, then B c= a = a. If also b ea and aeB, then a = B and a = b. 
Let now P be an P-space. Points a e P, b eP are called K-equivalent if a — B. 

Let M c: P. Let k(M) be the set of all points of P /C-equivalent with some point 
of M. Then 

A set M c P is called K-complete if k(M) = M; thus k(M) is /C-complete for each 
Ai c P . For each M cz P the closure M is a K-complete set, since if a e M, a = B 
then b eB = ae M and thus b e M. Moreover, for each M c: P 

(0 a . as = (a) , 

M c k(M) = /c[/c(M)] . 

(2) M = k(M), 
because M c: k(M) a M, and thus M c: k(M) a M = M. 

1 1 P. AlexandrofT and P. Urysohn, Topologie I (Berlin, Springer, 1935), page 58. 
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Let P still be an F-space. For each a e P let r(a) be a symbol such that z(a) = r(b) 
if and only if A and b are K-equivalent. Let P, = T(P) consist of all z(a) for a e P. 
It is natural to derive a topology u for Px from the notion of closure. Let the closure 
of a set Mx <= Px be the set T(M), where M = T _ J ( M , ) is the set of those points 
a e P for which e M,. Then M is K-complete. We shall say that the space (P,, u) 
is the K-reduction of the F-space P. 

8.2.4. Lei Px be //ie /C-reduction of an F-space P. Then Px is a KF-space (i.e. Px 

is a K-space and also an F-space). 
Proof. I. Let ax e P,, bx e P,, ax 4= bx. There exist points a e P, b e P such that 

ax = z(a), bj = i(b). As bx 4= a x, a 4= B. Because a and B are K-complete sets and 
a 4= 5, one has z(a) 4= x(E). The closure u(ax) of the point ax in Px is, by definition, 
T[/<(«)]• In view of (2), a = k(a)y and thus u(at) = x(a). Similarly w(b,) = i(b), 
therefore u(ax) 4= w(bj). Thus distinct points have distinct closures in P,. Hence in 
view of 8.2.3 it is sufficient to prove that Px is an F-space. 

II. Let Mx C= P{, M = Z-X(MX). Then uMx T(M). AS M is /C-complete, there 
is T _ , ( « M , ) = M, and thus uuMx = T(M). But M = M , so that uuMx = I / M , , so 
that Pj is indeed an F-space. 

There is no difficulty in showing that all the topological properties of an F-space P 
are expressed in P,; this is so because the closure of any set M c: P is a K-complete 
set which is also the closure of the /C-complete set k(M). Moreover, on identifying 
all /C-equivalent points of the space P one obtain precisely the topological space Px. 
It is then evident that the theory of F-spaces can be reduced to the theory of /CF-spaces 
without any loss of generality. 

8.3. We shall say that P is a B-space, or that the given topology is a B-topoJogy, if 
each one-point set is closed. 

It is easy to see that 
8.3.1. Each B-space is a K-space. 
8.3.2. Every space embedded in a B-space is a B-space. 
Let P be an arbitrary space and a e P. A point a is called a B-point if as — (a). 

Then we have the theorem 
8.3.3. Let a space Q be embedded in the space P and let a e Q. If a is a B-point of 

P then a is a B-point of Q. 
8.3.4. A space P is a B-space if and only if each a e P is a B-point. 
Proof. If P is a B-space, 

a eb => a — b . 

From 3.3.1 it follows that this condition is satisfied if a e P is a B-point. 
The following theorem is evident. 
8.3.5. A space P is a B-space if and only if every pair of one-point sets is sepa-

rated. 
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Let £>(a) be a complete system at a. The point a is a £-point if and only if the 
following axioms are satisfied: (1°), (11°) (4.1) and 
(111°)̂  If b a then there exists a set 0 e £(a) such that bfO. 

8.3.6. Let P be a B-space. Then each M c: P is a Gd. 
Proof. The set P — M is the union of all its points; each of these is a closed set. 

Then P — M is Fs and thus M is Gd. 
8.3.7. Let each one-point set in P be a Gd. Then P is a B-space. 
Proof. If the one-point set (a) is a Gd, then the product of all open neighborhoods 

of a contains only the point a. Thus the intersection as of all neighborhoods of a 
is the point a. Hence a is a B-point, and by 8.3.4, P is a B-space. 

8.3.8. Let P be a K-space and let the closure of each a e P be a Gd. Then P is 
a B-space. 

Proof. Let b e as. According to 8.3.4 it is sufficient to prove that b = a. Assume 
b 4= a. As P is a iC-space, b e P — a. But a is a Gd, so that P — a is Fs, and there 
exists a closed set P cz P — a such that b e F. Because P is closed, B c= F. As b e as, 
there is a e 5, and thus a e F c= P — a. This is a contradiction. 

The following theorem is evident. 
8.3.9. Each L-space is a B-space. 

8.4. We shall say that P is an H-space12, or that the given topology is an H-topo-
logy, if any two distinct points are always O-separated. 

We shall say that a e P is an H-point if for each b e P — (a) the points a and b 
are O-separated. Evidently, 

8.4.1. A space P is an H-space if and only if each a e P is an H-point. 
8.4.2. Every space embedded in an H-space is an H-space. 
8.4.3. Let Q be embedded in P and let a e Q be an H-point of P. Then a is an 

H-point of Q. 
8.4.4. Each H-point is a B-point. 
From 8.1.13 there follows the theorem 
8.4.5. Let ae P. Then a is an H-point if and only if (a) is the intersection of 

sets O for all neighborhoods O of a. 
Suppose now that to each a e P there is assigned a complete system at a. Obviously a 

is an H-point if and only if there are satisfied the axioms (1°), (11°) (4.1) and also 
(111°), If b 4= a then there exist sets O e O(a), Q e £(b) such that 0 . Q = 0. 

We shall say that a is a H-point if for each b e P — (a) the points a and b are 0-
separated. A space P is called an H-space if each a e P is an if-point. 
The following theorems are evident. 

8.4.6. Every space embedded in an H-space is an H-space. 

12 F. HausdorfT, loc. cit. sub3, page 213 (axiom D). 
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8.4.7. Let Q be embedded in P and let a e Q be an H-point of P. Then a is an 
H-point of Q. 

8.4.8. Each H-point is an H-point. 
From 8.1.12 there follows 
8.4.9. Every HF-space is an H-space. 
8.4.10. Let an AH-space P satisfy the first axiom of countability. Then P is an 

L-space. 
Proof. Let M c= P, a e M. Let the members of the sequence {0„}i° form a com-

n 
plete system at a. Put Qn = Y\ 0{. Because P is an ,4-space, the sets Qn are neighbor-

i = 1 
hoods of a. By 2.1.4 there is QnM 4= 0; take an e QnM. Let S be the set of all the 
members of the sequence {tf,,}?5. Then S is a countable set. Let T be any infinite subset 
of S. It is sufficient to prove that T = T + (a). From 2.1.4 it follows easily that 
a e T. Let b e P — T, b 4= a, b e T. We shall show that this leads to a contradiction. 
As a #= b, P is an //-space, and {0„}5° is a complete system at a, there exists an index 
p such that b e P — Op. As P is an v4-space, there is T c T —Op 4- Öp, so that 
b e !t - Op. But the set T - Op is finite and by 8.4.4 P is an 4ß-space. Thus F ~0~p = 
= T — Op c Tand therefore b e T. This is a contradiction. 

8.5. A point a e P }s called an R-point13 if to each neighborhood 0 of the point a 
there exists a neighborhood Q of a such that Q c= O. We shall say that P is an It-
space14 or that the given topology is an R-topology if every point a e P is an K-point. 

Let O(a) be a complete system at a. Evidently a is an R-point if and only if the 
following axioms are satisfied: (1°), (11°) and 
(III°)Ä To each 0 e D(a) there is a set Q c 0(a) such that Q c= 0. 

The following statements are evident. 
8.5.1. Every space embedded in an R-space is an R-space. 
8.5.2. Let Q be embedded in P and let a e Q be an R-point of P. Then a is an 

R-point of Q. 
8.5.3. Let a be an R-point and let b e P — a5. Then the points a and b are O-sepa-

rated. 
Proof. As b £ as, there exists a neighborhood 0 of a such that b e P — 0. Because 

a is an R-point, there exists a neighborhood Q of a such that ¿2 cz 0. Then a and b 
are O-separated by 8.1.13. 

In view of 8.5.3 and 8.1.3 we have the theorem 
8.5.4. Let a be an R-point. Then ä c= as. 
From 8.5.3 there follows 

1 3 Regular in the terminology of P. Urysohn, Über die Mächtigkeit der zusammenhängenden 
Mengen, Math. Ann. 94, 1925, p. 264. 

1 4 L. Vietoris, Stetige Mengen, Monatshefte 31, 1921, p. 173 (axiom E). 
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8.5.5. Let a be a BR-point. Then a is an H-point. 
According to 8.5.4, a KR-space is a B-space, so that from 8.5.5 we have the theorem 
8.5.6. Let P be a KR-space. Then P is an H-space. 
8.5.7. Let a be an R-point. Let F c P be a closed set and a e P — F. Then the 

sets (a) and F are O-separated. 
Proof. The set P — F is a neighborhood of a, so that there exists a neighborhood 

0 of a with 0 cz P — p. Then the sets (a) and P are O-separated as shown by the 
theorem 8.1.13. 

8.5.8. Let a be a strong F-point. For each closed set F c P such that a e P — F 
let the sets (a) and F be O-separated. Then a is an R-point. 

Proof. Let Ot be a neighborhood of a. As a is a strong P-point, there exists an 
open neighborhood 0 2 of a such that 0 2 c 01 ( The set P = P — 0 2 is closed and 
ae P — P. Thus the sets (a) and F are O-separated, so that by 8.1.13 there exists 
a neighborhood 0 3 of a such that 0 3 P = 0, i.e. 0 3 <= 02 , and then 0 3 c: O,. 

The example (for a — oo) of the space Pj (following 6.3.1) shows that in 8.5.8 the 
term "strong" cannot be replaced by "weak". 

8.6. We shall say that P is an N-space,15 or that the given topology is an N-topo-
logy, if (1) P is an ,4F-space, (2) if the sets Fx and P2 are closed and FiF2 = 0, then 
Fx and P2 are O-separated. 

Evidently, 

8.6.1. Let Qbe a closed subset of an N-space P. Then Q, as a space embedded in P, 
is an N-space. 

In view of 8.5.8 we have the theorem 
8.6.2. Every BN-space is an R-space. 
8.6.3.16 Let P be an N-space. Let Mt c: P and M2 <= P be Fa and separated. 

Then Mx and M2 are O-separated. 
00 oo 

Proof. I. We have Ml = £ F", M2 = £ P2, where F" and F2 are closed sets. 
n = 1 n= 1 

II. Denote by Hp (p = 0, 1, 2,. . .) the following assumption: for 1 ^ n ^ p there 
exist open sets 0"x and 0 2 such that (1) F\ c: 0?, F2 c 0 2 for 1 ^ n ^ p, (2) 
01 . M2 = 0^ . Mi = 0 for 1 g n g p, (3) OJ . 0$ = 0 for 1 g i ^ p, 1 g k ^ p. 

V _ 
Let Hp hold for some p. As P is an ^F-space, the set ]T 0 2 + M2 is closed. Moreover, 

«=i 

F f + 1 . ( f o 5 + A?2) = 0 , 
n = 1 

1 5 This notion was introduced by H. Tietze (Math. Annalen 88, 1923, p. 301). Urysohn (loc. 
cit. sub1 3 , p. 265) called such spaces normal. 

1 6 Loc. cit. sub1 3 , p. 285. 
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and then according to property (2) of N-spaces, the sets FJ+1 and ]T 02 + A/2 are 
n •— 1 

O-separated. Hence, in view of 8.1.13 and 6.3.5, there exists an open neighborhood 
Of+1 of the set such that 

n= I 
P + I _ _ 

The set £ 0" + Aij is closed. Moreover, 
n= 1 

F5+1. ( z ' o i + M , ) = 0 , 
n= 1 

p+1_ _ 
so that the sets F5+1 and £ O" + Â i O-separated. Thus there exists an open 

n = 1 
neighborhood 

Op
2
+1 of the set F£+l such that 

n=l 
We have thus constructed sets 0J+1 and 0 2

+ 2 in such a manner that the assumption 
Hp+1 is satisfied. 

III. The assumption H0 is of course fulfilled since it requires nothing. Then by II 
one may construct successively for n = 1, 2, 3,. . . open sets 0" and 0 2 withF" cz O", 

00 00 

Fn
2 cz On

2> O" . M2 = 0 2 . MJ = 0, 0\ . 0 2 = 0. Put Ot = X 02 = £ O .̂ 
n̂ 1 n=1 

The sets O, and 0 2 are open and M{ cz Ou M2 c= 02 , 0 t 0 2 = 0. Thus M, and M2 
are O-separated. 

8.6.4. Lei P be aw ARF-space. Let Mv cz P and M2 cz P be countable and sepa-
rated. Then Mt and M2 are O-separated. 

00 00 

Proof. We have Mt = M2 = £ F2 where F" and F^ are one-point sets. 
n — 1 n= 1 

The proof is then similar to that of 8.6.3, only theorem 8.5.7 is used instead of pro-
perty (2) of N-spaces. 

From 8.6.4 there follows the theorem 
8.6.5. A countable ARF-space is an N-space. 
8.6.6. Let P be an N-space and let a set Q cz P be Fa. Then Q (as a space embedded 

in P) is an N-space. 
Proof. In view of theorems 6.2.1 and 7.1.2, Q is an /IF-space. Let the sets M{ cz 

cz Q and M2 cz Q be relatively closed and MAM2 = 0. It is to be proved that M{ 

and M2 are O-separated in Q. The sets Mx and Af2 are separated in Q, and then (cf. 
OO 

8.1.1) they are separated in P. Also Q = £ Fn with closed F„. According 6.2.2 there 
n= 1 

00 

exist closed sets and <P2 such that Mt = Qtf̂ , M2 = Q<t>2. Then Mt = £ Fn4>l9 
n= i 
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so that Mt is an Fa, and analogously M2 is also F0. Then by 8.6.3 the sets Aij and M2 

are O-separated in P, and thus (cf. 8.1.2) they are O-separated in Q. 
We shall say that a space P is a hereditary N-space17 if each space embedded in P 

is an N-space. 
From 8.6.5 there follows, using 6.2.1, 7.1.2 and 8.5.1 
8.6.7. Every countable ARF-space is a hereditary N-space. 
8.6.8. Let P have the following property: Each open set Q cz P (as a space 

embedded in P) is an N-space. Then P is a hereditary N-space. 
8.6.9.18 A space P is a hereditary M-space if and only if (l) P is an AF-space, 

(2) if Mt c= P and M2 cz P are separated, then they are O-separated. 

Proofs of 8.6.8 and 8.6.9. Obviously it is sufficient to prove two assertions: First 
that the property assumed in 8.6.8 implies the property of the statement 8.6.9, and 
second, that from the properties (l) and (2) in 8.6.9 it follows that P is a hereditary 
N-space. 

I. Let P h'ave the property assumed in 8.6.8. Then P is an N-space, and thus P 
is an ,4P-space. Let Mt cz P and M2 cz P be separated. Put G = P — MiM2; then 
G is an open set and Mt cz GMt, M2 cz GM2. Also GMi . GM2 = 0, and the sets 
GMX and GA?2 are (cf. 1.5.1) closed in the space G. As G is open in P, G is an N-space, 
so that GMi a nd GM2 are O-separated in G. Thus there exist sets Ox and 02 open in 
G and such that Mt cz GMt cz Ol9 M2 cz GM2 cz 02 , 0t02 = 0. By 6.2.3 there 
exist open sets and Q2 such that Ot = i2,G, 02 = Q2G. Then Ot and 02 are 
open, so that Aij and M2 are O-separated. 

II. Let P have the properties (1) and (2) from 8.6.9. Let a space Q be embedded 
in P. The space Q is an AF-space. Let Mt <z Q and M2 cz Q be relatively closed 
and let M1M2 = 0. It is to be proved that Mi and M2 are O-separated in Q. The sets 
Mi and M2 are obviously separated in Q, thus by 8.1.1 they are separated in P; there-
fore, by property (2), Aij and M2 are O-separated in P, and then (cf. 8.1.2) the are 
O-separated in Q. 

9.1. Let P be a space. We may assign to each set M a new set M', called the deriva-
tive of M, defined as follows: 

(1) aeM'oaeM - (a). 

From the axioms (lu) and (IIIU) there follows 

1 7 This notion was introduced by H. Tietze (loc. cit. sub1 3 , p. 301). 
Urysohn (loc. cit. sub1 5 , p. 265) introduced the term completely normal space for such spaces. 
1 8 Loc. cit. sub1 3 , p. 284. 

0d) 
(nd) 
(md) 

a e M' => a e [M - (a)} 
M1 c M2 => Mi <= M'2 

0' = 0 

2 • 
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Moreover, it is easy to see that for each Af cz P, 

(2) M = M + M'. 

Conversely, assume given an operator which assigns to each subset M of Fa sub-
set Ai' so that the axioms (ld) to (IIId) are satisfied. Then define M by (2). It is easy 
to see that the axioms (lu) to (IIIU) are fulfilled and that (l) holds. Hence it follows 
that the topology could have been obtained from the notion of derivative instead 
of closure. Following through this method, a closed set would be defined by the rela-
tion M' cz M. 

If a space Q is embedded in a space P and M e g , then the set M has two deriva-
tives: one in P, which will be denoted by M', and also a relative derivative, i.e. the 
derivative in Q. It is easy to see that the relative derivative is OM'. 

If the topology was derived from a notion of the complete systems D(a) at a e P 
[so that the axioms (P) and (11°) from 4.1 are satisfied] then in view of 4.1.1 and (l), 
the derivative of a set M is determined as follows: 

9.1.1. a e M' if and only if each O eO(a) contains at least one point of the set M 
distinct from a. 

9.1.2. Let P he an ABF-space and let M a P. Then M' is a closed set. 
Proof. It must be shown that M" cz A/'. Assume the contrary, that a e M" — M'. 

As a e P — Af', there exists a neighborhood O of a such that OM cz (a). As P is an 
F-space, there exists an open neighborhood Q of a with Q cz O. As a e M", there 
exists a point b such that b 4= a, b e QM'. Then Q is a neighborhood of b. Because P 
is a B-space, P — (a) is also a neighborhood of b. As P is an A-space, also Q — (a) = 
= Q . [P — (a)] is a neighborhood of b. As be Af, one has [i2 — (a)] . M #= 0. 
This is a contradiction, because QM c= OM cz (a). 

Let Pq be a set of all positive integers. Let A? = Af for any finite set M cz Pq with 
1 ePq — Ai; otherwise let Af = Pq. Then Pq is an /IF-space and the derivative of the 
one-point set (1) is not closed. 

9.2. A point a e P is called an accumulation point of a set Af c P if for each 
neighborhood O of a the set OM is infinite. Let Mh be the set of all accumulation 
points of M. 

Theorem 9.1.1. shows that 
9.2.1. For each M cz P there is Mh c M'. 
The following statements are evident. 
9.2.2. If a set K a P is finite, then Kh = 0. 
9.2.3. If M cz P, K cz P and if K is finite, then 

(M + Kf = (Af - Kf = Mh. 

9.2.4. If Mt cz M2 c P, then M\ c Af$. 
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9.2.5. Let P be an A-space and let M, c P, M2 c P. Then (M, + M2)h = 
= M\ + Mh

2. 
9.2.6. Let P be an F-space and let M <= P. Then the set Mh is closed. 
Proof. It must be shown that (Mh)' c M\ Assume the contrary, that there is an 

a e (.Mh)' — Mh. As a e P — Mh, there exists a neighborhood O of a such that OM 
is a finite set. As P is an P-space, there exists an open neighborhood Q cz O of a. 
Because a e (Mh)\ there exists a b eQ. Mh. Then Q is a neighborhood of b. As 
b e Mh, the set QM is infinite. This is a contradiction, because i2M c OM. 

9.2.7. In a space P let M~+~K = M + K for each M c= P and eac/iyzniieK c P. 
[This is the case e.g. if P is an >lB-space.] Ai* = Mf for each M a P. 

Proof. Let Mh 4= M'. In view of 9.2.1 there exists an a e M' - Mh. As a e P -
— Mh, there exists a neighborhood 0 of a such that OM is finite. As O is a neighbor-
hood of a, a $ P — O. As OM — (a) is a finite set, 

(1) ^ = P ^ O + O M - (a). 

The set (1) does not contain the point a. Thus Q = P - { P - 0 + [OM - (a)]} = 
= (a) 4- 0 — M is a neighborhood of a. But QM a (a), and then by 9.1.1 there 
is a £ M'. This is a contradiction. 

9.2.8. Let Mh = M' for each M c P. Then for each M a P and for each finite 
set K cz P, M T I = M + K. 

Proof. 
M = M + M' = M + Mh, 

M + K = M + K + (M + K)' = M + K + (K + K)h. 
By 9.2.3 there is 

Mh = (M + . 

To the given topology for P let us assign a new topology u such that the derivative 
of a set M cz P relative to the topology u is the set Mh. From theorems 9.2.2 to 9.2.4 
it is easy to see that the axioms (ld) to (IIId) are then satisfied. This topology will be 
termed the B-modification of the originally given topology in P. 

From 9.2.2 there follows 
9.2.9. The B-modification of any topology is a B-topology. 
From 9.2.5 there follows 
9.2.10. The B-modification of an A-topology is an A-topology. 
9.2.11. The B-modification of an F-topology is an F-topology. 
Proof. It is sufficient to prove that (M + Mh)h cz M\ Assume the contrary, that 

a e (M + Mh)h — Mh. As a e P — Mh and P is an F-space, there exists an open 
neighborhood 0 of a such that the set OM is finite. As a e (M + Mh)h

9 the set 
0(M + Mh) is infinite. Then there exists a be OMh. Thus 0 is a neighborhood of b 
and b e M\ so that OM is infinite; this is a contradiction. 



465 

9.2.12. Let v be an A-topology for P. Let u be the B-modification of v. Then (l) 
u is an AB-topology, (2) u is finer than v, (3) u is the coarsest topology with properties 
(1) and (2). 

Proof. We already know that u is an >4J3-topology. Theorem 9.2.1 shows that u 
is finer than v. Let w be any y4#-topology finer than v. Let M a P, a e wM. It must 
be shown that aeuM. Let a $ uM. Then a $ Af, and there exists a set O which is 
a neighborhood of a relative to the topology v and such that the set K = OM is finite. 
By 2.1.9, O is a neighborhood of a in the topology w. But w is an ,4ZMopology and 
K c= P — (a) is a finite set. Hence it follows that Q = O — K is a neighborhood of a 
in the topology w. As a e wM, there is QM 4= 0 and this is a contradiction. 

Let a be any cardinal number. Let Ma be the set of the points aeP such that the 
set OM — (a) has cardinality ^ a for each neighborhood 0 of a. Then the set Ma 

has properties analogous to those of the sets M' and Mh. Obviously Ma = M' if 
a = 1 and Ma = Mh if a = X0. 

10.1. Let (P, u) and (Pl9 v) be two spaces and let / be a mapping of P into Px. 
Let a e P. The point a is called a point of continuity of the mapping / if a e uM => 
=> f(a) e v[f(M)] for each M a P. 

10.1.1. A point a e P is a point of continuity of a mapping f if and only if for 
each neighborhood Q of f(a) in (P1? D) the set f-i(Q) is a neighborhood of a in the 
space (P, M). 

Proof. I. Let a be a point of continuity. Let Q be a neighborhood of f(a) in 
(P,, t>). Put 0 = /_ and suppose that 0 is not a neighborhood of a in (P, u). 
Then a e u(P - O), and thus f(a) e v[f(P - 0)] = v[f(P) - Q] c v(Pt - i2), 
so that Q is not a neighborhood o f f ( a ) in (Pl5 v). 

II. Let /_ ,(0) be a neighborhood of a point a whenever Q is a neighborhood of the 
point f(a). Let M a P, a e uM, and suppose that f(a) $ t>[/(M)]. Then Q = Px — 
— f(M) is a neighborhood of f(a) in (P, v), so that / _ i s a neighborhood of a 
in (P, u). Obviously/_ j(i2) c= P — M, so that also P — M is a neighborhood of a 
in (P, w); this is a contradiction. 

Let a topology u be determined by complete systems £)(a) of neighborhoods at 
points a e P, and similarly let a topology v be determined by complete systems 
£)i(b) of neighborhoods at points b e P l . Then theorem 10.1.1 shows that a point 
a e P is a point of continuity of a mapping/if and only if for each set Q [/(<?)] 
there exists a set 0 eC(fl) with/(0) c= Q. 

A mapping/is continuous if each a e P is a point of continuity. Then 

f{uM) c v[f{Mj] 
for each M c: P. 

Let /(P) cz Q{ c P1# A topology v for Px determines (cf. 1.5) a topology w for 
Q,. The mapping / is then also a mapping of the space (P, u) into the space (Qu w). 
It is easy to prove that the set of points of continuity of / is the same if one takes the 
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space (Qj, w) instead of (Pl9 t1). Thus when considering continuity it is sufficient, as 
a rule, to study mappings of P onto Pj. 

Let / be a mapping of (P, u) onto (Pl9 v). The mapping / is said to be a homeo-
morphic mapping, or a homeomorphism, if (l) / is one-to-one, (2) / is continuous, 
(3) the inverse mapping/., is continuous. A mapping/ is a homeomorphism if and 
only if (1) / is one-to-one, (2) f(uM) — v[f(M)] for each M c P. 

The following statement is evident. 
10.1.2. Let u and v be two topologies for P. Let f be the identity mapping [i.e. 

f(a) = a for each a e P] of the space (P, u) onto (P, v). Then f is continuous if and 
only if the topology u is finer than v, and f is a homeomorphism if and only if 
u = v. 

10.2. Let (P, M), (P0, W) and (Px, v) be three spaces. Let cp be a mapping of P 
into P0, xj/ a mapping of P0 into P^ Then we have a mapping / of P into Pt if we 
define f(a) = *A[</>(a)] for each a e P. The mapping/is called the mapping composed 
of cp and ij/ (in this order). The following theorem is evident. 

10.2.1. If a is a point of continuity of cp and f(a) is a point of continuity of {¡/9 
then a is a point of continuity of the composed map f 

From 10.2.1 there follows the theorem 
10.2.2. Every mapping composed of two continuous maps is continuous. 
Let / be a mapping of (P, u) onto (Pl9 v); then / is called strictly continuous if 

(1) vMx = f(uM) with M = f-,(Mx) 

for each Mx cz P1# 

10.2.3. Every strictly continuous mapping is continuous. 
Proof. Let M0 c: P, = /(M0), M = /_ , (M,) . Then M 0 c M and thus 

uM0 C: WM, f(uM0) c= f(uM). If / is strictly continuous, condition (1) is satisfied 
and thus f(uM0) c= vMx = v[f(M0)]. 

The following two theorems are evident. 
10.2.4. A one-to-one mapping is strictly continuous if and only if it is a homeo-

morphism. 
10.2.5. Let f be a mapping of a set P onto a set P,. Let u be a topology for P. 

Then there exists precisely one topology v for Px such that f is a strictly continuous 
mapping of (P, u) onto (Pl9 v). 

10.2.6. Let f be a continuous mapping of (P, u) onto (Pl9 v). Then there exists 
a space (P0, w), a strictly continuous mapping q> of (P, u) onto (P0, w) and a conti-
nuous mapping if/ of (P0, w) onto (Pl5 v) such that f is composed of (p and i//. 

Proof. Put P0 = Pj. Set cp(a) = f(a) for aeP9 and i¡/(b) = b for b e P0. Then/ 
is composed of (p and By 10.2.5 there exists a topology w for P0 such that <p is 
strictly continuous. Because i¡/ is one-to-one, it is sufficient to prove that ij/ is a conti-
nuous map. Let M <=. P0. We shall prove that wM cz vM. As / is a continuous map, 
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there is /{"[/-i(Af)]} c As , s str ic^y continuous, wM = /{"[</>-i(M)]}. 
But /_,(M) = cp-^M), and thus wM c: vM. 

It is easy to prove the theorem 
10.2.7. If there exists a strictly continuous mapping of an A-space P onto a space 

Pl9 then Px is an A-space. 
From 10.2.6 and 10.2.7 follows 
10.2.8. In 10.2.6, the term space may be replaced by A-space throughout. 

10.2.9. If there exists a one-to-one continuous map of a space P onto a B-space 
Pu then P is a B-space. 

10.2.10. In 10.2.6, the term space may be replaced by B-space throughout. 
10.2.11. In 10.2.6, the term space may be replaced by A B-space throughout. 
Let the space P contain exactly four points: a, b\ b'\ c. Let a = (a) + (b')y W = 

= (ib'), h" = (b") + (c), c = (c). Let the closure of a set M <zz P be the union of 
the closures of its points. Let Px contain exactly three points: a, /?, y. Let wa = (a) -f 
+ (/?), i>a = (a) + (/J) + (y), up = vfi = (P) + (y), uy = vy = (y). For M, c Pt 

let «Mj be the union of all u£ for { e M „ and similarly for vMy. Let f(a) = a, 
f{b') = f(b") = p, /(c) = y. Then / is a strictly continuous mapping of the AF-space 
P onto (Pj, w). However, (Pj, u) is not an F-space. Moreover, / is a continuous 
mapping of the >4F-space P onto the A F-space (P,, t;). But there does not exist any 
F-space P0 such that / is composed of <p and i//, where q> is a strictly continuous 
mapping of P onto P0 and ij/ is a one-to-one mapping of P0 onto (P,, y). 

10.3. 10.3.1. Lei f be a continuous map of a space P onto a space P,. If A/j c= Px 

is closed in Pj, i/ien M = /_ , (M,) /s closed in P. If Mt is open in Pu then M is open 
in P. 

Proof. I. Let Mi be closed. Then Mx = My. A s / i s a continuous map,/(M) C: 
c:/(M) = A?i = Mt and thus M c= / . ^ M , ) = M. Therefore M is closed. 

II. Let Mi be open. Then P t — A/, is closed and thus /_i(Pi — M t) = P — 
— / . ^ M j ) is closed. Therefore /.^/Vfj) is open. 

10.3.2. Lei f be a mapping of a space P onto an F-space Px. For each closed set 
Mt cz Pt in Pt let/-^M,) be closed in P. Then the mapping f is continuous. 

Proof. Let M <= P. We are to prove that f(M) a f(M). As Px is an F-space, 
Mj = f(M) is closed in P t , so that/_,(M,) is closed in P. But M <= f_l(Ml), and 
thus M cz f_x(Mx) = /_i(M,), i.e. /(A?) CZ Mx = f(M). 

10.3.3. Let f be a mapping of a space (P,v) onto an F-space Px. Let u be the 
F-modification of the topology v. Then f is a continuous mapping of(P9 u) onto Px 

if and only i f f is a continuous mapping of (P, v) onto Px. 
The proof follows easily from 10.3.2 since the closed sets are identical in both 

topologies. 
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Let/ be a mapping of a space P onto a space Px. The mapping/is called (l) closed 
if for each closed set M c P in P, f(M) is closed in Px; (2) semi-closed if for each 
My cz P1 such that M = /- i(Af,) is closed in P, the set f(M) = Mt is closed in P,. 

10.3.4. Let f be a strictly continuous mapping of a space P onto a space Pj. Then 
f is a semi-closed mapping. 

Proof. Let Mx c pi9 M =/_1(Ai1), M = M. We are to prove that Mt = Mv 
But Mx = f(M) = f(M) = Mx. 

The mapping/ in the example at the end of section 10.2 is a semi-closed mapping 
of the /IP-space P onto the /IP-space (Pl9 u). But / is not a strictly continuous map-
ping. 

10.3.5. Let f be a closed continuous map of an F-space P onto a space Py. Then 
Pj is an F-space and f is strictly continuous. 

Proof. Let Mx cz Pt; put M = / . ^ M , ) . As P is an P-space, the set M is closed 
in P. Because/ is a closed mapping,/(M) is closed in Pl9 i.e./(M) = /(M), and then 
/(JW) c /(A?), i.e. A?! cz /(M). As / i s continuous, Mx = / (M) z> /(M). Thus Mt = 
= /(AJ), i .e . / is strictly continuous. Moreover,/(A?) = /(M), and thus A/̂  = Mj, 
i.e. Pj is an P-space. 

Let (P, u) be a non-P-space and let u be the F-modification of the topology v-
Then the identical mapping is a continuous closed mapping of (P, v) onto (P, u) 
which is not strictly continuous. 

10.3.6. Let f be a map of a set P onto a set Pt. Let there be given a topology u 
for P. Then there exists exactly one F-topology v for Px such that f is a continuous 
semi-closed mapping of (P, u) onto (Px, v). 

Proof. Let Mt a P1# If f_x[Mx) is closed in (P, u), then Mj must be closed in 
(Pl5 v), since otherwise / would not be semi-closed. If f~\(Mx) is not closed in P, 
then Mx cannot be closed in (P,, u), since otherwise/ would not be continuous (theo-
rem 10.3.1). Therefore cz Pt is closed in the topology v if and only if / . ^ A f ^ 
is closed in the topology u. The axioms (lf) to (lllf) from 6.1 are then satisfied and v 
is an P-topology for Pj (cf. 6.1.3). In the topologies u and v the mapping/is semi-clo-
sed, and by 10.3.2 it is also continuous. 

10.3.7. Let f be a continuous mapping of an F-space (P, u) onto an F-space 
(Pl9 v). One may then determine an F-space^PQ^), a continuous semi-closed map-
ping (p of (P, u) onto (P0, w) and a one-to-one continuous mapping \j/ of (P0, w) 
onto (P^ v) such that f is composed of cp and t/f. 

Proof. Put P0 = Pj. Let <p(a) = f(a) for a e P, ij/(b) = b for b e P0. Then / 
is composed of <p and i/f. According to 10.3.6 there exists an P-topology w for P0 

such that q> is a continuous semi-closed mapping. The mapping xj/ is one-to-one, and 
thus it is sufficient to prove that \j/ is a continuous mapping. Let Mt cz Px be closed 
relative to the topology v. By 10.3.2 it is sufficient to prove that = Mx is 
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a closed set in the topology w. The set M = / - i (Mj) is closed in P (cf. 10.3.1). As 
(p is semi-closed and M = (p.^Mj), the set M, is closed in u\ 

10.3.8. Let there exist a continuous semi-closed mapping of an A-space P onto 
an F-space Pt. Then Px is an A-space. 

Proof. As in the proof of theorem 10.3.6, a set Mx c Pj is closed in Pt if and 
only iff-\{M^) is closed in P. Hence axiom (lVf)^is fulfilled in Pt (cf. 7.1). Thus Pt 
is an ylF-space. 

From 10.3.7 and 10.3.8 there follows 
10.3.9. In 10.3.7 the term F-space may be replaced by AF-space throughout. 
From 10.3.7 and 10.2.9 there follows 
10.3.10. In 10.3.7 the term F-space may be replaced by BF-space throughout. 
From 10.3.7, 10.2.9 and 10.3.8 there follows 
10.3.11. In 10.3.7 the term F-space may be replaced by ABF-space throughout. 
11.1.19 The most important topological spaces are the metrizable spaces. 
In a set P let there be given a metric Q. Then we define the closure M of a set M c P 

thus: a e M if and only if for each £ > 0 there exists a point be M such that Q(a, b) < 
< e. The axioms (lu) to (IIIU) are then satisfied, so that one has a topology for P. 
If a given topology for P can be introduced in this manner for some metric Q, then 
the space P is said to be metrizable. The topology of a metrizable topological space P 
can be derived from various metrics. Metrics Q{ and Q2 determine the same topology 
if and only if they are equivalent. Note the difference between a metric and a metriz-
able space. In a metric space there is given a metric, which then determines a topology; 
in a metrizable space there is given only a topology, and there exist metrics which 
determine this given topology. 

A metrizable space P is an ,4-space, an F-space and a B-space. A metrizable space P 
is a hereditary iV-space and hence an R-space. 

Note that every space embedded into a metric space is a metric space. 
Another important category of topological spaces are the ordered spaces. Let P 

be an ordered set. If a < b then it is customary to say that a is less than b. Now define 
a topology for P by taking as a determining system O(a) of neighborhoods of points 
a e P the following systems. Elements of O(a) have the form 

(1) E[u < x < v] , 
X 

with ueP and veP such that u < a < v. If a is the first element of P then one takes, 
instead of (1), the sets 

E[x < v] , 
X 

1 9 In section 11.1 references to the book "Bodové množiny", JČMF, Praha, 1936, by E. Čech 
were given. As these are mostly to terms and properties known in general, these were omitted 
in the translation. 
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where v e P, a < v; and analogously if a is the last element of P. The axioms (1°) and 
(11°) are satisfied, so that P is a topological space. The space P is said to be an ordered 
space with the natural topology. It is easily shown that P is an /lPPP-space. E. Chit-
tenden proved in 1936 at my suggestion that P is a hereditary N-space. 

Some further interesting examples of topological spaces will be exhibited. 
Let P be the interval of reals 

t 
In accordance with 6.1.3, define an P-topology for P by taking as the closed sets: the 
empty set, each one-point set, and each interval of the form 

E\a ^ t ^ b] (0 ^ a < b ^ 1). 
t 

It is easy to prove that the usual topology for P is the /(-modification (7.3) of this 
topology." 

Let P = E2 and, first, let v be the topology for P defined thus: If M cz P then 
a e vM means that either a e M or that a is a point of a segment whose end points 
are in M. Evidently the topology is neither an /4-topology nor an P-topology. Second, 
define a topology u for P thus: If M cz P, then uM is the least convex set K c E2 
such that M cz K. The topology u is then the F-modification (6.1) of the topology v. 

Let P be a given topological space and let ^ be a given family of its subsets. Define 
a topology u for in the following way: For any A e let £>(A) consist of all sets 
of the form 

E[X e%F cz X c G] , 
x 

where F cz P and G c= P are so chosen that (l) P is closed in P, (2) G is open in P, 
(3) F cz A cz G. 

11.2. From small beginnings, topology has developed in the present century into 
one of the major branches of mathematics. In many cases, application of topological 
methods has led to significant advances in other branches of mathematics. Naturally, 
most applications are to metric spaces; and the topology of metric spaces is in a stage 
of development much more advanced than general topology. And for this reason, 
in general topology there remains a series of simple and natural unsolved problems; 
their solution, of course, requires competence in abstract reasoning but usually not 
an extensive knowledge of the literature. 

General topology was founded by M. Frechet (Thesis 1906). The results of his 
numerous papers on the subject, and also related results of other authors, may be 
found in his book Les espaces abstraits (1928); this book gives a clear picture of the 
historical background and present state of the subject, but the proofs of almost all 
results are omitted. Frechet's work in general topology is incentive and rich in new 
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ideas, but it is mainly programmatical, and a complete and thorough study is seldom 
given. 

A second book which had considerable effect on the development of general topo-
logy was F. Hausdorff's Grundzuge der Mengenlehre (1914), where v4/7F-spaces 
are studied. It is to be regretted that the Mengenlehre (1927 and 1936), essentially 
a re-edition of the Grundzuge, was, as a result of publishers' requirements, reduced 
to the study of metric spaces only. 

A satisfactory and modern treatment of /IF-spaces may be found in the first 
chapter of Topologie I (1933) by C. Kuratowski. 

11.3. The present paper arose from notes of my lectures in the topological seminar 
held at Brno from May 1936. Their aim was to provide a basis for independent work 
on topology of members of the seminar. A typical aspect of this seminar was that 
the study of any question was not time-limited in advance; this is reflected in the 
present paper in that it is devoted to the detailed study of some fundamental concepts. 

A number of new problems was included in the lectures, and most of these were 
solved by members of the seminar; these will be published separately. Several further 
problems are given below. 

Problem I. What is the cardinality of all topologies (all F-topologies, etc.) on 
a given finite set P? 

Problem II. The preceding problem for an infinite countable set P.20 

Problem III. From a given topology in P further topologies may be obtained by the 
operations of F-modification (6.1), ^-modification (7.2), /^-modification (9.2). Under 
what conditions do these operations commute? 

Problem IV. In 7.2 there was introduced a notion more general than /4-modifica-
tion, namely ^-modification reduced to g. Can the F-modification or ̂ -modification 
be generalized similarly?21 

Problem V. Let v be a topology in P. We shall say that v has property a if the system 
of those M c P which have vM — M consisting of a single point forms a lower 
base. We shall say that v has the property /? if there is no topology except v which is 
weaker than v and has the same F-modification. Obviously property a implies 
property p. Does p imply a?22 

Problem VI. Which sets A of ordinals have the property that there is a countable 
space P such that A is the set of all <p(M) for M a P, where <p is as described in 
6.5?23 

2 0 Problem II was solved by B. Pospísil, Časopis Pěst. Mat. Fys. <57 (1938), 100-102. 
2 1 This problem was solved by K. Koutský, Rozpravy II. Třídy České Akad. 48 (1938), 22p. 
2 2 If P is an infinite discrete space, then the space rP introduced by M. Katětov (Časopis 

Pěst. Mat. Fys. 69 (1940), 36—49) possesses property /?, but does not possess property a. 
2 3 Problem VI was solved by V. Jarník, Rozpravy II. Třídy České Akad. 48 (1938). 
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Problem VII. Let P be a countable space, let £(P) be as in 6.5. Obviously #(P) g 
g col5 cUi being the least uncountable ordinal. Is S(P) = cot possible?24 

Problem VIII. Determine the P-spaces with the property that every strictly conti-
nuous image is an P-space.25 

2 4 A positive answer follows from Jarnik's solution of problem VI. 
A topological space.(P, u) has the required property if and only if there is a subset A of P 

such that, for each X <= i \ either uX = X or uX = X U A. 



29 
ON BICOMPACT SPACES 

Annals of Mathematics 
38 (1937), 823-844 

The theory of bicompact spaces was extensively studied by P. Alexandroff and 
P. Urysohn in their paper Mémoire sur les espaces topologiques compact, Verhandli-
gen der Kon. Akademia Amsterdam, Deel XIV, No. 1, 1929; I shall refer to this 
paper with the letters AU. An important result was added by A. Tychonoif in his 
paper Über die topologische Erweiterung von Räumen, Math. Annalen 102, 1930, 
who proved that complete regularity is the necessary and sufficient condition for 
a topological space to be a subset of some bicompact Hausdorff space. As a matter 
of fact, Tychonoff proves more, viz. that given a completely regular space S, there 
exists a bicompact Hausdorff space ß(S) such that (i) S is dense in ß(S), (ii) any bound-
ed continuous real function defined in the domain S admits of a continuous extension 
to the domain ß(S). It is easily seen that ß(S) is uniquely defined by the two properties 
(i) and (ii). The aim of the present paper is chiefly the study of ß(S). 

The paper is divided into four chapters. In chapter I, I briefly resume some well 
known definitions adding a few simple remarks. In particular I show that an arbitrary 
topological space S determines a completely regular space Q(S) such that a good 
deal of topology of S reduces to the topology of g(S), this being true in particular 
for the theory of real valued continuous and Baire functions. Chapter II contains 
the theory of the bicompact space ß(S) mentioned above. Here I shall recall only a few 
results of chapter II. First, if the space 5 is normal, then ß(S) may be defined without 
any reference to continuous real function since property (ii) may be replaced by the 
following: if two closed subsets of S have no common point, then their closures in 
ß(S) have no common point either. Second, if the space S satisfies the first count-
ability axiom, then S is completely determined by ß(S), S being simply the set of all 
points of ß(S) where the first countability axiom holds true. This implies that in this 
case (embracing the case of metrizable spaces) the whole topology of S may be reduced 
to the topology of the bicompact space ß(S). Hence it is evident that it is highly 
desirable to carry further the study of bicompact spaces and in particular of ß(S). 
Of course it must be emphasized that ß(S) may be defined only formally (not con-
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structively) since it exists only in virtue of Zermelo's theorem. If / denotes the space 
of integer numbers, then I think it is impossible to determine effectively (in the sense 
of Sierpinski) a point of /?(/) — /. I was even unable to determine the cardinal number 
of /?(/). (The paper contains several other unsolved problems.) The space /?(/) — I 
furnished incidentally a positive solution of a problem proposed by Alexandroff 
and Urysohn (AU, p. 54: Existe-t-il un espace bicompact ne contenant aucun point 
(x)l The authors write in this connection: La résolution affirmative de ce problème 
nous donnerait un exemple des espace bicompact d'une nature toute différente de 
celle des espaces connus jusqu'à présent). In chapter III, I call a completely 
regular space S topologically complete if S is a Gô in P(S). The reason for this desig-
nation lies in the fact that, if S is metrizable, it has this property if and only if it is 
homeomorphic with a metric complete space. The proof is an easy adaptation of 
Hausdorff's well known proof of the theorem that a Gô in a metric complete space, 
is a homeomorph of a metric complete space. In chapter IV, I consider locally normal 
spaces and I prove that a locally normal space S is always an open subset of some 
normal space. This was of course to be expected but I think it would be difficult to 
prove without the theory of /?(S). 

I. 

A set S is called a topological space (and its elements are called points) if there 
is given a class g of subsets of S (called closed subsets of S) such that (l) the whole 
space S and the vacuous set 0 are closed, (2) the intersection of any family of closed 
sets is closed, (3) the sum of two closed sets is closed. A set G c: S is called open, if 
the complementary set S — G is closed. A neighborhood of a set A c S (A may con-
sist of a single point) is an open set containing A. 

The intersection of all closed sets containing a given set A is called the closure of A 
and is denoted by A. The closure operation has the following properties: (l) 0 = 0, 
(2) A œ A, (3) À + B = A 4- B, (4) A = Â. Conversely, it is possible to define the 
general notion of a topological space starting with an operation A subject only to 
conditions (l) —(4) and defining closed sets by the condition A = A. 

An open base of a topological space S is a class 23 of open sets such that any open 
set is a sum of some of the elements of 23. The class § of all open sets is aparticular 
open base. Any open base 23 has the following properties: (l) given a point x e S, 
there exists a U e 23 such that x eU, (2) given a point XE S and two sets U and Ksuch 
that l/e23, Fe23, xeUV, there exists a set If such that !Te23, x e IV, W a U K 
Conversely it is possible (and the possibility is utilized very frequently in practice) 
to define a topological space starting with a class 23 subject only to condition (1) and 
(2), the closure A of a set A <= S consists then of all the points x such that 

V e 23 , x E U implies UA 4= 0 . 
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A fixed subset Tof a topological space S is always considered as a topological space, 
defining a set A cz T to be relatively closed (i.e. closed in the space T) whenever A 
is the intersection of Twith some closed subset of S. A set A a Tis relatively open 
whenever A is the intersection of Twith some open subset of S. The relative closure 
of a set A cz T is the intersection TA of Twith the closure of A in the space S. Any 
open base 23 of S determines an open base 230 of T; the elements of 230 are the inter-
sections of Twith the elements of 23. A mapping f of a topological space Sj into 
a topological space S2 is an operation attaching to each point x e S , a definite point 
/(*) eS 2 ; we always suppose that, given any point y e S2, there exists at least one 
point xeSt such that f(x) = y. The space 5, is the domain o f / , S2 is its range. 
The image f(Á) of a set A cz Sx is the set of all points f(x), x running over A. The 
inverse image f~l(B) of a set B cz S2 is the set of all points x e S, such that/(x) e B. 
The mapping / is one-to-one if 

xx e St , x2 e St , x{ 4= x2 implies f(xx) 4= f{x2) • 

If / is one-to-one, then the inverse operation f~l is a one-to-one mapping of S2 

into Sl. The mapping/will be called a function if its range consists of real numbers. 
The function / is bounded if its range is a bounded set. 

The mapping / is called continuous at a point x e St if, given any neighborhood 
Fof/(*), there exists a neighborhood U of x such that f(U) cz V.f is called continu-
ous (simply) if it is continuous at any point xe St . / i s called homeomorphic if it is 
one-to-one and if both / and / _ 1 are continuous. / is continuous, if and only if the 
inverse image of any closed subset of S2 is a closed subset of S1. 

A set A cz S is called a Gd-set if there exists a countable sequence {G„} of open 
00 

sets such that A = PJ G„; A is called an Fa-set if there exists a countable sequence 
i 

00 

{Fn} of closed sets such that A = £ Fn. The complement of a Gd-set is an F^-set and 
i 

vice-versa. 
S is called a Kolmogoroff space1 if the closures of any two distinct points are 

distinct. S is called a Riesz space2 if any single point is closed. S is a Riesz space 
if and only if the intersection of all the neighborhoods of any point x consists of x only. 
S is called a Hausdorff space if the intersection of the closures of all the neighbor-
hoods of any point x consists of x only. Any Riesz space is a Kolmogoroff space. 
Any Hausdorff space is a Riesz space. Any subset of a Kolmogoroff space is a Kolmo-
goroff space. Any subset of a Riesz space is a Riesz space. Any subset of a Hausdorff 
space is a Hausdorff space. Let 23 be any open base of S . S is a Kolmogoroff space 
if and only if, given two distict points x and y9 there exists a set U e23 containing 
precisely one of the points x and y . S is a Riesz space if and only if, given two distinct 

1 See P. AlexandrofT and H. Hopf, Topologie I, p. 58. 
2 See G. BirkhofT, On the combination of topologies, Fund. Math. 26, p. 162. 



4 7 6 

points x and y, there exists a set U e 23 containing x and not containing y.S is a Haus-
dorff space if and only if, given two distinct points x and y, there exists sets U and V 
such that U e 23, Ve 23, x e U, y e V, UV = 0. 

Now we proceed to prove that the theory of general topological spaces (in the 
sense precised above) can be completely reduced to the theory of Kolmogoroff 
spaces. Let 5 be a topological space. Two points xe S and y e S will be called equi-
valent (for the time being) if Jc = y. Let F be any closed subset of S and let x and y 
be two equivalent points; if x e F, then x c F, sinceF is closed, but yey and y = x, 
so that y e F. It follows that any closed subset of S consists of complete classes of 
mutually equivalent points. Now let us attach to each point xe S a new symbol 
T(X) chosen in such manner that T(X) = T(>>) if and only if x and y are equivalent; 
let us call S0 the set of the symbols t(x), so that x is a mapping of S into S0. A set 
A0 CZ S0 will be considered as closed if and only if its inverse image x~i(A0) is a closed 
subset of S. It is evident that S0 is a topological space and that x is a continuous map-
ping. Further it is evident that for any set A c S we have X(AL) = x(A)\ in particular 
T(X) = T(X) for any xe S. If T(X) 4= T(Y), we have x 4: J>; since the sets x and y are 
closed, it easily follows that T(X) 4= T(P), or T(X) 4= T(}>), SO that S0 is a Kolmogoroff 
space. Conversely, let S0 be a Kolmogorofff space. Let x be a mapping of a set S 
into S0. Let us call closed in S the inverse image of any closed subset of S0. Then 
S is the most general topological space and x has the previous meaning. Evidently 
the topology of S is quite completely described by that of S0. 

S is called a regular space if it is a Kolmogoroff space having the following pro-
perty: given a neighborhood U of a point x, there exists a neighborhood V of x such 
that V <= U 3. We shall prove that any regular space S is a Hausdorff space4. Let x 
and y be two distinct points of S. If we had both xe y and y ex, it would follow, 
since x and y are closed, that x cz y and y cz x, i.e. x = y, which is impossible. The 
argument being symmetrical, we may suppose that x does not belong to y, so that 
S — y is a neighborhood of x. Hence there exists a neighborhood U of x such that 
U cz S — y. Putting V = S — V, we have two open sets U and V such that xeU, 
y e V, UV = 0, so that S is a Hausdorff space. 

Any subset of a regular space is a regular space. 
S is called a completely regular space if it is a Kolmogoroff space having the 

following property: given a closed set F and a point ae S — F, there exists a conti-
nuous function / (in the domain S) such that f(a) = 0 and /(x) = 1 for any xe F.5 

It is easy to see that a completely regular space is regular and that any subset of a 
completely regular space is a completely regular space. 

3 The neighborhoods may here be restricted to a given open base of 5. 
4 This is usually done assuming a priori that S is a Riesz space; for this point I am indebted 

to Dr. K. Koutsky. 
5 We may assume that 0 ^/(JC) ^ 1 for every x e S, since we could rep lace / with q> by defining 

p(jc) = / ( j c ) if 0 <f(x) ^ 1, cp{x) = 0 if f{x) < 0, and <p(x) = 1 if / ( * ) > 1. 
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Now we shall start with an arbitrary topological space S and we shall attach to it 
a uniquely defined completely regular space ¿?(S) in such manner that a great deal 
of topology of S may be reduced to that of e(S). Two points x and y of S will be called 
equivalent (for the time being) if f(x) = /(>') for every continuous function / (in the 
domain S). To each point xe S let us attach a new symbol ^(x) chosen in such a man-
ner that g(x) = g(y) if and only if x and y are equivalent;6 let us call Si the set of all 
the symbols e(x), so that q is a mapping of S into S{ =• We shall introduce 
a topology in S t by defining an open base 23 for S r An element [/, / ] of 23 will be 
defined by a continuous function / in the domain S and open interval /, [ / , / ] 
consisting of the points Q(X) of such that f(x) el. To prove that St is a topolo-
gical space we have to verify two things. First, for any a e S, there evidently exists 
an [ / , i ] containing Second, let g(a) belong both to [/i> Ji] and to [ /2 , /2]; we 
have to prove that there exists an [/, J] such that e [/ , / ] and [/ , / ] <= [ / i , / i ] . 
. [/2,12]' There exists a number £ > 0 such that, for i = 1 and for i = 2, the interval 
fi(a) — s < t < /¿(ia) + e is a subset of It is easy to see that we may put f(x) = 
= !/i(*) " /i(a)| + I/2W ~ fi{a)choosing I to be the interval - 2 c < t < 2e. 
Hence is a topological space. 

Since the topology of was defined by means of continuous functions in the domain 
S, it is easy to see that Q is a continuous mapping of 5 into S t so that, if cp is any con-
tinuous function in the domain Sl9 f(x) = <?[(?(*)] is a continuous function in the 
domain S. Moreover, in our case the converse is also true: any continuous function 
in the domain S has the formf(x) = <p[{?(x)], (p being a continuous function in the 
domain Sv 

If e(a) and g(b) are two distinct points of Sl9 then there exists a continuous function / 
in the domain S such that f(a) 4= f(b). There exists two disjoined open intervals Jx 

and I2 such that / ( a ) e / t and f(b)el2• Then [ / , / j ] and [/ , / 2 ] are two disjoint 
open subsets of and g(a) e [ / , /,], o(b) e [/ , J2]. It follows that is a Hausdorff 
space. As a matter of fact, S t is a completely regular space. Let O be a closed subset 
of Sj not containing the point e(a). There exists an [/, / ] such that e(a) e [ / , / ] c= 
c: S t — O; we may suppose that I consists of all numbers t such that 11 — f(a)\ < s 
(e > 0). If |/(x) - / ( f l ) | ^ £, put g(x) = 1; if |/(x) - f(a)\ < e, put g(x) = c"1. 
• |/(x) f(a)\- Then g is a continuous function in the domain S9 so that there exists 
a continuous function cp in the domain Sx such that g(x) = <p[g(x)]. It is easy to see 
that <p\_Q{a)~\ = 0 and q>(x) = 1 for each XG$. 

Let F be a closed subset of S. We shall prove that a necessary and sufficient 
condition for the set Q(F) to be closed in is that for any point 

aeS-Q-^F)-] 

there exists a continuous function f in the domain S such that f(a) = 0 and f(x) = 1 

6 It is evident that T(*) = TO) implies Q(X) = Q(y)y but of course we may restrict ourselves 
to KolmogoroiT spaces. 
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for each xe F. First suppose the condition satisfied. If q(F) were not closed in Si9 

we could choose a point a such that 

Q(a)etiF)-g(F). 

Since g(a) e ST — q(F), there would exist a continuous function / in the domain S 
such that f(a) = 0 and /(x) = 1 for each xeF. There would exist a continuous 
function (p in the domain ST such that /(x) = <p[g(x)]. For x e Q(F) we would have 
cp(x) = 1; since <p is continuous, it easily follows that cp(x) = 1 for x e Q(F), in 
particular = 1, i.e. f(a) = 1, which is a contradiction. Secondly, suppose 
Q(F) closed in SLet ae S — ^"^(F)] . Then G(a) e ST — Q(F). Since ST is com-
pletely regular, there exists a continuous function (p in the domain such that 
^P[Q(O)] = 0 and cp(x) = 1 for each x e Q(F). Putting /(x) = <p[g(x)], we have 
a continuous function/ in the domain S such that/(a) = 0 and /(x) = 1 for each 
x e P. 

As a corollary, we obtain that, if the space S itself is completely regular, the mapping 
Q is homeomorphic. 

The following property is characteristic for completely regular spaces S: Let a be 
a continuous mapping of S into a topological space R such that each continuous 
function f in the domain S has the form / (x) = <p[a(x)], <p being a continuous 
function in the domain R. Then the mapping G is homeomorphic. The property 
cannot be true if S is not completely regular, as is seen by putting a = q. Hence 
suppose that S is completely regular. If a e S, b e S, a 4= b, there exists a continuous 
function / in the domain S such that f(a) =# f(b); since /(x) = <p[<r(x)], we have 
o(a) =t= ff(fr), i.e. the mapping a is one-to-one. It remains to show that if P is a closed 
subset of S the set o(F) is closed in R. If o(F) is not closed, there exists a point ae S 
such that 

o(a) eo{F) - <T(P) . 

There exists a continuous function / in the domain S such that f(a) = 0 and /(x) = 1 
for each x e P. We may put /(x) = (p\o{xj\ and we have <p\o(a)~\ = 0 and cp(x) = 1 
for each x e o(F). Since (p is continuous, we must have <p(x) = 1 for each x e <r(p), 
hence for x = a(a), which is a contradiction. 

Consider the following three properties of a topological space S: (l) If Ft and P2 

are two closed sets such that F{F2 = 0, there exist two open sets and G{ such that 
Pj c Ct, P2 <= G2, GjG2 = 0. (2) If Pj and F2 are two closed sets such that PXP2 = 
= 0, there exists a continuous function / in the domain S such that /(x) = 0 for 
each XGF, and/(x) = 1 for each x e P2.5 (3) If F is a closed set and if cp is a bound-
ed7 continuous function in the domain P, there exists a continuous function / in the 
domain S such that /(x) = cp(x) for each x e P. It is easily seen that (2) is formally 

7 It is easy to prove that the word bounded may be omitted. 
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stronger than (1) and that (3) is formally stronger than (2). But Urysohn proved8 

that all three properties are equivalent to one another. A space having these proper-
ties is called normal. Property (2) shows that a normal Riesz space is a completely 
regular space, therefore a Hausdorff space. 

If the space S is normal, then Q(S) is normal as well. Let and 0 2 be two closed 
subsets of e(S) such that 0 t 0 2 = 0. Then F, = i? -1(0,) and F2 = i ? - 1 ^ ) are two 
closed subsets of S such that F,F2 = 0. Since S is normal, there exists a continuous 
function / in the domain S such that f(x) = 0 for each x e Ft and /(x) = 1 for each 
xeF2. There exists a continuous function cp in the domain such that f(x) = 
= <P[(?(X)]. Evidently <p(x) = 0 for each X G O , and <p(x) = 1 for each x e 0 2 . 

If the space S is normal, then for a e S, b e S we have (>(a) = Q(b) if and only if 
a,. B =1= 0. Suppose first that c e a . B. If / is a continuous function in the domain S, 
it is easy to see that f(a) = /(c) = f(b), whence q(o) = Q(b). Secondly, suppose 
that a . B = 0. Since S is normal, there exists a continuous function / in the domain S 
such that /(x) = 0 for each xeä and /(x) = 1 for each x eB, whence f(a) = 0, 
m = i. 

If the space S is normal and if F is a closed subset of 5, then Q(F) is closed subset 
of Q(S). Let ae S — ö_1[i?(F)]- For xe F we have {?(a) 4= (?(x)> whence Ä . x = 0; 
therefore Ä . F = 0. Hence there exists a continuous function / in the domain S 
such that/(x) = 1 for each xe F and f(x) = 0 for each xe a, in particular f(a) = 0. 
We know that this implies that Q(F) is closed in Q(S). 

The last two theorems show that, if S is normal, the space e(S) and its topology 
may be completely described without any explicit reference to continuous functions: 
The space Q(S) consists of symbols e(x) attached to single points x e 5, g(x) and ^(y) 
being identical if and only if x . y #= 0; and a set O c= ̂ (S) is closed in p(S) if and only 
if the set (?-1(0) is closed in S. It is an interesting problem to give a similar descrip-
tion of e(S) in the general case. 

If the space S is normal, then a necessary and sufficient condition for a set A cz S 
to be both closed and a Gö is the existence of a continuous function f in the domain S 
such that /(x) = 0 if and only if xe A. Suppose first that such a function / exists. 
Then A = {/(*) = 0} is a closed set and Gn = {|f(x) | < l//t} are open sets and 
A = n c r Conversely let A = Ä = n^»' being open. Since S is normal, there 
exist continuous functions fn in the domain S such that fn(x) = 0 for x e A,fn(x) = 1 
for x e S — G„, 0 ^ fn(x) ^ 1 for xeS. It is sufficient to put f(x) = Y2~n -/nW-

A point x of a topological space S is called a complete limit point of a set A cz S 
if, for any neighborhood U of x, the cardinal number of the set AU is equal to the 
cardinal number of the set A. A family (£ of subsets of S is called monotonic if for 
any two sets A e(£, B e & we have either A c B or B c A. A family (£ of subsets 
of S is called a covering of S if each point of S belongs to some set of (£. 

Consider the following three properties of a topological space S: (1) Every infinite 

8 P. Urysohn, Über die Mächtigkeit zusammenhangender Mengen, Math. Annalen 94, 1925. 
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subset possesses at least one complete limit point. (2) A monotonic family of non-
vacuous closed subsets has a non-vacuous intersection. (3) Any covering of S consist-
ing of open sets contains a finite covering of S. It is known that all three properties 
are equivalent to one another.9 A space having these properties is called bicompact. 
It is known that a bicompact Hausdorff space is normal10 (hence completely regular). 

A closed subset of a bicompact space is a bicompact space. Conversely, a bicom-
pact subset of a Hausdorff space is closed.11 It easily follows that a one-to-one 
continuous mapping of a bicompact Hausdorff space is homeomorphic. 

Let {ST} be a family of sets; the subscript I runs over an arbitrary given set /. The 
cartesian product of the family {S t} is the set of all families x = {xj , each xt 
belonging to S,. The xt's are called the coordinates of x. If every SL is a topological 
space, we introduce a topology into S = by means of the following open base 
23: The elements of© are sets of the form where (1) each GT is an open subset 
of (2) GL = SL except for a finite number of subscripts I. It is easy to see that S 
is a Kolmogoroff space, a Riesz space, a Hausdorff space, a regular space, a comple-
tely regular space, if and only if every factor space ST belongs to the corresponding 
category of spaces. If S is normal, every ST is normal as well; but the converse is false. 

The cartesian product S = tSt of any family of bicompact spaces is a bicom-
pact space. Using Zermelo's theorem, we may suppose that the set I consists of all 
ordinal numbers less than a given ordinal number. Let there be given an infinite 
subset A of S. We have to construct a complete limit point z = { z j of S. According 
to the way the topology of S was introduced, it is sufficient to construct the coordin-
ates zt by transfinite induction, choosing each zL e St in such a way that it have the 
following property nt: If there is given a finite number of subscripts in g i and, for 
each in, a neighborhood G„ of zln (in the space Sln), the cardinal number of the 
intersection of A with the set of those points x = {x,} for which xln e Gn (for each 
of the given subscripts tn) is equal to the cardinal number of A. We need only prove 
that the definition of the z/s by transfinite induction may be carried through. Hence 
suppose that, for a definite value Xel, the points zt (with property nt) having already 
been constructed for i < X, it is impossible to choose zx e Sx with property nx. 
Then, for every point yx e Sx, there exist: a neighborhood T(yx) of the point yx (in 
the space Sx), a finite (perhaps vacuous) set M(yx) of subscripts i < X and, for each 
i e M(yx), a neighborhood G(zn yx) of the point zt (in the space St) such that the 
cardinal number of the set A . H(yx) . K(yx) is less than the cardinal number of A, 
where H(yx) is the set of all points x = { x j for which xA e T(yx) and K(yx) is the set 
of all points x = {xt} for which xt e G(zt, yx) for every i e M(yx). Since the space Sx 
is bicompact, there exists a finite set of points y[l) e sx (1 < i < rn < oo) such that 

(1) = 
*=1 

9 AU, p. 8. 
1 0 AU, p. 26. 
1 1 AU, p. 47. 
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The cardinal number of the set 
m 

(2) £A.H(/<>).K(/,'>) 
1=1 

is less than the cardinal number of A. On the other hand, it follows from (l) that 
m 
I H{y?) = S 
¿=1 

so that the set (2) contains the set 

(3) A . f l K ( y T ) . 
i= 1 

It follows that the cardinal number of the set (3) is less than the cardinal number 
of A. But it is easy to see this is in contradiction with property n^ choosing p < A 
and p ^ i for every i e M(y[l)). 

II. 

Since a bicompact Hausdorff space is completely regular, every subset of a bicom-
pact Hausdorff space is also completely regular. Following Tychonoff, we shall prove 
conversely that every completely regular space is a subset of some bicompact 
Hausdorff space. 

Let 5 be given completely regular space. Let T denote the interval 0 fg t g 1. 
Let O denote the set of all continuous functions/in the domain S such that f(S) c: T. 
Choose a set I having the same potency as the set <I>, so that there exists a one-to-one 
mapping of / into O; let ft be the function corresponding to tel. For i e J, put Tt = T 
and let R be the cartesian product Since every TL is a bicompact Hausdorff 
space, R is also a bicompact Hausdorff space. For any xe S, put g(x) = £ = e R, 
where ^ = ft(x). Then g is a mapping of the space S into the space S* = g(S) c R. 
It is easy to see that the mapping g is homeomorphic. For i e I and £ e R, put <pt(£) = 
= Then cpt is a continuous function in the domain R such that (pt(R) = T. More-
over, we see that <pt[g(x)] = /t(x) for xe S. 

If S is a completely regular space, let designate any topological space having 
the following four properties: (l) fi(S) is a bicompact Hausdorff space, (2) S c P(S), 
(3) 5 is dense in p(S) (i.e. the closure of S in the space fl(S) is the whole space P(S)), 
(4) every bounded continuous function f in the domain S may be extended12 to the 
domain p(S) (i.e. there exists a continuous function (p in the domain p(S) such that 
(p(x) = /(x) for every x e S). 

1 2 It follows easily from property (3) that the extended function is uniquely defined by / . 



4 8 2 

The space fi(S) exists for every completely regular S. Using the above notation, 
we easily see that the closure of 5* in the space R has the properties (1) —(4) relatively 
to S*, so that P(S*) exists. Since S and S* are homeomorphic, fi(S) exists as well. 

Given a completely regular space S, the space fi(S) is essentially unique. More 
precisely: If Bt and B2 both have properties (1) — (4) of P(S), then there exists a homeo-
morphic mapping h of Bt into B2 such that h(x) = x for each xe S. This is but 
a particular case of the following theorem: Let S be a completely regular space. 
Let B be a space having properties (l) —(3) of fi(S) (but not necessarily property (4)). 
Then there exists a continuous mapping h of p(S) into B such that: (i) h(x) = x for 
each xeS, (ii) h[P(S) — S] = B — S. The mapping h is one-to-one (and conse-
quently homeomorphic) if and only if B also possesses property (4). Let /, T, R, g 
and S* have the above meaning. Divide the set I into two disjoined subsets 7X and 
I2> putting ielx if and only if the continuous function ft may be extended to the 
domain B. Let Rt denote the cartesian product ^T, where i runs over Jt and Tt = T 
for each i. For any xe B, put g j(x) = £ = {i t}4 e / l e Ru where = (p,(x), cpt being 
the extension of / to the domain B. Then is a homeomorphic mapping of the 
space B into the space B* = g\(B) c: Ru just as g was a homeomorphic mapping 
of S into the space S*. For any point £ = {f t} t e / e R, put k(Cj = e J^. Evi-
dently k is a continuous mapping of R into Rx. For xeS, it is easy to see that 
k[g(x)~\ = gt(x) so that k(S*) <= B*. Since k is continuous, it follows that k(S*) c 
c B*9 where S* is the closure of S* in the space R and B* is the closure of B* in the 
space Rt. Since B* is a homeomorph of B, B* is a bicompact Hausdorif space, whence 
B* = B*. Therefore k(S*) c= 5*, i.e. k defines a continuous mapping k0 of into 
a subset of B*. Since S* was homeomorphic with fi(S), and B* was homeomorphic 
with k0 defines a continuous mapping h of j3(S) into a subspace /i[/?(S)] of B; 
evidently h(x) = x for every xe S. The space as a continuous image of the 
bicompact space p(S), must be bicompact. It follows that h[P(S)~\ is closed in B. 
On the other hand, h[p(S)] z) S must be dense in B. Therefore, h[p(S)] = By i.e., 
h is a continuous mapping of P(S) into B. If B possesses property (4) of fi(S), we have 
7X = /, whence Ry = R and k is the identity. This readily implies that the mapping h 
is homeomorphic. 

Returning to the general case, we still have to prove that h[fi(S) — S] = B — S. 
Of course h[p(S) — S] ID B — S. It remains to arrive at a contradiction in supposing 
the existence of a point b e P(S) — S such that a = h(b) e S. Since P(S) is a bicom-
pact Hausdorif space, it is completely regular. Hence there exists a continuous 
function <p in the domain fi(S) such that (p(a) = 0, cp(b) = 1. Let Q be the set of all 
points x e S such that (p(x) ̂  Then Q is a closed subset of S, so that there exists 
a closed subset P of the space B such that Q = SP. Since B is a bicompact Hausdorif 
space, it is completely regular. Hence there exists a continuous function ^ in the 
domain B such that \l/(a) = 0, \J/(x) = 1 for each xe P and 0 ^ ij/(x) ̂  1 for each 
x e B. From property (4) of fi(S) it follows that there exists a continuous function % 
in the domain fi(S) such that = ip(x) for each x e S, whence x(a) = 0. Since 
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h is a continuous mapping of p(S) into B, iA[/i(x)] is a continuous function in the 
domain P(S). The set C of all points x e P(S) such that h(x)] = /(x), is closed in 
P(S) and contains the set S which is dense in P(S); therefore C = P(S), whence 
x(b) = ip[h(b)] = i¡/(a) = 0. The set D of all points x e P(S) such that both cp(x) > £ 
and < \ is open in P(S) and is not vacuous, since b e D. Since S is dense in P(S), 
there exists a point ce S . D. Since ce D, we have x(c) < ii since c e S , we have 
x(c) = i¡/(c). Therefore i¡/(c) < i so that ceS.(B-P) = S- Q. From the defini-
tion of Q it follows that <p(c) < i ; since c e D, this is a contradiction. 

Two subsets Ax and A2 of a topological space S will be called completely separated 
if there exists a continuous function / in the domain S such that f(x) = 0 for each 
x e Ax and f(x) = 1 for each xe A2

 5. It is easy to see that Ax and A2 are completely 
separated if and only if the closed sets Ax and A2 are completely separated. We know 
that S is completely regular if and only if any single point x and any closed set not 
containing x are always completely separated. We know that S is normal if and only 
if two closed sets without common points are always completely separated. 

Let S be a completely regular space. We characterized the space P(S) by the pro-
perties (l) — (4) given above. We will now show that may be also characterized by the 
properties (l), (2), (3) and (4)', where (4') means the following: If Ax and A2 are two 
completely separated subsets of S, then the closures of Ax and Az in the space P(S) 
are disjoint. Suppose first that Ax and A2 are two completely separated subsets of S. 
Then there exists a continuous function / in the domain S such that f(x) = 0 for 
each xe Ax and f(x) = 1 for each x e A2. We may suppose that 0 ^ f(x) g 1 for 
each x e 5, so that there exists a continuous extension <p of / to the domain P(S). 
Letting the bar denote closures in the space p(S), we have cp(x) = 0 for each x e At 
and <p(x) = 1 for each x e A2, so that indeed AxA2 = 0. Conversely, let the space B 
have properties (1), (2), (3), (4'). There exists a continuous mapping h of the space 
p(S) into the space B such that h(x) = x for each x = S. It is sufficient to prove that 
the mapping h is one-to-one. Suppose the contrary. Then there exist two points 
a e P(S)9 b e P(S) such that a 4= b, h(a) = h(b). There exists a continuous function / 
in the domain P(S) such that f(a) = 0 , f ( b ) = 1. Let Ax denote the set of all points 
xe S such that/(x) g let A2 denote the set of all points xeS such that f(x) ^ f . 
It is easy to see that Ax and A2 are two completely separated subsets of S so that 
AXA2 = 0 where the bar designates closures in the space B. Since h(a) = h(b), we 
shall have a contradiction if we shall prove that h(a) e Ax, h(b) e A2. Let U be any 
neighborhood of h(a) in the space B. Then h~*(U) is a neighborhood of a in the space 
P(S). Since f(a) = 0 and since S is dense in p(S)f it is easy to see that h 1((7) . Ax #= 0, 
whence U . Ax 4= 0. Since U was an arbitrary neighborhood of h(a) in the space £, 
we have indeed h(a) e Ax and similarly we prove that h(b) e A2. 

In the particular case when S is a normal Riesz space, it follows from the result 
just proved that P(S) may be characterized by the properties (1), (2), (3), and (5) where 
(5) means the following : If Fx and F2 are two closed subsets of S without common 
points, then the closures of Fx and F2 in the space p(S) have no common points. 
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Conversely, if there exists a space B having properties (1), (2), (3) and (5), then S 
is normal and B = j3(S). Indeed, it is easy to see that property (5) is stronger than 
property (4') so that B = /?(S). If f { and F2 are two closed subsets of S and FlF2 = 
= 0, then Fi F2 = 0, the bar indicating closures in B. Since B is a bicompact Haus-
dorff space, it is normal, so that there exists a continuous function cp in the domain 
/?(S) such that <p(x) = 0 for each x e Fx and <p(x) = 1 for each x e F2. Hence it 
follows that S is normal. 

Let S be a completely regular space. Let Tbe a closed subset of S; let T denote the 
closure of Tin the space Then we have T = J2(T) (i.e. Tpossesses the properties 
(l) —(4) of P(T)) if and only if every bounded continuous function in the domain T 
admits of a continuous extension to the domain S. Suppose first that T = fi(T) and 
let / be a continuous function in the domain Tsuch that e.g. 0 ^ f(x) ^ 1 for each 
xeT. Since T = /?(T), there exists a continuous extension g of / to the domain T; 
of course 0 g g(x) ^ 1 for each x e T. Since j5(S) is a bicompact Hausdorff space, 
it is normal; since Tis closed in /?(S), there exists a continuous extension cp of g to 
the domain Hence / may be continuously extended to the domain /?(S) and there-
fore also to the domain S c p(S). Conversely, suppose that every bounded continuous 
function in the domain T may be continuously extended to the domain S. Of course T 
has always properties (l)-~(3) (relatively to T); therefore to prove that T = fi(T) 
it is sufficient to prove that Thas property (4') (again relatively to T). Hence suppose 
that AY c: Tand A2 cz Tare completely separated in the space T. Then there exists 
a continuous function/in the domain Tsuch that/(x) = 0 for each x e Al,f(x) = 1 
for each xe A2 and 0 g /(x) g 1 for each xeT. There exists a continuous extension 
cp of / to the domain S, whence it readily follows that At and A2 are completely 
separated in the space S. Since J8(S) has property (4') (relatively to S), we have AXA2 = 
= 0, the bar indicating closures in the space P(S). But of course Ax and A2 are closures 
of Ax and A2 in the space T, so that Thas indeed property (4') relatively to T. 

The theorem just proved has the following consequence: If S is a normal Riesz 
space, then T = /?(T) (the bar indicating closure in P(S), for every closed subset T 
of S. If the completely regular space S is not normal, then there exists a closed 
subset TofS such that T + /?(T). 

If O is a family of neighborhoods of a point x of a topological space S, then we say 
that O is complete if, given an arbitrary neighborhood G of x, there exists a neighbor-
hood U of x such that both U e<& and U a G. The least cardinal number of a com-
plete family of neighborhoods of x is called the character13 of x (in the space S) and is 
denoted by x(x) = If 7 c S and x e T, it is easy to see that 

Xr(*) ^ Xs(*) • 

Let S be a completely regular space. Then for every point a e S we have 

Xs{a) = • 
1 3 AU, p. 2. 
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Let O be a complete family of neighborhood of a in the space S whose cardinal 
number is equal to Xs(a)• It sufficient to construct a complete family 4* of neigh-
borhoods of a in the space p(S) such that the cardinal number of 4* does not exceed 
Xs(fl). The family 4* will be constructed as a transform of the family O, each U e$> 
determining T(U) G 41, in the following way, 

T(U) = p(S) - S~U 

(the bar indicating closures in the space /?(S)).Of course 4* is a family of neighborhoods 
of a in the space J3{S) and the cardinal number of 4* does not exceed Hence we 
have only to prove that, given a neighborhood G of a in the space /?(S), there exists 
a [ / eO such that i(U) c G. There exists a continuous function / in the domain 
P(S) such that f(a) = 0 and /(x) = 1 for each x G J8(S) - G. Let H denote the set 
of all points x e S such that /(x) < Then H is a neighborhood of a in the space S, 
so that there exists a 1/GO such that U c= H. It remains to prove that T(U) <ZZ G. 
Supposing the contrary, there exists a point b e r(U) — G. Since b e P(S) — G, 
we have f(b) = 1. Let Vbe an arbitrary neighborhood of b in the space p(S). Since 
f(b) = 1 and since S is dense in /?(S), there exists a point c e SKsuch that f(c) > 
Since U cz H, we cannot have ceU. Therefore c e S — U so that (S — U) V #= 0. 
Since Kwas an arbitrary neighborhood of b in the space fi(S)> we have b e S — U = 
= p(S) — t({7), which is a contradiction. 

Let S be a completely regular space. Let A <= — S (A 4= 0) be both closed 
and Gd in P(S). Then the cardinal number of A is ^ 2*°. Since A is both closed 
and Gs in the normal space P(S)y there exists a continuous function / in the domain 
P(S) such that /(x) = 0 for each x e A and /(x) > 0 for each x e p(S) - A. The set of all 
points x G p(S) such that/(x) < n'1 (n = 1, 2, 3,...) is open and not vacuous. Since 
S is dense in p(S), there exists a point ane S such that f(an) < n"1. Since AS = 0, 
we have f(a„) > 0. It is evident that the points an may be chosen is such a manner 
that / ( 

an + i) < f(an)- Let us arrange the rational numbers of the interval 0 < t < 1 
in a simple sequence {rn}. There exists a continuous function cp in the domain 0 < t < 
< oo such that 0 < <p(t) < 1 and <p[/(tf„)] = rn (n = 1, 2, 3, ...). Since /(x) > 0 
for each x G S, we obtain a bounded continuous function g in the domain S such 
that g(x) = <p[/(x)] for each x e S. There exists a continuous extension h of g to the 
domain P(S). Choose a real number a, 0 ^ a ^ 1. There exists a sequence ix < i2 < 
< i3 ... such that rin a for n oo. Let M„ designate the set of points ain, ain+i, 
ain+2' ••• so <= S, Mn => Mn+I, M„ 4= 0. Since the space p(S) is bicompact, 
there exist a point b e Y\Mn. Since the functions / and h are continuous, we have 
f{M„) cz / (Mj , h(Mn) cz JfM,) = ^(Mj, whence f(b) e J]WQ, h(b) e U^Q-
Since f(ait) 0, g(ain) a for n oo, we easily see that /(&) = 0, h(b) = a. 
Since f(b) = 0, we have b e A. Therefore, for each a such that 0 ^ a ^ 1, the set A 
contains a point b such that h(b) = a. Hence the cardinal number of A is at least 2*°. 

Let Si and S2 be two completely regular spaces satisfying the first countability 
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axiom. Let the spaces j?(Si) and fi(S2) be homeomorphic. Then the spaces and S2 
are homeomorphic. We may assume that P(Sl) = fi(S2). According to the preceding 
theorem no point x e P(Sx) — St is a Gs in P{Si). Therefore S2 c= Sl and similarly 
St c S2, so that St = S2. 

Let / denote an infinite countable isolated space (e.g. the space of all natural num-
bers). It is an important problem to determine the cardinal number m of /?(/). All I 
know about it is that 

2*° g m 22*°. 

It is easily seen that each point of I is an isolated point of /?(/) so that set I is open 
in /?(/). Since I is countable, it is an FA in /?(/). Hence /?(/) — I is both closed and 
a Gs in p(l) so that the cardinal number of /?(/) - / is ^ 2Xo. On the other hand, 
since the set I is dense in the Hausdorff space /?(/), it is easy to see that a point x e /?(/) 
is uniquely determined knowing the family of all sets A c I such that x e A, so that 
the cardinal number of /?(/) is at most equal to the cardinal number 22**0 of all fami-
lies of subsets of I. 

A topological space S is called compact if, given any infinite subset A of S, there 
exists a point xe S such that x e A — x. 

Let the normal Riesz space S be not compact. Then the cardinal number of 
P(S) — S is at least equal to the cardinal number of /?(/) (hence at least equal 
to 21*0). Since S is not compact, it is well known that S contains a closed subset F 
homeomorphic with I. Since S is normal, we have /?(/) = I <=. /?(S), so that /?(/) — la 
c — 5. But the sets /?(/) — / and /?(/) have the same cardinal number. 

I do not know whether this theorem remains true if we replace normality by 
complete regularity. It may be shown that the assumption of normality may be 
replaced by the following weaker assumption:14 If FT and F2 are two closed subsets 
of S such that FX is countable and FXF2 = 0, there exist two open sets Gx and G2 

such that Gt ZD Fu G2 r> F2, GXG2 = 0. 
If the space S is compact, then the set fi(S) — S may consist of a single point. 

Let S be the set of all ordinal numbers < col9 a^ being the first uncountable ordinal 
number. Let S0 be the set of all ordinal numbers g a^. The topology of S and S0 

is the usual topology of an ordered set, an open base being given by the family of all 
open intervals. It is well known that S is a compact normal Riesz space and that S0 

is a bicompact Hausdorff space. We shall prove that SQ = Since it is evident 
that S0 possesses properties (1) —(3) of /?(S), it is sufficient to prove that a continuous 
function / in the domain S admits of a continuous extension to the domain S0. This 
is an easy consequence of the following theorem. If f is a continuous function in the 
domain S, then there exist a point £ e S such that f is constant for x ^ It is 
sufficient to prove that, given a number e > 0, there exists a point £(e) e S such that 

1 4 AU, p. 58. 
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|/(x) — f(y)| < e for x e S, y e S, x > £(e), y > £(e). Supposing the contrary, there 
would exist in S two sequences {cin} and {bn} such that an < bn < an+i and | f (a n ) — 
— /(frrt)| ^ e. But this is impossible, because / would then be discontinuous at a, a 
being the first ordinal number greater than each an. 

We say that xeS is a x-point15, if there exists a sequence {x„} c S — (x) such 
that lim x„ = x, i.e. that, given any neighborhood U of x, we have xneU except 
for a finite number of subscripts n. Alexandroff and Urysohn raised the question16 

whether there exists a bicompact Hausdorff space which is dense in itself and 
which contains no x-point. We shall prove that the space /?(/) — / has this property. 
Supposing the contrary, there exists a point c e /?(/) — I and a sequence {an} c 
c: 18(1) — I — (c) such that lim an = c. We may suppose that the points an are all 
distinct from one another. Let An be the set of the points an, an + l, an+2f... together 
with the point c. It is easy to see that An is a closed subset of /?(/). We shall 
construct successively open subsets Un of the space /?(/) as follows. Ut contains 
the point al9 but t71̂ 42 = 0- If, for a certain value of n, we have already constructed 
the set Un so that Un.An+l = 0, let Un+l be an open subset containing an + l9 
but such that Un+1. Ui = 0 for 1 ^ / g n and Vn+1 . An+2 = 0. It is easy to see 
that the successive construction of the sequence {Un} may be carried through. Now 
put O = / . YP2n-u ¥ = / . Then w = 0 and the sets ® and ¥ are of 
course closed in /, since / is an isolated space. Since I is normal, we must have 
047 = 0, the bars indicating closures in /?(/). On the other hand, since / is dense in 
P(I) and Un is open in /?(/), it is easy to see that IUn = so that an e lUn9 whence 
we easily get the contradiction c e 3>*F. 

III. 

We shall say that the space S is topologically complete if there exists a bicompact 
Hausdorff space B => S such that S is a Gd in B. Of course S is then completely regular. 
A Gd in a topologically complete space is a topologically complete space. A closed 
subset of topologically complete space is a topologically complete space. 

A topological space S is topologically complete if and only if is completely 
regular and a Gd in fi(S). If S is a G& in /?(S), then it is topologically complete, since 
P(S) is bicompact Hausdorff space. Conversely suppose that S is topologically com-
plete. Then there exists a bicompact Hausdorff space B => S such that S is a Gs in B. 
Let B0 be the closure of S in the space B. Then B0 is a bicompact Hausdorff space 
and S is dense in B0 and a Gb in B0. We know that there exists a continuous mapping 
h of P(S) into B0 such that h"i(S) = S. Since S is a Gs in B0, it is easy to see that 
h~x(S) = S is a Gd in j3(S). 

1 5 AU, p. 53. 
1 6 AU, p. 54. 
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Let T be a completely regular17 space. Let S cz T be a topologically complete 
space. Then S is a Gd in the closure of S in the space T. Let S0 be the closure of 5 
in the space P(T). It is sufficient to prove that S is a Gd in S0. Since S0 is a bicompact 
Hausdorff space and since S is dense in S0, there exists a continuous mapping h of p(S) 
into S0 such that h[P(S) — 5] = S0 — S. Since S'is topologically complete, it is a Gd 
in P(S), so that p(S) - S is an Fa in p(S). Hence there exist closed subsets Fn of p(S) 
such that £F„ = P(S) — S, whence S0 — S = X/i(Frt). Every Fn is a bicompact 
space, so that every /i(F„) is a bicompact space. Since h(Fn) is a bicompact subset 
of the Hausdorff space S0, it is closed in S0, so that S0 — S is an Fa in S0 and finally S 
is a G6 in S0. 

Let T be a topologically complete space. Let S a T. Then S is a topologically 
complete space if and only if it is the intersection of a closed subset of T and a G6 
in T. If S = FH, where F is closed in Tand H is a Gb in T, then F is a topologically 
complete space and S is a Gd in F, so that S is a topologically complete space. Con-
versely let S be topologically complete. Then S is a Gd in the closure 5 of S in T, 
so that S = SH, H being a Gd in T. 

Let S 4= 0 be a topologically complete space.18 Let {G„} be a sequence of open and 
dense subsets of S. Let H = Then H 4= 0 and, moreover, H is dense in S. 
There exists a regular compact (as a matter of fact, bicompact) space K => S such 
that 5 is a Gd in K. We may suppose that S = K, the bar denoting closure in K. The 
sets Gn being open in S, there exist sets r„ open in K and such that Gn = S . r„. 
Since S is a Gd in K, there exist sets An open in K and such that S = fl^n- Since S 
is dense in K and Gn are dense in S, the sets Gn are dense in K. Choose an arbitrary 
point a0e S and an arbitrary neighborhood V of a0 in the space S. All we have to 
prove is that HV 4= 0. There exists a neighborhood U0 of a0 in the space K such that 
V = SU0. Since the set Gt is dense in K, there exists a point ax e GjUq = S . TyUo c= 
cz A ^ U q . Hence A ^ U o is a neighborhood of at in the space K. Since K is regular, 
there exists a neighborhood Ut of at (in the space K) such that JJ^ cz A jT^q . 
Generally, let there be given for a certain value of n a point an e Gn and its neighbor-
hood Un (in the space K) such that Un c: AnFnUn_1. Then aneGna S and SU„ 
is a neighborhood of an in the space S; since Grt+1 is dense in S, there exists a point 
an+ieGn+iUn = S. Tn+1U„ cz Art+lrn + 1l/„. Hence An+lr„ + lUn is a neighborhood 
of a„ + 1 in the regular space K, so that there exists a neighborhood of an+1 (in 
the space K) such that EJ„+1 c A„ + 1r„+1l/„. Thus we construct a sequence {a„} 
of points and a sequence {Un} of open sets so that an e GnU„ Un+l cz An+ir„+iUn. 
Since aneUn, we have Un 4= 0. Since K is compact and E7n+1 c l/„, there exists 
a point bel\Un = n ^ - Since i7n+1 cz An+1rn+1C/n, we have b e ["K . UT* = 
= s • n r n = n r n = H- Moreover b e U0, so that b e HU0 = HK 

1 7 I do not know whether this assumption is necessary. 
1 8 It is evident from the proof that it is possible to replace this by the weaker assumption that S 

is a G5 in some regular compact space. 
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Let S be a metric space. A Cauchy sequence in S is a sequence {x„} c: S such that, 
given a number e > 0, there exists a number p such that the distance of x,„ and xn is 
less than e, whenever both m and n are greater than p. A metric space S is called 
metrically complete if, given any Cauchy sequence {x„} in S, there exists a point 
xeS such that lim xn = x. A topological space is called completely metrizable, 
if it is homeomorphic with a metrically complete space. 

We next prove our principal theorem: A metrizable space S is topologically 
complete if and only if it is completely metrizable. 

Let S be a metrically complete space and let Q be its distance function. We may 
suppose that Q(X, y) ^ 1 for every pair of points, since otherwise we may replace 
Q by QU putting ^(x, y) = Q(X, y) if g(x, >') g 1, ¿?t(x, y) = 1 if e(x, y) > 1. Since S 
is metric it is completely regular, so that fi(S) exists. For any given a e S, o(a, x) is 
a bounded continuous function in the domain S so that there exists a continuous 
function <pa(x) in the domain fi(S) such that (pa(x) = x) for each x e S. If a e S, 
b e S, then the set T(a, b) of all points x e jft(S) such that <pa(x) + <Pb(x) ^ Q(a-> b) 
is closed in fi(S) and contains S. Since S is dense in we must have T(a, b) = /?(S), 
i.e. <pa(x) + (pb(x) ̂  fc) for each x e /?(S). 

For a e S and n = 1, 2, 3,. . . let T(a, /i) be the set of all points x e such that 
<pa(x) < n"1. Since the function (pjx) is continuous, n) is an open subset of 
/?(S). Therefore 

G„ = Xr(a, n) 
aeS 

is an open set. We shall prove that S = fl^n* s o that the set S is a Gd in P(S) and 
thus topologically complete. Evidently S. Conversely let b e f|G„. We have 
to prove that b e S. According to the definition of G„, there exist points ane S such 
that <Pon{b) < w"1. Therefore 

Q(an, am) ^ <Pan(b) + <paJb) < - + ~ , 
n m 

so that {cin} is a Cauchy sequence in S. Since S is metrically complete, there exists 
a point a e S such that a = lim an. It is sufficient to prove that a — b. Suppose that 
a 4= b. Since is a Hausdorff space, there exist two open subsets U and Vof p(S) 
such that a eU, b e V,UV = 0. Since US is a neighborhood of a in the metric space 5, 
there exists an integer n > 0 such that U contains every point x e S such that g(a, x) < 
< 2 . n~l. This can be written in the form SW a U, W being the set of all points 
x G fi(S) such that <pa(x) < 2. W"1. Since (p is continuous, W is an open subset of 
fi(S). Since S is dense in fi(S) and U, Kand If are open in /?(S), we have W a W = 
= SW a V <= p(S) - V, or WV = 0. Hence for each x e S we have g(a9 x) ^ 

+ g(an9 x) ^ n"1 + x), whence it easily follows that for each 
x g / ? ( S ) we have <pa(x) <i (paJx) + n~\ in particular (pa(b) g cpan(b) + n""1 < 
< n - 1 + n"1 = 2 . n"1, which is a contradiction. 
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Now suppose that the metric space S is topologically complete. Let Q denote the 
distance function of S; again, we shall suppose that e(x, y) ^ 1 for every couple of 
points. Since S is topologically complete, there exists a sequence {F„} of closed 
subsets of p(S) such that P(S) - S = £F„. If 5 = p(S), then 5 is a bicompact metric 
space, and then it is well known that S is metrically complete. Hence let us suppose 
that S #= P(S); we may then assume that Fn 4= 0 for every n. Given any point a e 
e S, g(a9 x) is a bounded continuous function in the domain S9 which admits of 
a continuous extension (pa to the domain P(S). If the point b e P(S) is different from a, 
then there exist open subsets U and V of P(S) such that a e U, b e V9 UV = 0. Since 
SU is a neighborhood of a in the metric space S9 there exists a number e > 0 such that 
U contains every point xe S such that g(a9 x) < e. Since S is dense in p(S), it easily 
follows that U contains every point x e P(S) such that (pa(x) < e. Since U c: /?(S) — 
- V= p(S) - V9 we have U c: p(S) - V so that b e P(S) - U9 whence <pa(b) ^ e. 
Thus we proved that (pa(b) > 0 for every b e P(S) except for b = a. Since the set 
Fn 4= 0 is closed in the bicompact space p(S), it is easy to see that the function cpa(x), 
x running over Fn, admits of a minimum value a(a9 F„). Since ae S9 FnS = 0, we 
have a(a, Fn) > 0. 

If a e 5, b e S9 then we have Q(CI, x) G(a, b) + G(b9 x) for every x e S9 whence 
q>Jx) ̂  g(a, b) + <pfl(x) for every x e /?(S). Therefore a(a9 Fn) g b) 4- <r(b, F„) 
and similarly Fn) ^ g(a9 b) + o(a9 Fn). Hence 

| c(a9Fn)-a(b9Fn)\^Q(a9b). 

Now let us put for xeS9 ye 5, 

fn(*, = J>) + <K*> ^n) + ^ ^n) • 

/«(*> y) 
QO 

Qo{x> y) = JO + X 2"n • 0n(*> y) • 
i 

Since Q(X9 y) ^ 0, a(x9 Fn) > 0, a(y9 Fn) > 0, we have /n(x, y) > 0. Hence gn(x9 y) 
exists and 0 ^ gn(x9 y) ^ 1, so that the series . 0n(x, y) is convergent. It is 
evident that Q0(X9 y) = G0(y9 x) and that Q0(X9 X) = 0, whereas Q0(X9 y) > 0 if x 4= >'. 
Next we shall prove that £0(x, z) ^ >0 + Qo{y> z) for x e S9 y e S9 z e 5. Since 

h — ^ — — for c > 0 , 0 ^ tt g t2 
c + tx c + t2 

and since 0 ^ ^(x, z) ^ ^(x, y) + g(y9 z) we have 

gn(x, z) fL etx,y) + e{y,z) 
Q{X, y) + e(y, z) + <?(x, F„) + A(z, F„) 
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e(*> y) + e(y>2) + Fn) + <KZ>F«) = { | 

Since 
o{y, F„) ^ Q{X, y) + cx(x, Fn), 

FN) ^ Q(Y, z) + <T(Z, F„) , 

we have 

e(x, y) + <r(x, FN) + o(y, FN) , 

e{y, z) + cr(v, F„) + F„) , 
whence 

gn(x, z) ^ flfB(jc, y) + z), 
so that indeed 

^ Qo(x> y) + z) • 

Hence has all the properties of a distance function. Next we prove that Q and Q0 

are equivalent metrics in S9 i.e. that for x e S and {x„} <= S we have 

lim x) = 0 if and only if lim Q0(xn9 x) = 0 . 

If lim £?0(*/i> x) = then 1™ &(xn> x ) = since 0 ^ g(xn, x) ^ {?0(xn, x). Conversely 
suppose that lim e(x„, x) = 0. Choose a number e > 0 and an integer k > 0 such 
that 2~k+i < e. Then we have for all values of n 

£ l - ' g ^ x ) ^ f 2-i = 2~k<ie, 
i = fc+1 i = k+ 1 

whence 
k 

Qo{xn> x) < Qixn, x) + X 2"'" ̂ (x , , x) + i e ^ 
i=I 

i=i e(xn, x) + <r(x, Fi) 2 

Since lim g(xn, x) = 0, we must have 

lim ¿2"' fei) = 0 , 
n - c o i=l e(x„, X) + ff(x, F 

so that there exists an integer p such that for n > p we have 

0 g £ 2"*' < 1 e # 

i= I e(x„, x) + a(x, Ff) 2 
Therefore 

@o(Xn> x ) < @(Xn* X) + £ 
for every n > p. Since lim e(x„, x) = 0 and the number c > 0 was arbitrary, we have 
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indeed lim eo(xn> x ) = Thus we proved that q and are equivalent metrics in S, 
i.e. that the metric spaces S = (S, p) and (S, g0) are homeomorphic. 

It remains to be shown that the metric space (S, g0) is metrically complete. Hence 
suppose that {x„} is a Cauchy sequence in (S, g0). We have to prove that there exists 
a point x e S such that lim x ) = 0> or, what we already know to be equivalent, 
that lim g(xn, x) = 0. Since the space /?(S) is bicompact, it is easy to see that there 
exists a point x e /?(S) such that, given any neighborhood U of x (in the space P(S))9 

we have x„eU for an infinite number of values of n. It is sufficient to prove that 
x e S, for then, since {xn} is a Cauchy sequence, it is easy to show that lim e(x„, x) =0. 
Suppose, on the contrary, that the point x belongs to the set P(S) — S = £Fb . Hence 
there exists an integer k > 0 such that x e Fk. 

We shall prove that a(xn9 Fk) 0 for n oo. Choose a number e > 0. There 
exists an integer p > 0 such that for n > p, m > p we have <?(xn, xOT) ^ £0(*n>Xm) < 
< c. Let n be greater than p. The number o{xn9 Fk) is the minimum value of <pXn(y) 
for y e Fk. Since x e Fk9 we must have 0 < c(xn, F*) ^ cpxJx). There exists a neigh-
borhood i}„ of x in p(S) such that |(pXn{z) — <pxJx)\ < e for every zeQ„. There 
exists an integer mn > p such that xmneQ„, whence \<pXn{xm^) — <PJC„(x)| < i-e-
|^(xn, xmJ — (pXn{x)\ < e- Since n > p, mn > p, we must have g(xn, xmJ < e, whence 
<pXn(x) < 2e. Therefore 0 < <7(x„, Fk) < 2e for n > p, so that indeed cr(xn, Ffc) 0 
for n o o . 

Since {xn} is a Cauchy sequence in (5, g0)9 there exists an integer p such that 
<?o(*/.> X

P) < 2~k~2 for each n > p. But 

Qo{x„ x , ) ^ 2-*gk(xn, xp) = 2~k 

Q(xn> Xp) + Fk) + <r(xp9 ?k) 
Since 

°(xP, Fk) ^ Q(XH9 xp) + A(xn9 Fk) , 
it follows that 

Q f a xp) ^ 2 — . ^ 0 , 
Xp) + Fk) 

so that for every n > p we have 

0 ^ gfa, xp) < 1 ?  
Xp) + 2 ' 

whence e(x„, xp) < a(xn9 Fk). But a(xn9 Fk) 0 for n oo. Therefore g(xn9 xp) 0 
for n -> oo. Hence there exists an integer q > 0 such that for every n > q we have 
g(xn, xp) < i p , (x). [Since xpeS9 x e P(S) — S9 we know that <pXp(x) > 0.] There 
exists a neighborhood U of x in the space /?(S) such that <pXp(z) > i(pXp(x) for any 
zeU. There exists an integer n > q such that x„ e U9 whence g{xn9 Xp) = (pXp(xn) > 

> icpXp(x)9 which is a contradiction. 



IV. 

Let S be a completely regular space. Let A(S) be the set of all points x e P(S) such 
that x possesses a neighborhood U (in the space p(S)) such that Si7 is a normal space. 
(U is the closure of U in p(S).) It is easy to see that A(S) is an open subset of P(S). 

Let Fx and F2 be two closed subsets of a completely regular space S such that 
FxF2 = 0. Then 

F, . P2 . A(S) = 0 , 

the bars indicating closures in P(S). Supposing the contrary, there exists a point 
a e Ft . F2 . A(S). Since a e X(S), there exists a neighborhood U of a (in the space 
p(S)) such that S . U is a normal space. There exists a neighborhood Kof a such that 
F c U. Put 

(Di = V. Ft , 0>2 = U. F2 + S(U - t / ) . 

Then ^ and 0 2 are two closed subsets of SU such that <S>l<f>2 = 0. Moreover, it is 
easy to see that a e S^O^ Since SU is a normal space, there exists a bounded conti-
nuous function/ in the domain SU such that/(x) = 0 for each x e Ot and /(x) = 1 
for each x e 0 2 . For x e S put (i) g(x) = /(x) if x e SC7, (ii) g(x) = I if xe S — U. 
Then it is easy to see that g is a bounded continuous extension of / to the domain S. 
According to the definition of p(S), there exists a continuous extension (p of g (hence 
of / ) to the domain P(S). We have (p(x) = f(x) = 0 for each x e and </>(x) = 
= f(x) = 1 for each x e 0 2 . Since cp is continuous, we have must <p(x) = 0 for each 
x eOj and (p(x) = 1 for each x e3>2, SO that = 0, which is a contradiction. 

The topological space S wilt be called locally normal if each point xe S possesses 
a neighborhood U such that U is a normal space. Any normal space is locally normal; 
more generally, any open subset of a locally normal space is locally normal. 

A locally normal Riesz space S is completely regular. Let a be a given point 
of a locally normal space S and let V be a given neighborhood of a. There exists 
a neighborhood U of a such that U is a normal space. Also UV is a normal space, 
since it is a closed subset of U. Since (a) and UV — C/Kare two closed subsets of the 
normal space UV without a*common point, there exists a continuous function/ in the 
domain UV such that f(a) = 0 and /(x) = 1 for each x e UV - UV. For x e S put 
(i) g(x) = f(x) if x e UV, (ii) g{x) = 1 if x e S - UV. Then it is easy to see that g 
is a continuous function in the domain S such that g(a) = 0 and g(x) = 1 for each 
xeS - V. Therefore S is completely regular. 

A completely regular space S need not be locally normal. Let co be the first infinite 
ordinal number. Let cot be the first uncountable ordinal number. Let St be the space 
of all ordinal numbers ^ co. Let S2 be the space of all ordinal numbers g cot . co. 
The topology in S{ and in S2 is defined in the usual way by means of intervals. Let 
S12 be the cartesian product of the two spaces St and S2. Let Tbe the set of all points 
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(x, y) e S12, for which x = co and y = . n (n = 1, 2, 3 ...). Let 5 = S12 - T. 
Then 5 is a completely regular space, but it is not locally normal. 

It is easy to see that a completely regular space S is locally normal if an only if 
S c A(S). I do not know whether there exists a completely regular space S #= 0 such 
that S . A(S) = 0. 

A Riesz space S is locally normal if and only if it is homeomorphic with an open 
subset of a normal Riesz space19. We know that an open subset of a normal Riesz 
space is a locally normal Riesz space. Conversely let S be a locally normal Riesz 
space. Let S0 be a new space consisting of all points of S and of a single new point co. 
The topology of S0 is defined as follows. If co e A <=. S0, then A is closed in S0 if and 
only if A — (co) is closed in S. If A a S0 — (co) = 5, then A is closed in S0 if and 
only if (i) A is closed in S, (ii) A c A(S), the bar indicating closure in fi(S). It is easy 
to see that S0 is a Riesz space and that S is an open subset of S0. It remains to be 
shown that the space S0 is normal. Let FT and F2 be two closed subsets of S0 such 
that FXF2 = 0. Since the point co belongs at most to one of the two sets FT and F2, we 
may suppose that FX <= S. Since FX is closed in S0, the closure FX of FX in the space 
P(S) is a subset of A(S). Put F3 = F2 — (co). Then FT and F3 are two closed subsets 
of S and FTF3 = 0. We know that FT . F2 . A(S) = 0 (the closures being formed 
again in FI(S)). But Fx c A(S) so that Fx and F3 + P(S) - A(S) are two closed 
subsets of fi(S) without a common point. Since ft(S) is a bicompact Hausdorff space, 
it is normal, so that there exists a continuous function cp in the domain p(S) such that 
cp(x) = 0 for each xe Ft and cp(x) = 1 for each xe F3 and for each x e P(S) — A(S). 
Let us define a function / i n the domain S0 in the following way. If xeS,then f(x) = 
= cp(x); moreover f(co) = 1. Then it is easy to see that / is a continuous function 
in the domain S0 such that f(x) = 0 for each xeFt and f(x) = 1 for each x e F2. 

I conclude with two more unsolved questions. A topological space S is called 
completely normal if every subset of S is a normal space. S may be called locally 
completely normal if every point xe S possesses a neighborhood U such that U 
is a completely normal space. S may be called completely locally normal if every 
subset of S is a locally normal space. It is easy to see that a locally completely normal 
space is completely locally normal. I do not know whether the converse holds true. 
Any open subset of a completely normal space is a locally completely normal space. 
I do not know whether a locally completely normal space must be homeomorphic 
with an open subset of a completely normal space. 

Brno, Czechoslovakia 

1 9 I do not know whether the restriction to Riesz spaces is really necessary in this theorem. 
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I. Sur les espaces compacts 

On appelle caractère du point p dans l'espace topologique R la plus petite puis-
sance d'un système d'entourages de p dans R qui contienne, pour tout entourage 
quelconque U de p dans R, un entourage-élément Kavec V c U. Nous commençons 
par une généralisation d'un théorème dû à MM. Alexandroff et Urysohn („AU", 
p. 29). Étant donnée une puissance a infinie quelconque, un espace topologique sera 
dit compact (a), lorsque toute famille 5 de puissance ^a d'ensembles fermés admet 
des points communs à tous ses ensembles-éléments, supposé que cette proposition 
soit vraie pour toute sous-famille finie de Ç. 

Théorème I. Soit R un espace régulier compact (a); soit a la borne inférieure 
des caractères des points dans R. Alors, la puissance de R n'est pas inférieure à 2a. 
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Démonstration. Désignons par a le plus petit nombre ordinal de puissance a. 
Soit une suite transfinie quelconque du type alors, nous désignons par y] 
la suite transfinie du type £ 4 - 1 qui s'en obtient en lui ajoutant le terme y; y est le 
dernier terme de [ŝ , y]. Dorénavant, nous désignons par une suite du type f et 
dont les termes ne prennent que les valeurs 0 et 1. Ainsi, on a fait correspondre, 
à tout £ ordinal de puissance j, une famille de puissance 2P des suites 

Pour prouver notre théorème, on n'a qu'à faire correspondre, à toute suite avec 
£ = tj 4- 1 < a, un sous-ensemble ouvert 0Sç sous les conditions suivantes (nous 
désignons par M la fermeture dans R d'un M c= R quelconque): 

(i) Étant donnée une suite quelconque ŝ  (£ < a), la partie commune des 0Sff9 
où sn parcourt tous les segments de types isolés de la suite est non vide, 

0 0 ¿ W ] . DÍSitíl = 0 (£ < a) , 

(«0 c °s< (í = n + 1 < a; y = o, 1). 
Les conditions (i), (ii) et (iii) prouvent notre théorème. En effet, étant donnée une 

famille finie quelconque de segments [ŝ , y] d'une suite donnée quelconque sa, la 
partie commune de tous les 0[S5ty] correspondant est non vide d'après (i). Il en est 
de même, à plus forte raison, de la partie commune des 0 [ s Alors, par compacti-
cité (a) de notre espace, on établit ainsi la propriété de ne pas être vide de la partie 
commune de tous les Ô[s où [ŝ , y] parcourt tous les segments confinaux à 2 de la 
suite sŒ. La relation (iii) entraîne alors que le partie commune s* de tous les Osç en 
question est non vide. De plus, pour de différentes suites sa, nos ensembles s* sont 
disjoints deux à deux en vertu de la condition (ii). Alors, l'ensemble-somme de tous 
les s* a la puissance ^2a, d'où notre théorème. 

Reste à construire les ensembles 0[Sç J>] (£ < a). Nous procédons par induction 
transfinie. Admettons alors qu'on ait donné déjà la construction en question pour 
tous les £ < i < a. Distinguons deux cas: 

I. i est un nombre-limite. La partie commune s* de tous les 0Sç9 où ŝ  parcourt 
tous les segments de types isolés de la suite st, est non vide. On le voit de la même 
façon que dans le cas i = a qui vient d'être traité. Alors, s* contient au moins 
deux points distincts p0 et pt. En effet, si s* n'en contenait qu'un seul, le pseudo-
caractère de ce point dans R serait <a, c'est à dire ce point serait la partie commune 
de moins de a ensembles ouverts. Mais c'est impossible ce qu'on prouve par un 
procédé dû aux auteurs précités („AU", p. 65) et duquel il résulte que le caractère 
du point en question serait <a. 

Cela étant, il existe, par régularité de R, deux ensembles ouverts 0[S|>0] et 0 [ J | f l ] 

à fermetures disjointes et qui contiennent le point p0 et resp. Les conditions (i) 
et (ii) se trouvent ainsi vérifiées. On n'a pas besoin de vérifier la troisième; car elle 
est dépourvue du sens. 

II. Dans le cas où i — x 4- 1, on n'a qu'à choisir deux sous-ensembles ouverts 
non vides quelconques O[S|(0] et 0 [ S | 1 ] à fermetures disjointes et contenues dans 0S|, 
pour satisfaire aux conditions (i), (ii) et (iii). 
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Remarquons encore que M. Novak s'est aperçu du fait que notre théorème reste 
vrai sous l'hypothèse plus générale suivante faite sur R : R est la partie commune 
d'une famille de puissance < a d'ensembles ouverts dans un espace régulier compact 
(a); les caractères des points dans R sont ^ a. On l'obtient par une modification 
légère du procédé qui vient d'être donné. 

Nous nous servirons de la construction des 0Si dans la démonstration du second 
théorème. Avant de l'énoncer, rappelons qu'on appelle complet („C", p. 837) tout 
espace qui est un Gô dans un espace bicompact. 

Théorème II. Soit E un espace complet compact complètement normal; soit S 
un sous-ensemble de E tel que toute fonction réelle bornée continue définie sur S 
admet une extension continue sur l'espace E tout entier. Alors, S est compact en soi. 

L'hypothèse de normalité complète est essentielle. Pour s'en convaincre, il suffit 
de poser E = („C") avec un S non compact complètement régulier quelconque; 
en effet, E est bicompact (alors même complet, compact et normal) et toute fonction 
réelle bornée continue définie sur 5 admet une extension continue sur E tout entier. 
De même, la compacticité de E est essentielle ce qui est bien trivial. 

D'autre part, il n'en est pas ainsi de la propriété de E d'être complet. En effet, 
nous la remplaçons, dans la démonstration, par les conditions suivantes: (iv) E est 
la partie commune d'une famille de puissance d'ensembles ouverts 0L < ct̂ ) 
dans un espace R régulier compact (Kj) et (v) les fermetures dans R d'ensembles 
fermés dans E disjoints deux à deux sont disjointes deux à deux. Tout espace complet 
normal satisfait à ces conditions („C", p. 837, Chap. III, § 2). 

Démonstration du théorème II. Supposons par impossible que S ne soit pas 
compact. Alors, 5 contient un ensemble infini J sans points d'accumulation dans S. 
L'espace S étant (complètement) normal, toute fonction réelle bornée définie sur 
l'espace isolé J admet une extension continue sur 5, alors même sur l'espace E tout 
entier en vertu de nos hypothèses. Alors, on peut admettre a priori la condition sui-
vante: (vi) L'ensemble S condésiré comme espace est isolé. 

D'après un théorème bien connu d'Urysohn, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une fonction réelle bornée continue définie sur S admette une extension 
continue sur l'espace normal E est qu'elle en admette une sur la fermeture de S dans 
E. De plus, la dite fermeture jouit évidemment des propriétés (iv) et (v), supposé que 
l'espace E en jouisse. Car elle est la partie commune des FOt où F désigne la fermeture 
dans R de l'ensemble S. Alors, on peut admettre a priori la condition suivante: 
(vii) S est dense dans l'espace E. 

En désignant toujours par M la fermeture dans E d'un M c= E quelconque, on voit 
que (viii) les relations 

Fi c: E, F2 c E, F1F2 + F1F2 = 0 

entraînent que FiF2 = 0. En effet, par normalité complète de E, il existe deux en-
sembles ouverts dans E : Gt et G2 disjoints et tels que Fx c Gu F2 a G2. D'après 
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(vii), les ensembles SGX et SG2 resp. sont denses dans Gx et G2 resp. Soit g une fonc-
tion réelle bornée définie sur S et qui prend la valeur i sur l'ensemble SGf. Soit / 
l'extension continue de g sur l'espace E tout entier. Alors, la fonction / prend la 
valeur i sur l'ensemble Gf ce qui prouve que GiG2 = 0. On en tire l'égalité voulue 
F1F2 = 0. 

Chaque point de S est isolé dans E d'après (vi) et (vii). De plus, le caractère de 
chaque point de E — S dans l'espace E — S est indénombrable; on la prouve par 
un procédé donné par Cech („£", pp. 836 et 837). De plus, l'espace E — S jouit des 
propriétés (iv), (v) et (viii) énoncées pour E. Alors, en remplaçant par E — S l'espace 
£, il suffit de prouver la proposition suivante: 

(ix) Un espace compact normal E à caractères des points indénombrables ne saurait 
jouir en même temps des propriétés (iv), (v) et (viii). 

En effet, on peut construire, pour a = les ensembles 0Sf assujettis aux condi-
tions (i), (ii) et (iii) dans notre espace R (sic!). De plus, on peut assujettir les s* à la 
condition de contenir des points de E. En effet, on voit que les procédés I et II de la 
démonstration du théorème I restent vrais, lorsqu'on y remplace les 0Sç par les EOsç 

correspondants. De même, on peut admettre que les fermetures dans R de tous les 
0Sç avec un Ç donné soient contenues dans Les s* (a = <Wj) en question sont 
alors contenus dans l'espace £. 

Les suites sa peuvent être considérées comme les points d'un espace C dont la 
topologie sera définie comme suit. Soit J un ensemble fini de nombres ordinaux < a. 
Soit sa une certaine de nos suites. Soit U l'ensemble de toutes les suites-points de C 
dont le e-ième terme est égal au ¿-ième terme de sa pour tout t e J. Alors, les U par-
courent les entourages définissants de sa dans l'espace C. Il est aisé de voir que la 
transformation s* sa de l'espace-somme C* des s* en l'espace C est continue. Les 
ensembles U étant à la fois ouverts et fermés dans C, il en est de même de leurs 
originaux U* dans l'espace C*. Soit ŝ  la partie commune des fermetures dans R 
de tous les U* qui contiennent s*. Les ensembles sont disjoints deux à deux. En 
effet, soient sa et ta deux suites-points de C. Soient U et F deux entourages à la fois 
fermés et ouverts dans C des points sa et ta resp., UV = 0. Les originaux correspondant 
U* et V* sont alors séparés (c'est à dire disjoints et fermés dans leur somme) ce qui 
entraîne, d'après (viii), que leurs fermetures dans E sont disjointes. Il en est de même, 
selon (v), des fermetures des ensembles en question dans l'espace R ce qui prouve 
que les ensembles ŝ  et t̂  sont sans points communs, c. q. f. d. 

De plus, étant donné un sous-ensemble quelconque ouvert G de R, s'a cz G, il 
existe un l/, sa cz U, tel que la fermeture dans R de l'ensemble U* est contenue dans 
G. Dans le cas contraire, les intersections finies des fermetures en question contien-
draient des points de R — G. Ce dernier ensemble étant compact (Ki), la partie com-
mune s'a de toutes nos fermetures ne serait pas contenue dans G (cf. „AU", p. 65). De 
plus, les dites fermetures sont ouverts dans l'espace-somme des ŝ . On le tire du rai-
sonnement du § précédent où l'on a posé V = C — U. 
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D'autre part, il existe deux sous-ensembles séparés At et Â2 de C et tels qu'étant 
donnés deux Gl et G2 ouverts dans C, At c Gu Â2 et G2, les ensembles Gx et G2 ne 
sauraient être disjoints (,,P, esp. abstr.", p. 8). Les originaux A\ et A2 des ensembles 
Aj et A2 dans le transformation s'a sa de l'espace-somme C' des s'a en sa jouissent 
de la même propriété. Car tout ensemble ouvert dans Cf et qui contient A\ contient 
aussi l'original d'un certain G, en vertu du § précédent. D'autre part, les ensembles A\ 
sont séparés d'où l'on tire le fait impossible que C ne saurait être complètement 
normal. En effet, tout espace normal à propriété (viii) est même complètement 
normal. 

Notre théorème se trouve ainsi prouvé. 
Remarquons encore que l'ensemble S peut vérifier le second théorème sans être 

fermé dans E même dans le cas d'un E bicompact. Pour s'en convaincre, on n'a 
qu'à poser E égal à l'espace ordonné des nombres ordinaux g coj et S = E — (c^) 
(„C", p. 836). 

Corollaire. Soit S un espace non compact complètement réguliér. Alors, l'espace 
p(S) ne saurait être complètement normal. 

L'espace fi(S) se trouve défini dans le mémoire cité de Cech. 

II. Sur les caractères des points dans les espaces £ 

Lemme. Soit R un espace régulier; soit N un sous-ensemble infini de R. Alors, N 
contient une suite de points distincts an telle qu'on peut faire correspondre, à tout n 
naturel, un sous-ensemble ouvert On de R de façon qu'on ait an e On et OkOx = 0 
pour k 4= l. 

En effet, supposons qu'on ait déjà construit des ensembles Oi9 0 2 , . . . , On de façon 
que l'ensemble Nn = N - (Ox + 02 4- ... + Dn) fût infini (nous désignons par M 
la fermeture dans R de l'ensemble M c P). L'ensemble Nn contient évidemment 
un point an+1 tel que l'ensemble Nn — Dn+l est infini pour un entourage convenable 
On+1 de an+1. Car l'ensemble Nn ne possède qu'un seul point-limite tout au plus. 
De plus, on peut assujettir 0 n + 1 à la condition d'être disjoint des Ok déjà construits. 

Soit E un ensemble donné quelconque. Soit u une fonction qui fait correspondre, 
à tout sous-ensemble quelconque M de P, un certain sous-ensemble uM de E. On appel-
le espace topologique général tout couple ordonné (£, u). La topologie u peut être 
introduite de plusieurs manières différentes. Le but de ce travail est d'étudier le 
rapport mutuel des deux manières de procéder suivantes: 

I. Faisons correspondre, à tout point p de E, un système Q(p) non vide de sous-
ensembles de E. Soit uM l'ensemble des points p de £ tels que l'ensemble MU n'est 
vide pour aucun U e Î2(p). Nous disons que Q(p) est un système complet d'entourages 
du point p dans l'espace (£, u). Suivant M. Markoff, la condition nécessaire et suf-
fisante pour l'existence de tels systèmes Q(p) est qu'on ait à la fois uO = 0 et uMx a 
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ci UM2 lorsque Mt c M2 <= E. Nous nous bornerons ici exclusivement à l'étude 
des topologies u qui satisfont aux dites conditions. On appelle caractère on pseudo-
caractère resp. du point p dans (E, u) la plus petite puissance xu{p) o u *AU(p) resP-
d'un système Q(p) ou d'un sous-système de Q(p) tel que la partie commune de ses 
ensembles-éléments est égale à celle des ensembles appartenant à Q(p) resp.: il/n(p) 
ne dépend pas du choix particulier de Í2(p). Nous étudierons ici la notion de caractère; 
nous ne traiterons le pseudocaractère que dans les cas où cela ne compliquera pas 
nos considérations. 

II. Nous écrivons A(M) = 1 si et seulement si l'on peut faire correspondre, à de 
certaines suites infinies dénombrables de points de E — dites convergentes —, d'une 
façon univoque, des points-limites e £ de façon que uM soit l'ensemble des limites 
des suites convergentes extraites de M. On dit que toute suite convergente converge 
vers sa limite. L'ordre de termes de nos suites n'influence pas leur convergence. 
L'égalité A(w) = 0 veut dire que A(U) 4= 1. 

On écrira de même A*(M) = I lorsqu'on aura les axiomes suivants: a) Toute suite 
dont tous les termes sont égaux à un certain point constant converge vers ce point, 
b) toute sous-suite d'une suite convergente converge vers la même limite et, c) lors-
qu'une suite ne converge pas vers p, on en peut extraire une suite partielle dont aucune 
sous-suite ne converge vers p. Nous écrirons A*(M) = 0 lorsque A*(M) 4= 1. 

De plus, nous faisons correspondre, à toute topologie u, la topologie ü ou üM 
est le plus petit ensemble tel que M cz UM et que N cz UM entraîne que uN cz UM. 

Dorénavant, désignons par F l'ensemble des fonctions réelles continues définies 
sur l'espace topologique R. Soit Q un sous-ensemble dense de R. La topologie u de 
l'espace (F, u) sera définie par convergence: On appellera convergente vers/ e F toute 
suite fne F pour laquelle /„(x) converge vers /(x) pour tous les x e Q au sens usuel. 

Théorème I. Soit R un espace complètement régulier quelconque; soit u c= v cz U. 
Alors, les caractères des points dans l'espace (F, v) sont au moins égaux à la puis-
sance de Q. 

L'inclusion « c u c u veut dire que uM cz vM cz UM pour chaque M cz F. 

Démonstration. Pour tout point a de g désignons par O(cz) l'ensemble des 
/ e F avec \f(a)\ < 1. 0(a) est un entourage dans (F, u) de la fonction o e F égale 
à zéro identiquement, c'est à dire o non e w[F — 0(a)]. A plus forte raison, 0(a) est 
un entourage de o dans (F, v). Nous allons nous servir du fait élémentaire bien connu 
suivant: Q est un système complet d'entourages de o dans (F, i?) si et seulement si tous 
ses ensembles-éléments sont des entourages de o dans (F, v) et que tout entourage 
quelconque de o dans (F, u) est un sur-ensemble d'un ensemble-élément de Q. En 
désignant, pour tout entourage U de o dans (F, u), par U* l'ensemble de tels ae Q que 
U cz 0(a), remarquons qu'on prouvera plus tard que U* est toujours fini. Admettons 
que U parcoure un système complet d'entourages de o dans (F, v). Alors, d'après ce 
qui précède, à chaque point a de Q on peut faire correspondre un U — U(a) cz O(a). 
Pour chaque a e Q soit Ta l'ensemble des b e Q avec U(b) = U(a). On a ainsi sub-
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divisé Q en tranches disjointes finies. En effet, on a U(b) c 0(b), alors U(a) a 0(b) 
pour tout b e Ta; alors Ta c: U*(a) d'où Ton tire que Ta est finie. Le nombre des Ta 
étant égal à la puissance de Q, il en est de même du nombre des U(ci). Alors la puis-
sance du système des U est au moins égale à celle de Q. On en tire une proposition 
analogue pour toute fonction e F prise au lieu de o. Car (F, u) et (F, û) sont des 
groupes topologiques. 

Reste à prouver que U* ne saurait être infini. En effet, on pourrait extraire, d'un U* 
infini, une suite {a„} et définir des On de façon à satisfaire au lemme (M = U*). 
La régularité complète de l'espace R entraîne, pour chaque n naturel, l'existence 
d'une fonction /„ e F avec fjan) = 2 et qui s'annulle en dehors de 0„. Par définition 
de U*, U ne contient aucune fonction /„, d'où l'on tire que o non e vS où S désigne 
l'ensemble des /„. D'autre part,/„(x) converge évidemment vers 0 pour chaque x e R. 
Alors, on a o G «S ce qui est impossible. Car on aurait o e vS. 

Dans les notations précédentes, désignons par t la topologie de l'espace (F, t) 
définie par convergence comme suit. Les fonctions /„ e F convergent vers f e F 
lorsqu'on peut faire correspondre, à tout point de Q, un entourage dans R où les 
fonctions fn convergent uniformément au sens usuel. 

Théorème II. Soit R un espace normal quelconque; soit te: t? c soit a le 
caractère d'un point quelconque dans Vespace (F, u). Alors, O se laisse décomposer 
en a sous-ensembles compacts en soi. 

Démonstration. On peut admettre que o soit le point en question. On n'a qu'à 
modifier légèrement la démonstration précédente. En effet, Q se laisse décomposer 
en tranches Tfl, alors même en sous-ensembles U*(a) dont le nombre peut être pris g a. 
Car on peut prendre la puissance du système des U égale à a. Reste à déduire la 
compacticité des U*. En effet, on pourrait extraire, d'un U* non compact en soi, 
une suite {an} de points distincts sans points d'accumulation. Par normalité de P, on 
peut ajouter à chaque point an un entourage On dans R de façon que l'ensemble-
somme des 0n avec n ^ k soit fermé dans R pout tout k naturel et qu'on ait OkOt = 0 
(k =}= /) („AU", p. 55 — 56). En définissant les fonctions /„ comme auparavant, on 
voit que /„ e F — U pour chaque n, d'où l'on obtient comme plus haut la contra-
diction voulue. 

Désignons par 77 l'ensemble des polynômes à coefficients rationnels définis sur 
un intervalle compact R. La topologie u de l'espace (/7, u) sera définie par conver-
gence comme auparavant où l'on pose Q = R. 

Théorème III. Les caractères des points dans tout espace (77, v) avec u cz v c u 
sont égaux à exp 

(Nous écrivons toujours exp t = 2r.) 

Démonstration. La puissance de /7 étant égale, comme on sait, à X0, nos 
caractères ne peuvent pas supasser exp X0 évidemment. Notre démonstration se 
réduit presque entièrement à celle du théorème I. Mais, il faut remplacer les fonctions 
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/„ par des polynômes pn que nous allons définir. D'après un théorème bien connu 
de Weierstrass, on peut trouver de tels pn que |/„(x) — p„(x)| < n"1 pour tous les 
xg R. Ce sont justement nos polynômes à définir. 

On voit que les théorèmes précédents restent valables, sans qu'on change leurs 
démonstrations, si l'on définit la topologie ü comme suit. Pour définir un entourage 
du point/ dans l'espace (F, û) ou (/J, w), on choisit un sous-ensemble fini quelconque 
K de Q et un s > 0; les fonctions-éléments g de l'entourage à construire sont carac-
térisées par les inégalités |/(x) — g(x)\ < e avec xeK. 

Nous abordons maintenant les questions d'existence pour les caractères des points 
dans les espaces du type £ de M. Fréchet. Commençons par quelques définitions. Les 
deux topologies u et v définies sur un même ensemble sont dites incomparables si l'on 
n'a ni M c y ni y c w. Nous disons que le nombre de topologies incomparables d'un 
certain genre est égal à jr lorsqu'il existe une famile de puissance ¿ de nos topologies 
incomparables et que ? est le plus grand nombre cardinal qui jouisse de la dite pro-
priété. Ce nombre sera dit précis, lorsqu'il n'existe pas plus de ^ topologies distinctes 
de notre-genre. 

Les théorèmes d'existence pour les caractères ne surpassant pas la puissance de 
l'espace ont été donnés, pour les espaces munis de la notion de limite, dans ,,P. exist.". 
Nous abordons ici des questions concernant de grands caractères. Dorénavant, nous 
désignons par E un ensemble quelconque infini de puissance e. Soit o un certain 
élément fixé de F. De plus, on aura co(u) = 1 pour une topologie u définie sur F, 
lorsque tous les points sont ouverts et fermés à la fois dans l'espace (F, u) sauf le 
point o qui est fermé sans être ouvert. La relation co(u) = 0 veut dire que œ(u) 4= 1. 
Dorénavant, nous désignons par rj une fonction à valeurs réelles dont l'argument 
parcourt toutes les topologies sur E. Soit 3 un aleph quelconque g e. 

Théorème IV. Soit co . A* g rj ^ X. Alors, le nombre précis de topologies w 
incomparables avec rj(w) = 1, /w(o) = exp c, \¡/w(o) = 3 est égal à exp eXo. 

Démonstration. Remarquons d'abord que le nombre des u avec rj(u) = 1 ne 
saurait surpasser exp eKo. En effet, le nombre des suites dénombrables de points 
de E est égal à eXo (on ne tient pas compte de l'ordre!). On définit une topologie 
u avec l(u) = 1 en ajoutant à chaque suite un point-limite e F ou la propriété de ne 
pas converger. Il y a donc exp eKo possibilités tout au plus, c. q. f. d. 

Soit R un espace normal pouvant être décomposé en sous-espaces Rx et R2 disjoints 
et fermés dans R de façon que les propositions suivantes soient vérifiées: (i) La puis-
sance de Ri est exp c, (ii) la puissance de R2 est eKo, (iii) R possède une base ouverte 93 
de puissance e, c'est à dire un tel système $ d'ensembles ouverts que tout ensemble 
ouvert dans R est la somme des ensembles éléments d'un sous-système de 33 et (iv) 
R2 peut être décomposé en deux parties disjointes denses A et 0; la puissance 
d'une certaine d'elles — soit A — est égale à c1*0. 

Un tel espace R se construit bien aisément. En effet, on peut prendre pour Rt le 
produit cartésien (v. ,,C", p. 829 ou ,,P, esp. abstr.", p. 8) de c espaces isolés à deux 
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points. De même, le produit cartésien R2 de N0 espaces homéomorphes à un espace 
bicompact de puissance c et qui ne possède qu'un seul point non isolé jouit des 
propriétés qui viennent d'être énoncées. La normalité de R résulte de la bicompac-
ticité des produits cartésiens d'espaces bicompacts („C", p. 830). Car on sait que 
la bicompacticité entraîne la normalité. 

Dorénavant, soit M la fermeture dans R de M quelconque. A tout couple d'en-
sembles-éléments U et V de ^ avec Ü c= V, faisons correspondre, suivant Urysohn, 
une fonction fu v réelle continue définie sur R avec fUfV(x) = 1 ou = 0 resp. lorsque 
xeU on x e R — F resp. Soit E\ l'ensemble des fv y. Posons encore Q = R\ + 6) 4-
+ P avec un P c= A quelconque. La topologie u étant définie de la même manière 
que dans le théorème I, le caractère du point o dans (El + (o), u) est égal à exp e. 
En effet, ce caractère ne pouvant pas surpasser exp c (car il n'y a que c fonctions fUtV 
tout au plus), il suffit, pour prouver l'inégalité xu(°) = exP e> de reprendre le raisonne-
ment du théorème I en s'apercevant que les /„ peuvent être choisies de façon qu'on 
ait toujours /„ = fu,v pour un couple convenable U> V (qui dépend de n). 

Assujettissons encore l'ensemble A à la condition supplémentaire que (v) les 
caractères des points de A dans l'espace R soient dénombrables. En effet, cette con-
dition est admissible en appelant A le produit cartésien qu'on obtient de R2 en sup-
primant dans tout facteur le point unique non isolé. 

Désignons par v la topologie qu'on obtient de u en isolant tous les fVtV sauf o. 
Les entourages de o seront les mêmes pour les deux topologies u et v. Pour mettre 
en évidence que v dépend de P, écrivons-la vr. On voit que vr* non c: vr 
lorsque P' non c P". En effet, soit AGÍ' - P". Il existe, d'après (v), deux suites 
d'ensembles-éléments de 33, soit Un et Vn9 avec JJn c V„ et Vn + i c Vn, a e Un\ les Vn 
ne contiennent que le point a en commun. Soit fn = fUntyn. Il est bien évident que 
les nombres /„(x) convergent vers 0 pour tout x e F" tandis qu'on a fn(a) = 1 pour 
tout H. Alors, o e vr»S — vrS, où S désigne la suite des /„. On a donc vr. non c vr., 
c. q. f. d. 

Soit E2 un ensemble disjoint de Ev + (o) de puissance 3 et de plus, soit P3 un 
ensemble disjoint de Ex H- E2 + (o) de puissance c. Posons E = + E2 + E3 + 
+ (o). Dans l'espace (E, w) à construire, tous les points seront ouverts et fermés à la 
fois, sauf le point o qui aura pour ses entourages les ensembles E2 — K + U avec 
un K fini quelconque et où U désigne un entourage quelconque de o dans l'espace 
(£j + (o), r), On voit que A*(w) = 1. Ainsi, on vérifie sans peine toutes les propriétés 
voulues de la topologie w. 

Pour établir l'existence de topologies w incomparables en nombre exp cXo il suffit 
de remplacer chacune d'elles par la topologie correspondente v et trouver les topo-
logies v incomparables en nombre exp eKo. D'autre part, nous avons déjà prouvé que 
les topologies vr et vr» sont incomparables, supposé que les ensembles P' et P" le 
soient, c'est à dire qu'on n'ait ni P' c: P" ni r" a P'. Alors, il nous reste à prouver 
que, dans un ensemble A de puissance S- = eXo, on peut trouver des sous-ensembles 
incomparables en nombre exp Pour cela, envisageons un produit cartésien P 
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d'espaces isolés à deux points à & facteurs. On peut identifier les éléments de A à ceux 
d'une base ouverte de P. A chaque point p de P nous faisons correspondre le système 
AP de tous les ensembles-éléments de A qui contiennent p. On sait qu'il existe, pour 
tout couple de points p' et p" de P, un U' G AP, et un 17" e Ap„ avec U'U" = 0. Alors, 
U" non G AP> et U' non G AP» d'où l'incomparabilité des systèmes AP> et AP». Le 
nombre de ces systèmes étant égal à celui des p alors à exp on a le théorème à prou-
ver. 

Dorénavant, la relation v(w) = 1 (v(u) = 0) veut dire quel' espace doué de la topo-
logie u est (n'est pas) complètement normal. 

Théorème V. Soit v . A* ^ rj ^ A. Alors, le nombre précis de topologies w in-
comparables avec rj(w) = 1 et xw{e) = exP e> 'Awi6) = 3 Pour tout ee E est égal 
à exp eXo. 

Démonstration. Pour prouver ce théorème, il suffit de remplacer, les espaces 
J = (£, w) que nous avons construits dans la démonstration précédente par les 
espaces N qui s'en obtiennent de la manière que nous allons décrire. Les points de N 
seront les suites finies p = {p1, p2 , . . . , pk} avec p1 e E — (o); posons k = Ap; soit 
Up l'ensemble de tous les q = {ql

9 q2,...} eN avec Xq ^ Ap, ql = p1 pour / = 
= 1, 2,.. . , Ap; les entourages définissants du point p dans N seront les ensembles 
Up — YPx a v e c x e Up — (p), Ax = Ap + 1 et xn+1 parcourant un ensemble X cz E 

X 

tel que E — X + (o) est un entourage de o dans J. Les propriétés désirées des espaces 
N se vérifient sans peine (cf. ,,P, exist.", 0.1 et 0.2). 

Nous exprimons par T(M) = 1 la propriété de u qu'il existe, pour tout couple de 
points, des entourages ouverts disjoints; on écrit T(M) = 0 lorsque T(W) 4= 1. 

Théorème VI. Soit T . A* ^ tj ^ A, c g i)No. Alors, /e nombre précis de topologies w 
incomparables avec rj(w) — \ et Xw{e) = exP e Pour tout eeE est égal à exp eNo 

sous la condition que tout espace en question contienne une partie dense de puis-
sance i). 

Avant de le prouver, remarquons encore que la dite condition entraîne d'une façon 
bien trivial que c ne saurait surpasser 

Démonstration. Pour prouver notre théorème, envisageons le produit cartésien 
P de X0 espaces isolés de puissances I). C'est un espace de Hausdorff à caractères 
dénombrables; c'est alors que P est un espace dont la topologie rend égale à l'unité 
la fonction A*. De plus, c'est un espace de puissance i)Xo contenant une partie dense T 
de puissance Í). Modifions encore un peut la topologie de P en isolant tous les points 
de Tet en prenant pour les entourages des points p e P — Tles ensembles TU, où U 
parcourt les entourages de p dans P. Soit K un sous-espace de l'espace ainsi obtenu 
avec T c K e t tel que la puissance de K — Test égale à e. Imaginons maintenant de 
posséder de tels espaces K en nombre infini dénombrable. Soient Kn (n naturel) les 
espaces en question supposés disjoints deux à deux. Étant donnée une valeur fixée 
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de F dans la démonstration du théorème IV, nous allons construire un espace S 
(qui dépend de F) qui se composera du point o qu'on suppose étranger à tous les Kn 
et des derniers espaces eux-mêmes. Il existe pour tout n naturel une fonction /„ biuni-
voque dont l'argument parcourt l'ensemble E du théorème IV excepté le point o 
et dont les valeurs sont des points non isolés de Kn. Nous introduisons dans S la 
notion de limite qui sera identique, dans les K„, à celle définie par la topologie des 
Kn. De plus, une suite infinie de points de £ K o ù Kl désigne la partie isolée de 

n 
Kn, aura o pour sa limite, lorsqu'elle ne contiendra une infinité de points en commun 
avec aucun Kn. Soit de plus £p„ une décomposition en parties disjointes finies d'une 

n 
suite de points convergente vers o dans l'espace (E, u) du théorème IV. Alors, la 
suite £/„(Fn) sera convergente vers o dans l'espace à construire. En énonçant encore 

n 
pour convergeant vers un point p quelconque toute suite ne contenant qu'un 
nombre fini de termes distincts de p ainsi que toute suite-somme d'un nombre fini de 
suites convergeant vers p, on voit que la topologie r ainsi définie rend égale à l'unité 
la fonction A*. De plus, il est facile de prouver que r = r et qu'on obtient, en faisant 
varier F, des topologies r incomparables. C'est ainsi que nous avons obtenu la pro-
position intermédiaire suivante: 

Le nombre précis de topologies r incomparables sur un ensemble de puissance e 
avec r = r, r¡(r) = 1 (r. X* ̂  rj ^ A) où le caractère d'un point est égal à exp c 
et telles que les espaces correspondents contiennent chacun une partie dense de 
puissance i) est égal à exp eXo. 

Pour obtenir notre théorème, on n'a qu'à replacer tout espace S par un espace dont 
les points parcourent l'ensembles E des suites finies de points de S — (o) et où la 
convergence des suites-points p„ = {p1, p2 , . . . , p*n} vers un point p = {p1, p2 , . . . , p*} 
(pl

ne S — (o), p1 e S — (o)) veut dire qu'ou bien pn = p pour presque tous les n, 
ou bien presque tous les kn surpassent k et l'on a pl

n-+ p1 (i g /c, n -> oo), p*+1 0 
(nous exprimons par la convergence dans S). 

Les propriétés de l'espace qui vient d'être construit se vérifient sans peine. En 
particulier, pour prouver la propriété de sa topologie de rendre égale à l'unité la 
fonction T, il suffit d'envisager les entourages ouverts U + (p) que nous allons décrire 
d'un p = {p1, p2 , . . . , pk) eE quelconque. A chaque l ^ k faisons correspondre un 
sous-ensemble ouvert de S - (o) avec p1 g U¡. De même, soit Uk+Í + (<o) un sous-
ensemble ouvert de S, o non eUn+1. Alors, U sera l'ensemble de tous les q = 
= {q\ q2,..., qN} avec N > k et ql e JJl pour / g fc + 1. 
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ON REGULAR A N D COMBINATORIAL IMBEDDING 

(Together with J. Novák) 

Časopis pro pěstování matematiky a fysiky 
72 (1947), 7 - 1 6 

In his paper Lattices and topological spaces (Annals of Math. 39 (1938), 112 — 127) 
H. Wallman constructed, for an arbitrary topological space1 Q, a definite bicompact 
space coQ containing Q as a dense subset. In § 3 of the present paper, we prove that 
coQ may be characterised by the property that Q is both regularly and combinatorially 
imbedded in it. Regular imbedding is defined and analyzed in § 1, combinatorial 
imbedding, in § 2. In § 4, we consider the question whether two points may be separ-
ated by open subsets of coQ. 

1. Definition. A subspace Q of a space P is said to be regularly imbedded in P 
if the family (F) of the closures in P of all sets F closed in Q constitutes a closed basis 
of P, i.e. if every set closed in P is the intersection of some subfamily of the family 
(F). AS P itself is closed in P, we have: 

(1.1) If Q is regularly imbedded in P, then Q is dense in P. 
(1.2) If Q is regularly imbedded in P and if Q c P0 c P, then Q is regularly 

imbedded in P0. 

Definition. Let ficP, The point xeP is said to be a Q-regular point of P if, 
for any set # c= P — x closed in P, there exists a set F closed in Q such that <P cz F a 
a P — x, F indicating closure in P. Clearly: 

(1.3) Q cz P is regularly imbedded in P if and only i f , (i) Q is dense in P, (ii) 
any point xe P is Q-regular in P. 

(1.4) If xe P is a regular point of P, then x is Q-regular for any set Q dense in P. 
Proof. Let <P cz P — x be closed in P. Then P — <P is a neighborhood of x in P. 

As x is a regular point of P, there exists an open neighborhood U of x in P such that 

1 We consider only spaces in which the closure of any point set is closed and, for convenience, 
we make also the easily avoidable assumption (not made by Wallman) that each finite point set 
is closed. 
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U cz P - <P. The set F = Q - U is closed in Q and F c P - C / c P - x . As 
Q = glT + F, we have P = g c z l 7 + F c : ( P - 0 ) - b F , whence $ cz F. 

Definition. A space P is called nearly regular if any Q dense in P is regularly 
imbedded in P. From (1.3) and (1.4) we have: 

(1.5) Any regular space is nearly regular. 

Definition. A space P is called hereditarily nearly regular (h. n. r.) if every sub-
space of P is nearly regular. Since regularity is a hereditary property, (1.5) gives: 

(1.6) Any regular space is h. n. r. 

From (1.2) we see at once: 
(1.7) If every closed subspace of P is nearly regular, then P is h. n. r. 

Example 1. The space Pt consists of the points xni (n = 1, 2, 3,. . . , i = 1, 2, 3,...), 
x„ (n = 1, 2, 3,...), and z. Each point xni is an isolated point. The point xn possesses 
the fundamental neighborhoods Unk (k = 1, 2, 3,.. .) consisting of x„ andxni (/ ^ k). 
The point z possesses the fundamental neighborhoods Vk (k = 1, 2, 3,. . .) consisting 
of z and xni (n ^ k9 i ^ k). Clearly Px is a countable Hausdorif space satisfying 
the second countability axiom; each point except z is regular. The subspace Qx 

consisting of z and all xni's is dense in Pl9 but Qt is not regularly imbedded in Pl9 

since the set 0 consisting of all x„'s is closed in Pl9 but <P is not of the form IIF for 
any family (F) of sets closed in Qt. Hence Px is not nearly regular. 

Example 2. The space P2 consists of the points xni9 yni (n = 1 ,2 ,3 , . . . , i = 
= 1, 2, 3,...), x„ (n = 1, 2, 3,...), and z. The points xni and yni are isolated. Each 
point xn possesses the fundamental neighborhoods Unk (k = 1, 2, 3, ...) consisting 
of the points xni (i ^ k)9 yni (/ ^ k)9 and x„. The point z possesses the fundamental 
neighborhoods Vk (k = 1, 2, 3, ...) consisting of the points xni (n ^ k9 i ^ k) and z. 
Again, P2 is a countable Hausdorif space satisfying the second countability axiom 
and z is the only irregular point of P2. We shall prove that P2 is nearly regular. Let Q 
be any dense subset of P2; clearly ybeing the set of all yni* s. By (1.3) and (1.4) 
we have only to show that the point z is Q-regular. Let <P cz P2 — z be closed in P2. 
Then F = Q<P + Y0 is closed in Q, Y0 being the closure of 7in Q and clearly 0 c F c= 
cz P2 — z. Hence z is 0-regular. Therefore P2 is nearly regular, but not hereditarily, 
which follows from example 1. 

Example 3. Let M be any uncountable set. The space P3 consists of the points 
xnn {n = 1, 2, 3, ..., ju e M), xn (n = 1, 2, 3,...), and z. The points xnfl are isolated. 
Each point xn possesses the fundamental neighborhoods UnK consisting of the points 
xnfl (pe M — K) and xn, where K runs over the family of all finite subsets of M. The 
point z possesses the fundamental neighborhoods Vk — Sk (k = 1,2,3, . . . ) , Vk 

consisting of the points x„M (n ^ k9 peM) and Sk running over the family of all 
countable subsets of Vk. Clearly P3 is a Hausdorif space and z is the only irregular 
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point of P3. We shall show that the space P3 is h. n. r. Let Q denote any subspace 
of P3 such that z e Q. By (1.3) and (1.4) we have only to show that, in the space Q, 
the point z is Q-regular. Let # c: Q — z be closed in Q, hence in P3. Let Xn (n = 
= 1, 2, 3,. . .) denote the set of the points xnfl (p e M). For each n such that the set 
XnQ is infinite, choose an infinite countable subset Tn of XnQ\ let Tn = 0 if XnQ is 

00 

finite. Then F = Q<P + (XFn)0> the subscript 0 indicating closure in Q, is closed 
I _ _ 

in Q and it is easy to see that <P a F a P3 — z, which proves z to be Q-regular in Q. 

2. Definition. Let n = 2, 3, 4 , . . . A subspace Q of a space P is said to be n-combi-
natorially imbedded in P if, for any choice Fu F2,.F„ of relatively closed subsets 

n it 

of Q such that Y[Fi = 0 we have Ĵ P* = 0. Clearly m-combinatorial imbedding im-
i I 

plies n-combinatorial imbedding for 2 ^ n < m. The imbedding is said to be combi-
natorial if it is /2-combinatorial for each n = 2, 3, 4, . . . 

Definition. A subspace Q of a space P is said to be combinatorially imbedded 
in P in the strong sense if, for any choice Fu F2 of relatively closed subsets of Q 
we have F\Fl = FXF2. By an easy induction, this implies IJFi = TIFi for any finite 
number of relatively closed c Q, so that combinatorial imbedding in the strong 
sense implies ordinary combinatorial imbedding. 

(2.1) Let Q be 2-combinatorially imbedded in a regular space P. Then Q is 
combinatorially imbedded in P in the strong sense. 

Proof. Suppose, on the contrary, that there exist two relatively closed sets F^ c: Q 
and F2 C: Q such that FXF2 =f= PiP2. Then there exists a point x e F\F2 — FXF2. 
By regularity, there exists an open neighborhood U of x in P such that UFlF2 = 0, 
whence UF1F2 = 0. Clearly x e where the sets = FjJ and <P2 = F2U are 
closed in Q. But this is impossible, since <PX<P2 = 0 and Q is 2-combinatorially im-
bedded in P. 

For n = 0,1, 2 , . . . let con denote the least ordinal number of power X„ and Zn, 
the set of all ordinal numbers { < con. 

Example 4. Let P4 = Zt + co1. Each f eZj posseses the fundamental system 
of neighborhoods UitJ {rj G Zl9 r\ < £), where Uconsists of all ordinals £ such that 
rj < ( g The point possesses the fundamental system of neighborhoods V̂  
(i e Zt), where V^ consists of coy together with all isolated ordinals rj eZu t] > 
Clearly P4 is a Hausdorif space and coi is the only irregular point of P4. Then Zx 

is combinatorially imbedded in P4. Suppose, on the contrary, that there exist relatively 
n n 

closed sets P, e Zx (1 g i ^ n) such that Ft = 0 + T h e n is clear that no 
i I 

Fi is countable. But then there exist points eZx(k = 0,1, 2,.. .) such that £0 < 
< < ¿2 < ••• a n d 

€ Px, € P2, + 6 Fn (j = 0, 1, 2, ...) 
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which is impossible, since it implies Iim e fl^Y Hence Zx is combinatorially 
i 

imbedded in P4, but not in the strong sense. For let Ft consist of the points 

+ h i + 3,{ + 5,.. . 

and F2, of the points 

£ G Z, running over all non isolated ordinals; the sets Fx <= Zx and F2 c: Zx are 
relatively closed and we have (ox e FXF2 — F\F~2. 

Lemma.2 Let m, il9 i2,..., im be integers such that m ^ 1, 0 g ix < i2 < ... < 
< im. Let S = S(ij, i2 , . . . , im) be the cartesian product 

(Zit + coj x (Zi2 + o>,2) x ... x (Zim + coJ 

in its usual topology. Let A be a subset of Z, 1 x Zi2 x ... x Z/m such that (co(1, coi2,... 
..., co/m) G A Choose an integer r such that 1 ^ r ^ m and an ordinal a e Zir. Then 
,4 contains a point (£ls ..., ¿¡m) such that = cois for 1 ^ s ti m, 5 #= r and a < 
< fr < 

Proof. The lemma being trivial for m = 1, we may assume its validity for m — 1. 
Suppose first r < m. Since (coil9 co/2,..., co/m) G A, for a given (a1? a2 , . . . , am) G Zit x 
x ZX1 x ... x ZIrn the set ^ contains points <J2,..., such that at < < 
< cotl,..., <xm < < coim. The cardinal number of the set of all such points (fj, f 2 , . . . 
..., £m) being equal to Xm, whence greater than the cardinal number of Z,. x ... x 
x Zim_i9 the cardinal number of the set of our points will remain equal to Km even 
if we restrict the first m — 1 coordinates to fixed, but conveniently chosen, values. 
Therefore, A contains points (fj, f2 , ..., £m) such that as < f s < cois for 1 ^ s ^ 
^ m — 1 and = coim. Now if 2? denotes the set of all (£L9..., G Zfl x ... x 
x Zim_l such that ..., fm_i, coim) G ^ we have clearly (coil9..., a)iin-1) G B in the 
space S(i l 9 . . . , im_i). The lemma being true for m — 1, B contains a point ... 
..., £m_i) such that = co/f for 1 g s ^ m — 1, s #= r and a < <Jr < coir; but then 
(<?!,..., { „ . i . w j e l Secondly, let r = m. Choose (a2,..., am) e Zt2 x ... x Zim. 
By transfinite induction, we may construct a transfinite sequence (pA) of type coit 
of points px = ..., {AJ G A such that < ..., £Am < for A < p < (oh 
andj;.2 > a2,..., > a,„ for all A's. The point p = (( l 9 . . . , fw) = lim px belongs 
to ,4 and we have £x = coit and aA. < f s < (ois for 2 ^ s S. m. Hence if B denotes 
the set of all (f2 , . . . , £m) eZh x ... x Zim such that (colV i 2 , . . . , G A we have 
(coi2,..., a>in)eB in the space S(/2,..., im). The lemma being true for m — 19B 
contains a point (f2 , . . . , <Jm) such that £s = coia for 2 ^ 5 g m — 1 and a < fm < coim; 
but then (colV ..., 

2 This lemma is a fairly obvious generalization of a result of A. Tychonoff (Math. Annalen 
102, 1930, see Behauptung I., on p. 553 and Behauptung III., on p. 555). 
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Example 5.3 Let n = 3,4,5, ....The space P5 consists of all n-tuples (£l9 £ 2 , . . . 
..., £„) such that fj e + cof for 1 ^ i fg n and ^ = a); for at least one i. We put 
z = (coj, a> 2 , co„ ) . The point £ = (£l5 <j;2, ...,£„) G P5 — z possesses the funda-
mental system of neighborhoods V^(RJL9RJ29 ...9RJN) (RJIGZ^RJI < for 1 g i g n) 
consisting of all n-tuples £2, C«) e s u ch that ^ < C» ^ for 1 ^ i g n. 
The point z possesses the fundamental system of neighborhoods V(£L9 G2,..., £„) 

G for 1 ^ i n) consisting of z together with all points (rji9 rj2, f]n) e P5 

such that rfo > for 1 g i g n and rji = (Oi for one and only one value of i. Clearly 
P5 is a Hausdorff space and z is the only irregular point of P5. For 1 ^ i ^ n9 let 
consist of all points £2, . . . , f n ) e P 5 — z such that = c^. Then the sets 0 i c= 

n n 

a P5 — z are relatively closed and we have Yi&t = 0» EÎ » = z> wh e n c e P5 — z is 
1 1 

not n-combinatorially imbedded in P5. However, we shall show that this imbedding 
is (n — l)-combinatorial. First, let us put = S ( j l 9 . . ( s e e the lemma above) 
the sequence ji9 being obtained from the sequence 1, 2, . . . , n by cancelling 
the term f." If ft (1 ^ i ^ ri) denotes the cancelling of the i-the coordinate, then 
/,(<£; + z) = is 1 — 1, though not topological; however, the partial transformation 
fii^i) = Si — z is a homeomorphism. Now let the sets F r c P 5 - z ( l ^ r g n - l ) 

n - l _ n - 1 

be relatively closed and let z e Fr. We have to show that PJ Fr 4= 0. Since P5 — z = 
1 1 

n 

= for each r (l ^ r g n — 1) there must exist an ir (1 g ir g n) such that 
1 

z G Fr<£lV Now this relation valid in the space P5 evidently implies the analogous 
relation z G/ir(Fr$-r) in the space Sir where $'ir = — £ Since r assumes 

only n — 1 values, there exists an integer s such that 1 ^ s g n and 5 4= ir for 1 g 
Using the lemma and recalling that = — z is a. homeo-

morphism, we see that, for any given ordinal a G ZS and for any r (1 ^ r ^ n — 1), 
there exists a point p = f 2 , . . . , £n)eFr<Pir such that = cof for 1 ^ i ^ n9 

i 4= 5 and a < < cos. Of course, we have p G Fr<Pir since the set Fr<Pin cz P5 — z is 
relatively closed. By induction, we may now construct an infinite sequence of points 
Pk = •••> 6J such that ^fci = for 1 ^ * ̂  n> * * 5 and a11 k's> fi. < 
< £2, < < ••• < M* and Pk e Pr^/r for 1 ^ r ^ n — 1, k ~ r mod (n — 1). 

n — 1 n— 1 
There exists the limit point p = lim pk and clearly p G Pr, whence Fr 4= 0. 

1 1 

3. Let Q be any given topological space. We recall briefly the definition of Wall-
man's bicompact space coQ => Q. Points of coQ — Q will be called ideal points and 
points of Q, real points. We have to define first the ideal points and secondly the 
topology of coQ. An ideal point a is, by definition, a collection of subsets of Q (called 
the coordinates of a) having the following properties: 

3 This example (for n = 3) is due to M. Katetov. 



511 

(i) the elements of the collection are non vacuous closed subsets of g, 
(//) the intersection of any finite number of elements of the collection belongs 

itself to the collection, 
(i/i) any closed subset of g intersecting each element of the collection belongs itself 

to the collection, 
(iv) the intersection of the whole collection is vacuous. 
For any open subset G of g, let G* consist of all real points belonging to G and 

of all ideal points a such that there exists some coordinate A a G of a. If G runs 
over the family of all open subsets of g then G* runs over an open basis of cog, thus 
defining the topology of cog. For any closed subset F of g, the closure F of F in cog 
consists of all real points belonging to F and of all ideal points a such that F is a co-
ordinate of a. 

(3.1) The imbedding of an arbitrary topological space Q in Wallman's bicom-
pact space coQ is both regular and combinatorial in the strong sense. 

Proof. We begin by proving that the imbedding is regular. g is clearly dense in 
coQ. Let x be any point (real or ideal) of cog and let 4> be a closed subset of cog not 
containing x. By (1.3) it suffices to indicate a closed subset F of g such that <P cz F c 
ci coQ — x. Since x belongs to the open subset cog — <P of cog, there exists an open 
subset G of g such that x e G* a cog — <P. Then F = g — G is a closed subset of g. 
Since x g G*, we cannot have x e F. This is evident if x is real; if x is ideal, then x e G*, 
x e F would mean that x has a coordinate A cz G as well as the coordinate F, which 
is impossible as GF = 0. It remains to show that a e F for any a e i . For a real a 
this is a consequence of the evident relation Q<P <n g — G = F; if a is ideal, the 
inclusion G* <= coQ — <P shows that, since a e any coordinate of a meets Q — 
— G = F so that F itself is a coordinate of a whence a e F. 

It remains to show that the imbedding is combinatorial in the strong sense. Let FT 
and F 2 be two closed subsets of Q and let a e F1F2; we have to prove that a e F J F 2 . 

This being evident for a real a, let a be ideal. Then a 6 F1? a e F2 means that both FX 
and F2 are coordinates of a so that FjF2 is also a coordinate of a whence a eFxF2. 

(3.2) Lei i/ie space g be both regularly and 2-combinatorially imbedded in the 
bicompact space P. Then there exists a homeomorphism /(cog) c: P such that 

f(x) = x for each x e g. If the imbedding is combinatorial, we have /(cog) = P.4 

Proof. For any X <n g, let X denote the closure of X in the space cog and Z, 
the closure in the space P. For x e g, let /(x) = x. We next define /(a) for an ideal 
point a of cog. Now a is, by definition, a collection of closed subsets of g having 
properties (i) to (iu). Let a0 denote the collection of all sets A, A running over a. 
By properties (i) and (ii), the intersection of a finite subcollection of a is never vacuous; 
the space P being bicompact, the intersection <p(a) of the whole collection a0 is not 

4 We do not know whether f(coQ) = P whenever the imbedding is 2-combinatorial. 
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vacuous either; by property (iv), g . cp(a) = 0. Hence cp(a) contains at least one point 
/? e P — g. We have ft e A for any A e a. Conversely, let F be a closed subset of g 
such that P e P. Then AF contains ft for any A e a. The imbedding of g in P being 
2-combinatorial, it follows that AF 4= 0 for each A e a, whence F e a by property (Hi). 
Hence the collection a consists exactly of those closed subsets A of g for which the 
relation p e A holds true. Now by regularity of the imbedding of g in P, the one-point 
closed subset (ft) of P is the intersection of all such A's. It follows that the set cp(cc) 
consists of just the one point P and we may put /(a) = p. The transformation /(co g) cz 
cz P so defined is clearly 1 — 1 and f(x) — x for each x e g. Let us put /(cog) = P0 
so that g c= P0 <= P. 

For any closed subset F of g we must have f(F) = P0 . P. Suppose first that 
P e P0 . F; we have to prove that p ef(F). If P e g, then peF cz f(F); hence sup-
pose p e P0 — g. By definition of P0, there exists an ideal point a of cog such that 
P = /(a); a consists of all closed subsets A of g such that P e A; since PeF, we have 
P e a , whence a e F and p = /(a) c /(P). Conversely, let Pef(F) so that P e P0; 
we have to prove that p e F. There exists an a e P such that p = /(a). If a is real, we 
have p = a e P c / ( F ) . If a is ideal, then a e F means P e a , whence P = /(a) eP. 

Let C0 be a closed subset of P0. There exists a closed C of P such that C0 == P0 . C. 
The imbedding of Q in P being regular, there exists a family <p of closed subsets F 
of Q such that C = J7P, whence C0 = i7P0 • P, P running over cp. But P0 . F = 
= /(P) and the transformation / being 1 — 1, we have C0 = FI f(F) = /(HP). 
Hence each closed subset C0 of P0 has the form C0 = / (#) , iP being closed in cog. 
Conversely, let <P be closed in coQ. By (3.1), the imbedding of Q in coQ is regular. 
Hence there exists a family cp of closed subsets P of Q such that <P = IIP. The trans-
formation / being 1 - 1 , we have C0 = f($) = FI f(F) = J7P0 . F = P0 . 77f. 
The set C0 is the intersection of P0 and a closed subset of P; therefore, C0 is closed 
in P0. Consequently, the closed subsets of P0 are precisely the sets/($) with <P closed 
in coQ, which proves that the transformation / is topological. 

Now suppose that the imbedding of Q in P is combinatorial and choose p e P. 
We have to prove that j8 e f(coQ). This being evident for p e Q, suppose P e P — Q. 
The imbedding of Q in P being regular, there exists a family cp of closed subsets P 
of Q such that p = 77P for P e <P. Since p e P - g, we must have TIF = 0. Now 

n n 
for any finite subfamily Fl9 P2 , . . . , P„ of CP, we have Pe fl^»» whence flF f 4= 0, 

i I 

the imbedding of Q in P being combinatorial. As the space coQ is bicompact, there 
must exist a point a e 77P for P e Sine e/(F) = P0P c P, we have/(a) c /7P = 
whence P = /(a) e/(cog). 

4. Two points a and fc of a space P will be said to be H-separated if there exist 
two open sets Gx and G2 such that aeGl9 be G2, GiG2 = 0. A Hausdorff space is 
then a space such that any two distinct points are ii-separated. As was shown by 
Wallman (1. c.), the space cog is a Hausdorif space if and only if the space g is 
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normal. We consider here the question of //-separability in cog of two real points, 
a real and an ideal point, and two ideal points. Clearly two //-separated points of 
a space P are //-separated in every subspace of P containing them. 

For a Hausdorff space g, two real points are always //-separated in cog. This is 
a consequence of the following trivial theorem. 

(4.1) if two points a and b are H-separated in a dense subspace Q of a space P, 
a and b are H-separated in P. 

Proof. There exist two open subsets Hx and //2 of g such that a e Hu be II2, 
HXH2 = 0. The sets Fx = Q — Hx and F2 = Q — H2 are closed in g and a e Q — 
- Fu be Q- F2, FJ + F2 = g. Therefore ae P - F,, be P - F2, Fx + F2 = 
= P. The sets G, = P - Fx and G2 = P - F2 are open in P and a e Gt, b e G2, 
G,G2 = 0. 

(4.2) A point ae Q is regular in coQ if and only if it is regular in Q. 
Proof. If a is regular in coQ then, of course, a is regular in g c cog as well. Let a 

be regular in g. If U is any neighborhood of a in cog, there exists a neighborhood G 
of a in Q such that G* c= U. Since a is regular in Q, there exists a neighborhood H 
of a in Q the closure of which in Q is contained in G. It is easy to see that H* is 
a neighborhood of a in coQ the closure of which is contained in G*, whence in U. 

(4.3) If a is an irregular point of the bicompact space P, there exists a point b e 
e P — a such that a and b are not H-separated. 

Proof. There exists a neighborhood U of a such that V — V + 0 for every neigh-
n 

borhood Fof a. If V{ (1 ^ i ^ n) are neighborhoods of a, then ["[^ is also a neigh-
I 

borhood of a, whence 

n(Ff ~v)=> m - u * o . 
1 L 

The space being bicompact, there exists a point b such that b e V — U for every 
neighborhood V of a. It is easy to see that a and b are not //-separated. 

If the space Q is regular, we see from (4.2) that a real and an ideal point are always 
//-separated in cog. If g is an irregular Hausdorff space, we see from (4.1) and (4.3) 
that a real and an ideal point are not always //-separated. If the regular space g 
is not normal, then two ideal points cannot be always //-separated, since otherwise 
cog would be a Hausdorff space, which it is not. 

Example 6. Let g be an irregular Hausdorff space containing a finite subset K 
such that the subspace g — K is normal; e. g. g = Pt, K = z (see example 1 above). 
Then two different ideal points a and p are always //-separated in cog. For there 
exists a coordinate Fx of a and a coordinate F2 of /? such that FXF2 = 0; then 
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Fi — K is a coordinate of a, F2 — K is a coordinate of /?, and Fx — K and F2 — K 
are disjoint closed subsets of the normal space Q — K. Hence there exist two open 
subsets G T and G 2 of Q - K such that Ft - K cz Gu F2 - K c: G 2 , G J G 2 = 0. 
Since Q — K is open in Q, GT and G2 are so also. Hence G* is a neighborhood of a 
in cog, G* is a neighborhood of /? in cog, and G^G* = 0. 


