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jistého indexu N(k) počínaje všechny Členy posloupnosti 
mají totožné nebo téměř totožné úseky řádiu fc-tého, a tedy, 
jsou-li n', n" dva indexy větší než N(k), jest, jak snadno na-
hlédneme, | a„' — an" I < 2 . 1 0 " * Při daném e lze vhodnou 
volbou čísla k docíliti toho, aby 2 10"* < e a tedy také 
I an' — an" | < C, q. e. d. 

Jako druhý krok dokážeme: Jestliže posloupnost splňuje 
podmínku B — C, má limitu. Zvolme e = 10"*. Pak pro všechna 
n>N(fc) je I aN-a„ \ <10"* a tedy úseky řádu (k—l)-hopro 
všechna taková an jsou totožné nebo téměř totožné. Jsou totiž 
tři možnosti. Buď číslo ON má na ft-tém místě desetinném cifru 
9 nebo cifru 0, nebo konečně cifru jinou než 9 a 0. 

Je-li tam cifra jiná než 9 a 0, jsou patrně úseky řádu 
(k—l)-ho u všech čísel a„ pro n > N(k) totožné, neboť an = 
ON + En, kdež | £n I < 10 *. Jsou to tedy úseky definitivní. 

^ Je-li cifra ta devítka, jsou patrně úseky a^*-1)pro n > N(k) 
rovny buď nebo 10"*+') a jsou tedy definitivní. 

Je-li cifra ta 'nula, jsou patrně pro n > N(k) rovny 
buď oft-1* nebo — 10-*+') a jsou tedy definitivní. 

Posloupnost, která splňuje podínínky B — C, má tedy 
definitivní úseky každého řádu a má tedy také limitu. 

K a p i t o l a I I I . 
< 

ŘADY. 

10. Obecné kriterium konvergence. Sčítání jsme definovali 
pouze pro konečný počet sčítanců. Nemůžeme tedy mluviti 
o »součtu všech členů« dané posloupnosti ui, U2, «3. . . , aniž 
jsme přiřkli symbolickému rčení tomu novou definicí nějaký 
význam. Proto definujeme: 

Součet všech členů posloupnosti ui, m, m... jest roven s, 
jestliže nová posloupnost částečných součtů 

S1 = U., SI = UL + UI, S3 = Ui + ÍŘJ + U 3 I . . . S„ = U, + Ut+... + Un 

má limitu rovnou s. 
Místo znaku s = lim s„ = lim (ut + u2 + u3 + ... + un) 

00 n 00 
píšeme pak 
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S = U l + U z + « 9 + . . • 

a vyslovujeme větu: 
Součet nekonečné řady U1 + U2 + U9 +... jest roven s. 
Nekonečná řada, která má součet, nazývá se konver-

gentní. Jestliže číslo s neexistuje, to jest, jestliže posloupnost 
částečných součtů si, S2, SS... nemá limity, nazývá se neko-
nečná řada divergerítni. Tak na př. řada q + qt + qi +... při 
| q I < 1 jest Jconvei^eiiíiií. neboť s„ = q. (1 — qn) : (1 — <7), 
a tedy lim sn = ^ T T T — q).~Rada 1 — 1 + 1 — 1 + . . . jest dí-

ra ->QO 
vergentní, neboť posloupnost Si; S2,... nemá limity. Z defi-
•nice konvergence vypJývá ihned důležitý poznatek: Jestliže 
v nekonečné řadě vynecháme nebo přidáme konečným počet 
sčítanců, lze tím sice změniti. součet řady, nikoliv vlak kon-
vergenci ieií. Z kriteria Bolzano-Cauchy-ova pro posloupnost 
si, S2, SI... vyplývá ihned toto všeobecné kriterium kotiver-
gence: ^ — 

Nufna a postačující podmínka pro konvergenci řady 
Ul + «2 + "8 + • • • + Wn+ • • • 

jest: 
Aí zvolím kladné číslo t jakkoli, vždy dá se nalézti takové 

celistvé kladné N(e), že pro všechna n ¡k N(e) a pro všechna 
celistvá k>0 platí 

|. !/n+i + u„+2 + . . . +u„+ k | < £. 

Toto kriterium má, jak uvidíme, velký význam při pro-
vádění důkazů různých vět. Pro praktické rozhodování o kon-
vergenci odvodíme v příštími odstavci pravidla sice mléně 
všeobecná, za to však pohodlnější. 

Zde připojíme jen jednu poznámku. Nutná, nikoliv posta-
čující podmínka pro konvergenci řady jest limun=0. Pro kon-

N OD 
vergentní řadu jest totiž 

lim sn — s, lim s„_i = s a tedy nutně 
lim u„ = lim (s„ — s/1_i) = s — s = 0 

Tak na př. v geometrické řadě 
ť7: (1 ̂  <7) = <7 + </e + </s +... | 0 l < l 

jest vskutku lim qn = 0. Byl by však omyl, domnívati se, že 
řada, v níž lim « „ = 0 , jest vždy konvergentní, čili, že pod-
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minka ta jest postačující. Jednoduchým přikladenu pro to jest 
řada harmonická, jejíž rozbor provedeme. Jest to řada 

H - T + T + - + T + -
Při tom jest 

1 + T > 2 T = > 

± + ± > 2 . 1 = 1 
3 4 4 2 
1 J_ 1 _L 1 O- 1 ^ ^ 

T + - 6 + T + 8 " > 4 

1 1 1 1 
9 + 1 0 ~ ' " 1 1 + 1 2 + 1 3 ^ " 1 4 " ' " 1 5 ~ ' " 1 6 " > 8 ' 1 6 " 2 

_ J i ! L . . . + — > 2 » — ! - = ! 
2 * + 1 2 * + 2 2 * + 2* ' 2 . 2 * 2 

Sečtením těchto nerovnin dostaneme 

V + i > 1 + 7 -
Z toho plyne, že částečné součty «2, S4, Ss, si«,. . . vzrůstají 

nad všechny meze. Rada harmonická jest tedfy divergentní, 
ačkoliv lim u„ = 0. 

71-»00 
Cvičení. Dokažte vě ty : 
a) Jestliže i/i + u2 + • • • konverguje a má součet s, pak také 

aiíi + fl«2 + . . . konverguje a má součet as. 
b) Jestliže řady « i + u 2 + . . . , v t + v® + . . . obě konverguji, 

konverguje také řada (ut + VÍ) + (ÍÍÍ + v*) + . . . a má součet rovný 
součtu prvých dvou řad. 

11. Rady s kladnými členy. Rada s členy vesměs kladnými 
buď konverguje nebo dftverguje tak, že částečné součty su s*. 
Ss,. ..s„... vzrůstají s rostoucím n "3b,jiikonečna.. To plyne 
okamžitě z toho, že posloupnost stále vzrůstající ^ <Is4 <1 
buď jest shora ohraničená a pak má limitu, nebo není shora 
ohraničená. 

O konvergenci či divergenci řadiy s kladnými členy velmi 
často můžeme rozhodnouti podle tak zvaného principu přirov-
náni řad. 
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Přirovnejme dvě řadiy s kladnými členy: 
oo 

^ u n = Ui 4- «2 + " » + U4 4- . . • 
n= I 

oo 

= Vi + v2 4- Va 4- v4 4" . •. 
00 

Znamení čteme »součet un od n = 1 do nekonečna«. 

Dejme tomu, že o řadě druhé víme, že konverguje a o čle-
nech řady prvé nechť platí un v„ pro všechna n. Pak také 
prvá řada konverguje a jeji součet jest menši nebo roven 
součtu druhé řady. Při důkazu označme částečné součty prvé 
řady s„ a druhé řady o„. Tvrzení, že druhá řada konverguje, 
jest identické s větou, že eksistuje limita Km On — o. Avšak 

n ->oo 
víme, že ut <: v„ ut <1 Vj,-... u„ ^ v„,. .. a tedy 

" i + "2 + • • • + un = 
Posloupnost Si < S2 < ss . . . jest tedy shora ohraničená a 

má tudíž nějakou limitu s. Ze vztahu s„<Lo plyne dářes^c . 
Doplňkem k větě dokázané jest věta: Jestliže druhá řada 

diverguje a je-li u
n

> V n , diverguje i řada první. Důkaz jest 
téměř samozřejmý. 

Zvolme speciálně za druhou řadu konvergentní řadu geo-
metrickou 

—3.— = ff + <7* + + . . O < <7 < 1. 
1 — q 

Tak obdržíme tak zv. jrjjjgrág^^jwc^jj^gvg: 
Jestliže řada s kladnym^leny^Uknmy^stnost vy-k 

jádřenou nerovnostmi 
q < 1, kdež q jest konstanta na 

k nezávislá, řada konverguje a její součet s<Lq : (1 — q). k 
Jestliže však ]/uk ;> 1 pak řada diverguje. 

Podmínka konvergence jest na př. vždy splněnai, jestliže 
« k_ 

existuje limita \\mfuk = qi < 1, neboť pak jest V«jt = q, + 3t> 
oo 

kdež lim ek = 0/ Zvolíme-li k větší než jisté K, je e* menší 

nežli na př. (1 — qi) :2 a tedy}/«* < <71 + (1 — qi) : 2 = 
= (1 f qi) : 2 < 1 pro všechna k > K> 
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Odvoďme ihned dialšL kriterium, ďAlembertovo: 
Jestliže v řadě kladných členů ¿u* jest od nějakeno*k po-

čínaje (Ua+i : Uic)^Lq < 1, řada konverguje. Jestliže však 
(U/c+1: Uk) ¿í 1 řada diverguje. 

Je-li totiž první nerovnost splněna pro k ^ K , je 

«*+1 ^ • <0. Htf+a^ («,+1 • 9). • • • "k+P ^ ("k+P-> • ^ 

Násobením nerovnán obdržíme UK+P ^¡L (U% . qP). 5ada 

"k <1 + uK + uK 1' + • • • 
konverguje a tedy podle principu přirovnání řad tím spíše 
konverguje i řada , 

UK+L + UK + 2 + U/C+3 + . • • 

a tedy i řada původní. Zcela podobně se dokáže i druhá část 
věty Ov divergenci. 

--Eodminka ď Alembertovo jest na př. vždy splněna, jestliže 
existuje limita lim (u*+i: uk) =q < 1. Důkaz jest zcela ob-

k-t oo 
dobný jako při kriteriu Cauchy-ovu. 

00 
Tak na př. řada ^ kr xk konverguje pokud O ^ x < 1 

*=i 
a diverguje pro x > 1, nebof lim («*+!:«*)=lim (k -f- l) r x:kr= 

00 00 
= x;Řada -T7 konverguje pro každéx ¿í O, neboť 

i i 
lim (u*+i : Uk) = lim x : (k + 1) = O < 1. 

Kritérium ďAlembertovo selhává na př. při řadě 

neboť podíl («*+i: «*) jest roven 

( 4 ) H - ( 4 
podlé toho, zda k jest liché či sudé. Jestliže fe vzrůstá sudými 
hodnotami, podíl vzrůstá nad všechny mezepvzrftSfá-Ti k li-
chýnuTioďnoitanfiirblíží se podíl nule. Proto nemůžeme souditi 
ani na konvergenci, ani na divergenci. Kriterium Cauchy-ovo 

" — 1 
však rozhodne pro konvergenci, neboť jest vždy 
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Obě kriteria selhávají při řadách, v nichž limita podílu 
(iik+\ Uk) jest rovna právě jedné. 2e v případě tom selhává 
také Cauchy-ovo kriterium, nebudeme zde dokazovati. Příklad 

oo i 
takové řady jest ^ a > 0. 

Jestliže řada taková má členy nestoupající, poslouží nám 
často tak zv. Cauchy-ovo kondensačni kriterium: 

Jestliže v -řmtč~~kladných. členu u(l)~tu&) +... jest 
u (1) u(2) ¡> u(3) ^ — pak řada kortverguje (diverguje), 
když řada 2. u(2)+2*. u(22) f- 2*. u(29) +... konverguje (di-
verguje). 

Důkaz jest zcela obdobný důkazu při řadě harmonické. 
Jest totiž 

u ( 2 ) + á ( 3 ) ^ 2 a ( 2 ) 
u(4) + u(5) + a(6) + i/(7)^4 .u(4) 

u (2n) + u (2n + 1 ) + . . . + u ( 2 n + ' — 1 ) ^ 2 " . a(2") 
u ( 2 ) + / / ( 3 ) + . . + « ( 2 " + ' - \)^2u(2) + 22u(22)+...+2"ul2"), 

a tedy z ohraničenosti součtů na pravé straně při rostoucím n 
vyplývá ohraničenost součtů na levé straně a tedy i konver-
gence řady. Druhá část kriteria o divergenci se dokáže Ob-
dobně z nerovnin 

u ( 3 ) + H ( 4 ) š 2 i i ( 4 ) 
a (5) + u (6) + h (7) + u(8)ž=4. a (8) atd. 

00 j 
V řadě y " T ,̂ a > O jest u (k) = 1 : ka a tedy pomocná 

k = i ^ 
řada zní 

2 • - i r + £ + + • •••««-¿T + ( ¿ r ) + ( ¿ r ) ! + • • 

To však jest geometrická řada s podílem q = 1 : 2a~', která 
konverguje, když 2a~> > l a diverguje, když 2a~l <1 1. Řada 
původní tedly konverguje, když a > 1, a diverguje, když a 5 j l . 

00 xf. oo 
Cvičeni. 1. P r v á z řad ^ —> ^ k k • x k konverguje a druhá 

diverguje pro každé * > 0 . . 
J c o 

2. Dokažte, že řady — T > y — knnvereuif 

či divergují podle toho, zda a < 1 či a ž 1. 
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3. Dokažte podle Cauchy-ova kondensačního krit., že v kon 
vergentnf řadě s nestoupajícími kladnými členy 2u(k) musi býtl 
lim/i. a (n) = 0 ( Á b e l ů v teorém. P ř i důkazu užijte okolnosti 
lim 2* u (2*) = 0). 
*-> oo 

oo 
4. Pro která s konverguje řada ^ ( a A : + b)s ? 

Další důležitou vlastností řadi s kladnými členy jest tak 
zv. teorém D i r i c h 1 e t - ů v : 

00 
Jestliže z konvergentní řady s kladnými členy utvo-

říme novou řadu Z v* přemístěním členů, pak nová řada opět 
konverguje a má týž součet jako původní řada. Při přemísťo-
váni nesmíme ovšem žádný člen vynechati. 

Věc tato jest zobecnění komutativního zákona pro sčí-
tání. Zdá se sice samozřejmou, ale uvidíme později, že neplatí 
pro některé řadly s členy také negativními. Větu D. lze do-
kázat! na př. takto. 

Součet řady budiž s, částečné součty její si, S2, Ss 
částečné součty řady vi + V2 + vs. . . buďtež oi, 02, 03 
Protože on obsahuje jen n sčítanců původtií řady, je 
Tvoří tedy čísla o„ posloupnost stálé stoupající shora ohrani-
čenou. Druhá řada tedy konverguje, to jest má součet 
lim on = o. Podle věty e) odst. 4 plyne z nerovnosti <Jn^s 
výsledek o ígs. Obrátíme-11 pořádek řad, to jest pokládáme-li 
druhou řadu za původní, dokážeme stejným postupem s <ff. 
Jest tedy nutně s = o. 

Teorému D. užijeme k odvození věty o násobeni řad. 
Konvergentní řady o kladných členech m + «1 + . . . , vo + 
+ vi + . . . nechť maji součty s~a a. Pak piatí 

s . a = H0V0 + (u<|V 1 + B1V0) + («0V2 + U1V1 + U2VO) + . . . 

Seřaďme všechny možné součiny tfi. v* do pravoúhlého 
schématu 

«o Vo «0 Vi a0 Vj "o V3 

«1 v„ u, V, u, v, a. v, 
u, v„ u, v, U, V1 «» V, 
"s V„ w. V, u3 v2 «3 V, 

a utvořme řadu, jejíž vznik v obrazci jest naznačen silnými 
č a r a m i «oVo + («oVi + «íVi + «iVo) , + («0V2 + U\Vt + «2V2 + 
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+ U2Vi + UÍVo) + Každou závorku pokládejme za člen 
řady C0 + Ci + C2 Patrně jest Co = «o.vo, ci = (uo-fui) . 
. (Vo + Vi) — UoVo, Ci = (Uo + «1 + «2) . (Vo + Vi + V2) — (Uo + Uí) . 
. (vo + vi) atd. Jest tedy 

Co + Ci -\ b Cn = ( « o + U . + ••"• + " « ) ' ( V . + V i H h V « ) -

Z toho plyne lim (co +ci +. '.. +c ) = s. o. Jestliže v řadě 
«->•00 

co - f ci + . . . vynecháme závorky, obdržíme zřejmě řadu 
o kladných členech, která má opět součet s . o. Neboť každý 
její částečný součet jest; uzavřen mezi dvěma částečnými 
součty rady t'o a + . . . Na př. 

CA + CI^UAVA + U0V1 + H1V1 + UiV0+ U«V2 ^ U1V2 + U2V2ÚC0 + + CT 

Přemístíme-li členy této řady podle schématu 
UnVo + (unVi + UiVn) + (u0V2 + Bi Vi + ÍÍ2V0) + •. • 

obdržíme podle teorému D. týž součet. 
12. Absolutní konvergence. Jednali jsme dosud o řadách 

s členy vesměs kladnými. Rady, které mimo členy kladné ob-
sahují také členy rovné nule, převedeme vynecháním členů 
nulových na případ předešlý. Výsledky jsou beze změny 
platný pro řady, které mají jen konečný počet členů zápor-
ných, jak jest bezprostředně patrno z toho, že charakter řady 
se nezmění, když vynecháme konečný počet členů. Rady 
s členy vesměs zápornými nebo s pouze konečným počtem 
kladných Členů, převedeme násobením (— l)nou' na předešlý 
případ. 

Jestliže však řada má nekonečný počet členů jak kladiných 
tak záporných, nemůžeme ovšem předcházejících kriterií užiti, 
s výjimkou Bolzano-Cauchy-ova všeobecného kriteria. Proto 
odvodíme větu, která nám v mnohých případech umožní pře-
nésti výsledky dosudí odvozené na řady obecnějšího typu. Zní 
takto: 

tp 
Když řada prostých hodnot £ \ Uk \ konverguje, konver-

00 k = 1 
guje také řada ^ w*. 

Říkáme v tom případě: Rada ^ uk konverguje absolutně. 

K důkazu užijeme všeobecného kriteria B —C. 
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00 

Rada ^ |u*i konverguje a ať tedy zvolíme kladné e jak-
koli malé, vždy lze nalézti číslo N(e) tak, že 

| Un+l | + | Un + 2 | + | Un + 3 | H h | Un + k | < ® 

pro všechna n ^Nfe), k > 0 . Podle základní věty o počítání 
prostými hodnotami jest 
I Un + l+Un + 2 4 h.Un +* I u" +11 + I "n + zH H«n + *l 

a je tedy i levá strana této nerovnosti menší než e pro všechna 
n^ N{e), k>0. Jinak řečeno: Rada ^Uk splňuje také kri-

terium B — C a tedy konverguje. Tak na př. řada 

o níž víme, že konverguje pro jc^>0, jest podle hořejší věty 
jistě konvergentní i pro x < 0 a tedy konverguje pro všechna 
x vůbec. 

V ábsolutně konvergentní řadě «1 + ut + us + . . . vyne-
chejme členy záporné. Vznikne řada s kladnými členy 
fli + až + as + . •. Vynecháme-li členy kladné, vznikne řada 
s členy — bi — 62 — 6 s . . . Obě tyto řady jsou absolutně kon-
vergentní. V částečném součtu sn= «1 + «2 + . . . + un označme 
součet kladných členů <*n a záporných členů - Pn, takže jest 
sn = <*n — fln- Dáte jest patrně 

( t f i - f <J2 + a3 • • .) = Hm a„; ( — — ¿>2 — fc, ) = lim — p„. 

Součet absolutně konvergentní řady lze tedy počítati tak, 
že se napřed sečtou členy kladné, pak záporné a výsledky se 
s?2tou: („1 + (i2 + ...) = (fll + a2 + . . . )_ ( { , , + f c + ...) 

Užitím tohoto výsledku rozšíříme platnost teorémiu Dirich-
letova na řady absolutně konvergentní. 

Původní řada budiž Ui + Ut -f- Ks..., řada přeřazená 
Vi + V2 + Vs + . . . Rada I | -f |va | + v31 + • • • jest podle teo-
rému D. pro řady s kladnými členy konvergentní a rovná řadě 
luil~Hw2l + |tf3|+ • •• Proveďme rozklad na kladné a záporné 

členy 
«1 + «2 + us + . . . = ai + a2 + . . . — (&} + bt + &» + ...) 
Vl + V2 + V» + . . . = Cl + c2 + . . . ¿2 + <*»+•• •) 

00 00 
Jest tedy také 

lim Sn = lim (an — §n) — lim On — lim /?| 
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Rada Ci + C2 + . . . jest konvergentní a rovná fli + ai - . . 
řada di + dz + . . . jest konvergentní a rovná bi + bi + . . . Jest 
tedy «1 + «2 + «a + . . . = vi + v2 + va + . . . 

Cvičeni. 1. Dokažte, že v absolutně konvergentní řadě jest 
| u, + u, + • • • | S I "i I + I "« I + • • • 

2. Dokažte, že pro dvě absolutně konv. řady s = u0 + Ui + . . . 
a = v0 + Vi - j - . . . platí 

S.A = WoVo + <KoVi + HiVo) + . . . 

(Pokyn: Dokažte nejdříve, že řada poslední, zbavená závorek, 
jest absolutně konvergentní.) -

13. Relativní konvergence. Konvergentní řada «1 + 1/2 + 
+ «j + . . . nazývá se relativné_konvergentní, jestliže řada 
I " i I + 1 «21 + 1 u * H diverguje. Uvidíme později, že takové 
řady vskutku existují. Při nich jnusí divergovati řada členů 
kladných oi + at + . . . a rovnUUrádjL-jčlenů _záponiýcE-
— bi — bi—ba—... Neboť, kdyby obě tyto řady konvergo-
valy, konvergovala by také řada ai + bi + a2 + bi + . . . a po-
dle teorému D. také řada |ux | +| u2|+ I "s H by byla kon-
vergentní, což odporuje předpokladu. Právě tak nemůže di-
vergovati řada Členů kladných a konvergovati řada členů zá-
porných anebo obráceně, jak čtenář sám snadno dokáže. 

Pro řady relativně konvergentní neplatí teorém Dirichletův. 
Vhodným přeřazením členů řady lze dokonce docíliti toho, aby 
řada měla libovolný součet a předem zvolený (věta Riemartn-

jjyaL-Eqstupujeme při tom takto: Sčítáme kladné člený~V 
řádku řadou určeném, žádný nevypouštějíce, až dospějeme po 
prvé k součtu rovnému a, nebo většímu než a, což jest jistě 
možno, protože řada kladných členů diverguje. Tyto členy na-
zveme prvá serie. Pak přičítáme členy negativní v pořádku 
řadou určeném, až součet opět po prvé klesne pod a (druhá 
serie); pak opět přičítáme další členy kladné, až součet opět 
dosáhne a nebo stoupne nad a (třetí serie) atd. Nová řada, 
takto vzniklá, jest jistě konvergentní se součtem a, protože její 
částečné součty oscilují kolem čísla a v mezích k nule se 
zúžujicích. Neboť částečný součet končící kladným členem 
uchyluje se buď napravo od o o číslo menší nežli jest tento 
kladný člen, nebo nalevo-od a o číslo menší nežli jest poslední 
záporný člen předcházející záporné serie. Obdobná věta platí 
pro částečný součet, který končí členem záporným. 

14. Řady alternující jsou řady tvaru m — u 2 + «s — m + ..., 
v nichž všechna u* jsou čísla kladná. Mimo to musí býti, jak 
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víme, lim un = 0. Omezíme se zde na řady, jichž členy nestou-
pají, to jest Un + i^Un- Taková řada vždy konverguje. Neboř 
částečné součty se sudými indexy 

s 2 = (wi — i»2), 
s4 = («i — «2) 4- (u.i — ut) = Ui — («2 — Ua) — ux atd. 

mají vlastnosti vyjádřené nerovnostmi: 
5 , ^ S^ ' S| li" . . . . , 5 in ^ Z/i. 

Posloupnost jejich jest tedy neklesající a shora ohraničená. 
Má tedy limitu 1'im stn = s. Touž limitu mají částečné součty 
s lichými indexy, neboť +1 = S211 + U2/1+1 a tedy lim S2n + i = 
= lims2n + lim U2n+\= s + 0 . Tak na př. řada^ 

1 , 1 1 , 
S = 1 - 2 + 3 " 7 + 

konverguje a její součet jest v mezích 1 > s > 1 nebo 
přesněji 2 

1 - + i > s > i _ l + i - _ i . atd. 
2 3 2 3 4 

Konvergence jest relativm', neboť řada prostých hodnot 
jest řada harmonická, která diverguje. Jiný jednoduchý příklad 
dává rada 

j L_L.J L_LJ L + J L_lJL_ 
2 2 4 4 4 4 8 8 + 8 

která obsahuje členy tvaru 2 _ " v počtu 2" se střídavými zna-
ménky. Součet její jest patrně roven nule. Radu he přeřaditi 
k součtu na př. s = 1 tímto postupem: 

1 , 1 , 1 1 1 
* = 7 + ~4 + 7 = 1; 2 = 2' 

, 1 1 1 , 1 1 1 1 S s = S í

+ 8
 +

 8 + 8
 +

 8
= 1 ; 

1 3 . . 4 . 1 3 

7 
Sis = 1; Si» = — ; s „ = 1 atd. 

Cvičeni. 1. Určete několik prvých částečných součtů řady 
1 - — 4 - — - — 4 -

2 3 • 4 ~ 
přeřazené a) k součtu ( + 1 ) , b) k' soyčtu ( — 1 ) . 
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2. Totéž pro řadu 

± - ± + ± ' - ± + ± - 1 + 
2 2 4 4 4 4 ' 

přeřazenou a) k součtu (1-5), b) k součtu (—1). 

K a p i t o l a IV. 

FUNKCE. 

15. Definice a druhy funkcí. Často označujeme týmž zna-
kem, na př. x, různá čísla reálná nějakého množství O. V tom 
případě budeme znak x nazývati proměnná a množství O obor 
proměnné. Proměnná, jejíž obor jest jen jedno číslo, nazývá se 
konstanta. 

Jestliže y tak závisí na proměnné x, že každé hodnotě x 
odpovídá určitá jediná hodrtota y, říkáme, že y jest funkce 
proměnné x. 

Tuto závislost značíme symbolem 
y = f(x), 

který čteme: .y' jest (rovná se) funkce (funkci) x. Číslu x ří-
káme nezávisle proměnná, číslu y závisle proměnná. Při růz-
ných závislostech užíváme různých písmen k označení funk-
čního vztahu, na př. g(x), F{x), w(x) atd. Geometricky znázor-
ňujeme vztah y. = f(x) tak, že myslíme si v rovině, opatřené 
dvěma osami souřadnic, vyznačeny všechny body o souřad-
nicích [x, /(*)]. Názor, který s těmito názvy spojujeme, jest 
ovšem, jako všechno smyslové vnímání, nepřesný a proto po-
dáme definice na názoru nezávislé, abychom terminologie té 
mohli užívati i při přesném myšlení. Rovina souřadnic jest 
množství všech dvojic reálných čísel [x, y]. Osa x jest množství 
všech dvojic [x, 0], uspořádaných podle velikosti čísel x, osa y 
jest podobně uspořádané množství všech dvojic [0, y], Přímka 
jest množství všech dvojic [x, y], které vyhovují rovnici 
ax+by + c = 0. Čára (křivka, graf) jest množství všech dvojic 
[x, .v], které vyhovují rovnici y = f (x). Podobně definujeme 
paprsek, úhel (část roviny »mezi« dvěma paprsky, vycházejí-
cími z téhož bodu) atd. 

^ Předpis, který při definici funkce přiřazuje hodnotě čísla x 
určitou hodnotu čísla y, může býti velmi rozmanitý. Často to 
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