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CAST I
VYKLAD LOBACEVSKEHO GEOMETRIE

UVOoD

1. O geometrii vitbec.V ivodu této knizky, kterd mé &tendte sezni-
mit se ziklady neeukleidovské geometrie, pohovofime nejdfive o tom,
jak tato geometrie vznikla, jaky je jeji-vﬂlfﬂl_a v jakém je vztahu ke
geometrii eukleidovské, k té geometrii, se kterou se kaid{s‘éfliﬁ

Zkale. Nejprve viak nékolik slov o geometrii vibec. R

Geometrické pojmy, tak jako vSechny matematické pojmy, jsou
odrazem skuteéného, nis obklopujiciho svéta. ,,Jak pojem éisla, tak
i pojem figury je vypijéen vyjlucné z vnéjsiho svéta a nevznikl v hlavé
z Cistého my8leni. Musely byt véci, které mély formu, a jejich formy
byly pripravovdny, meZ se mohlo dospét k pojmu figury. Pfedmétem
éisté matematzky jsou prostorové tvary a Eiselné vztahy skuteéného svéta,
tedy “velmi redind ldtka. Ze se tato ldtka jevi v nejuyd abstrakini formé,
made jen velmi slabé zastfit jeji pivod z vnéjdiho svéta. Abychom véak
mohli tylto tvary a vztahy zkoumat ryzi, musime je uplné odlouéit od
jejich obsahu a ten jako lhostejny ponechat stranow.*?)

Geometrie, tak jako ostatné celd matematika, obrdZ{ svymi pojmy
a vyvody skuteénost v abstraktni formé. Jak zpisob logického usuzo-
vani, tak i prvotni matematické pojmy se vyvinuly na zéklads tisicileté
praxe a odtud pravé vyplyva presvedcwost a bezespornost matematiky.

S geometrii (a vibec s matematlkou) ]akozto abstrakini védou se
setkavime po prvé u starovékych Rekd. Ve svych zirodeich viak
geometrie vznikala jiZ v Serém davnovéku u orientélnich nérodid a to na
zakladé pruktickych potfeb a zkuSenosti, at uz pfi stavbach nebo vy-
méfovani pozemki nebo jakékoli vyrobé. Hlavnim piinosem feckych
rnatematikid byl jednak pfechod k vy38im abstrakeim, jednak logicky
rozbor jednotlivych Gvah; a pravé tim se feckd matematika dostala na
vyssf aroven nez jakou méla u Egyptani nebo Babylofani. Tim, Ze
poudky byly logicky odvozoviny a ne pouze konstatovany na ziklads

1) F. Engels: Antidiihring, str. 36— 37 &eského vydéni, Svoboda 1949,
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pHmého pozorovin{ a zkudenost{, geometrie pfestala byt zileZitost{ jen
smyslového vnimani a empirického, vice méné ndhodé ponechaného
pozorovani. Nynf vyZadovala naopak uvédomélého pozorovani, cilevé-
domého vyhleddvani problémiu, kontroly tsudkd a jejich tfidéni
v systém. Tim v3im byl ¢lovék podnécovan k dalsim bidanim, jez
geometrii stdle vice obohacovala, takZe nakonec byla také zpisobilejsi
Fedit konkretni ukoly, z nichZ vyrostla.:

Rikame li, Ze geometrie obrazi a popisuje prostor nds obklopujiciho
svéta, pa,k musime hned také dodat, ze ho popisuje jen priblizné, zjedno-
dudené a schematicky, protoZe kazda abstrakce je vlastnd zjednoduse-
nim. Znamensi to tedy, Ze urmty geometricky systém & uréitd geo-
metrie si nemuZe ¢init narok na to, Ze by skuteénost zobrazovala s ne-
omezenou platnost{, za viech okolnosti a podminek. Nékdy proto mtZe
jiné geometrie podavat presnéjsi obraz a 1épe vystihnout uréité prosto-
rové vlastnosti materialniho svéta.

,,Clovek nemate uchvdtit celou skuteénost v jeji bezprostFedni plnos-
ti, on se k tomu mate jen vééné bli%it.”‘?) To plati i o zkoumani geo-
metrickych vlastnosti skuteéného, mimo ndas existujfciho prostoru.
Rozvoj praxe a védy ukézal, Ze eukleidovskd geometrie je pouze
prvnim pfibliZzenim v pozninf geometrickych vlastnosti tohoto skuted-
ného prostoru, p¥es to, Ze dlouho platila za absolutni, plné a proto i je-
diné vyjidfeni téchto vlastnosti, coZ jako by se potvrzovalo jejim &iro-
kym uplatnénim v klasické fysice i denni praxi. Ukazalo se, Ze dal3fm
ptiblizenim ve vySetfovani skutedného prostoru je geometrie neeuklei-
dovskd.
~Tato geometrie zobeciiuje v uréitém smyslu georetrii eukleidovskou
a obsahuje ji jako zvidtni pnpad podobné jako geometne na kouli
8 hlavnimi kruZnicemi jakoZto ,,pnn:’fkaml ‘zahrnuje v sob& plani-
metrii: sférickd geometrie uvaZovaia hia ¢&l kouli se sice podstatn Lisf
od geometrie roviny, bliz se ji viak tim vice, ¢m men#i je vzhledem
k poloméru koule ¢ast jejtho povrchu, na niz geometrii omezime.
\J?Eesnost s jakou eukleidovskd geometrie popisuje geometncke vlast-
nosti té &ésti prostoru, jeZ je nadim smyslim dostupnd, at jiZ jde o bliz-
ké okoli naseho denniho Zivota nebo vzdileny svét stilic, je vic nez

2) V. I. Lenin, Filosofické sesity, 1947, str. 156 rus. vyd.
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_postadujici. Neeukleidovskd geometrie se uplatiiuje teprve. pfi popisu
svéta v kosmickém méfitku, teprve kdyz pfihlizime k tomu, Ze vesmir-
ny prostor je vyplnén hmotou, teprve kdyZ ve fysikalnich tivahéch na-
hradime pomérné neveliké rychlosti rychlostmi Fadu rychlosti svétla.
Neeukleidovské geometrie se uplatiiuje plné ve fysice relativistické,
zatim co fysika klasicka stoji vSude na geometrii eukleidovsksé..

Pojem neeukleidovské geometrie, o niZ se opira relativisticks fysika,
je svym rozsahem 8irdi neZ pojem geometrie, kterou se budeme v dalsim
zabyvat a kterd se presnéji nazyvi Lobaéevského neeukleidovskou
geometriﬁobaéevského geometrie je jen velmi specidlnim a jednodu-
chym ptipadem neeukleidovské geometrie v $ir&im smyslu, nebof predpo-
klida, ze prostor ma v kazdé &asti tenty? charakter a tytéz \vgm‘:;é
nosti. Neeukleidovskd geometrie v Sir§{m smyslu naproti tomu pracuj
s prostorem, ktery md v riznych mistech charakter razny. Zabyva se
tedy prostorem, jehoZ geometrické vlastnosti jsou v ném, abychom tak
fekli,- nerovnomeérné rozlozeny. Prbtoji geometrické vlastnosti udili
fysikalnfmu prostoru teprve hmota a protoze hmota je ve vesmirném
prostoru rozdélena nerovnomeérné, je odtud snadno patrné, proé se rela-
tivistick4 fysika opird o neeukleidovskou geometrii v Sirsfm smyslu. .

" Vratme se nyni jesté k abstraktni strance geometrie. Jak jsme iz’
jednou fekli, pracujeme v ramei ,,listé‘ matematiky s pouhymi
abstrakcemi a poudky dokazujeme ivahami na zdkladé definic pojmfi
a jinych pouéek, aniZ bychom se pfitom opirali o néjaké experimentdl{
ni ovéfovani. Vidime tak, Ze matematika zaujimd abstraktni stupei
na3eho poznani. -

Pokud se na matematiku divame jako na abstraktni védu, pak je pro
ni pfiznaéné, Ze nevychdzi z rimce abstraktnosti: jeji tvrzeni jsou
logicky dokazovdna, jeji pojmy presné zavddény definicemi. Odtud plyne
dalsi charakteristicky rys matematiky. Jestlize kazdy dikaz spoéi-
vé na dovoldvani se urditych znamych vét a jestlize chceme byt na-
prosto dusledni, pak se musime pfi dikazech odvolavat jen na véty jiz
dffve dokazané. ProtoZe vSak neni mozné dovolévat se dokdzanych vét
do nekoneéna (nékde musi totiz vyklad zaéinat), pfijimdme néktera
tvrzend za spravné bez diikazu a z njch pak celou pHslusnou partii ma-
tematiky lbgicEy"(’)_—&;gzﬂl;j;me. Tvrzen, jejichz spravnost je takto od
podatku predpokladdana; 56 hazyvaji postuldty nebo Sastéji aziomy.
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S axiomaticky budovanou matematikou se setkdvame jiz u Feckych
matematiki. Zndmé Eukleidovy Zdklady jsou prvnim pokusem o axio-
maticky vyklad matematiky a v tom spoéivd jejich velky vyznam
a Eukleidova zasluha. Eukleides vSak nebyl vSude zcela dusledny, a
proto jeho Zdklady jsou skutedné jen pokusem o axiomatisaci matema-
tiky. Sviij vyklad za¢ini sice vyétem axiomu, avSak pii dikazechse
nevédomky dovolavi také takovych vét, které ani neuvadi mezi axio-
my, ani je nedokazuje. Podat dusledny axiomaticky vyklad geometrie
nebo jiné matematické discipliny nebylo ostatné v dobé Eukleidové
jesté dost dobie mozné, uvazime-li, Ze to byla doba, kdy se matematika
jako#to abstraktni véda teprve zadala krystalisovat. Axiomatisace
geometrie byla disledné provedena teprve v 19. stoletf (bliZe o tom
viz odstavec 7, str. 36), u ostatnich disciplin matematiky se tak stalo
aZ ve 20. stoleti.

Ani abstraktni povaha matematjky ani moznost budovat ji Gisté lo-
gickou cestou (axiomaticky) nas nesmi mylit. Nesmime se domnivat, Ze
by se snad matematika vyvijela odtrZend od mimo nés existujici skuteé-
nosti. ,,My$leni, pfechdzejic od konkretniho k abstrakinimu, nevzda-
luje se — je-li sprdvné — od pravdy, nybrZ pfiblizuje se k ni ... Od Zi-
vého pozorovdni k abstraktnimu my$leni a od mého k praxzi — to je
cesta dialektického pozndni pravdy, pozndni objektivni reality.’®) Je
nutné, aby si byl kazdy dobfe védom toho, Ze matematika nemize byt
nikdy chapana oddélené od obklopujici nas skuteénosti, od praxe, ale
na druhé strané také toho, ze v disledku vysokého stupné abstrakt-
nosti matematiky nenf jeji vztah k praxi vidy bezprostfedni, nybrz je
dasto zprostfedkovan teprve jinymi védeckymi a technickymi discipli-
nami. T

Leninova zakladnf these o poznavani, kterou jsme pravé citovali, se
plné ovéfuje na geometrii eukleidovské a neeukleidovské. Geometrie.
piechdzi nejprve od konkretnich dtvari skuteéného prostoru k ab-
strakeim a geometrickym pojmim; dikladnym studiem téchto pojmu
a jejich vlastnosti rozviji tyto abstrakce, na jejich podkladé dochazi
k novym pojmiim a abstrakecim — k objevu neeukleidovské geometrie
doslo vlastné takovymto zptisobem uvnit¥ geometrie jakoZto abstraktni

—

3) V. I. Lenin, Filosofické sefity, 1947, str. 146 —147, rus. vyd.

.
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védy — a odtud se vraci k Zivé skuteénosti, k nasim pfredstavidm o pro-
storu, ktery nds obklopuje, a k aplikacim na fysiku.

“Pravé uvedens slova ndm dédvaji odpovéd nejen na otézku, jaky je
vyznam neeukleidovské geometrie, ale také na otdzku, jak tato geo-
metrie vznikla: pivodni a jednoduché abstrakce skuteéného prostoru
byly skladény do systému po vzoru Eukleidové. Studium téchto ab-
strakei a jejich postupné rozvijeni vyustilo ve vytvofeni abstrakei no-
vych — a pravé takovym zpiisobem doSlo mimo jiné k dilezitému
objevu neeukleidovské geometrie. S hlediska historického bude tento
objev osvétlen v nasledujfcim odstavei.

2. Jak se zrodila neeukleidovskd geometrie. Neeukleidovska geo-
metrie je nauka pomérné nové. V tnoru 1826 s ni po prvé vefejné vy-
stoupil mlady rusky matematik N. I. Lobadevskij a prvni tisténou
praci o nf byl jeho spis O nalalach geomeirii, napsany 1. 1829. Majet-
kem matematické vereJnosti se vBak nova geometrie stala teprve po
1. 1860, tedy aZ po smrti Lobadevského, a tehdy se také ukazalo, jak
velky je vyznam jejiho objevu.

Ackoliv je neeukleidovské geometrie dilem 19. stoleti, sahd svymi ko-
feny o celd dvé tisicileti nazpét. K jejimu objevu doslo totiZ pti Fedent
jednoho velmi starého geometrického problému, tdhnouciho se dsji-
nami matematiky jiz od dob Eukleidovych, Lobadevskij byl nucen se
s timto problémem vypofddat, kdyZ jako mlady docent kazatiské uni-
versity konal pfednddky o zdkladech geometrie, a jeho objev sv&ddf
o tom, Ze tak uéinil zpisobem opravdu skvélym.

Timto problémem byl t.zv. problém rovnobéfek; naznaéime nynf, oé
v ném 8lo. Zminili jsme se jiz o tom, Ze Eukleides pojal vyklad geo-
metrie ve svych Zdkladech axiomaticky. Celou geometrii odvozuje
ze 14 axiomi, z nichZ 5 nazyva postulity a jez zni takto:
I. Dvéma body lze vidy vést jedinou pfimku.
I1. Usetku lze neomezené prodloufiti.
IT1. Z Uibovolného stFedu lze libovolnym polorﬁé’rem sestrojit krus-
nici.

IV. Véechny pravé hly jsou shodné.
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V. Dvé pfimky v roviné, kterd protinaji jinou primku této roviny
a tvofi 8 ni po jedné strané vnitini whly, jejiché soulet je mendi dvou
- pravijch, se vidy protinaji a to po té strané primky, kde je soudet mendi.4)

Posledni postulat je tak zvany ,,postulat o rovnobézkich‘‘, nebot
fika totéz, jak pozdéji podrobné rozebereme, jako tvrzeni, Ze ,,v roviné
lze bodem mimo danou pFimku k ni vést pravé jednu pfimku, kierd ji ne-
protind neboli je 8 ni rovnobéind.” Jiz fedti vykladadi Eukleidovych
Zdkladu si povimli, Ze V. postulat se od ostatnich lidi svou sloZitosti,
a pojali podezfeni, Ze by se dal z ostatnich odvodit, takZe by bylo zby-
teéno ho uvadét. Rikali, e Eukleides v dalsim vykladu dokazuje véty,
které bychom mohli mnohem snaze pfijmout pro jejich jednoduchost
bez dikazu neZ paty postulat. VSimli si také, Ze cela fada dilezZitych
-zdkladnich vét se u Eukleida dokazuje bez tohoto postuliatu. Aby si
ovéfili své podezieni, pokouseli se ho dokazat. Jiz nékolikrat se zdalo,
%e se jim to podafilo, ale po kazdé se ukazalo, Ze pfi dikazu nebylo po-
uzito jenom vét dokazovanych bez pomoci V. postulatu, takie se
dilkaz opiral vlastné o néco, co mél teprve dokazat. Matematikové se
snaZili znovu a znovu najit spravny dukaz, ale ku podivu stile marné.
Tak vznikl problém rovnobéZek: nebylo totiZ jisto, zda pokusy selhd-
vaji proto, ze dikaz nenf mozny, ¢i proto, Ze dikaz sice mozny je, ale
vyZaduje néjakého dosud neznimého obratu. p o

Na otazku, jak je tosdikazem V. postulatu, nedal odpoved’ ani staro-
vék, ani stfedovék, ackoli se o fefenf problému pokouseli matematikové
neustale, od starovékych Rekiu pfes stiedovéké Araby po novodobé
Italy, Angli¢any, Francouze, Svycary i Némce. Rozfesit tento problém
se podafilo teprve v 19. stoleti, a to N.I. Lobadevskému a skoro sou-
¢asné madarskému matematikovi Janu Bolyaiovi. V. té dobé znal jiZ

feseni také némecky matematik C. F. Gauss. 6 viemtorm-budeme-po—
drobagjj jednat v historické~<éanti-nateho—vykindu. Nynf se vSak podi-

viame, jakou cestou roziesil tuto otdzku Lobadevskij.
MitZeme Fici, Ze Lobadevskij uzil v podstaté methody nepfimého di-
‘) N&které rukopisy Zdkladi maji postuldty jen &tyfi, zatim co postuldt
o rovnobdzkach je uveden mezi axiomy, nejéastdji jako axiom XI, n¥kdy jako
axiom IX nebo XII. Diive se vedly diskuse o tom, jaky je vlastn& rozdil mezi
postulatem a axiomem. Dnes se viak mezi nimi £4dny podstatoy rozdil nehled »
a obou slov se uz{vé ve stejném smyslu.

16



kazu.]Tato methoda spoéivd, jak zndmo, v tom, Ze z v&t, na zikladé
nichZ” dikaz providime, a z piedpokladu, Ze neplati tvrzeni, jehoZ
spravnost chceme dokézat, se odvozuji disledky tak dlouho, aZ se
objevi spor, to znamen4, aZz dojdeme v diisledcich ke dvéma tvrzenim,
z nichz jedno je negaci druhého. To pak znamen4, Ze pfedpoklad, podle
néhoz dokazované tvrzeni neplati, je faledny, a tudiZ podle principu
o vyloudeném tfetim musi platit tvrzeni dokazované. Lobadevskij vzal
v Gvahu prvni ¢étyfi Eukleidovy postulaty i s jejich dusledky, tedy
wiechny véty eukleidovské geometrie, které se daji dokdzat bez uziti
V. postulitu (o takovych vétich se dnes fikd, Ze tvoii absdlutni geo-
metrii), a k nim pfidal negaci V. postulatu:

Existuje alespori jeden pdr meprotinajicich se pFimek v roviné, které
protinaji tutéf primku a tvor{ s ni po jedné jeji strané vnitini dhly,
jejicht soulet je mendi dvou pravich.

Nyni se dalo ¢ekat, Ze pfi odvozovani vét z takovychto podivnych
predpokladii se jisté objevi spor a Ze tim bude V. postulat dokazin.
Lobadevskij odvozoval vétu za vétou, ale na Zadny spor nepfichazel.
P#i tom bylo zapotiebi velkého ostrovtipu, aby se mezi neobvyklymi,
8 hlediska eukleidovské geometrie lplné absurdnimi dusledky naSel
skuteény logicky spor, to znamena takova dvojice tvrzeni, z nichZ jedno
tvrdi opak druhého, a ne jen néjaky spor zdanlivy, spoéivajici v tom, Ze
urdité tvrzeni odporuje nadim vzitym predstavam. Nenechat se zmaést
navyklymi predstavami, ale vidét logicky spor jen tam, kde skuteéné
je, bylo velmi téiké.lJ iz pted Lobadevskym se néktef{ matematikové
pokouseli Fesit problém rovnobézek nepifmym dtukazem, aviak béhem
svych uvah se zastavili u nékterého tvrzenf v presvédéeni, Ze jisté od-
poruje néjakému disledku absolutni geometrie a negace V. postulatu,
a domnivali se pak, Ze postuldt o rovnobézkich dokazali. Ve skuteé-
nosti vlak jejich posledni tvrzeni neodporovalo Zddnému takovému
dusledku, nybrz odporovalo jen néjaké zdanlivé tak samoziejmé véte,
Ze se pfed tim nikdo nezajimal o jeji dikaz a nevédél, Ze ho lze
podat jen na zakladé V. postuldtu.

Lobacevskij naproti tomu se takové chyby nikde nedopustil a hledal
gkutecny logicky spor, aviak stile marné. KdyZ jiZ mél celou dlouhou
radu neobvyklych vét, pocal si ndhle uvédomovat, Ze se k sobé jaksi

2 Z4klady necukleidovské geometrle 17
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,,rozumné“ fadi, jako by mély tvofit harmonickou stavbu. Tehdy mu
také pripadla na mysl moZnost, Ze se spor nikde neobjevi, protoze
tiebas viechny disledky z jeho pfedpokladii tvofi bezesporny celek.
Vypofadat se s témito myslenkami znamenalo veliky krok kupfedu.
Této moZnosti nepostiehli ti, ktefi jiz pred Lobalevskym dokazovali
V. postulat nepfimo, pfi ¢emz ani na chvili nepfestali pochybovat, Ze se
dokazat da. Toto jejich presvédéeni bylo tak silné, Ze vidéli spor tam,
l:‘(_lre zadného nebylo, a rroto V. postulat nakonec vidy ,,dokazali.

Od poéateéniho tuleni pfesel Lobadevskij brzy k presvédéeni o beze-
spornosti flovych tvrzeni, takZze potom odvozoval dalsf véty jiz s védo-
mim, Ze mu pod rukama vznikd jina stavba geometrickych pojmi a
tvrzen neZ je geometrie eukleidovsk4, a tak tvoi{ vlastné novou geo-
metrii. Té dnes ffkame geometrie neeukleidovska, pfesnéji Lobadev-
ského neeukleidovskd geometrie.

®==Nebudeme se nynf zabyvat dal¥m historickym vyvojem neeuklei-
dovské geometrie. NemiZeme vSak pominout mléenim, Ze druhd polo-
vina 19. stolet{ ndim dala je§té jednu neeukleidovskou geometrii.
R. 1854 piidel totiz Bernhard Riemann diferenciilné-geometrickymi
tvahami na obecnou metrickou geometrii, jez zahrnovala celkem tfi
typy riznych geometrii: vedle geometrie Eukleidovy a Lobadevského
to byla geometrie, jeZz pozdé&ji byla nazvina jménem Riemannovym.
Eukleidovska geometrie mé s nf daleko méné spoleénych vét neZ s geo-
metrif Lobafevského. V Riemannové geometrii se na pifklad vidy pro-
tinaji kolmice na tutéz pfimku, coZ ma za nasledek, Ze v roviné ne-
existuji pfimky, které by se neprotinaly, neexistuji v nf tedy rovno-
bézky. Dalsf zvlistnosti jejich p¥{mek je, Ze se chovaji — Fedeno néa-
zorné — tak, Ze bod pohybujici se stdle v témzZ smyslu po pfimee vracf
se opét do puvodn{ polohy. Chovajf se tedy jako uzaviené éary.

Obé neeukleidovské geometrie, Lobadevského i Riemannova, byly
v 19. stoleti osvétleny jesté s dalSiho hlediska, a to projektivii geo-
metrii. Tato geometrie vznikla tak, Ze nejdtive byly v geometrickych
tuvahich zavedeny nevlastni body, piimky a roviny (Desargues)*) a po-
tom pozdéji se vySetfovaly vety, ve kterych nebylo rozlifovino mezi
elementy vlastnimi a nevlastnimi. Protoze takové véty vyjadfovaly

1) Viz zalatek odstavce 18, str. 124.
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jenom ty vlastnosti Gtvara, které se pfi promitini (p¥i projekei) ne-
méni, nepatfily mezi né poucky o metrickych vlastnostech a ani metric-
ké pojmy (délka useéky, velikost tihlu) nemohly mit v projektivni geo-
metrii Zddného mista. Dal3f vyvoj ukdzal, Ze pfece viak lze jistym zpui-
sobem zavést metrické vztahy projektivné (Laguerre 1853, Cayley
1859). R. 1872 ukazal F. Klein, Ze projektivné lze zavést metriku v pod-
staté trojim zpisobem, a obdrzel tak vedle geometrie Eukleidovy a
Lobadevského také geometrii Riemannovu. Podle Kleina se pro Loba-
tevského geometrii uZiva také nidzvu hyperbolickd geometrie a pro Rie-
mannovu nazvu eliptickd geomelrie.®)

-

3. Vyznam objevu neeukleidovské geometrie. Objevem neeulklei-
dovské geometrie bylo potvrzeno, Ze se postulat o rovnobézkach do-
kdzat neda a Ze ho tudiz Eukleides uvadél mezi postulity pravem. Tim
viak nebyl vyznam nového objevu vyderpin. Neeukleidovskou geo-
metrii se totiz objasnila mnoha bolava mista v zakladech geometrie,
kterd byla odkryta nezdafenymi pokusy o dilkaz V. postuldtu a kvuli
nim% byla theorie rovnobéZek od 17. stoleti nazyvéna ,skvrnou na
krasném téle geometrie, ,,skandilem zikladu geometrie*, ,,ostudnou
¢asti matematiky a pod. Zmin&€né nedostatky spoéivaly v tom, Ze né-
které pojmy nebyly jesté bliZze analysovany a mnoha tvrzen{ byla po-
kliddna za samoziejma, zatim co ]e]wh dikaz je mozno podat jen po-
moci V. postulatu. —_—

Piikladem takového nevyjasnéného pojmu byla ekvidistance pii-
mek. Néktef{ matematikové si polozili otdzku, zda by se V. postuldt
nedal dokazat, kdyby se rovnobézky definovaly jako pfimky viude
od sebe stejné vzdilené (ekvidistantni) na rozdil od Eukleida, ktery,
jak znamo, nai'—yvg rovnobéikami pH{mky v roviné, které se neprotinaji.
Pritom povaZovali za samoziejmé, Ze takové pHmky existujf, &ili
jinymi slovy, Ze body leZici ve stejné vzdalenosti od pfimky (a po téze
jejf strané) lezi v piimce. Pozdéji ukdZeme, %e toto tvrzeni je rovno-

#) Riemannova geometrie (v uZsim smyslu) zahrnuje vedle eliptické jests také
sférickou geometrii, kterd pfi dimensi 2 splyva s geometrif na obyéejné kouli,
jestliZe za ,,primky“ vezmeme hlavni kruznice. Zde jsou tedy piimky opravdu
uzaviené ¢ cary a vidime také, %e zde neexistuji rovnobé&Zky, protoze kazdé dvs
»piimky** se protinaji. ProtoZe se protinaji dokonce vidy ve dvou bodech ne-

plati ve siérické geometrii v8ta ,,dvéma body je uréena jedna a jen jed a'
& tim se geometrie sférickd odliduje od eliptické, ve které jo ta.to véta splnéna
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cenné s V. postulitem. Jinym takovym choulostivym mistem byl po-
jem podobnosti ttvari, u ného# bylo teprve pozdéji zjisténo, Ze stoji
a pada s postuldtem o rovnobézkach.

Tato nejasna mista, ktera zptisobila, Ze problém rovnobézek pfita-
hoval tolik pozornosti, ukizala také na dfive uvedené vainé nedostat-
ky Eukleidovych Zdklad#: netplny vydet axiomi, z nichZ se viechny
geometrické véty maji dokazovat, a neuspokojivé definice zikladnich
pojmi, tedy jednim slovem — nedisledné uplatnéni axiomatické
methody.

Eukleidova kniha byla dlouhou dobu povazovana za vzor logického
budovani jakékoli nauky a platila jako svrchovand autorita az do
18. stoleti jak u udenct, tak na skolach, kde se ji do té doby uZivalo
jako uéebnice geometrie (na anglickych Skolach jesté i ve stoleti deva-
tendctém). B&hem 19, stoleti viak jeji autorita padla (nejdiive se tak
stalo ve Francii po revoluci z roku 1789), jeji nedostatky byly kritiso-
vény a na 8kolich byla nahrazena prvnimi novymi uéebnicemi. Pro
tuto dobu je charakteristicka Lobaéevského poznamka v tivodu jeho
spisu O nalalach geometrii:

»JKdo by nepfiznal, Ze by Z4dnd matematickéd nauka neméla zaéinat tako-
vymi temnymi pojmy, jakymi my po vzoru Eukleida zadindme geometrii

a Ze by se nikde v materatice nemsélo trpét tolik nepresnosti, jako se to stalo

v theorii rovnobé&Zek. (Lobadevskij [5], str. 185.)8)

Odstranit v8echny nejasnosti v geometrii a nahradit je pfesnym vy-
kladem bylo moZné aZ po objevu neeukleidovské geometrie, nebot te-
prve ona ukizala mnohé pojmy ve spravném svétle. Novy objev vedl
tak k pfezkoumani logickych zdkladi geometrie a posléze se stal jednim
z mocnych podnéti k revisi zdklada celé matematlky Fato revise cha-
rakterisuje matematiku 19. stoleti a spolu s rodici se matematickou
logikou dala vznik nové matematické discipling, t. zv. zdkladam mate-
matiky. Prvnim ovocem této nové discipliny bylo dusledné propraco-
vani axiomatické methody, z niZ se brzy stal dileZity nastroj modern{
matematiky.

O tom, Ze objev neeukleidovské geometrie obohatil na%e nazirdni na
prostor, kdyZz se tato geometrie ukdzala byt hlubdfm vystiZzenim geo-

%) Cisla v hranatych zévorkédch odkazuji na seznam citované literatury,
str. 215.
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metrickych vlastnosti svétového prostoru, a o tom, jaky vyznam to
mélo pozdé&ji pro fysiku, jsme se zminili jiz v prvnfm odstavei. Téchto
disledki nového objevu si byl ostatné plné védom jiZz sam Lobadevskij.
Ve svych spisech se zamyslel nad tim, jak by se novou geometrif zmé-
nila klasickd mechanika, a experimentalné se pokgusel zjistit, do jaké
miry nové geometrie platf ve skute¢ném prostoruj ProtoZe v hyperbo-
lické geometrii je soudet hla trojuhelnfka vidy mensf nez 2R a pfi tom
tim men3i, ¢im vét&i jsou strany trojahelnika, pozistdval jeden zpiisob
experimentu v méfeni souétu Ghli velikych trojthelnfki. Zatim co
Gauss zkoumal velké trojahelniky na povrchu zemském, vysetfoval
Lobadevskij trojuhelniky, jejichZ vrcholy tvofily rizné stalice; zjistil
vak, Ze i tak velké trojuhelniky jsou jesté prilis , malé*, takZze odchyl-
ka od 2R, byla-li viibec jaké, byla je§té v mezich pozorovacich chyb.

Jestlize eukleidovskd geometrie dlouho platila za plné (adekvatni)
a jediné vystiZeni prostorovych vlastnosti materidlniho svéta, pak
Lobadevského objev neeukleidovské geometrie znamenal revoluéni pri-
lom do téchto starych predstav i do idealistického uceni, které na nich
bylo zaloZeno. Presvédéeni o jedineénosti eukleidovské geometrie totiz
zpusobilo, Ze mnozi matematikové i fillosofové zapomnéli na empiricky
pivod geometrickych poucdek, takze pak vyklddali, Ze zptsob geo-
metrického nazirdni nam byl vrozen a din jednou providy a pred
jakoukoliv zkugenosti (a priori). Podle nich Eukleidova zasluha spoéi-
vala v tom, Ze popsal pravé toto naSe vrozené geometrické naziran{.
Nektetf li dokonce tak daleko, %e Hkali, 7& prostor je jen nadf sub]ek-
tivni naziraci formou. S takovymto pojetim véci se setkavame u Kanta
v jeho udeni o synthetickych soudech a priori.

K zapomenuti faktu, Ze eukleidovskd geometrie je odrazem skuteé-
nosti, pfispélo také ké to, Ze geometrie je nauka abstraktni a Ze miZe byt
budovdna axiomaticky. Deduktivni odvozovani z axiomi, i kdy% ne
viude zcela disledné, svddélo mnohé k tomu, Ze se divali na geometrii
jako na vytvor &istého rozumu. S podobnym pojetim se setkivame
jedté i dnes u idealisticky zaméfenych matematikd. To_ySak je ne-
spravny pohled na axiomatickou_methodu, jejiz skuteény vyznam se
pokusime vyloZit v pi{§tim odstavei. Pokud jde o abstraktn{ strénku
geometrie, postaci snad, kdyZ fekneme, Ze ,,abstrakce je mezbyinym
a dilezitym stupném nebo, checeme-li, strankou pozndni; abstrakce obrdZeji
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skutebnost. .. KaZdd abstrakce je pouze stupinkem ve vééném priblifovdni
se k plnému pozndni pfirody. Nesmi tedy byt abstrakce zabsolutnéna
a vylriena z obecné souvislosti, z obecného vijvoje pozndni.“7)

Vidéli jsme, ze v.dobé, v niz byla objevena neeukleidovskd geometrie,
byla noeticka stranka geometrie a vlastné celé matematiky pojimana
na mnoha mistech faleSné. Jednim z prvnich prilomu do fronty myl-
nych nazori byl Lobadevského objev, coz je daldi a jisté ne nejmensf
vyznam objevu neeukleidovské geometrie.

Tyto mylné predstavy vSak neodeily a neodchéazeji samy sebou.
Lobadevskij pfiSel na svoji geometrii pravé v dobé, kdy v Evropé
viude vlddlo Kantovo uceni, o némz jsme se jiz zminili. Psit tehdy
o nové geometrii a plné se k ni hlasit — k tomu bylo zapotiebi velké
odvahy a odhodlan{ za védeckou pravdu tfebas i-bejovat; nebot Ve
svétle kantovského uéeni o prostoru byla jakakoli fed o jiné geometrii
nez eukleidovské absurdnost{ a blaznovstvim. Gaussovi, nesporné veli-
kému matematikovi, se této odvahy nedostalo, a proto o neeukleidov-
publikoval ani ¥adky, adkoliv si byl pln& védom jejtho vyznamu. Na-
proti tomu Lobadevskij si nenechal za nepifznivych okolnosti novy
objev pro sebe, ale pustil se nebojacné do boje proti dogmatismu a
nedal se zastrasit ani nepochopenim, ani vysméchem. O tom viem je
bliZe pojednano v historické éasti nadf knizky.

4. O axiomatické method&. Chceme-li piesné vyloZit zaklady ne-
eukleidovské geometrie a ukazat souvislosti mezi touto geometrii a geo-
metrii eukleidovskou, je snad nejlépe vyloZit vie na zikladé piesné
vyslovenych axiomu geometrie, jak je vytvofila matematika koncem
19. stoleti. ProtoZe vyklad geometrie v nasf kniice je podan timto zpi-
sobem, bude jisté vhodné seznamit se podrobnéji s axiomatickou me-
thodou, coz nyni také uéinime. Nejdfive pojedndme o axiomatické
methodd s obecného stanoviska, pozdéji pak také s ohledem na jeji
uzitf v geometrii.

7) A. D. Alexandrov: Leninskd dialektika a matematika, Priroda, 1951, &. 1,
str. 6. Cesky preklad tohoto &lanku viz Sovstska v&da, Matematika-fysika, 1951,

&. 6, str. 327 nebo také Casopis pro psstovéni matematiky, rod. 76 (1951), str.
239.
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Kazda matematicka disciplina pracuje s uréitymi pojmy, zabyva se
urditymi (matematickymi) objekty, studuje jejich vlastnosti a vzajem-
né vztahy a svoje vysledky shrnuje v pouckach. Rozrtstianim a postup-
nym zdokonalovanim discipliny se stavd, Ze u mnohych vlastnosti,
které byly difve povaZovany za jasné samy sebou, se ukéze, Ze je lze od-
vodit z jednodusdich, a podobné, Ze nékteré objekty, o nichi mame
jednoduchou ndzornou predstavu, mohou byt odvozeny z objekti
jinych a elementarnéjsich (na pf. kruznice miZe byt odvozena z pojmu
bodu a vzdalenosti). Vidime tedy, Ze jak pojmy, s nimiZz uréitd discipli-
na pracuje, tak i véty, které do ni patii, spolu navzijem souvisi tako-
vym zpusobem, Ze nékteré z nich se daji odvodit pomocf jinych. O od-
vozenych pojmech (objektech a vztazich) fikdme, Ze jsme je pomoci
jinych definovali (nékdy také konstruovali), o vétdch, které jsme odvo-
dili, ¥ikdme, Ze jsme je na zdkladé jinych dokdzal:.

Protoie kaida definice prevadi definovany pojem na pojmy jiné
a podobné i dikaz je redukei na jiné, pfed tim jiZz zndmé véty, je
zfejmé, Ze by bylo nesmysIné Zadat, aby vdechny pojmy, s nimi# disei-
plina pracuje, byly definovdny a aby vfechny jeji véty byly dokazany.
Postupné logické rozvijeni discipliny musi vychazet z nékolika pojm1,
jez zustavaji nedefinoviny, a od uréitého podtu tvrzeni, jez didle ne-
dokazujeme, nybrz jejichZz pravdivost prosté pfedpokladame.

Na poéatku kazdé logicky disledné budované matematické discipli-
ny musi tudiZ stit urditd skupina nedefinovanych pojma a uréitéd sku-
pina nedokdzanyjch tvrzeni. To také budou jediné nedefinované pojmy
a nedokazana tvrzeni, kdezto viechny ostatnf pojmy ivSechna ostatni
tvrzeni musi byt z nich pomoci pravidel logické dedukce odvozeny.

dokazana tvrzeni gxiomy a soubor primitivnfch pojmi a axiomu
azigmabiekym. systémem piisluiné matematické discipliny. Zaxiomati-
sovat uréitou disciplinu nebo podat jeji axiomatiku znamend totéz,
jako urdit jeji axiomaticky systém.

Pro matematickou disciplinu nemusi byt axiomaticky systém uréen
jednoznaéné. Podobné jako v geometrii miZe byt taZ rovina uréena
riznymi trojicemi bodu (neleZicich v pfimece), tak i jedna a taz disci-
Plina miZe byt zaxiomatisovana riizné; prohlisit nékteré pojmy za pri-
mitivni a nékterd tvrzeni za axiomy (tak, aby se z nich pak dala celd
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disciplina odvodit), je do jisté miry véc vybéru, pravé tak jako u bodi
urdujicich nasi rovinu. Pfitom ovSem tvrzeni, které v jednom zaxio-
matisovani je axiomem, miZe byt v. jiném dokazovanou vétou a po-
dobné je to i u pojmi. Je tedy zfejmé, Ze mluvit o dikazu néjakého
tvrzeni a o definici néjakého pojmu muZeme jen vzhledem k uréitému
axiomatickému systému. Soucasné je vidét, Ze v tomto pojeti nejsou
axiomy ,,tvrzeni, jeZ nelze dokdzat‘‘ nebo ,,tvrzeni, jez jsou sama sebou
zfejma, takZe dikazl nepotfebuji®, jak se to nékde fikalo jesté u star-
gich autort.

Na primitivni pojmy i axiomy patfici do axiomatického systému
klademe obvykle podminku, aby byly nezdvislé, t. j. aby se Zadny ¢len
axiomatického systému nedal ze zbyvajicich odvodit. Tento poza-
davek neni nutny, umoZiiuje vSak, aby axiomaticky systém nebyl
zbyteéné rozsahly, ale obsahoval jen ty ¢leny, jichz je k vybudovani
celé discipliny nezbytné zapotiebi. To znaéné napomaha piehled-
nosti a usnadnuje dalsf priaci. Axiomaticky systém musi dile nutné
spliiovat podminku, Ze jeho axiomy tvofi bezespornou soustavu, t. j. Ze
z nich nelze odvodit dvé tvrzeni, jez by si odporovala. Kdyby totiz
soustava axXiomu nebyla bezesporné, pak by se z nf dalo odvodit jakeé-
koli tvrzeni, tedy i nespravné.™)

Velmi nam pomizZe hloubéji pochopit axiomatickou methodu, jest-~
lize ji budeme soucasné pojimat nasledujicimi dvéma rdznymi zptsoby.

Prvni spociva v tom, Ze se na primitivni pojmy divame jako na
prazdné bezobsazné symboly, jimZ teprve axiomy davaji uréity obsah.
Jestlize tedy primitivni pojmy oznaéujeme mnohdy slovy s viitym
obsahem (jako bod, pfimka, vzddlenost, ndsobent, éislo atd.), musime
dat pozor, abychom nerozuméli takovym pojmem vic neZ co o ném
fikaji axiomy. Také na dokazované véty se musime divat tak, jako by
tvofily systém &isté abstraktuich vét, dokazatelnych Gplné formalné,
bez zfetele na jejich obsah. V tomto prvém pohledu se axiomatika éasto
pfirovnava ke hfe v 8achy: primitivnf pojmy hraji roli figur, které samy
o sobé nemaji Zddny smysl. Teprve pravidla 8achové hry, jeZ v naSem
pfirovnan{ odpovidaji axiomim, ukazuji, co se s figurami ma délat.

S timto pojetim je nezbytné spojit pojeti druhé, nebof obé se navza-

78) O tom viz blize O. V. Zich: Uvod do filosofie matematiky, JCMF, Praha
1947, 34. sv. sbirky Cesta k v&dé&ni, str. 59. .

24



jem doplfiuji: je sice pravda, Ze primitivni pojmy jsou bezobsaZné sym-
boly, ale jsou to symboly, a proto si pod nimi miZeme myslet jakékoil
konkretni objekty a vztahy, jen kdyz budou vyhovovat pfslusnym
axiomum. Ostatné pfi rozvijeni axiomaticky pojaté discipliny nikdy
nepostupujeme ryze formalné, nybrz véechny uvahy providime na-
konec v urditych konkretnich pojmech a predstavach, které si za pri-
mitivni pojmy dosazujeme.

Takto jsme se dostali k pojmu modelu nebo také interpretace ab-
straktni zaxiomatisované discipliny. Refeno obecn&, je to dosazenf
urditych pojmu (o nich? pfedpokladame, Ze je jiz zname) za primitivni
pojmy zaxiomatisované discipliny, dosazeni zcela libovolné, vizané
pouze podminkou, aby dosazené pojmy vyhovovaly danym axiomim.

Zaxiomatisovana disciplina jakoZto systém abstraktnich vét je vidy
schopna rozmanitych modela. JestliZe na pf. axiomatisujeme n&jakou
rozvinutou klasickou disciplinu (na pf. geometrii), pak ona je jednim
(a obycejné nejdilezitéjsim) modelem ziskané axiomatiky. Vedle toho
viak tutéz axiomatiku lze interpretovat také jinymi modely, nékdy na
prvni pohled velmi odlehlymi a nékdy velmi zvla$tnimi. Z tohoto hle-
diska se jevi geometrie Eukleidova a Lobadevského jako dva riizné
modely téze absolutni geometrie (o tom viz pozdéji).

Abychom lépe pochopili viechno to, co jsme dosud Fekli o axiomati-
saci, bude nejlépe uvést néjaky priklad, coz také v odst. 6 uc¢inime.
Nyn{ shrneme je§té v né€kolika poznamkach vyznam axiomatické me-
thody, zejména pro dnedni matematiku. )

Zaxiomatisovat rozvinutou klasickou disciplinu ma piedevsim uréity
didakticky vyznam, nebof tim se v discipliné zavadi systém a lepsi pre-
hled. Na druhé strané to prospiva daldimu rozvoji discipliny samé, ne-
bot se upfesni jeji logické zdklady. Rigorosnost logickych zikladi ne-
probiha béhem staleti stale po vzestupné linii, ale v uréitych vykyvech.
Jsou takov4 tdobi, kdy se hromadi novy a novy materiil, nové a nové
objevy, kdy se postupuje vpred jen zdravym odhadem, zatim co chybi
pevné logické zdklady. Proto se nékdy do leckterych detaili vloudf
i mylné pfedstavy. Piikladem takového idobi mize byt pro infinitesi-
malni podet 17. a 18. stoleti. Nato prichazi idobf, kdy se nahromadény
material pfezkoumdava, provadi se jeho revise a dodatedné se objasiiuje
logicka struktura mnohych, jinak spravnych theorif.
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Zaxiomatisovat nékterou matematickou disciplinu znamené proto
vidy velky krok vpied. Jednim z nejnovéjsich Gspéchi tohoto druhu
bylo zaxiomatisovani theorie pravdépodobnosti zasluhou sovétské
matematické 8koly, zejména pak A. N. Kolmogorova, jednoho z nej-
vétsich sovétskych matematiki. Timto zasahem byl podet pravdé-
podobnosti povy3en na skuteénou matematickou disciplinu, na kterou
pak bylo mozno aplikovat i ty duleZité partie matematiky, které pired
tim stily od poétu pravdépodobnosti stranou (na pf. theorii miry), a tak
z pivodni theorie hazardnich her, pouzivané z podatku pouze v theorii
vyrovnavani chyb a v pojistné matematice, staiva se dnes dilezity
néstroj matematické statistiky, theoretické fysiky a celé fady technic-
kych diseiplin.

Jestlize axiomatickd methoda, jez byla disledné propracovana te-
prve v nejnovéjsi dobé, se stava jednim z charakteristickych znak\
dne$ni matematiky, pak je pri¢inou a zirovenl i disledkem jednoho
dilezitého rysu moderni matematiky, totiZ tendence vic a vic zo-
beciiovat zdkladni pojmy i theorie. Starovéka matematika byla nau-
kou o éislech, veli¢inich a geometrickych utvarech nafeho nazorného
prostoru. Matematika 17. a 18. stoleti postavila ve formé funkcionilni
zavislosti na pfedni misto ideu plynulé zmény (vlivem fysiky) a v geo-
metrii si zadala viimat nejruznéjsich geometrickych pribuznosti (trans-
formaci). Dnesni matematika Se svymi mnoZinami, abstraktnimi pro-
story riznych dimensi a struktur, grupami, algebraickymi télesy atd.
uz rozhodné nezapadd do starych rimeci matematiky. Postupnym
zobeciiovanim dochazi matematika jak k novym, dosud neprobidanym
oblastem, tak také, a to je velice dileZité, k synthese jiZ existujicich
a na prvni pohled od sebe vzdélenych theorii. Odhaluje mezi nimi pa-
nujici souvislosti, abstrahuje jejich spoleéné jidro a propracovava je
dal v theorii, kterd zahrnuje ptvodni theorie jako speciilni piipady.
Je privé znakem axiomatické methody, Ze nim umoziiuje viimat si
vnitin{ stavby té které partie matematiky a neulpivat pouze na vnéj-
8ich formulacich.

5. MnoZiny. Pro nafe dalii vyklady bude vhodné seznamit se s poj-

mem mnofiny, ktery hraje dnes v matematice dileZitou tlohu. Je to
vlastné pojem patiici dologiky, takZe se ho v podstaté uziva jiz v elemen-
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tarni matematice, byt podvédomsé a pod jinymi nizvy, jako je soukrn,
soubor, mnoZstvi a pod.

MnoZinou rozumime souhrn uréitych véci, které nazyvame jejimi
prvky. Tak na p¥. kruZnice je mnoZina v3ech bodi, stejné vzdilenych
od jistého bodu; viechna &isla m takova, Ze m® + 2m?> — 5m — 6 = 0
tvoii mnoZinu, jeZ ma t¥i prvky, totiz éisla 2, —1, —3; mnozZina vSech
kladnych déliteld &isla 600 obsahuje 24 prvka (kterd jsou to &isla?).

MnoZina je uréena, jestlize o kazdé véci vime, zda do ni patii nebo
nepatii; stadi tedy vyjmenovat viechny jeji prvky (coZ Ize jen u mno-
%in 8 koneénym poétem prvki; obsahuje-li takovd mnoZina prvky
a, b, ¢, d, pak ji znadime, symbolicky {a, b, ¢, d}) nebo udat vlastnost,
kterou maji vSechny prvky mnoZiny a u% #4dné jiné; timto druhym
zpisobem jsou na pf. uréeny tyto mnoZiny: mnoZina vSech pFirozenych
éisel od 1 do 2000; mnozZina vSech bodu prostoru, majicich od dané
primky stejnou vzdalenost. Kazdou mnozinu povaZzujeme jejimi prvky
za jednoznaéné uréenou. KdyZ néjakd véc oznadend pismenem a je
prvkem mnoziny A, pak to piSeme symbolicky @ € A. KdyZ dvé mno-
%iny A, B maji tytéZ prvky (¢ili kdyZ pro kazdé a € A platf také a ¢ B
a kdy% pro kazdé a € B platf také a ¢ A), pak je nazyvame identickymi,
symbolicky A = B. V opaéném piipadé fikame, Ze jsou rézné, A + B.

Mnozinu A nazyvime édst{ mnoziny B nebo také podmnoinou mno-
Ziny B (resp. v mnoziné B), jestliZe pro kazdé a ¢ A plati také a € B.
Symbolicky to piSeme A C B nebo B D A. Nékdy misto podmnozina
fikéme také tFida. Je-li na pf. A mnozina vSech é&fsel iracionalnich a B
mnoZina v8ech ¢fsel komplexnich, pak je jisté A C B; obsahuje-li mno-
n
k
Vztah oznaceny symbolem C nazyvime vzlahem inkluse. Podle toho jak
jsme ho zavedli je zfejmé, 7e at je A jakakoli mnoZina, plati vidy
A C A. Dale je patrno, Ze je-li A C B a soudasné B C C, pak je vidy také
A C C. Jestlize je souasné AC B a B C A, pak snadno zjistime podle
toho jak jsme zavedli vztahy C a =, Ze je A = B.

- Soultem mnozin A, B rozumime mnozinu vSech prvki, které patii
alespoii do jedné z nich, neboli nizorng, je to mnoZina sklidajici se
z prvkd obou mnoZin ziroveii. Soudet mnozin A, B zna¢ime A + B
nebo B 4- A. Je-li A= {a,b,¢c,d} a B= {c,d,e, [}, pak A+ B =

zina A n prvki, pak v mnoZiné A existuje ( ) podmnoZin o k prvefch.
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= {a, b, ¢,d, ¢, f}. Necht si étenat promysli, Ze pro jakékoli mnoZiny
A, B, C plati na piiklad: A+ A=A, A+ B)+ C=A+ (B + C);
je-li AC B, pak také A4+ CC B + C.

Primtkem mnozin A, B rozumime mnoZinu vech prvki, které patii
do obou mnozin soud¢asnsé, ¢ili mnoZinu viech prvki spoleénych obéma
mnozindm. Prinik mnoZin A, B znadime symbolicky AB nebo BA.
Je-li na pf. A mnozina viech nasobkii ¢isla 2 a B mnozina viech ndsobkt
¢isla 3, pak AB je mnozina v8ech ndsobki &isla 6. Je ziejmé, Ze prinik
AB je vidy podmnozZinou kazdé z mnoZin A, B.

Nékdy se mize stat, Ze dvé mnoZiny nemaji Zadny prvek spoleény.
Abychom i u takovych mnozin mohli mluvit o priniku, zavidime
t. zv. prdzdnou mnofinu, ktera tedy nemda Zidny prvek. Protoze je
jenom jedna prazdnd mnoZina (mnoZina je totiz svymi prvky jedno-
znaéné uréena), budeme ji vidy znaéit O. Je-li tedy na pf. P mnozina
viech bodi pfimky p a Q mnoZina v8ech bodid pfimky q a pfimky p, g
jsou mimobéiné, pak PQ = O. O mnozinich, které nemaji spoleéné
prvky éili maji prazdny prunik, ifikdme, Ze jsou disjunkini. At je A jaka-
koli mnozina (tfeba i prazdnd), je vidy O C A. Dile snadno zjistime, Ze
A+ O=A; AO= 0. Prizdna mnoZina je zahrnuta i mezi mnozinami,
jeZ jsou urdeny spoleénou vlastnosti jejich prvkia. Tak na piiklad mno-
Zina vSech &isel, kterd jsou soutasné vétsi nez 2 a mensi nez 1, je mnozi-
na prazdna. Podobné i mnozina viech bodu prostoru majicich od kaz-
dého ze tif danych bodu lezicich na piimce stejnou vzdéilenost je
prazdna.

6. Ukdzka axiomatisace: uspofddini mnoZiny. Abychom se blize
sezndmili s axiommatickou methodou, ukdZeme nyni, jak se axiomaticky
zavadi pojem wuspordddni mnofiny. Tento pfiklad volime proto, Ze je
jednoduchy a protoZe pojem uspofadani je dilezity, nebof se s nim
v matematice setkdvime na kazdém kroku a v geometrii patf{ mezi
nejzakladnéjsf pojmy. Budeme ho potiebovat také béhem naeho vy-
kladu geometrie a tento odstavec miZe k tomu proto slouZit jako pfi-
prava. N

Pojem uspofidani je zcela ndzorny. Je v ném zahrnuto na pt. srov-
navéni &sel podle velikosti, orientace piimky a vibec jakékoli fadéni
podle vztahi. men&i — vé&t&i, vpravo — vlevo, nahofe — dole a pod.
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Uvidime, Ze v jistém smyslu sem patii také délitelnost celych &isel a
mnozZinovj inkluse.

Pii axiomatickém zavadéni pojmu uspofiddani zvolime za primitivni
pojmy mnofinu M a dvojélennou relaci R, t. j. pravidlo, které udavi,
zda mezi dvéma prvky z M relace R platf nebo neplati. Ze mezi prvky
a, b ¢ M™) plati vztah R budeme symbolicky psit a R b.

O mno¥iné M budeme Hkat, %e je relaci B uspofdddna, nebo kratéeji,
Ze je usporddanou mnoZinou, jestlize budou splnény axiomy:

1. Pro ka#dé dva prvky a, b € M plati pravé jeden ze vztahi
a=0>b, aRb, bRalb)
2. a,b,ceM, aRb, bRc=aRc.?

O relaci, ktera spliiuje axiom 1, fikame, Ze je vzhledem k mnoziné M
trichotomickd, a o relaci, ktera spliiuje axiom 2, Ze je transitivni.

Relaci, kterd spliluje axiomy 1 a 2, budeme nazyvat také kratce
uspofadanim.

Nyni uvedeme nékolik konkretnich interpretaci (modelt) pojmu
uspofadani (pfesvédéte se sami o tom, Ze jsou splnény axiomy 1 a 2):
1. Za mnozinu M vezméme mnoZinu v3ech reilnych éisel a za relaci R
vztah < (vétdi, mendi). 2. M budiz mnoZina viech bodi na piimce a re-
lace R vztah ,leZi napravo®. 3. M budiZ mnoZina viech bodi roviny, pfi
Gemzrelace R je zavedena takto: @ B bresp. b R a znamend, Ze vzddle-
nost bodi a a m je mendi resp. vétsi nez vzddlenost bodé b a m, kde m je
urdity pevny bod nadf roviny. Bude-li tedy vzdilenost am stejni jako
bm, pak v naSem modelu bude podle axiomu 1 a = b. 4. M budiZ mno-

7s) Misto ,,a e M a soudasné b e M* piSeme krétce ,,a, be M“. Podobny vyznam
ma ,a, b, ceM-.

8) Slivko prdvé mé v matematice zvlaStni vyznam: prdvé dvé pfimky zna-
mena totéZ jako alespori dvé pFimky a soulasné nejvyse dvé pfimky. Ve starsf
terminologii by se misto prdvé jeden ze vztahi feklo jeden a jen jeden vztah.

*) Symool,,p =>q** éteme obvykle,,kdyz plati p, pak platt také q. Presnd vzato
je viak =>3symbol pro logickou implikact. Jsou-li p a ¢ dva vyroky, pak ,,p =>¢**
znamena, Ze ,,vyrok p implikuje vyrok ¢, coZ ma tento vyznam: ze &tyf moZ-
nostf, jeZ se navzijem vyluéuji, totiZ [1] p plati, q plati; (2] p neplati, q neplati;
{3] p neplatl, q plati; (4] p plati, qneplatt, nastane nékterd z prvych tii. Jsou-li
P1» Pe» q tii vyroky, pak ,,p;, p, =>¢q'* znamena, Ze ,,s0ucasnd platnost vyroku p,
a py, wmplikuje vyrok q*‘. — Symbol ,,p <>¢* znamend totéZ, jako ,,p =>¢
a soulasné g =>p** &ili <> je symbol pro logickou ekvivalenci.
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Zina v8ech mocnin é&isla 3 (s celymi kladnymi exponenty) a relace R
vztah ,,je pravim délitelem*’. P¥i tom ,,a je pravym délitelem b*‘ znamena
totéz jako ,,¢islo a je délitelem &isla b, pFi demZ a =+ b“.

Relace miZze mit obecné je3té jiné vlastnosti nez je trichotomie a
transitivnost. Z nich dilezité jsou reflexivnost a symetrie. Relace R je
reflexivni, jestlize pro kazdé a ¢ M plati a Ra. Relace R je symetricka,
jestlize kdykoliv je a Rb je také b Ra. Uvedeme piiklady takovych
relaci. Reflexivni, transitivni a nesymetrickou relaci n4m predstavuje
na pf. vztah < na mno#iné redlnych &isel nebo vztah ,,je délitelem’* na
mnoziné vSech mocnin ¢isla 3. Relaci reflexivni, transitivni a sy-
metrickou je na pf. znamy vztah rovnosti (=). Pfikladem mno-
Ziny s netrichotomickou relaci mitZe byt mnoZina M v3ech ¢isti ne-
prazdné mnoziny A spolu se vztahem inkluse. V M mohou totiz existo-
vat prvky, jez jsou disjunkinimi édstmi mnoziny A, takZze mezi nimi ne-
plati ani vztah C ani D. Jinym pfikladem muiZe byt mnoZina v3ech
pfirozenych éisel spolu se vztahem ,,je délitelem', nebof na pf. mezi
dvéma riznymi prvocisly neni tento vztah nikdy spinén.

O relaci uspofadani, t. j. o relaci R, ktera je trichotomicka i transi-
tivni, plati véak ndsledujici véty, jak se d4 z axiomd 1 a 2 snadno
dokazat:

3. Relace R neni reflexivni.
4. Relace R neni symetrickd.
6. KaZdé dva rizné prvky a,b ¢ M jsou v relaci, t. j. je vidy bud
a Rb nebo b Ra.
6. Zavedeme-li pomoci R relaci S tak, Ze je a S b kdykoli je b Ra,
pak relace S je uspordddnim.
K dikazu véty 6 si staéi uvédomit, Ze z toho, Ze R spliiuje axiom 1
Plyne, Ze i S spliiuje axiom 1. Abychom dokazali, Ze S spliiuje axiom 2
vezméme takové prvky a,b,ce M, Ze je a Sb, b Sc. Potom je ale
také b Ra, c Rb, a protoze R je transitivni, je ¢ R a. Podle definice
relace S je ale také a S ¢, coz jsme méli dokizat. Pravé definované
uspofadan{ S se nazyva inversni k R a fasto se znaéf symbolem R*.
Je zfejmé, Ze uspofadani inversni k B* je opét K.

Nyni se budeme bliZze zabyvat vétami 3,4,5. Lze se totiZ snadno

presvddéit, Ze misto tvrzeni 1 a 2 miZeme vzit za axiomy tvrzeni
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5, 3 a 2, protoZe viechno, co lze odvodit (i to, co jsme dosud je$té
neodvodili) z 1 a 2, lze také odvodit z 5, 3 a 2. To plyne odtud, Ze sama
tvrzeni 1, 2 1ze z 5, 3 a 2 odvodit.

O tvrzeni 2 je to trividlni, protoZze je v obou systémech obsaZeno.
Zbyva to tedy dokazat o tvrzeni 1. Nejdiive dokdZeme tu Gast, kterd
tikd, Ze pro kazdé dva prvky a, b plati alespori jeden z piipadd a = b,
a Rb, b Ra.Vezméme libovolné prvky a, b € M. Je-li a = b,neni jiz co
dokazovat. Je-li @ + b, pak podle tvrzeni 5 je bud @ Rbnebo b Ra a tim
jsme hotovi. DokédZeme nyni druhou éast tvrzeni 1, Ze totiZ plati nej-
vyde jeden z pfipadd a=0b, a B b, b Ra. Kdyby platil ziroveti prvni
a druhy, mohli bychom v @ Rb ,,dosadit* za b prvek a, takZe by bylo
a Ra, coz je ve sporu s 3. Zcela tak se dokaze, Ze nemiize platit zaroveni
prvni a tieti pfipad. Koneéné ani druhy a tfeti nemohou zaroveii platit,
protoZe potom by podle 2 bylo a Ra, coz by bylo opét ve sporu s 3.
Tim je cely dikaz hotov.

Poznamenejme jesté, Ze tvrzeni 3 jsme potfebovali pouze k dikazu
druhé éasti tvrzeni 1. V tomto misté dikazu lze vSak misto tvrzeni 3
uzit také tvrzeni 4. Nebot kdyby platil ziroveil prvni a druhy z disku-
tovanych pifpadi, pak bychom v @ R b mohli nalevo ,,dosadit’‘ za a
a napravo za b podle vztahu @ = b, éimZ bychom dostali, Ze platf také
b R a, coz by bylo ve sporu s tvrzenim 4. Podobné, kdyby platil prvn{
a tieti pripad. Vzhledem k tvrzenf 4 je bezprostfedné patrno, Ze ne-
muze platit ani druhy ani tieti pripad.

Vidime tedy, Ze i tvrzeni 5, 4 a 2 1ze vzit jako axiomy a t{m doché-
zime ke tfem ridznym aziomatisacim pojmu uspoiadani. Viechny tfi
maji tytéZ primitivni pojmy a lidf se jen v axiomech. Prvni ma za
axiomy tvrzen{ 1 a 2, druha tvrzeni 5, 3 a 2, treti 5, 4 a 2.

Axiomaticky vyklad o uspofidéni lze podat také pomoci axiomatic-
kého systému, ktery vychazi z jinyjch primstivnich pojmi. Takovy vy-
klad pomoci jiného axiomatického systému si také nyn{ skuteéné pro-
vedeme. Za tim ulelem se jesté v dosavadni axiomatice (stvrzenimi
1 a 2 jako axiomy) seznamime s jednim novym pojmem.

Méjme opét nadi mnozinu M a predpoklidejme, Ze je relaci R uspo-
Fadéna. Pomoci R zavedeme nyni notou relaci mezi prvky mnoZiny M,
tentokrate trojélennou, t. j. tykajici se ¢ prvki, kterou budeme znadit u.
Jsou-li prvky a, b, ¢ (v tomto pofadi{) v relaci x4, budeme to symbolicky
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psat u(abe). Relace u bude definovana tak, Ze
ulabe) < aRbRc nebo cRbRa.?)

Orelaci 4 mezi prvky a, b, ¢ miZeme tedy mluvit, jen kdyz tyto prvky
jsou viecky razné. Podle interpretaci relace R je vidét, Ze relace p je
abstrakce znimého vztahu ,,mezi*“. Podivejme se nyni na nékteré
vlastnosti tohoto vztahu.

7. u(abe) = u(cba).
Tato vlastnost plyne pfimo z definice vztahu u.

8. Jsou-li a,b,c tfi razné prvky z M, pak nastdvd prdavé jeden

z pripadd p(abe), u(bea), u(cab).

Bezprostfednim dusledkem véty 5 je, Ze nastava aspori jeden z téchto
ti pfipadi. Zbyva tedy dokazat, Ze nastava nejvide jeden z téchto
piipadi. Nejdfive dokdZeme, Ze nemiize souc¢asné byt u(abc), u(bea).
Za predpokladu, Ze oba tyto vztahy plati, odvodime spor. Rozezna-
vejme dva piipady podle toho, co znamena u(abc). Necht nejdiive
ul(abe) <> a Rb Rc. Jestlize u(bca) < b R c R a,pak podle véty 2 je
a R a, coZ je spor, a jestliZze u(bca) <= a R c R b, pak podle véty 2 je
b R b, coz je spor. Budiz nynf u(abc) < ¢ B b R a. Potom i ptedpoklad
u(bca) < b Rc R aipfedpoklad u(bca) <= a Rc R b vede kesporu.
Ve vSech pripadech dostavame spor. Stejnym zpisobem se dokaze, Ze
ze zminénych ti{ pfipadi nemtZe soudasné nastat ani prvni s tfetim,
ani druhy s tfetim.

Dalsi vlastnosti relace 4 uvedeme bez dikazu.

9. u(abc), u(bed) = u(abd).

10. u(abc), u(abd), ¢ = d = u(bed) nebo p(bde).
Tyto véty vyjadfuji nazorné vlastnosti vztahu ,,mezi* pro skupinu
¢tyt boda na piimece.

Nyni se da dokdzat toto: jestliZe se relace u poloZi jako primitivnd
pojem a jestlize se bude pfedpokliadat, Ze vzhledem k mnozZiné M
spliiuje tvrzend 7, 8, 9 a 10 vzatd za axiomy, pak se da pomoci u defino-
vat dvojélennd relace R o niZ se z vét 7,8,9a 10 dokaZe, Ze spliiuje
tvrzenf 1 a 2. Definovat relaci R pomoci y 1ze velmi nazorné na pfiklad
timto zpisobem:

10) Misto ,,aRba soudgsné bR c" piBeme zde krétce ,,.a Rb R c~.
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V mnoZiné€ M zvolime dva pevné prvky a, b a pro libovolné prvky
x,y €« M polozime z Ry, jestlize (viz obr. 1)

1. pfi u(zab) bude u(zya) nebo y = a nebo u(zay)

2. pfi x = a bude u(ayb) nebo y = b nebo u(aby)

3. pfi u(axb) bude p(azy)

4. plic=>budep(aby) 4 X g b _
5. pfi u(abx) bude u(bzy).

- < . ; ax N2
Jinym zpisobem, jak zavést 2 —O— =
pomoci relace y relaci B pro o x 5
usporddani, se budeme zaby- 3. —O——% o
vat v prvni kapitole naseho
vykladu geometrie, kde vét- 4, g % >
ina 11. odstavce bude v pod- )
staté vénovidna zavedeni &5 b J_ox__,(_
pojmu uspofidiani pomoci Obr. 1.
relace u.

Ve zbyvajici &asti tohoto odstavee uvedeme jesté nékteré zvlatni
vlastnosti uspofddané mnoZiny, o nichZz bude béhem naseho vykladu
geometrie Fe¢. Jde zejména o pojem spojitého uspordddni (spojitosts),
jehoZ vyznam pro geometrii bude bliZze probrin v odstaveci 13. Zby-
tek tohoto odstavce staéi proto ¢ist teprve souasné s odstavecem 13.

Viimneme-li si blize uspofddané mnozZiny raciondlnich nebo redlnych
¢isel nebo bodid na pfimce, pak snadno nahlédneme, ze maji nasledu-
jici vlastnost:

11. Ke kazdym dvéma prokiam a, b ¢ M existuje vidy prvek c e M

takovy, Ze je ulach) ¢ili Ze je bud a Rc Rb nebo b Rc Ra.

Uspofddand mnoZina, kterd vyhovuje tvrzeni 11 se nazyva husté
usporddanou mnoZinou. P tom tvrzeni 11 je na axiomech 1,2 (nebo
5, 3, 2 resp. 5, 4, 2, které jsou s 1, 2 ekvivalentni) nezdvislé, t. j. ned4 se
z nich dokazat, jak ukazuje pfiklad mnoZiny pfirozenych &isel s uspo-
fidanim ,,vét3i — men3i‘, které spliiuje tvrzeni 1, 2, nikoli v3ak
tvrzeni 11. Toto tvrzeni musi proto byt pojimano jako dalsi axiom.

Z formulace tohoto axiomu je vidét, Ze kazd4d husté usporadand mno-
Zina mi nekone&né mnoho prvku,
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Nyni pfistoupime k pojmu spojitého uspordddni. Za tim ucelem za-
vedeme pojem Fezu (kterému se Casto také ikd Dedekindiv Fez):

JestliZe rozdélime véechny proky husté uspofddané mnofiny M do dvou
neprdzdnijch tiid, oznadenijch S, a S,, tak, Ze plati

a) tfidy S, a S, jsou disjunkini,
b) kaZdy prvek z M ndlez{ alespori do jedné z obou tFid,
c) jsou-li a, b libovolné dva prvky z M, pro které jea € 8., b € S,, pak je
vidy a R b,
potom fezem mnoZiny M rozumime dvojici obou t¥id (S,, Sz).

Dfive neZ osvétlime pojem fezu na piikladé, uvedeme hned jesté na-
sledujici definici:

Rikdme, %e fez (S,, S;) mnofiny M je vytvoren prokem d e M nebo Ze d
je vytvoiujici prvek fezu, jestliZe pro kaZdé a + d, a €S, a pro kaZdé
b *+=d, beS, plati u(adb) (obé nerovnosti @ + d, b + d piSeme proto,
Ze se nestarame o to, zda prvek d patif do §, nebo S,, pfi ¢emz podle
vlastnosti b), uvedené v definici fezu, jisté nalezi jedné z obou t¥id).

Jinymi slovy bychom tedy mohli fici, Ze vytvorujici prvek d fezu
ma tu vlastnost, Ze viechny prvky « téze tiidy leif po téZe jeho strané,
t. j. pokud je z # d, plati stile B d nebo d R z, a to podle toho, je-li
x € §; nebo z € ;. Z vlastnosti ¢) uvedené v definici fezu plyne, Ze je-li
a prvek tiidy §,, pak kazdy prvek z € M, pro ktery je z R a, patii také
do §,. Podobné to plati pro §,.

Z toho, co jsme dosud fekli, je vidét, Zze kazdy prvek m husté uspo-
fadané mnoziny M vytvofuje jisty Ffez. Ten lze na pf. sestrojit
tak, Ze do t¥{dy S, ddme vS8echny prvky x mnoziny M, pro které je
z Rm, do §, viechny prvky y e M, pro které je m R y, a prvek m sam
dame bud do §, nebo §,. Na zdakladé tohoto faktu bychom mohli nyni{
vymyslet libovolny pofet pifkladi mnoZin s n&jakym Fezem.

D4 se snadno dokazat, Ze fez husté uspofadané mnoziny je vytvoren
nejvyde jednim prvkem. Z piedpokladu, ze by fez (S,, §,) mnoziny M
mél dva vytvorujici prvky d, % d, plyne totiZ spor, jak hned doka-
zeme. Predpokladejme pro uréitost, Ze je d, R d,. Protoze mnoZina M
je relaci R husté uspofddana, existuje prvek m ¢ M takovy, Ze je
u(d,md,) ¢ili ze je d, R m R d,. Prvek m nemiZe tedy néleZet ani do §,
ani do §, (kdyby totiZ nalezel do S,, pak by bylo m R d,, coz by bylo ve
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sporu se vztahem d, R m R d,, pravé tak jako predpoklad, Ze m nalezf
do §,). To vBak neni mozné, protoie (84, S,) je Tez a podle definice fezu
mus{ kazdy prvek z mnoziny M nalezet jedné z obou tiid §,, S,.
Vratme se jesté k definici fezu! JestliZe bychom pro usporadan{
mnoziny M méli misto relace R dinu relaei 4 (jako tomu tak bude v na-
Sem vykladu geometrie), je vhodné podminku c¢) v definici fezu nahra-
dit touto s nf ekvivalentn{ podminkou: '

c’) jsou-li a, b, libovolné dva proky z S,, pak vechny proky x « M,

pro které je u(a,xb,), patii také do S, a podobné je-li a,, b, € S,, pak pro
vdechna x € M, pro kterd je u(a,xb,), je také x € S;.

Dikaz ekvivalence podminek ¢) a ¢’) nenf slozity a proto ho jen na-
znadime. Ze z c¢) plyne ¢’) se dokéZe na zdkladé transitivnosti relace pro
usporadani. K tomu, aby se z ¢’) odvodilo c) sta¢i dokazat, Ze kdyz je
a, b, €S, aa,, b, €S, a pii tom a, R a,, pak je také b, B b,. To se ale
snadno dokaZe sporem pomoci transitivnosti relace E.

Zatim co kazdy prvek mnoZiny M je vytvofujicim prvkem jistého
fezu, opak vidy neplati: nékdy husté uspofiddand mnoZina M pfi-
pousdti takovy Fez, Ze k nému Zidny vytvoiujfcf prvek neexistuje.

Uvedeme pifklad: vezmeme mnoZinu v8ech raciondlnich &fsel s ob-
vyklym uspofaddnim ,,vét8f — mensi‘‘ (ta je jisté husté uspoiiddina)
a fez utvofime takto: do tfidy S, ddme viechna &isla @, pro ktera je
a?* < 2, do tiidy §, vSechna ostatni ¢isla, coZ tedy znamena, Ze to bu-
dou ¢isla b, pro néz je 6% > 2 (racionalni éislo, jehoz druhd mocnina by
bylo &islo 2, neexistuje). Tento fez nemd vytvofujiciho prvku, nebot ne-
existuje racionalni ¢islo d tak, Ze by pro vSechna x ¢ §, (2 < 2) bylo
z < d a soucasné pro viechna y € S, (y > 2) bylo y > d.

Vidime proto, Ze nasledujici tvrzeni, totiZ

12. Ke kaZdému fezu husté uspofddané mnofiny existuje v této mno-

Ziné vytvofugici prvek
neplyne z axiomi 1, 2, 11 a proto miZe byt novym axiomem. MnoZina M
se nazyva spojité usporddand, jestlize jeji uspofadani vyhovuje axiomim
11 a 12,

Na zavér se jesté zminime o supremu a infimu mnoZiny. Jestlize
prvek d e M je vytvofujici prvek fezu (S,, §,) mnoziny M, potom m4
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vzhledem k mnoZiné S, (pro S, by to platilo analogicky) tyto vlast-
nosti: .
a) pro katdy prvek x ¢ S, plati bud z Rd mebo xz = d,
b) je-li &’ € M, d’'Rd, pak pro x ¢S, neni vidy spinéno, e bud
xRd nebox = d', to je, v S, existuje alespori jeden prvek x’ tak, Ze je
dRzx.
Vezmeme-li nyni jakoukoli mnofinu N C M, k ni% existuje prvek
d e Msvlastnostmia), b) pravé uvedenymi (kde misto S, by se psalo N),
potom prvek d se nazyva supremum mnofiny N. Analogicky se definuje
snfimum mnoZiny N. Supremum resp. infimum mnoziny je jakési zobec-
néni pojmu nejvétsiho resp. nejmensiho prvku. Nejvétsi prvek neboli
mazimum mnoziny N je totiz takovy prvek m e N, Ze pro v3echny
prvky z e N, z + m plati £ R m. Obdobni bude definice nejmensiho
prvku neboli minima mnoziny N. Zatim co u mnoZin s koneénym po-
étem prvki existuje vidy maximum a minimum, nemusi tomu tak byt
u mnoZin s nekoneéné mnoha prvky, i kdyZ jsou omezené (mnoZina
N C M je omezend, jestlize existuji prvky k, I ¢ M tak, Ze pro vSechny
prvky z e N plati k Rz R1), jak ukazuje piiklad mnoZiny A é&fsel
+ %, %, ..., obecné L, kterd nemd minimum. Je-li viak mnoZina M,
z nfZz N bylo vzato, spojité uspofidana a pfi tom mnozina N + O je
omezend, pak vidy existuje supremum a infimum mnoziny N. Dikaz
tohoto tvrzeni, kterého ostatné k nafemu vykladu geometrie nepotie-
bujeme, je celkem snadny: na mnoziné M utvoiime fez (Z,, Z,) tak, Ze
do tfidy Z, ddme kaZdy prvek z e N spolu se viemi prvky y ¢ M, pro
néZ plati y Rz, a do Z, dime prvky zbyvajici. Bez obtiZf si lze podle
definice fezu ovéfit, Ze (Z,, Z,) je opravdu fez mnoZiny M, a proto podle
axiomu 11 existuje vytvorujicf prvek tohoto Fezu. Tento prvek je
supremum mnoZiny N, jak se miZzeme snadno podle definice suprema
presvéddit. Analogicky probfhd ditkaz pro infimum.

JestliZe mnoZina N mi maximum, pak zfejmé m4 také supremum,
a to pravé toto maximum. Podobné to platf pro infimum a minimum.
NaSe mnoZina A mé supremum 1, jeZ je souasné maximem, naproti
tomu nema minimum. M4 v3ak infimum, a to éfslo 0.

7. Geometrie a axiomatika. Na jiném misté jsme jiz pfipomnéli, Ze
Eukleides se prvni pokusil pfesné logicky vyloZit urdité partie mate-
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matiky, mezi nimi také geometrii. Rekli jsme oviem také, Ze jeho pokus
neni plné uspokojivy a ani nemohl byt jinaéi vzhledem ke stavu roz-
voje fecké matematiky. Poznamenali jsme pFitom, Ze dasledné zaxio-
matisovani geometrie je dilem teprve 19. a 20. stoleti. V tomto para-
grafu se pokusime struéné shrnout charakteristiky jednotlivych axio-
matickych systémi, jeZ vznikly v posledni dobé.

Axiomatisace spotiva, jak jsme si jiZ Tekli, jednak ve stanoveni né-
kterych pojmi jakoZto pojmiu primitivnich, jednak ve vybéru nékte-
rych tvrzeni za axiomy.

Prvni novodobé pokusy o axiomatisaci geometrie braly za primitivni
pojmy pojem bodu a pojem vzddlenosti & shodnosti (nebo také v odvo-
zené formé pojem kruinice a koule). Tak na pfiklad o Leibnizovi je
zndmo, Ze se touto cestou pokousel (1679) definovat linearni geometric-
ké Gtvary: rovinu jakoZto mnoZinu viech bodu (jako geometrické misto
bodu), stejné vzdalenych od dvou pevnych bodi, a piimku jako pra-
se¢nici dvou rovin nebo také jako mnoZinu viech bodu stejné vzdaile-
nych od tfi boda nelezicich v pfimee. Podobnym zpisobem zavadéli
rovinu a pfimku F. Bolyai a Lobaéevskij: rovinu jakozto mnozinu
viech bodi spoleénych vidy dvéma koulim téhoZ poloméru, opisova-
nych stile kolem tychz dvou stfedd, a pfimku jakoZto mnoZinu viech
bodt spolednych vidy dvéma kruznicim téhoZ poloméru, opisovanym
v téze roviné stile kolem tychz dvou stfedd. Také Lobacevského sou-
¢asnfk, francouzsky matematik A. Cauchy, se pokousel na zikladé
pojmu bodu a vzdalenosti definovat ponékud jinym zpiisobem piHmku
a tovinu. Pfimku uréenou body 4, B definoval jako mnoZinu véech
bodi X takovych, Ze neexistuje v prostoru jiny bod X’ té vlastnosti,
Ze-by bylo soudasné XA = X'A, XB = X'B (symbol X4 = X'A4 zde
znamend, ze Gsetka XA je shodnd s tsedkou X’4 ¢ili ze body X a 4
maji touz vzdilenost jako body X' a 4). Podle toho definoval analogic-
ky rovinu ABC jako mnozinu bodu X takovych, ze v prostoru ne-
exictuje jiny bod X', pro ktery by bylo X4 = X'A, XB= X'B,
XC=X'C.

Vidime tedy, Ze s riznych stran, a to jiz dost brzy, byly ¢in&ny po-
kusy budovat geometrii na zdkladé pojmu vzdalenosti, avSak disledn4
axiomatika pomoci tohoto primitivniho pojmu tehdy nebyla vybudo-
vana. K tomu bylo nutno provést nejdrive logicky rozbor pojmu shod-
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nosti i celé fady pojmi jinych, které se na shodnost pievést nedaji.
Mezi takové patii na pfiklad pojmy tykajici se usporfdddni bodd na
pEimee a rozmistén? bodi v roviné nebo v prostoru, totiz pojmy jako
usecka, polopfimka, polorovina, vztah ,,mezi, vnit¥ek trojithelnika
atd. Po prvé na né upozornil M. Pasch a provedl jejich rozbor. On to
také byl, ktery vlastné prvni podal dislednou axiomatisaci geometrie
(1882). Za primitivni pojmy zvolil bod, tsefku, omezenou édst roviny
(Flichenstiick) a vztah shodnosti. Italsky matematik Peano pozdéji
ukdzal, Ze v Paschové systému lze vypustit primitivni pojem ,,omezena
¢ast roviny*, protoZe ho lze definovat na zaklad& pojmu tsedky. Jesté
0 néco pozdéji ameriéti matematikové Moore (1902) a Veblen (1904)
nahradili pojem dsedky vztahem ,,mezi, tak jak jsme o ném mluvili
v odstavci 6. Je zfejmé, Ze vyrok ,,bod C lezf na Gseéce AB* je tyZ jako
Yyrok ,,bod C lezi mezi body 4 a B.*

Samotnym pojmem shodnosti (Gsecek a uhli) se vedle zminéného jiz
Pasche zabyvali také italsti matematikové Veronese (1891) a Pieri
(1899). Veronese ve své axiomatice bere za primitivni pojmy vedle
bodu, pfimky a uspofdddni jests shodnost dsedek. Shodnost thlu zavadi
definitoricky na zdkladé shodnosti tseéek. Ponékud jinym zpiisobem
postupuje Pieri. Za primitivni pojem klade misto pojmu shodnosti po-
jem pohybu: pii tom se Fekne, Ze Gtvar V lze pohybem pievést v utvar W,
jestlize Ize mezi prvky Gtvaru V a utvaru W (t. j. na pf. mezi body,
z nichZ se V resp. W skliada) uréit jednoznaéné prifazeni, které splituje
jisté axiomy. Shodnost se pak zavadi definitoricky tak, Ze dvé usecky
‘tesp. dva uhly jsou shodné v tom a jen v tom pripadé, jestliZe je lze
v sebe pfevést pohybem. Z pojmu pohybu lze také odvodit na pf.
pojem piimky AB: je to mnoZina v3ech bodd, které zistavaji nezméné-
ny v8emi pohyby, které nechavaji nezménény soucasné bod 4 i bod B.

Pomoci pojmi pohybu, bodu a vzdalenosti (jakozto redlného ¢&isla
piifazeného dvojici bodt), vzatych za pojmy primitivni, odvodil celou
geometrii rusky matematik V. F. Kagan (1902) a podobné Italové
Peano (1902) a Levi (1904) a Anglidan Coolidge (1909). JestliZe vzdale-
nost bodi M, N je oznadena symbolem o(MN), potom Coolidge defi-
nuje pfimku urdenou body 4, B jako mnozZinu, do niZ pat¥i véechny
body X, pro né% je o(AB) = o(AX) + o(XB) (jez tvor{ tsedku AB),
dale viechny body X, pro néz je o(4X) = g(4AB) + o(BX) (ty tvori
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prodlouZeni isedky A Bzabod B), a koneéné viechny body X, pro néz je
o(XB) = o(XA) + o(AB) (jez tvoif opaéné prodlouzeni useéky AB).

Zatim co dosud uvedeni matematikové definovali pomoci primitiv-
nich pojmu pfimku a rovinu jakoZto jisté mnoziny bodi, néktefi mate-
matikové polozili bod, pfimku a rovinu piimo jako pojmy primitivni.
Udinil tak na ptiklad italsky matematik F. Enriques (1898). Vedle
pojmi bod, pfimka, rovina je vSak nutno vzit jeité jako primitivni
pojem vztah mezi témito tvary, ktery je opisovan riznymi slovy, jako
na pf. bod lezi na pfimce, pfimka prochdzi bodem, pfimka spojuje dva
body, rovina proloZena pfimkou a bodem a pod. Zdalo by se, Ze zde jde
o vztahy razné, ale ukizalo se, Ze je zbytedéné je od sebe rozliovat a Ze
podstaté véci lépe odpovidd pojimat tyto vztahy jako vztah jediny.
Nejcastéji se mu pak dava nizev incidence, takze se ¥ikd ,,pfimka inci-
dentni s bodem*’, ,,bod incidentni s piimkou‘* atd.

Dilezitym piispévkem pro axiomatisaci geometrie byl rozbor pojmu
spojitosti, ktery hraje dilezitou roli jak v geometrii, tak v matematické
analyse (v infinitesimalnim poé¢tu). S pojmem spojitosti souvisi v geo-
metrii pfedstava souvislého oblouku éary, ktery se rozpadne na dvé
dasti vyjmutim jednoho bodu, nebo také piedstava patiici spie do
mechaniky, jako je plynuly pohyb bodu nebo plynulé oticeni. Pfeve-
denim pojmu takovéto spojitosti na aritmetické pojmy (na pojem
mnoziny a uspofadani, jak jsme o tom mluvili v odstavci 5 a 6) se
uspésné zabyvalo nékolik matematiki: K. Weierstrass, G. Cantor
(1871), R. Dedekind (1872). (V odstavei 6 jsme se ponékud dotkli
Dedekindova zavedeni pojmu spojitosti.) '

Z toho, co jsme dosud uvedli, je patrné, Ze rizni matematikové se za-
méfili vidy jen na urdity tsek geometrie, ktery se jim pak podafilo
.nélezité osvétlit a zaxiomatisovat. Takové podstatné ruzné useky
v axiomatisaci geometrie miZeme rozeznavat tfi: prvn{ se tykd inci-
dence, druhy rozmistén{ (uspofadani), t¥eti shodnosti.

Podat axiomatiku celé geometrie znamena nyni vybrat nilezité
axiomatiku kaZdého z onéch tfi iseki a vhodné tyto useky skloubit
v jeden celek. Pfi tom je mezi témito tfemi tseky takova souvislost, Ze
rozmisténi nelze studovat bez incidence a podobné shodnost bez roz-
misténi a incidence. Naproti tomu incidence muZe sama o sobé tvofit
sobéstaény celek, ktery se nemusi dovolavat jinych pojmi: obor inci-
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~ dence tvofi v geometrii jakousi kostru, axiomy jinych skupin ji vypl-
fiuji jiz jen daldimi vlastnostmi. KaZzda z geometrii jako je eukleidovska,
hyperbolicka, eliptickd nebo sféricka je dostateéné charakterisovina
jiz vlastnostmi jeji incidence. Vidyt i sdm axiom o rovnobézkéach pati
mezi axiomy incidence.

Spojeni zminénych tfi Gsekd v jedinou axiomatiku geometrie bylo
pfedmétem Gvah riznych matematikt. Velmi Gispé$né se tohoto tkolu
zhostil D. Hilbert, ktery ve spise Grundlagen der Geometrie z r. 1899
podal axiomatiku geometrie, kterd se pozdéji stala klasickou. Jeho
spis vysel postupné v nékolika vydanich, v nichZ byla pivodni axio-
matika jeSté o néco zjednodulena, takze dnes se Hilbertovy axioma-
tiky geometrie velmi hojné uziva. Také vyklad geometrie v nasi kniZce
je zaloZen v podstaté na Hilbertovych axiomech.

8. Pozndmka k dal¥imu vykladu. Forma, kterou se zapife matema-
ticky vyklad, mize byt velmi rozmanitd a je do uréité miry véei médy.
Jiny styl byl viity v 19. stoleti, jiny styl pfevladd dnes. Vieobecn&
vzato jsou moZny dva extrémy. Prvni zilezi v tom, Ze se vyklad i se
viemi nazornymi a heuristickymi poznidmkami podava v souvislém
celku a jen obéas jsou dilezita fakta shrnuta do vét. Druhy extrém by
se mohl nejlépe charakterisovat slovy ,,definice, véta, dikaz‘‘. Misto
plynulého ni¢im nepferusovaného vykladu se zde objevuje vyklad roz-
trhany na drobné celky: z poc¢atku jsou to prisluiné definice a axiomy
a pak stiidaveé znéni vét a jejich dukazy, pfipadné dalsi definice, v3e
to bez zbyteénych slov a v pokud mozno nejpresnéjsi formulaci.

V souc¢asné dobé je patrna tendence k extrému druhému. Tato forma
mé pFed prvni tu nesmirnou vyhodu, Ze je pfehledna, Ze véechny pied-
poklady jednotlivych Gsudkd jsou vidy pfresné uvedeny, coz pfi zpa-
sobu prvnim je nutno mnohdy zpatky hledat v textu; dalsi jeji vyho-
dou je struc¢nost. Jeji nevyhodou je, Ze studium takto podaného vy-
kladu je trochu obtiZnéjsi, protoZe vyZaduje u étenafe vétsi samostat-
noss. Spravny vyklad ma byt totiz takovy, aby ¢tenat nebo posluchaé
v kazdém okamZiku v&dél, co se vlastné déld a za jakym cilem. Ex-
trémni vyklad formou ,,véta — dikaz* ma pravé tu potiZ, Ze ¢tenaki
neni jen tak beze vieho patrno, pro¢ véty za sebou nisleduji pravé
v uvedeném poradi. Vidi sice, Ze véty za sebou nasleduji tak, Ze diikaz

40



%4dné z nich se nedovoliva vét uvedenych aZ po ni, pfitom mu ale po-
Fadf pfipada dost umélé. Ve skuteénosti je to tak, Ze ten, kdo takovy
vyklad psal, nevypisoval hned véty za sebou v pofadi, jak jsou nakonec
sepsdny, nybrz jejich vycet postupné dopliioval. Na p¥iklad v uréitém
paragrafu bylo nutno dokizat dvé véty fundamentaln{ dileZitosti. P¥i
promyéleni jejich dikazu se ukédzalo, Ze by dikaz byl snadny, kdyby
se nejdiive dokdzala véta pomocného charakteru.K ditkazu této po-
mocné véty se tfeba opét ukdzalo vhodné odvodit jesté nékolik pomoc-
nych vét. A tak se takovymto zpisobem pozpatku tvofil sled vét, které
pak na sebe kriasné navazuji. Bylo by ovem moZné misto dikazu
hlavni véty, rozkouskovaného na pomocné véty, uvést tento dikaz
vacelku, i kdyZz by zabral nékolik stranek. Je viak 1épe kazdy krok iso-
lovat jako pomocnou vétu, a to jednak kvuli pfehlednosti, jednak
kvuli ekonomiénosti, protoze mnohy krok se v dikazech vét vysky-
tuje vicekrat, takZe pozdéji nemusf byt uz opakovan, ale lze ¥ici prosté
»,podle VETY 11,19 vime Ze...” a pod.

Je tedy nutno, aby étenaf pri studiu vykladu formou véta — dikaz
znal pfedem cestu, proc se od jedné véty pfechazi k druhé pravé v uve-
deném pofadi. To miiZe poznat na piiklad tak, Ze projde nejprve znéni
vét jak za sebou sleduji, zatim bez C¢teni dikazii. Autofi éasto po-
mahaji ¢tenaFi naznalit a zdivodnit smér daldi cesty rdznymi zpu-
soby: bud poznamkami, uvedenymi mezi jednotlivymi vétami, bud
tim, Ze se odlisi véty hlavni od pomoenych (na pf. tak, Ze se tyto oznadf
primo slovy ,,pomocnd véta‘‘ nebo nékdy feckym slovem ,,lemma‘’) a Ze
se bezprostfedni dusledky hlavnich v&t oznaéuji slovem ,,koroldr.
Nakonee je nutno poznamenat, Ze Zadny z obou zminénych extrému se
nikdy neobjevuje v ryzim tvaru, nybrz v miznych vzajemnych kombi-
nacich.

Vyklad geometrie v této knizce je podan formou véta — ditkaz. Pro
vétsf srozumitelnost je na zacatku kazdého odstavce petitem naznaden
jeho program i s upozornénim na hlavni véty, jimZ ostatni slouzi jako
véty razu spile pomocného.
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