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KAPITOLA II

DVOJI GEOMETRIE ROVINY

14. Neprotinajici se pFimky v roviné.

Na ptedchézejicich strankéch jsme se sezndmili se zékladnimi geometrickymi
pojmy, pii 8emZ jsme.se dosud nedotkli otdzky neprotinajicich se pfimek. Tim se
budeme zabyvat v tomto i piiStim odstavei. Svoje tivahy omezfme v obou od-
stavecich pouze na geometrii roviny.

Obr. 35.

DeriNicE. Dvé piimky, které maji spoleény bod (které se protinajf)
n—za:ij'rvéme riznobéZnyms (riznobéikami), v opaéném piipadé Fkame,
Ze to jsou piimky neprotinajici se nebo také neriznobéiné (nertzno-
bézky).

Pfi tom pfimky nertiznobézné lezi bud v roviné nebo nelezi. V prvém
piipadé Ffkame nékdy, Ze pfimky jsou rovnobéiné, v druhém mimo-
bézné. Nazvu ,,rovnobézné‘ budeme vsak pokud mozZno malo uzivat,
protoze se mu dava leckdy jesté jiny smysl, jak uvidime pozdéji.

Y_E'EA 14,1. V roviné existuji pfimky, které se neprotinaji.

Dtraz. Dvé piimky v roving, které maji spoleénou kolmici se ne-
protinaji, protoze jinak by bodem bylo moZno vést k pifimce dvé kol-
mice, coz odporuje VETE 12,21.

‘Vira 14,2. Body C a D budtef na riznijch strandch od piimky AB
a pfitom mecht & CAB = <& DBA. Pak se piimky CA a BD neproti-
naji.
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Doxaz. Kdyby se piimky BD a C4 (viz obr. 35) protly v bodé E,
pak v.trojihelniku A ABE by soudet Ghli pfi vrcholech 4 a B byl 2R,
coz nen{ podle VETY 12,28 moZné.

Ozvadent. Fakt, Ze na pfimkich p, ¢, r 1ze uréit body 4, B,C, D
tak, e p = AC, ¢ = BD, r = AB, p¥i ¢em? body C a D jsou na riz-
nych stranich od pHmky r a pFi tom < CAB= { DBA (resp.
X CAB 5= < DBA), budeme také kritce vyjadfovat tak, Ze soulet
vnitinich bl pFimek p a q s pFi¢kou r po jedné jeji strané je roven dvéma
pravym (resp. rizny od dvou pravych).?)

“VETA 14,3. V roviné lze kaZdym bodem mimo pFimku vést alespon jednu
s ni se neprotinajici pfimku.

DtYraz plyne z toho, Ze bodem muZeme k dané pfHmece vidy vést
kolmici, a z VETY 14,1.

Nynf vzniké otézka, 1ze-li bodern mimo pfimku (v roving, kterou bod a pfimka
urduji) vést k této piimee nertiznobéiku prdvé jednu nebo vice. O tom vSak nelze
rozhodnout na zdkladd dosud uvedenych axiomu, nebot pfipoust&ji jednak mo-
dely, ve kterych je zmin&né neriznob&Zka pravé jedna (takové jsou na pF.
MopELY 1 a 2, str. 43), jodnak modely, ve kterych takovych neraznobé&Zek lze
vést vice (nekoneénd mnoho). Uvedme pfiklad takového modelu.

MobkL 5. Vezmé&me obycejnou eukleidovskou rovinu a v nf n8jakou kruZnici k
(viz obr. 36). ,,Bodem*‘ naseho modelu rozum&jme nyni kaZdy bod uvnit¥ kruZ-
nice k, ,,pfimkou‘‘ kazdou tétivu této kruZnice (oviem bez koncovych bodu)
a ,,rovinou** cely vnitfek kruZnice.l#*) Ponechdme-li vztahum, incidence a mezi
smysl, jaky maji v oby&ejné rovinég, pak jsou zfejmé splnény dusledky axioma J
pro geometrii roviny a axiomy R, 1—5.

. Shodnost usefek zavedeme tak, Ze ,,useky* AB a A’B’ budou shodné, jestlize
Stveficebodd M, A, B, NaM’, A’, B, N’ (kde M, N resp. M’, N’ jsou prusediky
piimky AB resp. A’B’ 8 kruZnici & a kde potadf bodu v kaZdé étvefici odpovida
pfirozenému uspofddani bodi na pfimce) budou projektivni (viz obr. 36).
Z projektivnich vlastnosti étvefic boda plyne, Ze jsou splnény axiomy &, 1—3.
(O t&chto projektivnich vlastnostech viz na ptf. Jan Vojtéch: Geometrie projek-
tivni, JCMF, Praha 1932, str. 43—47 a str. 63.)

18) Vyrok vytiStény kursivou vzat doslova nema smysl, protoZe jsme neza-
vedli pojem uhlu dvou pfimek, nybrZ jen dhel polopiimek nebo polorovin. Uve-
deny vyrok ma tedy smysl pouze jako celek, a a¢koliv bychom se bez n&ho obesli,
uvadime ho proto, Ze se jim zjednodusi nase vyjadfovani. Zmin&ny vyrok se také
objevuje v klasické formulaci V. Eukleidova postuldtu (viz str. 16).

18s) Pnitfek kruinice je mnoZina viech bodu, které leZi uwvnitf kruinice, t. j.
takovych bodu, které maji od stfedu kruZnice vzdalenost menst nez je polomér
kruZnice. Body, které leZi na kruZnici, nele%f jiz tedy uvnit¥ kruZnice.
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Shodnost uhl zavedeme takto: mysleme si nejdfive polokouli, kterd ma kruZ-
niei k za kruZnici hlavnf (na pt. jako rovnik) — viz obr. 37. Je-li nyn{ v nadi ,,ro-
ving** dén ,,ithel“ < ABC, pak vedeme piimkami AB a BC roviny kolmé na
rovinu kruZnice %, které protnou povrch polokoule ve dvou polokruZnicich, které
majf spoleény bod B’. Uhlu < ABC ptitadime nyni thel tefen < A’B’C’ a dva
»ihly* & ABC a < DEF budeme povaZovat za.,,8hodné*, budou-li jim pfifa-
zené tihly & A’B’C’ & < D’E’F’ shodné v obvyklém smyslu. Pro takto defino-
vanou ,,shodnost Ghla* se da dokézat, ¥e jsou splnény axiomy &, 4—7.

Snadno se miifeme presvédéit, Ze
v tomto modelu lze ,,bodem* mimo
danou ,,pimku* vést k nf vice ,,ne-
raznob&%ek*‘ (viz obr. 38).

-

-Obr. 37. Obr. 38.

Uvedeny MopEL 5 bychom mohli zobecnit i pro ivahy prostorové, toti¥ tak,
%e bychom misto kruZnice vzali kouli a jeji vnitiek vzali za ,,prostor‘: a analo-
gicky podle MopELU 5 bychom definovali pojmy ,,bod*, ,,pfimka*, atd.

MobEL 5 se &asto nazyvéd modelem Beltrami-Kleinovym (n&kdy se také spo-
juje se jménem Cayleyho). Jak pozdéji uvidime, vystihuje tento model n&které
vyznaéné vlastnosti Lobadevského geometrie. Podobnych modeli existuje
ndkolik. Na tomto misté se sezndmime je3td se dvéma druhy modela Poincarého.
Abychom snédze pochopili jejich podstatu, seznimime se jeit$ s modelem polo-
kulovym.

MopEeL 8. Polokulovy model odvodime z modelu Beltrami-Kleinova takto:
plocha kulové je hlavni kruZnicf k rozd&lena na dvs &dsti. Jednu z nich bez bodu
na hlavni kruZnici k oznadme ® a budeme ji pojimat jako ,,rovinu‘. Body z ®
budou ,,body*‘ nesf ,,roviny*‘, polokruZnice na ®, jejichZ roviny jsou kolmsé k ro-
vin& hlavni kruZnice k, budeme pojimat jako ,,pfimky‘‘. Vztahy incidence, roz-
mfsténi & shodnosti pfeneseme na nadi rovinu kolmym promitanirn modelu
Beltrami-Kleinova na povrch polokoule (tak totiZ, Ze mezi priaméty budou defi-
nitoricky platit tytéZ vztahy jako mezi origindly).

MopEeL 7. Oba modely Poincarého vzniknou stfedovym promitnutim polo-
kulového modelu na uréitou rovinu (vlechno v Eukleidov® geometrii). V jednom
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se promité na rovinu « (viz obr. 39) kolmou k rovind = kruZnice k, pfi ¢emZ stied
promitan{ S je vzdalensjsf koncovy bod priméru kolmého na rovinu «. P¥i tomto
promitnuti se cely povrch polokoule zobrazi na otevi'enou polorovinul®) roviny o
urfené pruseénici{ p rovin « a =.
KazZdéd ,,pfimka‘* modelu je tedy
bud polopiimka kolmé na pimku
p, na které ma i pocatek (viz obr.
40), bud polokruZnice se stfedemn

/1
/
y A

Obr. 39. Obr. 40.

na pfimce p. Vztahy incidence, rozmistént a shodnosti miZeme pfevést z polo-
kulového modelu promitnutim. Snadno se presvddéime, e v pravé uvedeném
modelu lze ,,bodem*‘ 4 mimo,,piim-
ku* a vést k a vice neZ jednu ,,ne-
ruznobé&Zku' (viz obr. 40).

Obr. 42.

MopEeL 8. V druhém modelu Poincarého se promitéd polokulovy model do

18) Otevfend polorovina vznikne z poloroviny dfive ji% definované vynechdénim
bodu na hranici. Podobnd otevfend polopfimka vznikne z polopfimky vyneché-
nim podatku.
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roviny n kruZnice k z bodu, ktery je pélem ,,doplitkové* polokoule (obr. 41).
Je vid3t, %e pfi tommto promiténi se celd ,,rovina® promitd do vnitFku kruinice k,
pFi SemZ body uvniti kruZnice k jsou ,,body‘ nafeho modelu a ,,piimky** se zde
promitaji bud jako priméry, bud jako oblouky kruZnic (obr. 42), orthogondln{
ke kruZnici k. Také na tento model muZeme pfenést promitnutim pojmy inci-
dence, rozmisténi a shodnosti a také zde je ndzorn® viddt, Ze k ,,piimece** @ miZe
existovat vice ,neriznobs-
Zek‘ prochézejicich tym3Z
,s,bodem‘* A4 (obr. 42). Mo-
DELY 7 a 8 maji podobng
jako MopEL 5 také prostoro-
vou analogii. Zde ,,prosto-
rem‘ bude otevieny polo-
prostor (t. j. poloprostor bez
ohranidujici jej roviny) resp.
vnitfek koule, ,,pfimky‘ a
»roviny** budou pfislusné
é4sti kruZnic nebo povrchu
kouli (jeZ mohou nékdy piejit v piimky nebo roviny), jeZ jsou orthogonalni
k hranici poloprostoru resp. zdkladni koule.

Obr. 43.

DErFINICE. JestliZe bodem A lze k pfimce a, ktera bodem A nepro-
chazi, vést prdvé jednu nertiznobéiku, budeme fikat, Ze par elementt
A, a md viastnost I; 1ze-1i nertiznobézek vést vice, budeme Fikat, Ze ma
vlastnost I1.

- VEra 14,4. V roviné€ md kaZdy pdr elementd P, p prdvé jednu z vlast-
nosti I a 11.

Duxaz. Z piedchazejici véty je ziejmé, ze vlastnosti I a II vycerpa-
vajf vSechny moznosti: bodem P lze totiZz vést pfimku neprotinajfci p
bud jednu nebo jich lze vést vice.

A priori je myslitelné, Ze néktery par 4, a roviny méa vlastnost I a soudasnd
jiny pér vlastnost I1. Pokud bereme v ivahu jen axiomy incidence a rozmisténi,
muZe tomu tak skuteéns byt, jak ukazuje ndsledujici model.

MobEL 9. ,,Rovinou'‘ bude oteviena polorovina eukleidovské roviny,,,bodem**
bude kaZdy bod této poloroviny, ,,pfimkou‘ &¢ast piimky uvnitf poloroviny
(tedy bud oteviend polopfimka nebo celd piimka, viz obr. 43 a pozn. 18) na
str. 91). Vztahy ,,incidentni‘‘ a ,,mezi‘‘ budeme chépat ve smyslu eukleidovské
roviny, ve které je model konstruovin. Nyni je patrné, Ze nafe ,,rovina‘ bude
mit, pokud jde o incidenci a rozmisténi, tytéZ vlastnosti, jaké se daji pro rovinu
odvodit z axiomi § a R. Pfi tom ,,pfimka‘’, jeZ vznikla z pfimky rovnob&iné
8 hranicf poloroviny, bude mit s kazdym ,,bodem* vlastnost I (pfimka p’ na
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obr. 43) a ,,pfimka*, kterd vznikla z pfimky riznob&?né s hranicf, m4 s kaZdym
sbodem* vlastnost II (pfimka p”). .

* Okolnost, Ze n8ktery par v MODELU 9 mi vlastnost I a jiny vlastnost II, je
zplsobena tim, %e v tomto modelu nelze zavést vztah shodnosti tak, aby byl
splndn Archimedtv axiom. JestliZe viak naproti tomu v geometrii pfedpokla-
dame, Ze plati Archimediv axiom, potom kaZdé rovina je viédi vlastnostern I a I1
homogennd, t. j. vechny jejf pary maji budto vlastnost I nebo v8echny majf vlast-
nost II. Ukolem tohoto paragrafu je dokézat na zdklad® nafich axioma tako-
vouto homogennost roviny.

R P , B_A
\J P /rt—__
////
. / ]
P' P M Al a
Obr. 44. Obr. 45,

VETA 14,5. Plati-li vdechny dosud uvedené axiomy 5, R, S a md-li
jediny pdr P, p viastnost 1, pak tuto viastnost maji vdechny pdry ro-
viny Pp.

DUKaz.1?) Necht elementy P, p maji vlastnost I. Oznaéme P’ (viz
obr. 44) pruseéik p s kolmici vedenou k ni bodem P a budiZ p’ jedina
nertiznobézka, kterou lze bodem P vést k p (pfimka p’ je pak nutné
kolmé na PP’). Dikaz provedeme v nékolika krocich:

1. KaZdy pdr A, a, pro ktery plati Aa = Pp, md vlastnost 1. Oznaéi-
me-li totiz A’ (viz obr. 45) pruseéik piimky a s kolmici vedenou k nf
bodem A4 a je-li B & P bod pfimky 2’ a je-li bod B takovy,Ze <t BAA' =
= & RPP’, pak a a AB jsou neriiznobézné. Kdyby se totiZ protly
v bodé M, protinaly by se ptimky p a p’ v bodé N, kde NP’ = MA’.
Pravé tak je vidét, ze AB je jedina nertiznobézka bodem 4 s piimkou a.

2. KaZdy pdr A, a, pro ktery plati Aa < Pp, md vlastnost I. Budiz T'
vnitfn{ bod tisedky PP’ (viz obr. 46) a ST pifmka bodem 7', jez nenf
kolmé na PP’. P¥imky 8T a p se protinajf. Nebot je-li 8P piimka ve-

1%) Podle Baldus [1], str. 52.
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dend bodem P tak, ze je & §'PT = & STP’, pak §'P protina pimku
p, jelikoZ neni kolm4 na PP’ atovbods §’,a s pfimkou ST je neriizno-
bézns podle VETY 14,2. Podle R, 4 musf tedy ST protnout piimku p.

P S
P’ \P —p°

- |

|

g s

)

7 [ P ' ON
S P P S N
Obr. 46. Obr. 47.

Ze viech ptHmek prochazejicich bodem 7' je tedy pouze kolmice na TP’
nertiznobéZnd s pHimkou p, takZe pir 7', p mé vlastnost I. Zavér vyvo-
dime podobné jako v 1. éasti naseho ditkazu.

R
54 \\
£

Obr. 48.

3. Ka#dd kolmice na jednu z pri-
mek p, p’ je kolmd i na druhou a
praseéiky kolmic s obéma pFim-
kami maji konstanitn{ vzddlenost
(pfimky p a p’ jsou ekvidistanini).
Necht S’ 4 P’ je bod na p (viz
obr. 47). Budiz 8 bod, ktery ma
tuvlastnost,Ze < P'S'P=< SPS’,
SP=P'S’" a ze P’ a 8 jsou na
riznych stranach od PS’. Pak PS

w

a p jsou podle VETY 14,2 nertizno-

bézné, takze S lezf na p’. Protoze
A PP'S'=AS'SP, je X PSS’ =
Ra PP’ = 88'. Také < SS'P' =

= R, protoZe podle éasti 1 tohoto dikazu majiS’, p’ vlastnost I, takze
kolmice bodem S’ na SS’ je jedin4 nertiznobézka s p’.

4. KaZdy pdr A, a, pro ktery plati Aa > Pp, md vlastnost I. Necht P,
(viz obr. 48) lez{ na p¥imce PP’ a pfi tom P,P'=2.PP'. Jeli
u(P'PP,), potom par Py, p’ mé vlastnost I, takZe kazd4 piimka bodem
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P,, je% neni kolmé na PP, protina piimku p’, a protoZe priseéik s p’ mé
od p podle &isti 3 tohoto dukazu vzdalenost PP’, protina také piimku
p podle 1. &asti dikazu. Elementy P,, p maji tedy vlastnost 1. Zavér
plyne pomoci Archimedova axiomu a 2. 4sti nageho dikazu.

VErA 14,6. Md-li jeding pdr P, p viasinost 11, pak ji md kaZdy pdr
roviny Pp. - . gl bt A A
" DUEAz plyne z VET 14,4 a 14,5. Kdyby toti% jeden par roviny Pp
mél vlastnost II a kdyby pfitom nemél kazdy pér této roviny vlastnost
II, potom by alespoii jeden mél vlastnost I a podle VETY 14,5 by tedy
dokonce kaZdy par musel mit vlastnost I, coZ by byl spor. 1

DEerINICE. Misto abychom fikali, Ze kazdy par roviny ma vlastnost I,
budeme fikat, Ze rovina md vlastnost I. Podobné pro vlastnost II.

15. Véty ekvivalentni s V. Eukleidovym postulitem.

V minulém paragrafu jsme se setkali 8 dvojim typem roviny. Ackoliv jejich
charakteristické vlastnosti (vlastnost I a II) se daji formulovat pouze pomocf
primitivniho pojmu incidence, pfesto velmi tizce souvisf i s ostatnimi primitiv-
nimi pojmy. V tomto paragrafu se budeme zabyvat pravé t8mito souvislostmi.
UkéaZeme fadu vét, jeZ jsou ekvivalentni s turzentm, Ze rovina md viastnost 1, a tim
také budeme moci ukazat nutné a posta-

&ujici podminky, aby rovina méla vlast-
nost II. ProtoZe mezi vétamiekvivalent- \/
nimi s vlastnosti I je také V. Eukleidiv 8 £

postulét (jeho zn&ni viz v odstavei 2, str.
16), budou vsechny tyto v&ty soudasnd I3
ekvivalentni s timto postuldtern. Mnohé
z nich byly kdysi nevédomky brany za
samoziejmé a tak byl jejich pomoei po-
dén dikaz V. postuldtu; nebyl to viak

skutedny dikaz, jak jsme se o tom zrni- A

nili jiZ v odstavei 2, nybrZ nejvyse objev / D
nové v&ty ekvivelentni s postulatem o

rovnob&Zkéch, a proto mnoha z t&chto vt C

m4 historickou cenu a budeme o nf mlu- Obr. 49.

vit jeStd také v druhé &asti nasi kniZky.

VETA 15,1, Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, jestliZe plati tvrze-
nt: je-li soulet vnitFnich uhla dvou primek s pri¢kou po jedné jeji strané
razny od 2R, pak se pfimky protinaji.
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Dvgkaz. 1. Necht rovina ma vlastnost I. Jsou-li AD a BE (viz obr.
49) takové piimky, %e majf soudet vnitfnich dhlu s piékou AB = CB
po jedné jeji strané ruzny od 2R, pfi éemi je u(CAB), pak budiz F
takovy bod, Ze <t CAD = < ABF a ze body D, F leii po téZe strané
piimky AB. P¥{mky BF a BE jsou rizné, BF je viak jedind pfimka

jdouci bodem B, kters je s AD nertiz-

'J b nob&in4, takie AD a BE se protinajf.
c
A B £
¢ A B
Obr, 50. Obr. 51.

2. Budiz d4na pHmka 4B a bod P mimo ni a necht C (viz obr. 50)
je na polopfimce (4P)*. Budiz D takovy bod, Ze <t CAB = < APD
a necht bod D leZi po téze strané od AP jako B. Pak piimky AB a PD
jsou jednak neriznobéiné, jednak maji soucet vnitinich dhla s pfi¢kou
AP po jedné jeji strand rovny 2R. Kazda pfimka bodem P rizns od
PD m4 s ptitkou AP (po téZe strang) soudet vnitinich thla razny od
2R, tedy podle pfedpokladu protina pfimku 4B, takZe PD je jedin4 ne-
riznobézka s pfimkou 4B bodem P.

ViEra 15,2. Rovina md vlastnost 11 tehdy a jen tehdy, jestlife existuji
dvé neprotinajici se primky, u nichZ soucet vnitfnich 4hla s pFickou po
jedné jeji strané je razng od 2R.

DUoKaz vyplyva z pfedchazejici véty a z VETY 14,4,

VEra 15,3. Rovina md viastnost I tehdy a jen tehdy, jestlife v ni exis-
tuje alespoti jeden trojiuhelnik, jehoZ whly maji soudet rovny 2R.

Dvogaz. 1. Nechf rovina mé vlastnost I a budiz v nf dén trojahelnik
A ABC (viz obr. 51). Necht E je bod poloroviny (4B, C) takovy, Ze
X ABE + & BAC = 2R. P¥imka BE je neriiznobéina k AC, tedy
podle pfedpokladu a VETY 15,1 je & ACB = < EBC.Tedy <t ABC +
+ X BCA + <& CAB = 2R.
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2. Budiz dén trojihelnik A ABC, jenz ma soudet Ghli 2R. Stadi
nyni dokazat, %e alespoii jeden par roviny m4a vlastnost I. Dikaz pro-
vedeme ve tiech krocich:

a) Je-li bod D + A na pfimce AB, pak i trojihelnik N ADC md
soudet ihla 2R. Nebot je-li u(ADB) (viz obr.52), pak soudet hli u obou
trojahelnikd A ADC, A DBC ¢ini 4R. Kdyby v jednom z obou troj-

A D B
Obr. 52,

uhelnikd byl soudet mensi nez 2R, musel by byt v druhém vétéi, coz
podle VETY 13,6 neni mozné. Proto je soutet u obou 2R. Je-li u(4BD)
(viz obr. 53), pak podle Archimedova axiomu existuje na ptimece 4R
bod N tak, ze u(ADN)a AN = n . AB, kde n je pfirozené éislo. Troj-
thelnik A ANQ, kde @ je takovy bod poloroviny (4B, C), Ze plati
X ABC = X ANQ a NQ = n.BC, ma soucet 2R, nebof je slozen
z koneéného poétu trojihelnfkd shodnych s A ABC. Soudet uhli troj-
dhelniktu A ADC, A DCQ, A DN é&ini 6R. Zde zase podle VETY 13,6
je vidét, Ze kazdy z téchto trojuhelnfkii ma soudet 2R.

b) Vnéj& sihel trojihelnika se souétem 2R je roven souctu obou vnitf-
wich hla, jeZ k nému nejsou vedlejst, jak je bezprostfednd patrno.

¢) Primka CD, pro kterou je <t BCD < f= < ABC (viz obr. 54),
pii dem? body A, D jsou na riznijch strandch od BC, protind pFimku AB.
Budiz A’ takovy bod na opatné strand od BC ne% je A, Ze plati-
< ABC = < A'CB. Uréeme nyni bod B, na polopfimce (BA)* tak, Ze
BC = BB, bod B, na (B,4)* tak, Ze B,C = B,B,, a podobn& body
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B,, By, ... atd. Trojihelnfky A CBB,, A CB,B,, ... maji soudet uhla
2R (nebot podle a) majf trojihelnfky A AB,C, A AB,C, ...soudet 2R)
a jsou rovnoramenné. Podle b) je tedy <t CB,B = 38, <t CB,B = }8.

. obecné < CB.B = ; Snadno se ukaZe, ze < B,CA’ = < CB;B,
takZe < B,CA' = 2£1 Podle Archimedova axiomu existuje nyn{ pfiro-

zené &islo n tak, Ze éin< <X DCA’, takie potom < B,CA’ < <X DCA'.

Lezi tedy polopfimka (CD) mezi polopiimkami (CB) a (CB,), jez obé
protinaji AB. Podle definice pojmu , leZet mezi polopiimkami‘‘a podle
R, 4 protind CD p¥imku AB.
VETA 15,4. Je-li alespor C A

v jednom trojihelniku sou-
cet uhla 2R, pak md tuto
vlastnost kazdy trojdhel-
nik.

DUraAz je ziejmy z bo- A B B, B,
du 2 a) predeslého du- Obr. 54.
kazu.

Vira 15,5. Rovina md vlastnost 11 tehdy a jen tehdy, jestlife v ni exi-
stuje trojuhelnik, jehof soubet uhli je mendi nef 2R.

Dtxkaz plyne z VETY 15,3 a 14,4

DeriNicE. Skupinu étyf bodt 4, B, C, D v roviné nazyvame &tyr-
thelnikem, symbolicky (] ABCD, jestliZe uselky AB a CD resp. BC
a AD nemaji spoleénych bodi, zatim co usecky AC a BD maji spoleény
(vnitfnf) bod. Uset¢ky AB, BC,CD, DA jsou strany, Ghly < ABC,
X BCD, < CDA, < DAB (kratce znadené, pokud to nevede k nedoro-
zuméni, také <t B, < C atd.) jsou #hly Styrihelnika.'®) Dva étyrihel-
niky jsou shodné, symbolicky (] ABCD = [] EFGH, jestliZe se sho-
dujf ve stranach i Ghlech.

19s) Podminka o spoleéném vnitinim bodé& useéek AC a BD zaruduje, Ze ttyr-
thelnik ABCD je konvexni. Pfi tom &ast roviny, jejiz hranici tvofi uzaviena
kiivka k, se nazyva konvexni, jestlize v ni leZi viechny body useéky XY, kde X
a Y jsou jakékoli body kiivky k. Nekonvexni étyruhelnik vyluéujeme tedy ze
svych uvah.
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Je-li [] ABCD é&tyruhelnik, pak podle definice neni na pt. ACBD
Styrihelnik. V symbolu [J ABCD zilezi tedy na poradi pfsmen, pfi
&emz tento symbol oznaduje tyZ étyrihelnik ziejmé jen pfi cyklickych
zaméndach pismen.

ViTa 15,6. Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, existuje-li v ni
alespori jeden &lyrihelnik se souftem wuhla 4R.

Dioxraz je zfejmy podle VETY 15,3
a 15,4, uvaZujeme-li oba trojihel-
niky A ABC a A ADC &tyithelnika
] 4BCD.

DEFINICE. Dva neshodné trojahel-
niky, jejichZz odpovidajici dhly jsou
A, - B shodné (a tedy odpovidajici strany
jsou neshodné), se nazyvaji podob-
né.

ViTra 15,7. Rovina md vlastnost 1
tehdy a jen tehdy, jestlize v ni existuje
alespon jeden pdr neshodnych podob-
nyjch trojihelniki.

Dvgaz. 1. Nechf rovina ma vlast-
nost I a nechf v ni je dan trojahel-
nik A ABC. Podle bodu 2 a) dikazu
VEry 15,3 existuje A AB,C,, ktery
A B’ B, ma4 shodné tihly s A ABC a pti tom

Obr. 55. je ABj=2.AB (a tedy i B,C,=
=2.BC, AC, = 2. AC).

2. Budtez dany trojahelniky A A,B,C, a A A4,B,C, tak, ze uhly
Pii stejné oznalenych vrcholech jsou shodné (viz obr. 55) a pfi tom
A,B, < A,B,. Snadno dokaZeme nepiimo, Ze pak je také 4,C, < A,C,
(a B,Cy < B,C,). Budiz C’ bod na useéce 4,C, takovy, ze 4,C,= A4,C",
a bod B’ na useéce A,B, takovy, Ze 4,B, = A,B’. Potom < B'C'C, +
+ < B,C,0' = & C'B'B, + <X C,B,B' = 2R, takie ¢&tyriahelnik
O B'B,C,C’" ma soulet uhli 4R. Zavér plyne z VETY 15,6.

VEra 15,8. JestliZe rovina md vlastnost 11, pak v ni neexistuji neshodné
podobné trojihelniky.
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DUxrAzZ je ziejmy z piedchazejici véty a z VETY 14,4.
VETa 15,9. Rovina md viastnost I tehdy a jen tehdy, lze-li kaZdym 'vmt’r’-
nim bodem dhlu (dutého) vést alespori jednu pFimku protmaywz obé ra-

mena mimo vrchol.

Ddraz. 1. Nechf rovina m4 vlast-
nost I a budiz v ni dan thel ¢ ABC
a jeho vnitini bod P (viz obr. 56).
Necht dile pfimka ¢ jdouci bodem P
je nertiznobézn4 s AB a pfimka p ve-
dens bodem P nertiznobéna s BC.
Je-li Dbod na BC takovy, %e Ba D
jsou na riznych strandch od ¢, pak
DP protini 4B, protoze q je jedind
nertiznobézka bodem P k AB.

2. Necht kazdym vnitfnim bodem
dhlu lze vést alesponi jednu piim-

[N

" Obr. 56.

ku protinajici obé ramena. Budte AB a CD = CD’ (viz obr. 57) takové
dvé primky, Zze ¢ BAC < R= < ACD = < ACD'. Je tedy soudet
thlt ptimek AB a CD’ s piidkou AC (po jedné stran&) rizny od 2R.

A

Obr. 57.

Zvolime-li bod B’ v poloroviné
(AC, B)* tak, %e <X BAC =
<X B’AC, pak bod C je uvnit¥
dhlu <t BAB’, takie jim lze
podle predpokladu vést piimku
protinajicf obé jeho ramena.
Pomoci R, 4 a vlastnosti shod-
nosti dokdzeme, ze CD protina
i ABi AF’, takZe podle VETY
15,1 m4 rovina vlastnost 1.
ViTa 15,10, Rovina md vlast-
nost I tehdy a jen tehdy, jestlize
v ni existuji alespor tFi body,

které jsou stejné vzddleny od pFimky, leZi po tée jeji strané a jsou koli-

nedrni.

Duraz. 1. Mé-li rovina vlastnost I, pak podle &isti 3 dikazu VETY

14,5 existuji ekvidistantni pfimky.
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2. Necht body A4, B, C leii na téze strané pfimky p (viz obr. 58)
a jsou stejn& od ni vzdileny a pfi tom jsou kolineirni. Oznaéme A4,, B,,
C, priseciky kolmic s pfimkou p vedenych body 4, B, C na p. '
Nyni plati véta: jestlize ve étyrahelniku [ M NPQ (viz obr. 59) jsou
ahly pfi vrcholech M a N pravé a MQ = NP, pak thly p¥ivrcholech
Q a P jsou shodné. Nebot je-li H piilici bod strany MN a HK kolmice

A B c Q " p

AN

N\

/ .

!
|
)
!
!
Vs t \
|
{
|
|

= D
4 B, c, " H N

Obr. 58. Obr. 59.

bodem H na MN a K praseéik HK a QP, pak A MHK = A NHK,
a proto i A MQK = A NPK,

Jo tedy < A,AB= < B,BA, X A, AB= < C,CB, < B,BC =
= <& C,CB a odtud plyne, ze ¢ B,BA = < B,BC, takie viechny tyto
dhly jsou pravé a tim je dokazana existence &tyrthelnika se ¢tyfmi
pravymi dhly. Zavér vyplyva z VETY 15,6.

DEFINICE. ('tyrihelnik [] MNPQ (viz obr. 59), jehoz thly pi vreho-
lech M a N jsou pravé a strany MQ 'a NP jsou shodné, se nazyva
Saccheriho étyrihelnik (3 MNPQ (pravé uhly jsou vidy pfi prvnich
dvou vrcholech).

Vira 15,11. V Saccheriho Ctyrihelniku (] MNPQ jsou 4hly X P
a <X Q shodné a spojnice palicich bodi stran MN a PQ je spoleénd kolmice
pFimek MN a PQ.

DUgraz. Budiz H pilici bod strany MN (viz obr. 59) a KH kolmice
bodem H na MN a K priseéik HK a QP. Podle &asti 2 dikazu VETY
15,10 je A MQK = A NPK, takZe je QK = KP ¢ili K je pulici bod
strany QP. Odtud plyne také, ze A QKH = A PKH, takie je
KH | QP.
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VETA 15,12. Md-li rovina vlastnost 11, pak viechny body, leZici po téze
strané néjaké pFimky ve stefniyjch vzddlenostech od ni, neleti na pfimce

(ekvidistanta pfimky neni pFimka).
DUraz plyne z VET 15,10 a 14,4,

1
!

7 |
!

By !
Yo
\ H ar q
!
/\/
\
| A'
\OC h
Obr. 60. Obr. al.

ViTa 15,13. Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, kdyZ ke katdym
tfem nekolinedrnim bodim existuje bod stejné od mich vzddleny (kdyi
kazdé tFi nekolinedrni body leZi na kruZnici).

Dtraz. 1. Necht rovina mé vlastnost I a budteZ v ni diny t¥i
libovolné nekolinearni body A4, B, C (viz obr. 60). Podle VETY 12,22
by bod stejné vzdaleny od A, Bi C musel byt priseéikem os tiseéek AB
a BC. Budiz H resp. K pilici bod usecky A B resp. BC. Souéet vniti-
nich dhli tvofenych osami s ptimkou HK je v poloroviné (HK, B)
zfejmeé vétsi nez 2R, a protoZe rovina mé vlastnost I, obé osy se protnou.

2. Nechf ke kazdym tfem nekolinearnim bodim existuje bod, stejné
od nich vzdaleny. Budte &, p, g (viz obr. 61) tfi pfimky, pfi ¢emz ¢ pro-
tind & v bodé @ a stoji na ni kolmo, p protina i v bodé P a nestoji na ni
kolmo, takZe soudet vnitinich ahla pifmek p a g s ptckou PQ (po jedné
jeji strané) je rizny od 2R. Zvolme mezi P a @ bod A, na polopiimce
(@A)* urdeme bod 4, tak, aby AQ = QA4,, a v poloroviné (pA4)* urde-
me bod A4, tak, aby 44, bylo kolmé na p a vzdilenost Ap = A4,p.
Bod A, nelezi na k, takze body 4, 4,, 4, jsou nekolinearnf. Existuje
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tudiZ bod, stejné od nich vzdileny, atimto bodem prochazi jak p, tak ¢
(podle VETY 12,22), takZe p a g se protinaji a podle VETY 15,1 ma ro-
vina vlastnost I.

VETa 15,14. Md-li rovina vlastnost 11, pak neleZi kazdé tFi nekolinedr-
nt body na kruinici.

DUKAZ je disledkem véty pfedchazejici a VETY 14,4.

Q. A c
o[ —%
P £ R ?
R
B
1 ] 1 ]
v A P,l el el D
Obr. 62.°

ViEra 15,15. Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, jestlize v ni
existuje alespont jeden pdr riznych pfimek té vlastnosti, e body jedné
2 nich maji od druhé vzddlenosti shora omezeny.

Doraz. 1. Necht rovina ma vlastnost I. Potom podle VETY 15,10
jsou nertznobéiné pfimky ekvidistantni, takZe je splnéno tvrzeni nasi
véty.

2. JestliZe rovina nemd vlastnost I (takZe ma podle VETY 14,4 vlast-
nost II), pak se da dokazat, Ze neexistuji pfimky té vlastnosti, Ze by
body jedné z nich mély od druhé vzdélenosti shora omezeny. JestliZze
je totiz <t BAD pravy tuhel a bod C (viz obr. 62) je po téze strané
pHmky AB jako bod D, pak dokaZeme, Ze at je <t ABC pravy nebo
tupy tuhel, 1ze vidy na polopfimee (BC) uréit bod T tak, Ze vzdilenost
bodu 7' od p¥imky AD je vétsi ne# libovolna pfedem dani tisetka.

Zvolme na polopiimece (BC) body P,, P,, P, tak, Ze u(P,P,P,),
P,P, = P,P;, a vedme jimi kolmice na pfimku AD a pruseéiky oznad-
me Py, P,, P,. Na (P,P,) uréeme bod R, a na (P,P,) bod R, tak, e
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plati P;P, = P,R,, P,P = P,R,. Protoze [] P,P,R,P, je Saccheriho
¢tyrahelnik, jsou za predpokladu, Ze rovina mé vlastnost II, dhly
X P/P,R,a < P,R,P, ostré a podobné i thly < P,P,R, a < P,R,P,.
Bod R, resp. R, padne tedy na usetku P,P, resp. P,P,. Ukéd%eme nyni,
e je R,P, <.R,P,. Zvolme na (P,P,)* bod Q, tak, Ze je R,P, = P,Q,
a na (B,P,;)* bod @, tak, ze P,Q, = R,Q,. Zfejmé plati A P,R,P, =
= A P,Q,P,, takie & P,Q,P, > R. Jeito (J P,R,Q,Q, je &tyrihelnik
Saccheriho, je thel < P,Q.,Q, ostry, takZe bod @, padne mezi body
P, a R,.

Je-li nyni ddna tset¢ka M N, pak podle Archimedova axiomu existuje
plirozené &islo n tak, ze n . P,R, > MN — P P,, tak¥e pro vzdale-
nost bodu P,.,, ktery je uréen vztahy

pP,3P,3P,32...3P,3 P,y
a P,P,= P,P,= ...= P,P,,,, od p¥imky AD plati AD P, , >
> AD P, +n.P,R, > MN.

Jako shrnuti vysledkt tohoto paragrafu uvedeme v piehledu véty
ekvivalentni s V. postulitem, jeZ jsou oviem také navzijem ekviva-
lentni. MiZeme je roztiidit podle toho, kterych primitivnich pojmi se
jejich formulace pfimo tyka.

Véty, tykajici se pouze pojmu incidence:

1. Alespori jeden pdr P, p md tu viastnost, Ze bodem P lze k pfimce p

vést préve jednu nerizznobéiku (vlastnost I).

2. KaZdd pfimka, kterd protind jednu ze dvou neriiznobéZek, protind
£ druhou.

Véta, vyjadiena pomoci incidence a rozmisténi:

3. KaZdym vnitinim bodem dutého whlu lze vést alespori jednu pFim-
ku, protinajict obé ramena mimo vrchol.

Pouze incidence a shodnosti useéek se tyka véta:

4. Ke kaZdym tfem nekolinedrnim bodim existuje bod od vdech tFi
stejné vzddleny.
Véty, tykajici se pojmit incidence, shodnosti iseek a rozmisténi:

5. Ezistuji alespori dvé primky té vlastnosti, Ze body jedné z nich
maji od druhé vzddlenosti shora omezeny.

104



6. Existuji alesport tFi body stejné vzddlené od pfimky, kieré leZt po
téZe jeji strané a jsou kolinedrni.
Pomoci pojmii incidence, rozmisténi a shodnosti Ghli jsou vyjidieny
véty:
7. Existuje alespoii jeden trojuhelnik se soubtem ihla 2R.
8. Existuje alespon jeden Styrihelnik se soultem 4whla 4R.
9. Je-li soubet vnitFnich dhla dvou primek po jedné strané pricky
rizny od 2R, pak se tyto primky protinaji. -
10. KaZdd kolmice na jedno rameno ostrého whlu protne i druhé
rameno. (Pfimka je kolm4 na rameno, jestlize je kolma na pfimku, v niZ
rameno leZ{, a protini ji ve vnitfnim bodé ramena; véta 10 je pouze
jind formulace ViETY 15,1 &ili V. Eukleidova postulatu.)
Véta, tykajici se pojmu incidence a shodnosti tisedek i hhi:
11. Ezistuji alespoii dva trojihelniky s odpovidajicimi shodnymi
1thly a 8 odpovidajicimi stranami neshodnyms.
PoznAmra. V. postulit je také ekvivalentni s tvrzenim, které
v podstaté ki, Ze limitou kruZnice s neomezené vzristajicim polo-
mérem je piimka. Pfesnou formulaci tohoto tvrzenf a dikaz ekviva-
lence viz v odst. 18 (VETA 18,4).
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