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KAPITQLA III

NEEUKLEIDOVSKA GEOMETRIE

16. Novy axiom. Ve druhé kapitole jsme mluvili o dvoji geometrii
roviny a ukézali jsme, %¢ geometrie roviny s vlastnost”sw
V. Eukleicﬁl__\L postuldt. Prekraduje tedy jiz oblast absolutni geometrie
a prechdzi v geometrii eukleidovskou. Podobn& geometrie roviny
s vlastnosti IT se vymyka ji% absolufni geometrii; rozsitena také na
prostorové vlastnosti tvoii [Lobadevského meeukleidovskon geometrii.
Tato geometrie se tedy vedle dosud uvedenych axiomi absolutni geo-
metrie opira je§té o dalsi axiom, ktery miZeme formulovat razné, nej-
jednoduseji v3ak jako axiom o incidenci..

’

AxioM LoBACGEVSKEHO GEOMETRIE:

3, 10. V roviné prochdzi bodem mimo pfimku alespori dvé rivzné s ni se
neprotinajici pFimky. )
" Nékteré véty neeukleidovské geometrie jsme odvodili jiz v minulém
odstavei. Jsou to tyto véty:

ViTa 16,1, Existuji tFi nekolinedrni body, jeZ nelefi na Zddné krui-
nict.

VErA 16,2. Ekvidistanta pfimky neni pFimka.

Vira 16,3. Soudet whli v trojihelniku je vidy mend nef 2R.

VETA 16,4. Soudlet 4hlia ve Ctyrihelniku je vidy mendi neZ 4R.

VETA 16,5. Existuji oba pfipady, Ze dvé neprotinajict se pFimky v ro-
viné tvofi s pFickou po jedné jeji strané vnitini dhly, jejiché soudet je
v jednom pFipadé roven a v druhém rizny od 2R.

VETA 16,6. Existuje kolmice na rameno ostrého whlu, kterd neprotne
druhé rameno.

VETA 16,7. Neexistuji trojihelniky se shodnymi odpovidajicimi wihly,
které by mély odpovidajici strany neshodné. ~

Posledni vété je mozno dat tvar véty o shodnosti trojihelnik:

VETA 16,8. Dva trojihelniky jsou shodné, jestlife maji shodné odpo-
vidajici dhly.
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17. PFimky rdznob&iné, soub&Zné a rozb&iné.

Prednim tkolem tohoto paragrafu je provést klasifikact dvojic pFimek v roviné
podle jejich incidendnich vlastnosti na tfi typy: ptimky riznobéiné, soubéiné
arozbéiné a odvodit z&kladn{ vlastnosti téchto dvojic pfimek (véty 17,1 ai 17,12).
Dile jsou zkoumany pimky v prostoru
a vztah miznob&Znosti, soub&Znosti a
rozbé&Znosti je roziifen na dvojici pfim-
ky 8 rovinou nebo dvojici dvou rovin.
Posledni vé&ta tohoto odstavece (ViTa
17,28) bude mit pozdg&ji duleZity di-
sledek (viz str. 140).

VEra 17,1. V roviné prochdzi
bodem mimo danou primku neko-
neéné mnoho pFimek, jeZ danou
primku neprotinaji. 2 p

Doxraz. Budtez q,, ¢, dvé neriz- Obr. 63.

nobézky vedené bodem P k pfimce

P (viz obr. 63). Na pfimce g, uréeme bod @, tak, aby leZel na opaéné

strané od g, ne? lezi ptimka p. Je-li nyni @ jakykoli bod p¥imky p, pak

tsedka @,@Q protne pfimku g,, prisedik oznaéme @,. Pro kaidy bod M

usecky @,Q lezi polopiim-

ka (PM) mezi rameny Ghlu

< @, PQ,, takze piimka PM

je nertiznobéini s p. Nebot

P kdyby PM méla s piimkou p

priseéik N, pak by bylo bud

wW(PMN), bud u(NPM). Po-

dle axiomu R, 4 aplikované-

p hona A MQN bychom do-

Obr. 64. stali, Ze bud ¢, nebo ¢, pro-

tind p, coZ by byl spor.

Mezi nekone¢nd mnoha pfimkami, o nichZ mluvi pfedchazejic véta, jsou dvs,
které hraji v celé Lobadevského geometrii vyznadnou roli. Dojdeme k nim touto
tvahou: viechny piimky prochazejicf bodem P (viz obr. 64) mohou byt vzhledem
k pfimce p (neprochazejici bodem P) rozd8leny do dvou t#d tak, Ze v jedné t¥ids
jsou pfimky, jeZ protinajf,p, a v druhé ty, které neprotinaji pfimku p. Hranici
mezi ob&ma tiidami tvoii dv& piimky, o nichZ pozdgji dokéZeme, %e neproti-
najf p, a to jsou prav¥ ony vyznainé piimky neeukleidovské geometrie. Loba-
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Zevskij nazyval tyto pimky rovnobdékamile ptimee p, (viz citét z Lobadevského
na str. 182 této kniZky!).

JiZ v odstaveci 14 jsme fekli, Ze se budeme pokud moZno vyhybat ndzvu
, rovnobdzky*‘, protoZe mé né&kolikery vyznam. Tato nejednotnost nevede sice
k 24dnym nedorozuménim, pfesto viak muZe ndkteré pojmy zatemnit.
““Termin ,,rovnob&#ny* mé v matematice t¥i rizné vyznamy. U Eukleida zna-
menaji dv& rovnob&Zné pimky taté% jako ,,dv& piimky v roviné, které se nepro-
tinaji*. Jiny vyznam mé tento ndzev v eukleidovské geometrii, kde se ho pfene-
“sens uZiva pro vyzna&nou dvojici pHmek v rovind (pro pfimky, které se neproti-
najf; obrdcens, k&idé._du@wwciﬁ Ppiimky v roving patif do kategorie
vyznaénych dvojic pfimek, totiZ mezi rovnobsézky). Koneéns s tfetim vyznamem
terminu rovnob&iny jsme se prdvé nyni setkali v Lobadevského geometrii.
V této geometrii nepatii ka¥dé dvsé neprotinajicf se piimky do kategorie dvojic
pfimek rovnob&Znych. Rovnob&iné piimky podle piivodni Eukleidovy definice
by na druhé strand zahrnovaly kaZdou dvojici neprotinajicich se pfimek v ne-
eukleidovské roving.

V dal§im budeme pfimky rovnob&iné ve smyslu Loba&evského radé&ji nazyvat
pHmkami soubé'ényrm nebo soubéZkami, zatim co termin ,,rovnob&Zky‘‘ ponecha-
me pouze geometrii eukleidovské. Pro ptimky v roving, které se neprotinaji, ne-
budeme uZfvat fadného zvlditnitho ndzvu.20)

Lobadevskij mé&l urdité divody, kdyZ soubsiné piimky nazyval rovnob&z-
kami. Jestlife totiZ od,héim.e obé& soub&iky jdouci bodem P pomocf orientace
piimky p, pak plati, jak zanedlouho uké¥eme: N

1. bodem P lze k pi-imce p (orientovand) vést pravé jednu soub&zku, ¢

2. je-li ¢ soub&Zka vedens bodem Pk pﬁmee P a Q jiny bod na primca q, po-
tom soub&Zka vedens bodem @ k p splyvé. 8¢

3. je-li § soubd¥ka k p¥imcep, pakp je soub¥zka k ptimce g ’

4. je-li P soub&zka k p¥imee 7 a'§ (+ 7) také soubszka k pHmce 7, pak pHmky
7 a § jsou soubd¥né.

Je tedy vztah orientované soub&Znosti symetricky, transitivni a vyznaéuje se
jednoznaénosti, pravs tak jako vztah rovnob&Znosti v eukleidovské geometrii.

Pojem piimek soub&Znych lze osvétlit na kaZdém z diive uvedenych model
Lobagevského roviny. Na pf. na modelu Beltrami-Kleinov# (viz obr. 65a) mé
,,pFimka‘¢ p za soubdZky ty ,,pitmky, které s nf maji spoledny bod na kruZnici k
(ktery se tedy uZ nepoditd jako ,,bod‘* ,,roviny‘‘). Soudasng je vidst, Ze ,,s0u-
b&%ky’ r a 7’ tvofi ve svazlu ,,pfimek** uréeném bodem P hranici mezi ,,ptm-
kami'* protfnajicimi a neprotinajicimi ,,pfimku* p. Podobnd je tomu u ostatnich
modeli (obr. 65 b, ¢).

20) Jan Vyiin ve své kniZfce Elementdrnt geometrie I11 (Pfirodovédecké vyda-
vatelstvi, Praha, 1952) uZivé termfinu soubéiné ptimky pravé pro pHmky v ro-
ving, které se neprotinaji.
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Vita 17,2. Budif PA | ABa CP | AP (viz obr. 66), pfi éemZ body
B a C jsou po tée strané pFimky AP. Rozdélime-li vdechny polopiimky
dutého whlu <z CPA na dvé tFidy tak, £e do jedné ddme polopfimky nepro-
tinajici pFimku AB a do druhé ty polopFimky, jet pFimku AB protinaji,
pak

1. ob¢ tFidy tvoFi Fez na mnoZiné polopFimek dhlu < CPA,

2. vytvoFujici polopFimka tohoto Fezu neprotind pFimku AB.

P c
- L
k
P
r P
D
=
A R
Obr. 65. Obr. 66.

Dioraz. 1. Rozdéleni polopiimek Ghlu <X CPA urdené v nasf vété
zfejmé spliiuje podminky a), b) definice fezu (viz odst. 6, str. 34).
Zbyva dokazat, Ze spliiuje i podminku c¢’) (viz str. 35). V dikazu
VEty 17,1 jsme vSak vidéli, Ze viechny polopfimky mezi dvéma polo-
pimkami Gblu < A BC neprotinajfcimi pfimku AB jsou rovnéz nepro-
tinajici. O protinajicich polopfimkach je to zfejmé podle R, 4.

2. Ozpnacdime-li pismenem p vytvofujici polopfimku fezu, o némz
mluvi nase véta, mame dokazat, 7e polopfimka p neprotina ptimku A B.
Predpoklidejme naopak, Ze by p protinala AB v bodé M. Pak by
existoval na AB bod N tak, Ze by platilo u(4 MN). Poloptimka (PN)
by lezela mezi p a (PC) (protoze by leZela v polorovinich (p, 4)* a
(PC, A)) a neprotinala by v disledku vlastnosti vytvofujici polo-
ptimky Dedekindova fezu pi{mku A B, coZ by byl spor.

DEFINICE. O orientovanych pHmkéch p a ¢ v roving, které se nepro-
tinajf, budeme Fikat, Ze jsou orientovdny souhlasné, jestlize polopiimky
(PP) a (Qq), kde P resp. @ je bod na p resp. g, lezi v téZze poloroving,
uréené pfimkou P@Q. (Je vidét, Ze tato definice nezdvisi na volbs boda
P, Q na piimkach p, g). N
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DEFINICE. Soubéika vedend bodem P k orientované piimce ABT jez
neprochizi bodem P, je definovina takto:

Budiz PA | AB a CP | AP (viz obr. 66), pfi éemZ body B a C
jsou po téze strané pHimky AP. BudiZ p vytvofujici polopiimka Dede-
kindova fezu polopfimek thlu < CPA, jeho% jedna tfida obsahuje
polopfimky protinajici 4B a druhé poloptimky neprotinajici 4B.
Soubézkou vedenou bodem P k orientované pfimce AB se nazyvi

orientovand piimka p takova, Ze
P a) P je pHimka, jf% je polopiim-

o Q ka p 8asti,

T . b) orientace pHmky p je takovi,

N m %e jest Pp = p a Ze orientované

N piimky p a AB jsou orientovany

NN souhlasné.

oM VETA 17,3. Bodem mimo orien-

LI %\\\ tovanou primku lze k ni vést prdvé
N\ jednu soubéilu.

P! @ N DYEAzZ je patrny pifmo z definice
Obr. 67. a z toho, Ze ez m4 nejvyse jeden
vytvofujief prvek.

ViTA 17,4, Je-li § soubéska vedend bodem P k orientované pfimce p,
pak q je také soubézka k__z; vedend jakymkoli bodem leFicim na q.

Dtxaz. Necht @ je bod na ¢ rizny od P. Mame dokazat, Ze soubézka
bodem Q k P jeq. Ozna&ime-li Q' (viz obr. 67) prisecik p s kolmici na p
vedenou bodem §), pak stadi dokdzat, Ze libovolnd polopfimka mezi
(Q9) a (QQ’) protina pfimku p. Budiz m takova polopfimka s po¢atkem
Q. Je-li P 3 @, pfi lemz <3 je uspofadani, pFislusejici orientaci pfimky
¢> zvolme na m libovolny bod M #+ @, takie polopi{mka (PM) lexf
mezi (PP’) (P’ je priseéik pfimky p a kolmice na ni bodem P vedené)
a (Pg),atudiZ podle pfedpokladu soubgzinosti proting p, prisedik oznaé-
me N. Podle R, 4 aplikovaného na trojahelnik A PP'N protina piimka
QM a tedy i polop¥imka m p¥{mka p.

Je-li @ < P, zvolime bod M na m* (t.j. opaéné polopfimce k m) a
diikaz je obdobny.

PozniMEA. V disledku ViETY 17,4 mizeme mluvit o ,,soubéice .é
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k orientované piimce P, t. j. miZeme vynechat dodatek ,,vedené
bodem P, kde P je uréity bod na ¢, protoze za bod P muzeme podle
VETY 17,4 volit kterykoli bod piimky ¢.

Viita 17,5. Je-li ¢ soubdfka k orientované piimce D, pak je p soubéfka
k pfimee q.

Dtkraz. Bodem P na p vedme kolmici ke g (viz obr. 68), prisedik
oznadme Q. Staéi dokézat, Ze p je soubéika bodem P ke g &ili ze kazda
polopfimka mezi (PQ) a (PP)
protina gq. ? Q A E_ 9

Necht naopak (PM) leii Y \ {
mezi (PQ) a (Pp) a je s ¢ \
neridznobéind. Budiz 4 na \ c
(@9) a B na (Qq)* tak, aby \
JAPQ=<BPQ=}<IMPp \( n

\
P

a bod C v poloroviné (gP)
tak, ze < PAC = < PBA.
Podle predpokladu, 7e g je Obr. 68.

soub&Zna s p, polopiimka

(AC) protne p; tento priseéik oznaéme D a na polopfimce (BA) urde-
me E tak, e BE = AD. Potom A APD = A BPE, takie < BPE =
= 4 APD = < BPM, takie (PE) splyva s (PM), coz je spor.

PoznimgA. V disledku VETY 17,5 miZeme vedle réeni ,,pfimka ¢ je
soubind k orientované pFimce p* Hkat také ,,orientované primky p a q
jsou soubéiné’* (vztah soubéinosti je totiz symetricky).

DEerFiNIcE. Vedle soubéZnosti orientovanych pfimek mluvime také
dasto o soubéZnosti primek mneorientovanych. Potom nazyvime dvé
pimky soubéZnymi tehdy, jestliZze je lze obé orientovat tak, aby byly
soubéZnymi orientovanymi pfimkami. (Je zfejmé, Ze takto orientovat
dvé pfimky lze nejvy3e jednim zplsobem.)

DEerinice. Dvé splyvajic pfimky budeme vidy povaZovat za sou-
bé&%né (tato definice, ktera Ikd, Ze vztah soubéinosti je reflexivni, je
nutni, abychom mohli dokdzat nasledujici vétu).

Vitra 17,6. Je-li kafdd z orientovangch pfimek P a q soub&énd s orien-
tovanou primkou r, pak pFimky P a q jsou také soub&iné.

Doraz. 1. Lezi-lip a g, p * g (viz obr. 69) po riznych stranich od 7,
vezméme P na p a @ na q. Kazda polopfimka a uhlu < QP; protne

o> P

111



pfimku 7, protoZe P a T jsousoubéiné,a protne také g, prototei ga 7 jsou
soubézné. Protoze v3ak piimky p a ¢ se nemohou protnout a protoze
jsou souhlasné orientovany, jsou soubézné.

2. Le#i-lipagq, p + g na téZe strané od 7, oznaéme ¢ tu pHimku, kterd
lezf mezi ostatnimi dvéma (viz obr. 70). Pi{mky p a ¢ se nemohou

p P
\.

Obr. 69. Obr. 70.

protnout, prot?oie jinak by polopfimka piimky p za priseéikem byla
mezi g a r a protla by 7. Zvolme nyn{ na r bod R, na g bod . Budiz polo-
piimka a soudasné v Ghlu < PRri < QR;. Protoze p i § jsou soub&zné
s 7, protne a piimku ¢q (v bodé A) a piimku p (v bodé B). Kazda polo-
piimka b thlu < RBp protne pi{mku 7 v bodé C. Podle R, 4 aplikova-
ného na A ‘RBC protne b také piimku ¢, takZe orientované pfimky p
a ¢ jsou soub&zné.

3. JestliZe je p = ¢, pak tvrzeni je spravné v disledku reflexivnosti
vztahu soubéznosti. »

PoznAmra. Disledkem posledni véty je transitivnost vztahu sou-
bénosti. Jsou-li pHmky P a ¢ sovbé#né a g a r také sonbéiné, pakipar
jsou soubézné.

DErinice. P¥Himka g leZi mezi nertiznobéinymi pfimkami p a r, jest-
lize piimky p a r lei{ v riznych polorovinich uréenych piimkou ¢
v roviné pr.

VEra 17,7. PFimka leici mezi dvéma soubéikami je s obéma sou-
béznd.
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Doraz. Nechf pfimka ¢ leZi mezi pfimkami p a r (viz obr. 71)
a necht P a 7 jsou soub&iné. Je-li P na p a R na r, pak kazd4 polo-
piimka, ihlu < PR se protne s p a podle R, 4 se protne i s g. Jsou tedy
pfimky g a 7 soubéiné. h

A p
—=p
e —]
] )
P9 a 49
Obr. 71. Obr. 72.

VETa 17,8. Dvé soubéiné primky nemaji spoleénou kolmici (t. §. pfim-
ku kolmou k obéma zdroveti).

Dtgaz.” Kdyby soubsiky p a ¢ mély spoleénou kolmici, kters by je
protla v bodech P a @ (viz obr. 72), pak by kazd4i polopfimka hlu
<& QPp protla g a bodem P by prochizela jediné nertiznobézka k p¥m-
ce g, coz by bylo ve sporu s axiomem $, 10.

DEFINICE. Neriznobéinym piimkam, leZicim v roviné, které nejsou
soubézné, budeme fkat pFimky rozb&né nebo rozbésky.

VETa 17,9, Dvé rozbéZky maji vidy prdvé jednu spoleénow kolmici.

Dtraz.2t) Jestlize [] MNPQ je Saccheriho étyriihelnik, pak spojnice
pulicich bodi stran MN a PQ (viz obr. 59 a VETU 15,11) je spoleéna
kolmice ptimek MN a PQ. Pti dikazu na$i véty se budeme proto snazit
nalézt spoleénou kolmici jako spojniei stfedu pifslusnych stran jistého
Saccherihp dtyriahelnfka.

1. Existence. Budtez a, b dvé rozbézky. Na a (viz obr. 73) zvolme
body A4 a B a vedme jimi kolmice na b, priseéiky oznaéme 4, a B,.

1) Podle Hilbert [2] str. 164—165.
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Je-li A4, = BB,, je (] A,B,BA Saccheriho étyrihelnik a osa tGseéky
A,B, je podle VETY 15,11 spoleéné kolmice.

Neni-li A4, = BB,, budiz na p¥. A4, > BB,. Na tusedce 44, zvol-
me bod A4’ tak, 2e 4,4’ = B,B,a bode_m A’ vedme piimku ¢ tak, Ze
8 (A’A4,) v poloroving (4,4’, B) svird ty% thel jako pf¥imka a s (BB,)

Obr. 73.

Obr. 74.

v poloroviné (BB,, A)*. Primky a a c¢ se protnou (dikaz uvedeme na
konci této tvahy), prisedik oznaéme C. Kolmice bodém C vedend na b
necht b protne v C,. Na a zvolme nyni bod D tak, Ze AC = BD a
B 3 D, pfi ¢emZ 3 je dano tak, Ze 4 3 C; na b zvolme D, tak, Ze
A,C, = B,D, a4, 3 Cy, B, 3 D,.Podle konstrukce je (] 4,4'CC, =

= [ B,BDD,, tak¥e (] C,D,DC je Saccheriho étyruhelnik. Osa usecky
C,D, je podle VETY 15,11 spole¢na kolmice p¥imek a a b.

’
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Zbyva jesté dokazat, Ze primky a a ¢ se protnou. Bodem B, (viz
obr. 74) vedme piimku p soubézinou s 4B a bodem A, ptimku ¢, svira-
jici v poloroviné (bA4) s polopfimkou (4,B,) tyz thel jako (B,P)
s (B;4,)*. Protoe ¢ neni soubéZné s p (VETA 14,2), neni soubézné éﬁi'\
sa.Bod 4 L€ Inezi pfimkami a a p,a protoZe ¢ je s p neriznobéznd, do-
kazZeme pod]e VETY 17,7 nepfimo, Ze ¢ protne a, pruseéik oznadme M.
Ze shodnosti utvari pB,Ba a qA,A’c plyne,ze ¢ a g jsou soubéiné.
Piimka ¢ neprotne tedy useku 4,M, takZe podle axiomu £, 4 apliko-
vaného na A A,AM p¥mka ¢ protne fiseCku AM.

X

2. Jednoznaénost: Dvé nertiznobézky nemohou mit dvé spoleéné kol-
mice, protoze by pak existoval étyrthelnik se étyfmi pravymi thly,
coz by bylo ve sporu s axiomem J, 10 (viz VETU 16,4).

VEtA 17,10. Dvé riazné pfimky leZici v téfe roviné jsou rozbéiné tehdy
a jen tehdy, jestlize maji spoleénou kolmici. _

Dtxaz. 1. Jsou-li dvé piimky rozbéiné, pak maji podle VEry 17,9
vidy pravé jednu kolmici.

2. Jestlize dvé piimky (v roviné) maji spoleénou kolmici, pak pie-
devsim mus{ byt neriznobézné (VETY 12,17 a 12,21). Podle VEry 17,8
viak nemohou byt soub&iné, takZie podle definice rozbéZek jsou roz-
béZné.

Okolnost, %e pfimky rozb&¥né maji pravé jednu kolmici a %e obracend pftmky,
které maji spoleénou kolmici, jsou rozb&zné, lze vystiZnd ilustrovat na modelu
Beltrami-Kleinovs. Podle toho, jak jsme u tohoto modelu definovali shodnost
uhly, jeou zde ,,piimky** ,,kolmé*, jestliZe nédleZeji pfimkdm poldrné sdruZenym
vzhledem ke kruZnici k (t. j. takovym, Ze jedna prochézi pélem pfimky druhé).
»Rozb&%Zky* p a ¢ (viz obr. 76) majf spoleénou ,,kolmici‘* na seén¥ ur&ené p6ly
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Pag@. Jsou-li »pliimky* p a q ,,s0ub&iné“ (viz obr. 76), pak pély P a @ le%i na
téZe tedn& kruZnice k, takZe neurduji Zddnou ,,pfimku‘‘. Podobn§ je tomu v p¥i-
pad8 ,,riznob&Zek"’, nebot spojnice péli P a @ kruZnici k neprotina.

VEra 17,11, Dvé pFimky, které s tfeti primkou tvofi po jedné strané
vnitins uhly, jejichZ soulet je 2R, jsou rozbéiné.

Obr. 77. Obr. 78.

Diéxaz. Jsou-li p, ¢ ob& piimky a P, @ prisediky s tietf piimkou,
o nfZ mluvi naSe véta, pak kolmice vedend stfedem useky PQ na
jednu z pfimek p, ¢ je kolmé i na druhou (podle véty o shodnosti
trojahelnikd). Maji tedy pfimky p, ¢ spoleénou kolmici.

DEFINICE. BudteZ p a g dvé soubézky. Je-li @ bod na p¥Hmee ¢ a P
prisedik pHmky p s kolmici vedenou k ni bodem @, pak thel X PQg
nazyvame uhlem soubéZnosti bodu @ vzhledem k pfimce p. Budeme ho
oznadovat I1(pQ), protoze zavisi jen na vzdalenosti bodu @ od p.*'*) Ma-
ji-li totiz body @ a R stejné vzdalenosti od pimky -p, pak je IT1(pQ) =
= JI(pR), jak se snadno dokiZe nepfimo pomoci véty, Ze bodem lze
k orientované pfimce vést pravé jednu soubézku. ‘

VEra 17,12, Je-li pQ < pR, pak I1(pQ) > II(pR).

Dtoxaz. Necht body @ a R lezi na kolmici k pfimee p (viz obr. 77)
tak, Ze pQ << pR; rovnobéiky v téze orientaci vedené témito body k p

"oznacme g a r. Kdyby bylo II(pQ) = II(pR), pak by primky q a r tvo-
fily s @R po jedné stran& vniténi thly o soudtu 2R, byly by tedy roz-
bézné, zatim co podle VETY 17,6 jsou soubéZné. Kdyby bylo II(pQ) <
< II(pR), potom polopiimka (RS) takova, fe <t SRQ = II(pQ), by

21s) Tento symbol zavedl Loba&evskij.
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padla do dhlu < QR7 a pii tom podle VETy 17,11 by neprotla g,
coz by byl spor, nebot by pak neprotla ani p.

VETA 17,13. Je-lt & jakykoli ostry vhel, pak vidy existuje k pfimce p
bod P tak, Ze je II(pP) = a.

Dtxaz. Budiz E orientovanda pi{mka, na niz lez{ bod @ (viz obr. 78).
Uréeme polopfimku r s poéitkem v @ tak, Ze je <t (Qg)r = «. Podle
VETY 16,6 nemohou v8echny kolmice na ¢ {majicf s ¢ praseéik na polo-
pfimce (Q9)) protnout rameno 7. Podle toho miZeme nyni rozdélit body
primky g do dvou skupin §,, §, takto: do skupiny §, dime vSechny
body X, jimi% vedend kolmice na pfimku ¢ protind ramenor, askazdym
bodem X také vSechny body polopfimky (X¢). Do skupiny §; dime
vSechny ostatni body p¥imky ¢. Je ziejmeé, Ze takto dostaneme Dede-
kinduv ez a podle odstavce 13 vime, Ze existuje jeho vytvoiujicf bod,
ktery oznaéime R.

Nynf dokdZeme, Ze kolmice ¢ vedena bodem R k pfimce g je soubéznd
s pHmkou 7. K tomu staéf dokazat dvoji.

1. Jednak to, Ze ¢ neprotind pfimku r, coZ se sporem snadno odvodi.

2. Dale to, Ze kazd4 polopfimka thlu < TRQ (kde T je bod na ¢ po
téZe strané pifimky g jako polopfimka r) protind piHimku 7. Je-li s ta-
kovd polopfimka, potom kolmice vedena nékterym jejim bodem §
protne pfimku ¢ v bodé §’, pro ktery je x(@S’R), takZe s protne i pfim-
ku r; prisecik oznaé¢me S”. Aplikujeme-li nynf axiom &, 4 na troj-
ahelnik A QS’S” a piimku s, pak vidime, %e s musf protnout mezi
body @ a S” piimku 7,

Je-li nyni dina p¥imka p, o niZ mluvi nase véta, pak staéf volit bod P
tak, Ze je pP = Qt, a potom bude /1(pP) = «. *

VETA 17,14. Jestlife se dhel x neomezené zmenduje, pak

1. vzddlenost pP, pro kiterou je II(pP) = «, s¢ neomezené zvétsuje,

2. vzddlenost pP, pro kierou je II(pP) = R — &, se neomezené zmen-
Suje.

DvxAz plyne okamzité z VET 17,12 a 17,13,

Vysledek této vity by bylo 1zé Fici také tak (jestlize bychom zavedli velikost
uselky a uhlu jako &isla), %e uhel soub&znosti konverguje k nule, jestlife pf-
sluSné vzdédlenost konverguje do «, a Ze \ihel soub&Znosti konverguje k R, jest-
liZe pi{slusnd vzddlenost konverguje k nule. ProtoZe v eukleidovské geometrii je
ihel soub&Znosti pro viechny vzddlenosti roven R, vidime, Ze neeukleidovské
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geometrie e tim vice podobéd eukleidovské, &im mensi je st neeukleidovského
prostoru, na niZ tuto geometrii omezime. Tento fakt lze vyjiddFit jestd jinak.
Kdyby na pf. ve vesmiru platila neeukleidovskéd geometrie, pfi éemZ by tieba
tihel soub¥Znosti pifsludejici k vzdédlenosti 10® svételnych let matil 10-¢ sekund,
potom by se neeukleidovské geometrie v oblasti ném dostupné prakticky nelisila
od geometrie eukleidovské. Srovnej odstavec I, str. 13 a odstavec 3, str. 21.

Q, R c
P Bl __—""1Q,
B i R, R
e
] f A I
P A R’ 23 R D
Obr. 79,

VETa 17,15. Budtef ddny primky AD a BC takové, %e body C a D jsou
po tée stran& pFimky AB, vihel < BAD je pravy, vhel & ABC pravy
nebo tupy. Jsou-li P,, P, dva body polopfimky (BC), pfi éeméz P, + B
a BP, < BP,, potom plati, jestlize pFimku AD oznadime p,

1. BA < pP,,

2. pPy < pPy,

3. je-li ddna jakdkoli diseéka MN > BA, pak existuje na poloprimce
(BC) bod 8 tak, Z2e pS = MN.

DUgraz. 1.—2. Jsou-li pfedpoklady véty splnény a jsou-li P, a P,
(viz obr. 79) prisediky ptimky 4D s kolmicemi vedenymi body P, a P,
na pfimkuAdD, pak ve étyrthelniku (] AP;P,B musi byt souéet tihlt
men&f nez 4R, takZe je St ABC < < P,P,C ¢ili ahel < P,P.C je vidy
tupy. Necht nyni R, je bod na polopiimce (P,P,) a takovy, ze PP, =
= P,R,. V Saccheriho &tyrthelniku [J P;P,R,P, je tihel < P, vidy
ostry, takze polopfimka (P,R,) padne do dhlu < P,P,C, takie R,
lezf mezi P; a P, &ili P,P; < P,P,. Pravé tak je vidst, ze plati BA <
< P,P;.
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3. Budizna BC bod P, takovy, 7e je u(P,P,P,) a P,P,= P,P,, a budiz
P, prisedik AD s kolmici vedenou bodem P, na AD. Budiz dile R, bod
polopiimky (P;P,) takovy, ze P,R,= P,P,. Vime uz, %e R, padne
mezi P, a P,.

DokaZeme nejdiive, Ze pro piiristky R, P, a R, P, plati R,P, << R,P,.
Budiz @, bod polopHmky (P,P,)* takovy, ze P,Q, = P,R,. Trojahel-
niky A P,P,R, a A P,P,Q, jsou shodné, takie <x P,Q,P, > R, pro-
toZe < P,R,P, > R. JestliZze na polopfimce (R;P,) uréime bod @, tak,
ie P,Q,= R,Q,, pak v Saccheriho étyrﬁhehﬁku O P,R,Q,Q, je
X @, < R, takie Q, leZi mezi R, a P, &ili P,Q, << R,P, &ili R,P, <
< R,P,.

Je-li nyni déna tsetka MN, existuje podle Archimedova axiomu
plirozené &slo n tak, ze n . B,P, > MN — P, P,, takZe pro bod P,.,,
ktery je urden vztahy P, 3 P, 3... 3 P, 2 P,,,a P,P,=P,P;=
=...= P,P,,, plati pP,+, > pP, +n.R,P, > MN. Rozdélime-li
nyn{ body useéky P,P,,, tak, Ze do jedné tiidy dame ty body X, pro
néz je pX < MN, do druhé dame zbyvajici, je tim definovan Dede-
kinduv fez a vytvoiujicf bod § ma pak zfejmé tu vlastnost, ze pS =
= MN.

VETra 17,16. Dvé rozbézky se od spoleéné kolmice, na nif les{ nejkratdi
spojnice jejich bodi, na obé strany od sebe neomezend vzdaluji.

Dtoxaz plyne z VETY 17,15 a z toho, Ze ve
Styruhelniku je soudet ihld mens$i neZ 4R.

Vira 17,17. Soubéiné pFimky P, q se sobé
bez omezent (asymptoticky) bli%i, t. 4.

1. jsou-li body P,, P,, P, pFimky q takové,
%e je Pye(Pyg), Pye(P.q), pak plati vatahy
PP, <pPy <pPy, / . FRE R °

2. je-li ddna libovolnd tsebka M N, existuje
na q bod 8 tak, Ze pS < MN.

Doxaz. 1. Body P,, P,, P, vedme na p (viz obr. 80) kolmice P,P;,

PP, PP, Uhel < P,P,P, je vidy tupy, tedy podle VEry 17,15

Obr. 80.

2" 27

je pP, > pP, > pP,.
2. Zvolme orientovanou pimku m (viz obr. 81) a ve vzdalenosti
men3i nez MN zvolme bod K a vedme jim soubdiku 7. Podle VETy
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17,15 existuje na polopfimce (K7 )*bod N tak, Ze mN = pP,. Oznadi-
me-li N’, K’ pruseéiky pHmky m s kolmicemi vedenymi body N a K
k piimce m a zvolime-li na polopfimee (P,P;) bod R tak, %e PR =
N = NK, pak je pR < MN, jak plyne
ze shodnosti &tyrihelnika [] P,R'RP, a

s OO0 N'K'KN.
Nynf se budeme zabyvat geometrii neeuklei-
dovského prostoru, zavedeme vztah riznob&Znos-

ti, soub&¥nosti a rozb&¥nosti pro ptimky a roviny
& odvodime vlastnosti t&chto vztaha.

N’ K m
Obr., 81, DerFivicE. Dvé piimky v prostoru, kte-
rymi nelze prolozit rovinu, nazyvame mi-
mobé&zné. Dvé pFimky v prostoru, kterymi lze proloZit rovinu, nazy-
vame tak, jak se chovaji ve spoleéné roviné.
Vime tedy, co to znamend, ze dvé pfimky v prostoru jsou rizno-
bézné, soubéiné nebo rozbéziné.
" VErA 17,18. Dvé rozbétky maji prdvé jednu spoleCnou kolmou rovinu.
DtrAz. Vedeme-li spoleénou kolmici k obéma pifmkam ve spoleéné
roviné a jsou-li P a @ jeji priseciky s obéma pfimkami a vedeme-li body
P a @ kolmice na rovinu rozbézek, pak podle VETy 12,44 lze obéma
kolmicemi proloZit pravé jednu rovinu a ta je kolmé na obé pfimky a je
jedina této vlastnosti.

VETA 17,19. Budte? ddny v prostoru dvé soubéiné pFimky. Pruseénice
dvou rovin (riznych od roviny obou soubéZek), z nichZ katdd prochdzi
jednow z obou soubéZek, je s obéma pFimkami soubéind.

Doxaz. Budtez a,b dvé soubézky (viz obr. 82), « resp. § rovina
incidentni s a resp. b a ¢ priseénice rovin « a . Rovinu pfimek a a b
oznatme y. Dokazeme nejdfive, Ze pfimky a a ¢ jsou soubézné. Je
jasné, Ze jsou nertiznobéiné, protoze jinak by jejich spoleény priseéik
byl prise¢ikem rovin «, 8, y a tedy by se i piimky aab protly, coZ je
" proti pfedpokladu. Na piimkach a, b, ¢ zvolme postupné body A, B, C.
Piimku c¢ orientujme tak, aby polopHmky (4a), (Bb), (Cc) lezely vidy
v téze poloroving urdené ptimkou AC resp. BC resp. 4B na roving «
resp. f resp. y. Kazda polopfimka uhlu < AC¢ protne pfimku a. Nebot
je-li ¢’ takova polopfimka, potom priiseénice b’ rovin y a Bc’ leZf uvnité
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thlu < ABb,tak#e podle ptedpokladu protne pfimku a. Roviny &, y
a Be’ se tedy protnou v jednom bods, takze ¢’ protne p¥{mku a.
Analogicky se dokazZe, Ze pfimky b a ¢ jsou soubézné.
Vitra 17,20. Je-li kasdd z orientovanyjch pFimek p a g soub&énd s orien-
tovanou pfimkou v, pak také primky p a g jsou soub&iné.

Obr. 82. Obr. 83.

Duxkaz. Jsou-li v8echny tii pfimky v jedné roviné, byla véta doka-
zéna jiz diive (17,6). Necht tedy p¥imky p, g, r nelezi v jedné roviné.
Na ¢ zvolme bod @ (viz obr. 83) a oznatme pismenem x rovinu Q@
a pismenem p rovinu 7Q). ProtoZe p a 7 jsou soub&zné, bude s nimi sou-
bézna priseénice ¢’ rovin = a p. Budou tedy soub&né dvojice piimek
7, g ir, ¢'. Protoze ale bodem Q lze k 7 vést pravé jednu soubézku,
piimky q a ¢’ splyvaji a tedy ¢ a p jsou soubézné.

VEra 17,21. Jsou-li ddny dvé rozbé&Zky a kafdou rozbéfkou prochdzi
rovinag riznd od roviny obou rozbéiek, pak prisecnice obou rovin je roz-
béind s obéma pFimkams.

DtkAz. Zminéna priseénice nemiiZe s nimi byt riznobéind, protoze
by =e pak dané pfimky musely protnout. Podle VETY 17,19 nemohou
byt ani soubéZné. ’

ViTa 17,22. Budif ddna pfimka p a roving «, pfi demZ p 7 «. Pfimky
v roviné «, které leZi s pfimkou p v téZe roviné (které nejsou tedy s p mimo-
bézné), jsou mezi sebou i s pFimkou p bud raznobéiné nebo soubéiné nebo
rozbéZné a to podle toho, je-li p alespori s jednou pFimkou roviny & rizno-
béZnd nebo soubéind nebo rozbéind.

121



Dtxaz. P¥{pad, kdy pfimka p je riznobézn4 alespoti s jednou p¥Hm-
kou roviny «, je jasny. V obou cstatnich pripadech nadi vétu snadno
dokazeme pomoci VET 17,19 a 17,21.
 DEFINICE. Pfimka je riznobéind resp. soubéZnd resp. rozbéind s rovi-
nou, jestlize neni s touto rovinou incidentni a jestlize je riznobéina

‘ resp. soubéZna resp. rozbéznad ales-
poii s jednou jeji piimkou.

Je ziejmé, Ze kdyZz pifmka je
Tuznobézné s rovinou, pak s nf ma
pravé jeden spoleény bod. Dile je
podle predchazejici véty patrné,
Ze pfimka nemiZe byt s rovinou
soudasné soubéznd i rozbézna.

VETA 17,23. JestliZe pFimka a ro-
ving jsou rozbéiné, pak maji spoled-
nou prdvé jednu kolmics.

DtgAz. Danou rozbézkou vede-

Obr. 84. me k roviné rovinu kolmou. Podle

VEr 17,21 a 17,22 je pruseénice

obou téchto rovin rozb&zna s danou rozbézkou. Zivér plyne z toho, Ze
dvé rozbézky maji vzdy pravé jednu spoleénou kolmici.

DEFINICE. Dvé rizné roviny nazyvame r#znobéiné, jestliZe maji
alesporni jeden spoleény bod. Podle VEry 10,8 vime, %e pak maji spo-
leénou pfimku, které fikime priseénice obou rovin.

ViTa 17,24. Dvé roviny jsou raznobéiné tehdy a jen tehdy, lze-li kat-
dyym bodem jedné vést k druhé dvé soubéiky.

DvEaz. 1. Jsou-li dvé roviny riznobéiné, zvolme v jedné z nich
bod mimo pruseénici & vedme jim v této roviné obé soubéiky k pri-
secnici. Podle definice jsou obé tyto soubézky zaroveii soub&éiné s dru-
hou rovinou. :

2. Budtez dany dvé roviny « a § a necht bodem M prochazi v roviné
o dvé soubdiky p, ¢ k roviné 8. DokaZeme, Ze roviny « a f maji spo-
leény bod.

Bodem M vedme kolmici MN (viz obr. 84) na 8. Budiz N, pruseéik
roviny o« s kolmicf vedenou k nf bodem N. Bod N, nelezi podle VETy
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12,46 na %adné z pfimek p, ¢, protoze pHimky p, ¢ sviraji s MN stejné
ihly a jsou rizné. Podle VEry 12,46 plati < NMN, < < NMp.
Uhel & NM7P je viak ahel soubéinosti, tedy piHimka MN, protini
priseénici rovin 8 a MN,N. Pruseéik je spoleénym bodem rovin « a B.

VEra 17,25, JestliZe jednim bodem roviny B lze vést pravé jednu v ro-
viné B leZici soubéZku s rovinou o, pak tuto viastnost md kazdyj bod roviny p.

Doxaz. Budiz M bod roviny 8, jim# prochazi privé jedna v roving
f lezici soubéika p roviny «. Kdyby nékterym bodem roviny g pro-
chézely v roving f dvé soubdzky p a ¢ k roviné «, pak by bodem M
k piimkim P, ¢ vedené orientované soubéiky musely byt podle tran-
sitivnosti soubéznosti soubéiné s «, coz je proti pfedpokladu. Zbyva
dokazat, Ze kazdym bodem roviny g lze (za pfedpokladu vytdeného na
podatku naSeho dikazu) v této roviné vést alespon jednu soubéZku
s rovinou «. To je v8ak zfejmé, nebot soubézka s pfimkou p vedena
timto bodem v roviné § je v disledku transitivnosti vztahu soubéz-
nosti soubézn4 i s rovinou «.

DEeFINICE. Roviny o a f jsou soubéZné, jestliZe alespofi jednim bo-
dem roviny « lze vést pravé jednu v roviné « lezici soubézku s rovinou §.
Dvé roviny jsou rozbéZné, jestliZze Zadn4 z nich neobsahuje p¥imky sou-
béiné s druhou.

VETA 17,26. Praselnice roviny s dvéma rozbé¥ngmi rovinami jsou
rozbéiné piimky. .

DioKaz. To je zfejmé, protoze obé prisednice nemohou byt ani riz-
nobézné, ani soub&iné.

VETA 17,27. Dvé rozbéiné roviny maji vidy pravé jednu spoletnou kol-
mics.

DUraz. BudteZ roviny « a f§ rozbéiné. Zvolme v rovinéa bod M
a vedme jim kolmici na rovinu # a budiz N prisedik. Jestlize MN je
kolm4 na «, jsme hotovi. Jinak vedme bodem N kolmici NP na «.
Rovina MNP je zérovefi kolma na « i na § a, pfitom protini « a f ve
dvou rozbézkich. Spoleéna kolmice téchto rozbéiek je spoleéna kol-
mice rovin « a B. Tim je dikaz existence hotov. Tvrzeni, Ze dvé roz-
bézné roviny majf nejvyse jednu spoleénou kolmici, 1ze snadno dokézat
sporem.

VETa 17,28. Je-li p soubéika k roviné n, pak pfimkou p lze proloZit
pravé jednu rovinu soubéinou 8 m.
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Dtxaz. 1. Existence: Budiz P bod na p (viz obr. 85)a P’ budiZ pri-
seik n s kolmici vedenou na » bodem P. Je-li p rovina prochézejici
piimkou p a bodem P’, pak lze ukdzat, Zerovina é prochazejici pfim-
kou p kolmo na p je soubéZni
s #z. K tomu staéi vzhledem
k VETE 17,25 dokazat, Ze bodem
P nelze v roviné 6 vést mimo p
jinou soubézku k z. To je ale
zfejmé, nebot je-li ¢ n&jaké
soubéika vedena bodem P k =,
pak jednak

X P'Pi= < P'Pp=II(P'P),
jednak rovina vedend piimkou
Obr. 85. ¢ kolmo na g protne g v pfim-

ce, kterd svird s (PP’) podle

VETY 12,46 mens&i dhel neZ je II(P'P). Nemuie tedy ¢q leZet v 4.

2. Jednoznaénost: Jestlize by rovina r prochazela pfimkou p a nebyla
kolmé na p, pak prisedik P” roviny 7 a kolmice vedené k + bodem P’
padne mimo p, takze podle ViTy 12,45 je < P'PP" < & P'Pp=
= II(P'P), takze PP" protini =.

18. Svazek a trs pFimek; cykl a sféra. —~ ..t

Pod vlivem rozvoje perspektivy v malffstvi (Leonardo da Vinci 14562—1519,
A, Diirer 1471—1528, matematik G. Ubaldi 1545—1607) se v eukleidovské geo-
metrii vytvofilo pojetf t. zv. bodu v nekoneénu a to jakoZto bodu spoleéného dvé-
ma rovnob&zkém (tak to formuloval okolo 1640 G. Desargues). Casto se takovy
bod nazyvé také bod nevlastni nebo db&iny. K zavedeni pojmu nevlastniho bodu
jsme v geometrii vedeni ivahami o centraln{i projekei, jestliZe nechcermne rozeznéa-
vat riuzné pfipady, ale naopak docflit jednotnosti v ivahdch. P¥i vhodné cen-
tralnf projekei dvou rovin na sebe mohou totiZ, jak zndmo, rovnobdzkéam v jedné
roving odpovidas riznob&Zky v druhé roving, takZe prusediku riznobdiek ne-
odpovidé v pavodnf roviné Zédny bod.

Tento zjev muZeme sledovat také pfi centralni projekei v roviné. Jsou-li p‘a:‘ q
dvé& raznobézky a promitéme-li v eukleidovské roviné p na g ze stfedu S (ktery
leZ{ mimo ob& ptimky — viz obr. 86), pak kaZdému bodu na p je pfifazen pravé
jeden bod na ¢ s vyjimkou bodu @ (pro ktery plati @S || ¢), jemuZ nenf na g pfi-
tazen Zadny bod. Na druhé stran® vSak zbyva na pfimce ¢ bod P (pro ktery je
PS || p), k ndmu? neexistuje na pimce p bod, jemuZ by mohl byt pfitazen.
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Jestlize pfimku p orientujeme a budeme si myslit na ni bod pohybujici se
v jednom &i druhém smyslu tak, ¥e se bude neustile vzdalovat (od n&jakého
pevného bodu), potom jemu pfifazeny bod na piimece ¢ se bude stéle bliZit z té
&i oné strany bodu P. Okolf bodu P na piimce ¢ ndm zobrazuje tedy body
piimky p, které jsou na pf. od bodu @ na ob8 strany nad pomySleni vzdéleny.
Proto bod, ktery pfiddvéme piimee p a o kterém Fikdme, Ze mu je pfifazen na q
bod @, nazyvédme bodem v nekonelnu.

Obr. 86.

Okoli bodu P na ptimce ¢ ndém také ukazuje, Ze z téhoZ ditvodu, proé vibec
zavédime nevlastnf bod, je nutné, abychom zavedli pro pfimku takovy bod
jen jeden, zatfm co naivni pfedstava by ndm vnucovala nevlastni body dva,
ka¥dy na jednom ,konci* piimky. ProtoZe tedy kafdé piimka mé jen jeden
nevlastnf bod, mé kaZdé primka roviny s geometrickym mistem nevlastnich
bodu této roviny spoleény pravé jeden bod. Odtud lze snadno pochopit, proé¢ se
toto geometrické misto pojima jakoZto pFimka, t. zv. pfimka v nekoneénu neboli
pfimka ub&Zna &ili nevlastni (v geometrii se tento pojern vytvofil kolem r. 1750
& je spojen se jmény B. Taylora a J. H. Lamberta).

Zavedenim nevlastnich bodi bylo mo¥no zobecnit pojem svazku piimek. P¥i
vhodné centralni projekci dvou rovin na sebe odpovida svazku raznobéZek jedné
roviny mnoZina pfimek, které jsou vSechny navzéjem rovnobé&iné. Pojem ne-
vlastniho bodu nés vede k tomu, abychom takovou mno%inu rovnob&Zek poji-
mali op&t jako svazek, t. j. mnoZinu v3ech pfimek roviny, incidentnich s jednim
bodermn — tentokrite incidentnich s nevlastnim bodem.V eukleidovské roving,
k jejimZ bodim jsme ptidali nevlastni body, mame tedy dva druhy svazkd pfi-
mek: svazek ruznob&Zek se spoleénym bodem v koneénu a svazek rovnob&¥ek se
spoleénym bodem v nekoneénu.

Obratme se nyni na Lobaéevského neeukleidovskou geometrii. Budeme-li
promitat na sebe body riznobé&Zek p a g ze stfedu S (leZictho v roving ptimek p, g,
avSak mimo tyto pifmky — viz obr. 87), pak misto bodi P a @ obrdzku 86 na-
stoupi dsetky PP’ a QQ’, jestliZe Z4dna z pifmek bodem nebude souéasné sou-
bé2né ik p i ke g. JestliZe p¥i centrélnf projekei piimek v eukleidoveké geometrii
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se piimka zobrazovala na utvar, ktery vznikl z pfimky vyjmutim jediného bodu,
zobrazuje se celd piimka v neeukleidovské geometrii na atvar vznikly z piimky
vyjmutim jisté mnoZiny bodu, kterd je bud prdzdnd (obr. 88a, pfimky p a g se
neprotinajf, primky @ a b jsou ob§ orientované soubdZky bodem § k p; ptimka ¢q
je soub¥iné s a* i s5*) nebo je to polopfimka (obr. 88b, disposice té%, jako na
obr. 88a, a% na pifmku ¢, kterd je soubd¥né s a* & protiné b) nebo jsou to dvé

q - q
;

b _ a ]
- P p
c. d.
Obr, 88.

~

polopFimly bez spolefného bodu (obr. 88¢, tovéZ jako na obr. 88a, a¥ na piimku g,
kterd protind a i b) nebo koneénd to je celd pFimka (obr. 88d, disposice td% jako
na obr. 88a, aZ na ptimku g, kters je soubdZna s ob¥ma piimkami a, *).

Podobng jako v eukleidovské roving, tak také v rovind neeukleidovské by-
chom mohli zavedenim novych bodi rozsifit pojern dosavadniho bodu (ktery
bychom mohli nazyvat vlastnim bodem) na pojem bodu jakoZto ,,prisediku‘
jakychkoli dvou pfimek v roving, i neriznob&Znych. Zde by vSak musely byt
nevlastni body dvojfho druhu. Bod prvého druhu by néleZel dv&ma soubd%nym
piimkam a mohli bychom ho nazyvat limitném nevlastnim bodem. Potom by
ka?da piimka méla dva razné limitni nevlastni body. V modelu Beltrami-
Kleinova by mu odpovidal bod zékladn{ kruZnice k. Nevlastni bod druhého druhu
by néleZel dv&ma rozbdikém a mohli bychom jej nazyvat vnéjéim neviastnim
bodem. Ve zmin&ném modelu by mu odpovidal spoleény bod na prodlouZeni dvou
nertiznob&Znych pfimek neboli vnéjsi bod vzhledem ke kruZnici k.

Odtud miZeme tusit, e v neeukleidovské geometrii budeme mit tfi druhy
svazkl: svazek riznobéfek, t. j. mnoZinu vSech pfimek incidentnich s uréitym
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vlastnim bodem (obr. 89a), svazek soubéfek (v némZ ka?dé dv& pfimky jsou sou-
bsZné), ktery bychom mohli pojimat jako mnoZinu piimek incidentnich s urgi-
tym limitnim nevlastnim bodem (obr. 89b), a svazek rozbézek (v ném% kazdé dvé
piimky jsou rozb&#né), ktery by bylo moZno chépat jako mnoZinu vSech bodi
incidentnich s urditym vnéjsim nevlastnim bodem (obr. 89c).

V této kniZce pojem nevlastniho bodu
zavadét nebudeme a k definici svazki
pouZijerne jiného jednoticfho hlediska,
totiZ centrdlniho promitédnf svazku raz-
nobé%ek. Mimochodem jestd§ pozna-
menavame, Ze jak eukleidovskd piim-
ka s nevlastnim bodem, tak i neeu- 3
kleidovské pfimka se vSemi nevlastnimi
body se chova jako uzaviena &ara. Vedle
nevlastnich bodii bychom mohli v neeu-
kleidovské geometrii zavést také pojem
nevlastni piimky a nevlastni roviny??)
a pak ukézat, ¥e vlastni i nevlastni ele-
menty spoleénd vyhovuji viem incidené-
nim axiomdam . Pro tyto elementy plati
navic je§td na pf., e kaZdé dv® pimky Obr. 89.
v roving se protinaji, kaZdé dvé roviny
maji spoleénou piimku. Takto bychom dostali t.zv. projektivni geometrii a to
obdobnym zpitsobem, jako k nf 1ze zavedenim nevlastnich elernentd dospét z geo-
metrie eukleidovské (o tomto zpisobu viz podrobnéji M. Pasch [3], §§ 5, 6, 7, 8)

Q
(]

DEerINICE. Svazek pFimek je mnozina vSech piimek roviny, procha-
zejicich jednim bodem, ktery nazyvame stfed svazku.

Svazek rovin je mnoZina vSech rovin, prochazejicich jednou pfimkou,
kterou nazyvime osou svazku.

OzNa8eNi. ProtoZe svazek pifmek je uréen stiedem a rovinou, sva-
zek rovin osou, budeme svazky oznacovat tak, Ze symboly prvki, které
svazek arduji, napiSeme do hranatych zévorek, na pt. [4,x], [p], [4B).

22) Pfi tom bychom museli rozliSovat dva druhy nevlastnich piimek: s pfim-
kou prvéno drunu by byly incidentni pouze vnejsi nevlastni body, zatim co
ptimka druhého druhu by obsahovala vedle vnéjSich nevlastnich bodu jest&
pravé jeden nevlastni bod limitni. Piimka, jeZ by vedle vndjsich nevlastnich
bodu obsahovala pravé dva nevlastni body limitni, by byla jiZ vlastn{ (a inci-
dentn{ jeSté s nekoneénd mnoha body vlastnimi). To v8e lze nazorn$ sledovat na
modelu Beltrami-Kleinovs. Soudasné je vidét, Ze geometrické misto limitnich
nevlastnich boda roviny bychom nemohli pojimat jako pfimku, ale byla by to
éara druhého stupnd. Viechny tyto pozndmky bychom mohli nyni prenést na
roviny neeukleidovského (hyperbolického) prostoru.
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DErFINICE. Budtez dany roviny « a § a bod C mimo né. Rikdme, %e
rovinu « promitdme centrdiné z bodu C do roviny B, jestlize kaZdému
bodu 4 roviny « prifadime bod A4’ roviny § jakoito priseéik roviny §

Obr. 90.

8 piimkou CA4 (pokud prisecik A4’
existuje) a jestlize podobné kazdé
piimce a roviny « pfifadime p¥im-
ku o’ roviny f jakoito prisednici
roviny 8 s rovinou aC. Struéns
fikame, Ze bod A resp. pfimka a se
z bodu C promita na rovinu § jako
bod A’ resp. pfimka a’, nebo jesté
stru¢néji, Ze bod A resp. pfimka a
se centralné promitaji jako bod A’
resp. piimka a’.

PoznAmra. Mohlo by se zdat, Ze
kdyz uZ jsme definovali centrdln{
primét bodu, pak bychom prii-
mét piimky mohli definovat jako
mnozinu pruméti jejich bodu. Ta-
kovy primét by v8ak nemusel byt
vidy pfimkou, jak nas o tom pou-
duje obr. 88. Naproti tomu nase de-
finice primétu pHmky je takova,
Ze prumét, jestlize vibec existuje,
je vidy pfimkou.

VErA 18,1. Dany svazek primek se centrdlné promitd bud jako svazek
nebo jako mnoZina pFimek, v nif kterékoli dvé pfimky jsou soubéiné (pfi sou-
hlasné orientaci vdech primek mnofiny) nebo jako mnoina pFimek, v nif
kterékoli dvé pFimky jsou rozbéiné a p#i tom maji viechny spolecnow kol-

mics.

Dtxraz. BudiZ din svazek [4, «]. Mimo rovinu « zvolme libovolné
bod S.Ten s kazdou pfimkou svazku[4, «] uréi rovinu, pfi éemZ mno-
%ina v3ech takovych rovin bude tvofit svazek rovin [S4].

1. Zvolime-li rovinu 7 (viz obr. 90) nepatiici svazku [SA], ale proti-
najici pfimku SA v bodé P, pak rovina n protne kaZdou rovinu svazku
[SA], viechny prisednice majispoleény bod P, takie tvoii svazek [P, x].
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2. Zvolime-li rovinu g soubéinou 8 orientovanou pFimkou S_Z, pak
viechny priseénice roviny ¢ s rovinami svazku [S4] jsou podle VETY
17,21 soubézné s piimkou S4 a tedy podle VEry 17,19 i mezi sebou.

3. Zvolime-li rovinu o rozbéfnou s primkou SA, pak priseénice ro-
viny o s rovinami svazku [S4] jsous ptimkou S4 (VEra 17,22) i mezi
sebou rozbéiné. Zbyvi dokizat, Ze maji spoleénou kolmici. Zvolme
jednu rovinu svazku [SA4] a uréeme jeji priseénici s rovinou ¢. Podle
VETY 17,17 existuje pravé jedna rovina ¢ kolma na tuto prisecénici
a zdroven na pimku SA4. Rovina ¢ je kolmi na rovinu o (protoZe
je kolmé alespoiil na jednu jeji pfimku) a na kaZdou rovinu svazku
[S4] (z téhoz divodu), je tedy kolma na priisednici roviny o s kazdou
rovinou svazku [SA4]. Jeji priseénice s rovinou o je spoleéna kolmice
v3ech nasich rozbézek. _

Vzhledem k pfedchazejici vété miZeme nyni roziifit pojem svazku
piimek.

DEriNicE. Svazek pi{mek, ktery jsme vyse definovali, budeme uréi-
téji nazyvat svazkem riznobé%ek. Je jednoznaéné urden svym stiedem
a rovinou (incidentni se stfedem), v nfZ lezi pfimky svazku.

Svazek soubéZek je mnozina viech primek roviny, soubéinychsdanou
orientovanou pfimkou. Tento svazek je jednoznac¢né uréen kteroukoli
orientovanou pifmkou do ného patffci a s nf incidentn{ rovinou, v niz
lezi pifmky svazku.

Svazek rozbéZek je mnozZina viech pfimek kolmych na danou pfimku,
kters se nazyva bdst svazku. Bas{ a s nf incidentni rovinou, v niz lezf
piimky svazku, je svazek jednoznadné urden.

Obecné muzZeme Fici, Ze dvé piimky uréuji prave jeden svazek, jemuz
obé patii. Svazek mé tu vlastnost, Ze kaZzdym bodem roviny, v nfz
svazek lezi (riznym od stfedu svazku, jde-li o riznobéiky), prochazi
pravé jedna jeho primka. _ \

DEeFINICE. Krunice je mnoZina viech bodi roviny, které majf od
pevného bodu roviny touZ vzdilenost. Tento pevny bod se nazyva
stfed kruZnice a vzdalenost bodi od sttedu polomér kruznice. Kruznici,
kterd ma stied S a obsahuje bod 4, budeme symbolicky znaéit £(S, 4).

V dalSim ukéZeme, %e pojemn kruZnice tizce souvisf 8 pojmem svazku pfimek,

jehoZ zobecn&nf néas vede i k obecnsjifrnu pojmu kruZnice, kterému zde budeme
fkat cykl. S obecn&j§im pojmem kru¥nice se setkdvame jiZ v eukleidovské geo-

9 Zaklady necukleldovaké g:ometrie 129



metrii, ve které se ndkdy na pfimku divame jako na limitni pfipad kruinice,
jejiZ polomdr se bez omezeni zv&tiuje. '

DErinicE. JestliZe stied X kruinic £(X, A) probihd polopfimku
(AS) tak, Ze se neomezené vzdaluje od bodu 4 (viz obr. 91), potom
éara m je limitnd éarou kruZnic K(X, A), jestlize pro kaidy-bod M na

¢afe m a k libovolné zvolené vzdalenosti d 1ze uréit na polopfimee (A4S)
bod C tak, Ze pro viechny body Y polopiimky (CA)* ma kruZnice

M

Obr. 91. Obr. 92.

K(Y, A) od bodu M vzdilenost mensf nez d. P¥i tom vzddlenost{ bodu M
od kruénice k rozumime infimum (viz odstavec 6) véech vzdilenosti MZ,
kde Z probfha viechny body kruznice k (pomoci infima jsme podobné

jiz d¥ive definovali vzdalenost bodu od pfimky, viz str. 76, pozn. 17)).

V eukleidovské geometrii lze dokéazat, Ze limitni ¢ara kruZnic s neomezend
rostoucim polomé&rem je pfimka. Toto tvrzeni je piimo. ekvivalentni 8 Eukleido-
vym postulitem o rovnobé&Zkéch, jak nyni dokéZeme. Nejdiive viak odvodime
dv¥ pomocné vity.

ViTa 18,2. Budif ddna krunice k = K(S, A) a necht pro bod M plati
SM > SA. Pak existuje spoleény bod X kruZnice k a vsetky SM a vzdd-
lenost bodu M od kruZnice k je dseCka MX.

Doxraz. Na polopfimee (SM) (viz obr. 92) vidy existuje bod X tak,
ze je SX = S4. Protoze je SM > SA, je ziejmé u(SXM). Budiz nyn{
Y # X libovolny bod kruZnice k. Jsou-li body Y, M, X kolinearni,
pak zfejmé YM > XM. Nejsou-li ¥, M, X kolinearni, pak thel
< YXM je vidy tupy, protoze je vedlejsi k thlu pfi zdkladné rovno-
ramenného trojahelnfka A YSX, ktery je vidy ostry. V trojahelniku
A YXMjetedy YM > XM, takze XM je skutedné infimum (dokonce
minimum) vzdélenosti MY pro véechny body Y kruZnice k.
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VETa 18,3. Budif dhel < SAM pravy. Je-li X jakykoli bod polo-
pFimky (SA)*, pak bod M md od krutnice & (X, A) vzddlenost mensi nef
od kruZnice &(S, A).

Dtoraz. Budiz A’ resp. A" (viz obr. 93) bod na poloptimce (S3) resp.
(XM) takovy, ze je SA’= 84 a XA" = XA. ProtoZe podle VETY
12,26 plati XA’ < XS + SA’'=XA", jest < XA"A' < X XA'4"

X
s
N
4 4"
A M A R
Obr. 93. Obr. 94.

¢ili také 2R — <X XA"A' > 2R — < XA'A". Protoze body X a A"
lezf po téZe strand piimky SM, lez{ poloptfmka (A’M) uvniti Ghlu
I (A"A"WA'X)*, takie je << MA'A” < 2R — <X XA'A". Protoze
je X A’A"M =2R — < XA”A’, je splnén vztah < MA"A’ >
> X A"A'M, takie v trojuhelniku A MA"A’ platf MA'> MA".
Podle VErY 18,2 je dikaz hotov.

VETA 18,4. Rovina md viastnost I tehdy a jen tehdy, jestlize limitni édra
kru#nic, prochdzejicich bodem A a jejiché stfed X se neomezené vzdaluje od
bodu A po polopFimce (AS), je primka.

DorAz. 1. Necht nejdfive rovina md vlastnost 1. Je-li ddna jakikoli
tsedka d, pak zvolme na p¥mce S4 bod A’ (viz obr. 94) tak, Ze je
#(SAA"), AA’ = d. BudiZ nyni N jakykoli bod polopfimky (4 M), pro
kterou je <t SAM = R. Osa tseéky A’'N nestojf na AM nikdy kolmo,
protina tedy p¥mku SA, priseéik oznatme Y. Tento prusecik leif
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vzhledem k vé&té o soudétu dvou ahld trojuhelnika na polopiimee (A4'S)

a je-li d dosti malé, dokonce na (AS). KruZnice &(Y, 4) prochdzi

bodem 4 a ma od bodu N vzdilenost d. Pro v8echna X polopfimky

(YA4)* ma bod N podle VETY 18,3 od kruznice 8(X, 4) vzdilevost
men3{ ne% d, takze pfimka A M je limitni éara kruznic & (X, 4).

2. Necht limitni édra kruZnic je pFimka. BudteZ pfimky

P, r, s takové, Ze pifimka r je kolm4 na s a pfimka p niko-

\ liv (viz obr. 95). DokéZeme, Ze piimky p a r se protinaji.

\ Na pfimce 7 zvolme bod A’ tak, aby leZel v té polo-

\ roving uréené pfimkou s, ve které je souet vnitinich

Ghla piimek r a p s piimkou s vétsi nez 2R. Urteme

| dale bod M tak, Ze A’M protind piimku p v bodé

a |-

Xt

A

)
A Obr. 95.

N’', pti ¢emi A'M | p, A’'N’' = N'M. Vedeme-li bodem M kolmici
na pfimku r, kterd ji protne v bodé A4, pak ke vzddlenosti 44’,
existuje bod C na 7 tak, ze kruZnice £(X, 4), jejiz stfed X lez{ na polo-
piimee (CA)*, ma od bodu M vzdilenost mensi nez AA4’. KruZnice
(X, M) ma podle VETY 18,2 s usebkou AA’ spoleény bod, oznaéme
jej A”; je tedy u(4A4"A’). Je-li N” pilici bod useéky A" M, pak osa ¢
této usedky prochdzi jednak bodem N”, jednak bodem X.

P#imka p protind stranu A’M trojahelnika A A’A"M, protind tedy
jesté bud stranu 4’4", bud A"M. V prvém piipadé (nehledé na to,
miZe-li skuteénd nastat nebo ne) bychom byli s diikazem nasi véty ho-
tovi. V druhém plati pro priseéik @ se stranou A" M dokonce u(4"QN"),
nebof ze vztahu u(AA"A’) plyne A"M < A’M &li N'M < N'M, a
protoze A QN’M ma pii vrcholu N’ pravy thel, je N'M < QM, takze
je u(@N"M) a tedy také u(A"QN"). Pfimka p protind tedy stranu
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A"N" trojthelnika A A”N"X. Stranu N"X protnout nemtze, protoZe
neprotina ani polopfimku (¥"X). Kdyby totiz T byl prisedéik, pak by
uhel X N'QM, ktery je ostry, byl vnéjdim thlem trojuhelnika AQN"T,
tedy mensi nez X QN "T = R, coz by byl spor. Z toho plyne, Ze pifimka
p protina stranu 4"X ¢&ili piimku », coZ jsme méli dokazat.

Obr. 98.

Z Viry 18,4 plyne, %e v Lobadevského geometrii nenf limitni 8arou kruZnice
8 neomezensd rostoucim polomérem ptimka, nybrZ néjaké zvladtni kfivka. Tu lze
vi8ak zavést také bez limitnich pfechoddq, jestliZe vhodn& modifikujeme definici
kruZnice tak, aby nova definice nezavisela jiZ na polom&ru nebo na stfedu kruZ-
nice. Takové definice je skutednd moZna a spodivéd na tom, Ze spojnice koncovych-
bodu dvou riznych priméri kruZnice svird s témito priméry shodné thly.

DeriNiceE. Piimka AC se nazyvé isogondini k pfimkdm AB a CD,
jestlize platf (v ptipads, Ze B a D lezi po té%e strané od AC) ¢ BAC =
= < DCA.

VETa 18,5. Ke dvéma piimkdm svazku lze bodem na jedné z nich véidy
vést primku k obéma isogondlni. Ta je v pFipadé svazku soubéiek a roz-
bééek jednoznalné uréena.

Doxaz. 1. Existence. Dany bod pf{mky svazku oznaéme A.

a) Jde-li o svazek rtiznobézek se stfedem S, pak neméa smysl uvazo-
vat, e je S = A. Je-li 8 *+ A, pak piimka A4’ (viz obr. 96) je isogo-
nalni k pHimkam S4 a SA’, jestlize je SA = SA’ (na SA’ existuje jests
bod A" + A’ tak, 3¢ SA’ = SA").

b) Jde-li o rozb&zky, jez majf spoleénou kolmici MM’ (viz obr. 97),
pak AA’ je isogondlni k pfimkém M4 a MA’', jestlize je MA = M'4’
a body A4 a A’ le#i po téZe strand od MM’ (Saccheriho &tyrthelnik).
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¢) Jde-li o svazek soub&iek, zvolme na obou soubdzkich p, g po
jednom bodu P, @ (viz obr. 98). Pilici polopfimky dhla < PQq a
X QPP se protnou (nebot p a ¢ jsou soub&iné) v bodé S, ktery podle
VETY 12,31 je stejné vzdéilen od piimek p a ¢. Je-li M priseéik pfimky
P 8 kolmici vedenou na ni bodem S a podobné N bod s analogickou
vlastnost{ na piimece g, je trojuhelnik A M NS rovnoramenny a piimka
MN isogonalnf k pHimkim p, ¢.-Zvolime-li nyni na ¢ bod B tak, Ze
A a B jsou po téze strané od MN a MA = NB, pak piimka ABje
hledana isogonalni pifmka vedend bodem A k pHmkim p, ¢, nebot
plati vztah A ABC = A BAD a tedy také A CDA = A DCB.

2. Jednoznadnost v pfipadé svazku soubéiek a rozbéiek dokiZeme
snadno sporem pomoci véty o vnéj§im uhlu trojuhelnika (VEra
12,23).

DerFiNicE. Dva body na dvou riiznych pifmkéich p, ¢ se nazyvaji
korespondujici vzhledem k pFimkdm p,q nebo kratce korespondujict,
jestliZe jejich spojnice je k obéma pHimkim p, ¢ isogonélni.

VETa 18,6. Body A a A’ na dvou raznych piimkdch svazku jsou kores-
pondujici tehdy a jen tehdy, je-li osa iseCky A A’ pFimka svazku.

Duxaz. 1. Body A a A’ budte? korespondujici. Pro svazek riznobéZek
je tvrzeni ziejmé. U svazku rozbéZek budtez B a B’ prusediky base
8 obéma pfimkami. V Saccheriho étyrihelniku [] BB’A’A maji strany
BB’ a AA’ spoleénou kolmici, ktera je puli (VETa 15,11).

Jsou-li p, ¢ soubdiky, prochézejici body 4 a A’ (viz obr. 99),a 8 je
stied Usecky, pak osa tsetky A A’ nemiZe protnout Zadnou z obou p#-
mek p, g, nebof kdyby prisedik s jednou byl C, potom by bylo
A ASC = A A'SC (A8 = A'S, < ASC = <& A’SC = R). Platilo
by tedy < SA’C = <& SA'q, coZ by byl spor. Lezi tedy osa tisetky A4’
mezi soubézkami, takze podle VETY 17,7 je s nimi soubézna.

2. Necht osa tuseky AA’ je pfimka svazku. Pro svazek riznobézek a
rozbézek je tvrzeni ziejmé, protoie jde o rovnoramenny trojihelnik
resp. 0 Saccheriho étyrihelnik. Jde-li o svazek soubézek, pak A4’ je
k obéma piimkim isogonilni, protoze Ghly & SAp = I1(34A4’) =
= < SA'}.

VETa 18,7. Body A a A’ na dvou ruzngjch pFimkdch svazku riznobéiek
resp. rozbézek jsou korespondugjici tehdy a jen tehdy, jestlize maji od stfedu
resp. base svazku touz vzddlenost.
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DvokAz. Necht oba body maji od stfedu resp. base svazku touz vzda-
lenost. Pak je véta zfejmé, nebot pak oba body tvoii se stfedem resp.
s prusediky base s pfimkami svazku, incidentnimis obéma body, rovno-
ramenny trojihelnik resp. Saccheriho étyrihelnik.

Necht spojnice A4’ je isogonalni k obéma p¥imkam svazku incident-
nimi s body A, A’. Jsou-li to riznobézky s priasetikem S, pak je
SA =8A4’podle VETY 12,25. Jsou-li
obé piimky rozbéiky a M a M’

Obr. 99. Obr. 100.

prusediky s jejich spoleénou kolmicf (pfi éemZ A a M resp. A’ a M’ lezi
na téze piimee), je-li H pilici bod tsecky AA’ a je-li K priseéik osy
tsetky AA’ s pHimkou MM’, pak je A KHA = A KHA’, a protote
plati & KAM = < KA'M’,jepodle VEry 12,24 AKMA=ANK'M A
a tedy také MA = M'A’.

VETA 18,8, Budlef p, q, r t#i primky ndlefejici témus svazku a necht
bod Plefina p,Qnaq a Rnar. Jsou-li body P a Q korespondujicia Qa R
také, pak i body P a R jsou korespondugici. ‘

DuUgraz. Véta je zfejma pro svazek riznobézek nebo rozbéiek, pro-
toze v tom piipadé korespondujici body maji stejné vzdailenosti od
stfedu resp. base svazku.

Pro svazek soubézek dokazeme vétu takto: Podle VETY 18,6 osa e
tGsecky PQ (viz obr. 100) a osa [ Usetky @R jsou soub&zné. PatH totif
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do téhoi svazku se soubézkami p, g, r. Vzhledem k VETE 18,6 staci do-
kizat, Ze osa g tsecky PR je soubéind s e nebo f.

Piedpokladejme nejprve, Ze g lezi mezi p a r. ProtoZe prisedik E*
tsetky PR s e neleii mezi q a 7, je < RQE’ > < RQq = < QRr >
> <X QRE’, takie je PE'= E'Q < E'R. Podobné je F'R < F'P,
takze stied G usetky PR lezi mezi E’ a F'. Osa g isecky PR nemtze

protnout ani pfimku e ani f. Kdyby
totiz nékterou z nich protla, byl by
prisedik stejné vzdilen od viech t¥
Q@ boda P, @, R, takie by jim procha-
zely obé piimky e a f, coZ neni moz-
né, protoZe jsou soubéiné. Pfimka
g lezi tedy mezi soubézkami e a f
a je tedy 8 nimi soubéind podle
VEry 17,7.
Piedpoklidejme nyni, Ze na pF.
piimka r lezi mezi p a g (viz obr.
9 101). Kdyby P a R nebyly kores-
Obr. 101. pondujici, mohli bychom vést bo-
dem R isogonilni p¥imku k p a r
a dostali bychom tak na p bod P’+ P, korespondujici bodu R. Podle
predchézejici ivahy by body P’ a @ byly korespondujici, tedy by P'Q
byla isogonélni piimka k p a ¢. PHmky PQ a P’'Q jsou riuzné, pro-
chézejici tymz bodem, a obé by byly isogonaln{ k p¥imkim p, ¢, coZ
neni mozné (VETA 18,5).

DEeFINICE. Cykl uréeny svazkem piimek a bodem A4 je mnoZina
bodi, ktera ma tyto vlastnosti:

1. patii do ni bod 4,

2. patfi-li do ni bod X na pi{mce z svazku, pak do nf patii kazdy
bod Y, ktery lezf na.n&které piimce y svazku, pfi demz body X, Y
jsou korespondujici vzhledem k pi{mkam z a y.

Klasifikace svazki nam dovoluje provést klasifikaci cyklt nasledu-
jicim zpisobem:

oykl uréeny svazkem riznobézek je krusnice, jejiz stied lezf ve sttedu
evazku,
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cykl uréeny svazkem soubéiek se nazyvé horocyk! a muZeme jej
pojimat jako limitni pfipad kruZnice, jejiz polomér se bez omezeni
zvétSuje,

cykl uréeny svazkem rozbézek se nazyva ekvidistanta, protoze jeho
body maji od base svazku konstantni vzdilenost. Je zfejmé, Ze mezi
ekvidistanty patfi i pfimka.?3)

Obr. 102. .

c -
c c
b
AN
—r N 7
- \\ /,
Obr. 103.

Uvedené tfi druhy cykla mﬁieme jednoduchym zpﬁsobein znézornit na na-
Sich modelech. Toto znizorndni se zakldds na tom, %e cykl uréeny svazkem
je orthogonélni trajektorie piimek tohoto svazku. Pfi tom orthogonalni tra-

23) Misto ekvidistanta se také Fiké hypercykl (podle Gausse). Slovo horocykl zna.-
men4 limitni kruZnici, protoze fecké slovo 3909 znadf hranici, mez. V tém¥ duchu
se nékdy misto krunice ¥ikd endocykl (6¥00% — uvnitf) a misto ekvidistanta

_ exocykl (é§w — vn&, mimo). (Gauss pouZival pro horocykl nazvu paracykl.)
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Jektorii n&jaké mnoZiny piimek se rozumi &éra, jeZ je na ka¥dou pfimku mnoZiny
kolma, t. j. takové, Ze teéna v priuseéiku kiivky s pfimkou sviré s touto ptimkou
pravy thel. Uvedend vlastnost by se dala odvodit z nasi definice cyklu limitnimi
tvahami. V modelu Beltrami-Kleinov® (viz obr. 102) se cykl zobrazuje jako
elipsa, ktera mé k zédkladni kruZnici modelu jisté polarni vlastnosti, jez se dajf
odvodit z toho, Ze ,,pHimky*‘ v tomto modelu jsou , kolmé*, jestlize ndleZi piim-
kdm polérnd sdruZenym vzhledem k zédkladnfi kru¥nici (srv.str. 115). Na obr. je
bod S p6lem piimky ¢ jak vzhledem k zédkladni kruZnici, tak vzhledem k ,,cyklu*

Obr. 104.

¢. Na obr. ¢ je b base svazku rozbdZek a pfisluind elipsa zobrazuje ekvidistanty
po obou strandch pfimky b.

U obou modeli Poincaréovych (viz obr. 103 a 104) se cykly znazoriujf jako
kruZnice (u ,,ekvidistanty*‘ jsou to dva oblouky kruZnic), jeZ jsou orthogonalni
ke kru¥nicim znézorfiujicim ,,piimky‘ svazku, protoZe v Poincaréovych mode-
lech se uhly zobrazuji v pravé velikosti. Zde o oznadeni na obrazecich plati
t4Z poznamka jako u obr. 102.

VETA 18,9. TFemi rdzngmi body prochdzi privé jeden cykl.

Doraz. Lezi-li viechny t¥i body na pfimece, je tato pfimka cyklem,
o némZ mluvi nade véta, a je jednoznaéné urena. Nelezi-li viechny t¥i
body P, @, R na pfimce, pak osy tseéek PQ a QR uréuji svazek piimek,
vzhledem k jehoi piimkam jsou body P, @, R korespondujici (podle
VErY 18,6). Svazkem a nékterym z bodu P, @, R je jednoznaéné uréen
cykl, prochazejici body P, @, R.

Jako analogické pojmy svazku a cyklu definujeme v prostorové
geometrii trs a sféru.

DEriNICE. T'rs riznobéZek je mnozina vSech pfimek v prostoru, jei
prochazeji jednim bodem, ktery nazyvime stfed trsu.

Trs soubéZek je mnozina vSech pfimek prostoru soubéZnych s danou

138



orientovanou pfimkou. Za tuto piimku muZeme vzit jakoukoli orien-
tovanou pfimku svazku.

Trs rozbéZek je mnozina vSech pfimek kolmych na danou rovinu,
kterd se nazyva basi trsu.

Obecné m4a trs tu vlastnost, Ze kazdym bodem prostoru prochdzi
pravé jedna jeho pfimka (vyjimku é&inf bod, ktery splyva se stfedem
trsu, jde-li o riznobézky). Déle je zfejmé, Ze kterymikoli dvéma piim-
kami trsu lze proloZit rovinu. Miizeme tedy hovofit o pfimee isogonéaln{
ke dvéma pFfimkam trsu a pravé tak o korespondujicich bodech vzhle-
dem k pi{mkam trsu.

DEeFINICE. Sféra uréens trsem pi{mek a bodem A4 je mnoZina bodd,
kterd m4 tyto vlastnosti: :

1. patif do ni bod 4,

2. pat¥-li do nf bod X na pi{mce z trsu, pak do ni patif kazdy bod ¥,
ktery lezf na nékteré pfimce y trsu, pfi femZ body X, Y jsou korespon-
dujici vzhledem k pi{mkam z a y.

Podle trsi miZeme jimi vytvofené sféry roztfidit takto:

sféra urfend trsem riznobéiek je koule, jejiZ stied je totoiny se stie-
dem trsu;

sféra uréend trsem soubéiek se nazyva horosféra a muZeme ji po-
jimat jako limitni pfipad koule, jejiz polomér se bez omezeni zvétiuje;

sféra uréend trsem rozbéZek se nazyva ekvidistantni plocha, protoze
jejf body maji od base trsu konstantni vzdalenost. Je zfejmé, Ze mezi
ekvidistantnf plochy patii také rovina.4)

VETa 18,10. Rovina, kterd prochdzi alespoit jednou pFimkou trsu,
Itery uréuje kouli resp. horosféru resp. ekvidistanini plochu, protind tuto
sféru v kruznicr, resp. horocyklu resp. ekvidistanté.

DoKaz je zfejmy z toho, Ze mnoZina viech piimek spoleénych trsu
aroving, jez prochazf alesponi jednou jeho pfimkou, je svazek, a to téhoZ
druhu jako trs.

DErFINICE. Elementdrni arou na sféfe budeme rozumét kazdou pri-
sednici sféry s rovinou prochizejici alespoii jednou p¥Hmkou trsu,
uréujiciho sféru, tedy kazdou z kiivek, o nichZ mluvi ViTa 18,10.

) Podobnd jako u cykld u%ivé se i pro sféry néazvil horosféra (parasféra),
endosféra a exosféra (hypersféra).
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Kdybychom méli definovén pojem délky kfivé édry, pak bychom pomocf limit-
nich tivah mohli dokézat, e elementérni ira na sféfe mé tu vlastnost, Ze jeji
oblouk mezi jakymikoli dvéma jejimi body A, B nemd vétst délku nez oblouk ome-
zeny body A, B na jakékoli jiné &dfe plochy (jde-li o 8aru uzavienou, rozumime
jejim obloukem mezi body A4, B ten z obou oblouki, na n&Z dvojice boda 4, B
¢aru rozdéluje, ktery nemé vétdi délku neZ oblouk druhy). Kratee bychom to
mohli fici také tak, %e elementérni &ira na sféfe jo nejkratit spojnict dvou bodi.

Elementarni arou na roving je podle definice ka%dé jej{ pfimka. VySe zmi-
n¥nou vlastnost piimky jakoZto nejkratsf spojnice dvou bodi dokazuje ¢éstednd
naSe VEra 12,32, podle niZ je isetka AB kratsi neZ jakdkoli lomend &ara, kterd
spojuje body 4 a B.

O jedné vlastnosti elementérnich &ar na sférdch, kterd ptipominé jestd jinouw
vlastnost pfimek, mluvi nésledujicf véta.

Viita 18,11, Jsou-li ddny dva body na sféfe, jef jsou rizné (a jde-li
o kouli, neleZi na téfe pFimce, jdouct stfedem), pak na ni existuje prdvé
jedna elementdrni édra, jeZ obéma body prochdzi.

DUxkaz. Tato elementarni dara je prisek sféry s rovinou, uréenou
piimkami trsu sféry, které prochazeji obéma danymi body. KaZzdym
bodem prochédzi viak praveé jedna piimka trsu a kazdé dvé piH{mky trsu,
pokud nesplyvaji, leZf pravé v jedné roviné. Odtud plyne jednoznaéné
uréen{ elementarn{ éary.

KaZdé sféra se svymi elementdrnimi farami jakoZto ,,pfimkami* miZe byt
v urditém smyslu povaZovana za jakysi zvléStni piipad roviny, a proto miZeme

hovofit o geometrii této sféry podobng, jako u koule mluvime o geometrii
sférické.

ProtoZe kaZdy druh sfér eukleidovského prostoru (totiZ rovina & koule) mé
jinou geometrii, je nasnad$ otézke, zda ka¥dé ze t¥ sfér ruzného druhu, je
poskytuje Lobaé&evského prostor, nemé svou vlastni geometrii. Odpovéd ne tuto
otdzku je kladné:

na kouli platf geometrie sférickd, zcela tak jako na kouli eukleidovské;

na ekvidistantni ploSe plati t4% rovinnd geometrie Lobadevskéhio jako na rovind
Lobadevského prostoru, coZ je patrné z toho, Ze mezi ekvidistantni plochy pati
také vSechny roviny;

na horosféfe plati geometrie eukleidovskd, nebof méme-li na horosféfe elemen-
tdrni ¢édru ¢ a mimo ni bod A4, pak bodem A 1ze na sféfe vést pravé jednu elemen-
térn{ &aru, neprotinajici g. Je-li totiZ y rovina &ary g a @ pfimka trsu incidentn{
s bodern 4, pak pfimka a je soub&2né s rovinou y. Madme-li nynf ur&it elementarni
¢aru neprotinajici g, musi leZet v rovind soub¥iné s y a incidentni s 4. Podle
VETY 17,28 Ize vSak piimkou a vést takovou rovinu prévé jednu.
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Vysledek, %e na horosféte plati geometrie eukleidovské, je jist® velmi prekva-
pujici. V geometrii eukleidovské nemé obdoby, nebot v eukleidovském prostoru
neexistuje plocha, na které by platila Loba&evského rovinna geometrie. Existuj{
v ném pouze plochy (na pf. pseudosféra Beltramiho, srv. odstavec 19, str. 143),
na nichZ plati toliko geometrie édsti Lobagevského roviny, nikoli vSak geometrie
Lobagevského celé roviny.

Vidime, %e a8koli jsme p¥i budovéini Lobafevského geometrie vy$li z pked-
pokladu, %e geometrie eukleidovské neplati, pfece vS8ak se nam Eukleidova
‘geometrie znovu objevila, i kdyZ na mists, kde bychom to nejméné Sekali. Tato
zvldStnost utvrdila Lobalevského v tom, Ze jeho nové geometrie je privd tak
logicky bezesporné jako geometrie Eukleidova.
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