Zéklady neeukleidovské geometrie Lobacevského

Objevitelé neeukleidovské geometrie

In: Jan Baptista Pavli¢ek (author); Eduard Cech (other): Zéklady neeukleidovské
geometrie Lobacevského. (Czech). Praha: Pfirodovédecké nakladatelstvi, 1953.
pp. 177-212.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402760

Terms of use:

© Prirodovédecké nakladatelstvi

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402760
http://dml.cz

KAPITOLA II
OBJEVITELE NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

24. N. I. Lobacevskij (1792—1856).3%) Jiz v uvodu této knizky jsme
se zminili o tom, %e Lobadevského objev neeukleidovské geometrie je
tésné spjat s jeho ¢innosti na université. Jako mlady docent mél Loba-
devskij za tkol pfednaSet o elementirni matematice a geometrii
s vy38iho hlediska, a pravé zde si uvédomil, jak velkym nedostatkem
geometrie je neuspokojivé fundovana theorie rovnobéZzek. Drive, nez
se budeme zabyvat objevitelskou praci Lobadevského, bude uziteéné
Fici nékolik poznamek o jeho ¢innosti na université vibec.

Kazaniska universita, na které Lobatevskij vystudoval (v letech 1807
aZ 1811) a které zasvétil pak cely sviyj Zivot, byla zaloZena teprve 1804
a% 1805, tedy nékolik let pred tim, neZ na ni Lobaéevskij vstoupil. V té
dobé byla Kazan hlavnim kulturnim stfediskem vychodni ¢dsti Ruska,
na vzdileném okraji rusko-evropského vychodu, uprostired takika ne-
dotknuté piirody. Historik kazafiské university N. P. Zagoskin pi3e, Ze
zde byly pro rozvoj university podminky krajné nepfiznivé.

Problém sestavit profesorsky sbor se rozresil tak, Ze jednak b1y vy-
brani schopni profesoii kazanského gymnasia, s nimz ostatné v prv-
nich letech byla universita tzce spjata, jednak byli povolani profesofi
z ciziny. Na fysikilné-matematické fakulté byli vedle ruskych profe-
sori G. J. KartaSevského (katedra vy3% matematiky) a J. J. Zapol-
ského (katedra aplikované matematiky a exper. fysiky) cizinci J. M. C.
Bartels (Cista matematika), K. F. Renner (aplikovand matematika),
J. J. Littrow (astronomie) a F. X. Bronner (fysika).

To, ze universita byla zaloZena teprve nedavno a Ze si musela vy-
chovat dorost védeckych sil, dalo velkou pfilezitost Lobacevskému,
aby po ukonéeni studii rozvinul svij talent. R. 1811 dosahl titulu ma-
gistra matematickych a fysikalnich véd. Titul magistra dostdvali mladi
lidé, kteti vzhledem k aspéchiim pfi studiu méli zistat na université
jednak jako pomocnici profesori, jednak aby se pfipravovali na vé-

0) Difve se uvadél r. 1793 jako rok narozeni Lobadevského. R. 1943 byly
viak objeveny dokumenty, podle nichZ se Lobagevskij narodil 20. listopadu
(1. prosince) 1792. Podrobnséji o tom viz Kagan [9), str. 14.
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deckou a profesorskou éinnost. Roku 1814 byl Lobadevskij jmenovan
docentem, 1816 mimofadnym a 1822 fadnym profesorem kazatiské
university.

Je pozoruhodné, jakého &irokého matematického vzdélani nabyl
Lobacevskij za dobu svych studii, o éemz svédéi to, Ze vedle elemen-
tarni matematiky, kterou prednasel na zacatku své ¢innosti na univer-
sité, prednasel zakratko nejriznéjsi matematické discipliny: algebru,
analysu, geometrii, theorii &isel. Cteme o ném, Ze z talentovaného a na-
déjného studenta se vypracoval vainy profesor, samostatné myslici,
mnoho pracujici a neustdle promySlejici svoje pfednasky..

KdyzZ kolem r. 1820 opustili profesofi - cizinci universitu v diisledku
dusné reakéni atmosféry, kterou vytvoril novy carsky ufednik mini-
sterstva Magnickij, povéfeny provedenim revise university a jeji
pozdéjsi samovladce, padla veskera zodpovédnost za vyudovani mate-
matiky a fysiky na mladého Lobadevského.

Zvlastnim rysem Lobacevského bylo, Ze vedle nadanf pro matematl-
ku mél skvélé organisadéni schopnosti. Pfi v&i tak velké pedagogické
¢innosti byl vdzdn nemalymi administrativnimi dkoly. Ackoli byl
teprve mimofddnym profesorem, stal se r. 1820 dékanem fysikalné-
matematické fakulty. Vedle toho zastdaval jeSté celou Fadu drobnych
dkolii. Bylo nutno zaloZit universitni knihovnu — vedeni bylo svéfeno
Lobadevskému; byl ziizen komitét pro stavbu universitnich budov —-
Lobaéevskij je zvolen za jeho ¢lena a pozdéji se stdva predsedou a spo-
lupracuje na navrzich nebo dokonce sim projektuje stavby; uvaZzuje se
o vydavani uéenych spisi Uclenyje zapisky — za redaktora je uréen
Lobacevskij; organisuje se fysikilni kabinet — organisaci je povéfen
Lobagevskij; planuje se ztizeni universitni astronomické observatore —
Lobacevskij se zajimé o toto dilo a aktivné se uéastni. Za viechny orga-
nisaéni ispéchy se dostavd Lobadevskému Gestného uzndni: po odvo-
ani Magnického, kdy se opét po dlouhé dobé voli r. 1827 novy rektor
kazanské university, je zvolen a stile volen Lobacdevskij a zustiva
v této funkei plnych 19 let.

V. F. Kagan, znamy sovétsky geometr, pide ve své knize Loba-
Eevskiy:

»Mnozi v&dci, obdafeni velkym talentem, se vyznalovali podivuhodnou
schqpnosti spojit tvardi v&deckou préci s velkou &innosti administrativni
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a vefejnou. Leibniz publikoval &etnd filosofickd i matematické pojednéni
b&hem své rozsihlé politické, administrativni a diplomatické éinnosti. Monge
se v&noval védecké préci, ackoliv byl véazén sloZitymi povinnostmi, spojenymi
8 organisovanim vojska v dob& revolu¢nich boji. U néas dovedl také M. V. Lo-
monosov spojit védeckou tvofivost s velkou ¢innost{ administrativn{ a s tim-
%o se setkdavame u Lobadevského. KdyZ se podrobné seznamujeme s ¢innosti
Lobagevského v prvnim obdobf, kdy fidil universitu, nebo i kdyZ jen éteme
jeho dopisy Musin-Puskinovi,?') tu st&%i chdpeme, %e se Lobadevskij mohl
uprostied vSelijakych spletitych povinnosti vénovat hluboké badatelské praci.
Pti tom pravé tou dobou napsal svoje nejdileZit&jsf spisy.‘

(Kagan [9], str. 218.)

Obratme se nyni k Lobadevského praci a objevim v theorii rovno-
bézek.

Jak jsme jiz fekli, byl Lobadevskij c
povéfen hned na zacdatku své Cinnosti
na université pfednadkami z elementarni
matematiky a geometrie. Byla nalezena
skripta pfednaSek z doby 1815—1817,
z nichZ je vidét, Ze Lobacevskij se po-
kousSel tfemi rtznymi zpisoby fundo-
vati theorii rovnobézek. Nejdfive chce
definici rovnobézek jakozto piimek stej- A B
ného sméru obejit V. Eukleidiv axiom, Obr. 139.
ve druhém se obird nekoneéné velky-
mi ¢astmi roviny podobné jako Bertrand. T¥eti pokus ukazuje, Ze
Lobacdevskij se podrobné zabyval Légendrovymi pracemi z theorie rov-
nobézek. Zna obé véty Légendrovy a pokousi se dokizat, Ze existuje
alespoii jeden trojihelnik se souétem whla 2R. Zné jiZ také nékteré
véty o trojuhelnicich se sou¢tem uhli meniim neZ 2R, na pf.: je-li
bod D uvniti trojihelnika A ABC (viz obr. 139), pak soudet Ghld
v trojahelniku A ABD je vétdf nei v trojtihelniku A ABC. V této
dobé byl mlady Lobacdevskij jesté cele v zajeti pfesvédéeni, kterého
se Légendre nemohl zbavit po cely Zivot, Ze totiZ je moiné dokazat
Eukleidiv axiom o rovnobézkach.

Kdyz kurdtor kazaniské university vyzval profesory, aby kaidy

31) [M. N. Musin-Puskin byl kurdtorem kazafiské university po Magnickém a
velice se zaslouZil o jeji rozkvét.]
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z nich napsal pro tisk uéebni text nebo ugebnici, Lobaéevskij jako
jeden z nemnohych, ktefi vyhovéli, predlozil r. 1823 rukopis, nade-
psany kratce Geometrija. K vytisténi jeho knizky v8ak nedoslo, protoze
podle minéni recensenta se spis za udebnici nehodil. Skuteéné, vtéto
knize, jejiZ rukopis se zachoval a byl vytidtén aZ pozdéji r. 1909, neslo
o néjaky systematicky vyklad geometrie, rozhodné ne o vyklad podle
tradice Eukleidovych Zakladi, které tou dobou stale jesté byly v &ele
vyulovani geometrie. Lobadevského vyklad byl uréen pro pokrodilejsi
a rozvadé] blize nékteré partie elementarni geometrie. Ze trindcti ka-
pitol je deset vénoviano méfeni (méfeni délek, uhld, sténovych hla,
trojihelnikd, hranola atd.), ostatni se zabyvaji kolmosti, shodnosti
trojuhelnikti a rovnobéznosti primek.

Z toho, co zde Lobacevskij fika o rovnobézkach, je zfejmé, Ze pronikl
hloubéji do jejich theorie. Je mu jasné, %e viechny dosavadni pokusy
dokazat V. postulat selhaly a Ze ani predpoklad, Ze thly trojuhelnika
z4vis{ jen na poméru stran a ne na absolutnich jejich délkach, se netyka
podstaty otazky, protoZe je svym zpusobem konvenci. Lobadevského
spis je pozoruhodny také jeSté tim, Ze v prvnich péti kapitolach je sou-
stfedéna ta G4st geometrie, kterd nezavisi na postuldtu o rovnobézkach,
tedy ¢dst patiici t. zv. absolutni geometrii.

Pro dobu, ve které Lobacevskij zil, je charakteristické, Ze recensent
rukopisu knihy Geometrija zvla&té upozornil na okolnost, kterd byla
zfejmé okolnosti pritézujici, Ze totiz autor zavadi metricky systém: za
jednotku délky bere metr a za jednotku thlu sty dil kvadrantupod
nazvem grad. Recensent k tomu poznamenava:

,,Je znamo, Ze tato déleni byla vymyslena za francouzské revoluce, kdy
véden ndroda nidit vie dfivEjsi pronikla dokonceido kalendéie a d8lenf kruhu.
Aviak tato novota nikde nebyla pfijata a v samotné Francii ddvno uZ byla
opusténa pro svou zjevnou nepohodlnost.” (Kagan [9], str. 112.)

Rukopis knihy Geometrija ukazuje, Ze r. 1823 nenadel jeité Loba-
devskij TeSeni problému rovnobézek. Teprve po dalsim tiiletém 1 silov-
ném badéni, totiz r. 1826, piedloZil fysikdlné-matematické fakulté ka-
zafiské university praci, ve které roztesil dvoutisicilety spor o Euklei-
dové axiomu o rovnobézkach. Price byla psana francouzsky, jak bylo
tehdy zvykem, a nesla nazev Ezposition succinie des principes d: la
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Géométrie avec une démonstration rigoureuse du théoréme des paralléles.??)
K jejimu vytisténi opét nedoslo, tentokrite pro nepochopeni se strany
kolegli na université, ktefi neméli pro zdklady geometrie smysl.
Komise, kterd méla o vytisténi price rozhodnout, rukopis fakulté ne-
vratila a veskeré patran{ po ném skondilo nezdarem. Pfesto jeho obsah
piibliZné zndme, protoZe prvni tisténd price Lobacevského obsahuje
vytah z tohoto rukopisu, jak sim Lobadevskij pozna:menévé, v pred-
mluvé.

Touto prvni tidténou praci je spis O nalalach geometrii, ktery vy-
chézel po dastech v universitnim Gasopise Kazasiskij vesitnik v letech
1829—1830. Zde se Lobadevskij vénoval nejdiive nedostatkim v po-
datcich budovani geometrie (viz citdt uvedeny na str. 20) a pokousel se
na prvnich dvaceti strankach tyto nedostatky odstranit. Definuje zde
pomoci pojmu vzdalenosti zakladni geometrické utvary tak, jak jsme se
o tom zminili jiZ v odstavei 7. Dile zavadi pojem twhlu a zabyva
se vlastnostmi sférickych mnohotdhelnikd a srovnavd véty o shod-
nosti rovinnych a sf rickych tiojahelnikii. Dile pak pokracuje slovy:

»» Vidéli jsme, Ze soudet uhli trojihelnika nemuZe byt > n. Zbyva tedy pfi-
pustit, Ze je bud = z nebo < n. Jedno i druhé mtZeme pfipustit, aniZ bychom
kdy dosli ke sporu; odtud vychézeji dvé geometrie: jedna, béiné uZivand’?) pro
8voji jednoduchost, je v souladu se vSemi skutefnymi mé&fenimi; druh4, po-
myslnd,?¥) obecné&j&ia proto ve vypodtech sloZitsjsi, pFipousti zévislost délek na
thlech.

Chceme-li pro jeden trojuhelnik pfipustit, Ze mé soudet Ghli roven =z, bude
mit soudet tuto hodnotu pro kaZdy trojihelnik. JestliZe naproti tomu pro jeden
jediny ptipustime, %o je mensf neZ x, pak se snadno dokéZe, %e s rostoucimi strat
nami tento soudet klesd.

Za %4dnych okolnosti se tedy nemohou protnout pfimky, které s tfetf tvofi
uhly, jejichZ soudet je 7. Je viak mo%né, Ze se také neprotnou, i kdy% tento soudet:
je < =&, pokud chceme pfipustit, Ze soudet hli v trojihelniku je < =.

33) Krdtky vyklad zdkladd geometrie s pfesnym ditkazem theorie rovnobéZek.

33) [ynorpe6urensran).

34) [BooGpancaeman; toto slovo v dobd Lobadevského bylo u%fvdno také ve
smyslu ¢magindrni (komplexnf). Ciz{ preklady zde maji vyrazy ,<imagindre
Geometrie'’, ,,géométrie tmaginaire’* & pod. Ve skutenosti zde viak nejde o né&-

jakou ,,komplexni** geometrii. Loba&evskij chtél ndzvem pouze naznaéit, Ze jde
o geometrii pomysinou, smyslenou.]
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Vzhledem k jedné pfimece mohou proto viechny pfimky roviny byt rozd&leny
na protinajict a neprotinajict. Z t&chto poslednich budeme nazyvat rovnobéz-
nymi ty, kterd mezi viemi pfimkarmi, vychdzejicimi z jedncho bodu, tvoii
hranici nebo jinak feéeno, pfechod od jedn&ch k druhym.*

(Lobadevskij [5), str. 194.)
Proé Lobacevskij fika, Ze jeho nova geometrie jé obecnéjsi ne% nade
bézné uzivani? O tom pokracuje jiz o stranku dale:

,»PFedpoklad, Z%e soudet hli v trojuhelniku je < 7z, mé ten nasledek, %e se
kruZnice s rostoucim polormé&rem nebliZi pfimce, ale zvlastni kfivee, kterou bu-
deme nazyvat limitni kruZniel. Také koule se v takovém piipad$ bude bliZit
ploSe, kterou podobn& budeme nazyvat limitni koull. Rovinny fez této plochy
je bud kruZnice nebo limitni kruZnice.

Geometrie na limitnf kouli je upln& stejnd jako ta, kterou zndme v roving.3%)
Limitnf kruZnice nahrazuje v ni pfimku a thly mezi rovinami, v nich¥ le¥{
limitnf kruZnice, nahrazujf 4hly mezi piimkami.

Limitnf kruZnice se pfimce bliZi tim vice, ¢im mensi je joji oblouk, takZe rozdil
v poméru k délce oblouku maZe byt uéinén libovolné maly. Proto viechno, co
plat{ o jednom, plati i o0 druhém, jen kdyZ oboji bereme hodn¥ malé.

JestliZe tedy v pfirads platici geometrie je takové, Ze dv8 rovnobé&zky sviraji
s tieti piimkou vhly, jichZ soudet je mens3i neZ n, potom b&%ngd uZivand geome-
trieby byla geomstrif éar zvla§t malych délek ve srovnéani s arami, které tvori
trojuhelniky se soudtem mensim neZ . (Lobadevskij [5], str. 195.)

Ve étyticeti paragrafech pak Lobacdevskij rozviji svoji ,,pomyslnou‘‘
geometrii. Odvozuje jeji trigonometrii a analytickou geometrii, pracuje
8 rovhicemi pfimek, kruZnic a limitnich kruZnic, stanovi délky kfivek,
ploéné obsahy a objemy riznych téles.

Pokousi se také pfesvéddit étendfe o ,,bezespornosti nové geometrie*,
jak bychom to fekli dnes. Ukazuje, jak trigonometrie jeho nové geo-
metrie je v tzké souvislosti se sférickou trigonometrii; sta¢i jen misto
stran a, b, ¢ dosadit a]/— 1, b]/— 1, ¢]/— 1. Ukazuje, Ze analysa a nova
geometrie spolu harmonuji, a to tak, Ze fefeni nékterych integrald po-
moci nové geometrie je totéz jako FeSeni klasickymi prostfedky. Loba-
tevskij také pfedhazuje otazku, jak by se zménila mechanika v prosto-
ru ovladaném novou geometrii. V disledku zavislosti velikosti souétu
thla trojihelnika na jeho stranich zkouma soudet pro trojihelnik,
jehoZ vrcholy jsou stéilice Rigel — Strius — 29 Eridani, a zjistuje, Ze
rozdil od 7 je jedté pFili§ maly, totiz v mezich pozorovacich chyb.

38) [Rozumi se, %e v eukleidovské roviné.]
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Jaky ohlas méla tak vyznamnd préice, jako je staf O nalalach geo-

melrit, jak bylo pfijato prvni pojednini o neeukleidovské geometrii?
S vysméchem a urdzkami. R. 1834 se objevuje v Casopise  Syn ote-
destva recense pod znackou S. 8. Uvedeme z nf dva citaty:

,»»Jsou lidé, ktefisi n&kdy po pfeéteni knihy post&Zuji: byla pfili§ prostd, piilis
obydejné, nebylo v ni ani, nad &im by se 8lov8k mohl zamyslet. Takovym milov-
niktum premy8leni doporuéuji, aby si pfedetli geometrii p. Lobatevského. Zde uZ
je opravdu o éem premyslet. Mnoz{ z naSich prvotfidnich matematikii ji éetli,
dumalinad ni, ale niéemu neporozumsli; proto povakujizazbyteéné podotknout,
e 1 j4, adkoliv jsem nad nf dlouho rozvaZoval, niéeho jsem se nedomyslel, t. j..
neporozumsl jsern ani jedné my3Slenee Bylo by t8%ké pochopit tfebas jen to, jak
p. Lobadevskij z nejsnadn&jd & nejjasn&jsi matematické nauky, jakou je
geometrie, mohl udé&lat tak t&2kou, tak temnou a neproniknutelnou nauku, jest-
lize by ném sémn ¢asteénd nenapovédsl tim, kdyZ Fiké, %e jeho geometrie se lisf od
bétné uZivané, které jsme se vSichni uéili a které se uz podle vieho neodnauéime,
ale Ze je jen pomysind. Ano, ted je vie jasné. AvSak co viechno ndm nemfiZe
obrazotvornost dat, obzvlasts obrazotvornost Ziva a pfitom nestvirna! Proési
nepfedstavit na priklad éerné jako bilé, kulaté jako &tythranné, soudet Ghla
trojihelnika mensi dvou pravych a jeden a ty% omezeny integral rovny jednou
37 a po druhé « ? Velice, velice dobfe je to moZné, i kdyZ rozumem je to ne-
pochopitelns. )

Ale miZe se ndkdo zeptat: nad psét a dokonce je3td tisknout takové nejapné
fantasie. PFizndvdm se, na tuto otézku t&%ko odpovédét. Autor nikde nedal na
srozumdnou, za jakym udelem vydal svij spis, a proto se musime uchylit k do-
mnénkédm. Pravda, na jednom mist& autor #ik4 jasns, e urdité nedostatky, jich#
si v8iml na dosud uZivané geometrii, ho pfimély k tomu, sepsat a vydat tuto
novou geometrii, ale to je zfejm& naprosto nespravné a se vii pravdépodobnost{
fedeno jen proto, aby se jeSt8 vice ukryl pravy cfl spisu. Pfedn& to odporije
tomu, co sam autor fekl o své geometrii, Ze je pornyslna, t. j. Ze ve skuteénosti
viibec neexistuje a miZe existovat pouze v jého pfedstavach a pro méteni se ve

_skutenosti viibec nehodi; za druhé tp odporujeobsahu nové geometrie, podle

ného% se da spife ¥ci, Ze nenf vymyslena proto, aby doplnila, ale popfela nasi
obvyklou geometrii. Pfitom ndm budiZ dovoleno dotknout se autorovy osoby.
Jak moZno pomyslit, Ze by p. Lobadevskij, f4&dny profesor matematiky, na-
psal 8 vdéZnym umyslem knihu, kterd by nepfinesla mnoho cti ani poslednimu
farnimu ugiteli. JeatliZe ne u¢enostf, tedy alespori zdravym rozumem musf byt
obdeafen kaZdy ugditel; ale v nové geometrii nezfidka i ten chybi.

UvéZiv viechno toto, dochézim k z4v&ru, Ze p. Lobadevskij nejpravdépodob-
ndji napsal a vydal svoji Geometrii jen za tim GZelem, aby si tropil Zerty nebo
16pe Fedeno, aby napsal satiru na uence-matematiky, a snad viibec na udence-
spisovatele soutasné doby. Aviak nyni jiZ ne s pravd¥podobnosti, ale s na-
prostou jistotou tvrdim, Ze dva nedostatky, totiZ bezesmyslné véSeil psdt
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nezvyklym a nesrozumitelnym zpiisobem, kterou lze asem pozorovat u mno-
hych naSich spisovateld, a nepfedloZené touha objevovat nové, se kterou se
setkdvame u talent\, postadujicich sotva na to, aby si f4dn& osvojili staré,
opakuji, tyto dva nedostatky autor hodlal zobrazit a zobrazil je, jak lépe ani
nenf moZné...

Avsak jsa si védom ceny spisu p. Lobagevského, nemohu mu nevytknout
to, Ze tim, %e nedal své knize patiiény titul, nechal nds dlouho pfemyslet na-
darmo. Proé nenapsat misto titulu ,,0 nadalach geometrii'* na ptiklad ,,Satira
na geometrii*‘, ,,Karikatura na geometrii'‘ nebo néco podobného? Potom by
kaZdy na prvnf pohled vidsl, o jakou knihu jde, a autor by byl uSetfen mnoha
neptiznivych o ném vsudki a min¥ni. St&sti, Ze se mi podaFilo proniknout ke
skuteénému cili, pro ktery byla napséna tato kniha — a bih vi, co jsem se
o ni i o jejim autoru napfemyslel. Nyni doufdm a v&fim, Ze ctény p. autor se
bude citit mné& zavazén za to, Ze jsem ukézal skuteéné hledisko, s ndhoZ nutno
posuzovat jeho spis.

S. 8.« (Kagan [9], str. 245—248.)

O této fejetonistické recensi napsal Lobacevskij na zaditku svého
spisu Voobrazaemaja geometrija, ktery vysel r. 1835, tuto poznamku:

,»Casopis Syn Ot&&estva otiskl v &sle 41 ro&nfku 1834 vadi mns velmi urdZ-
livou kritiku, & jak jsem presv&déen, naprosto nespravedlivou. Recensent za-
lo%il sviij posudek jen na tom, Ze mé theorii neporozumél, a povaZuje ji za
chybnou proto, Ze v ptikladech nalezl jeden nejapny integradl. Nenachézim
viak takového integrélu ve svém pojednéni. V listopadu minulého roku jsem
zaslal vydavateli odpovéd, kterd nebyla z nezndmych mi p#iéin dosud, b8hem
poti mésich, jests otisténa. (Lobadevskij [5], str. 408.)

Na zadost Lobaéevského zaslal senit Kazaiiské university praci
O nalalach geometrii petrohradské Akademii véd. Spis byl dan k recensi
akademiku Ostrogradskému, ktery napsal do posudku mimo jiné:

,,Autor, jak se zdd, si postavil jako cfl psit tak, aby mu nebylo wvibec
rozumét. ..

O tom, co jsem prodetl, povaZuji za povinnost sdélit Akademii toto:

1. Ze dvou omezenych integrali, které p. Lobatevskij povafuje za svij
objev, jeden je uZ znamy. Je moZné ho vyéislit pomoci nejelementéarndjsich
method integralnfho po&tu. Vypotet druhého integralu, uvedeného na strand
120, je skuteén& néco nového. Pati{ cele p. kazatiskému rektorovi. Na ne$tésti
je mespravny.

2. VBe, co jsem pochopil z geometrie p. Lobagevského, je vice neZ podprii-
mérné. .

3. VBechno, co jsem nepochopil, bylo zfejmé Spatnd vyloZeno a lze tudi¥
téZko lustit.

184



Z toho jsem uCinil zdvér, Ze kniha p. rektora Lobaé&evského je poskvrn&na
chybou, je nedbale napsdna & nezasluhuje tudiZ pozornosti Akademie.'!

(Kagan [9], str. 254.)

Ostry vypad Ostrogradského proti Lobadevskému neni podloZen
zadnymi objektivnimi divody. Pokud jde o druhy integril, byl
Lobatevského vypocet spravny a ostatné proveditelny i elementarnimi
prostfedky. Mimo to, Lobadevskij nechtél nikterak objevovat nové
integrdly; v tom vSak, Ze feSeni nékterych integrila@ pomoci nové
geometrie bylo v souhlase s feSenim klasickym, vidél, jak jsme uz
poznamenali vySe, potvrzeni logické pravdivosti nové geometrie.

To, co Ostrogradskij z prace jeité chapal, bylo asi prvnich sedm
paragrafi, kde jsou vylozeny logické ziklady geometrie. Pro tvahy
o logickém budovani geometrie viak Ostrogradskij nemél pochopeni,
takZe mu musely pfipadat pfili§ trivialni.

Pokud jde o to, Ze se vyklad nové geometrie dal 8patné &ist — na
tom snad néco bylo. Kazdy objev, s nimZ nejsme seznameni, je temny,
at je vylozen jakkoli jasné. Na druhé strané objevitel nema ¢éas vechno
fici a nen{ to ostatné také jeho vée, rozhlaovat na viechny strany po-
moci nejtrivialnéjsich obrazi, co vytvofil a uvedl na svét. Jeho tkolem
piedevsim je oteviit cestu nastupcim, kteff by mohli pfivést ddl jeho
myslenky a pribliZit je nové generaci.

U Lobagevského bylo zapottebi tizasné energie, jestlize se nezalekl
kfiku Boioti a nenechal se odradit ani vysméchem, ani nepochopenim.
Rozvijel svoji geometrii d4l, shromazdoval dal$f argumenty, aby uké-
zal, Ze nova geometrie je pravé tak logicky pravdiva jako geometrie
obycejna, béZné uzivana, a snazil se psat srozumitelnéjsi vyklad. Tak
vysla r. 1835 v serii Udenyje zapisky Kazariskogo universiteta kniha
pod titulem VoobraZaemaja geometrija a r. 1836 vychazi tamtéz spis
Primenenije voobrazaemoj geometrit k nekotorym integralam. Obé tyto
prace napsal Lobadevskij pivodné francouzsky pro Crelliv Zurnal
v Némecku, Journal fir reine und angewandte Mathematik, kde sku-
tecné r. 1836 vychazeji pod ndzvem Application de la géométrie imagi-
natre @ quelques intégrales, a . 1837 jako Géométrie imaginaire.

Ve VoobraZaemoj geometrii postupuje Lobadevskij tak, Ze do Cela
stavi trigonometrické rovnice vyjadiujici vztahy mezi stranami a dhly
trojahelnika v nové geometrii jakoZzto néco daného a z nich odvozuje
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celou novou geometrii. Ditkazem, Ze rovnice tvoii bezesporny systém
a Ze pro trojihelniky s nekone¢né malymi stranami tento systém pie-
chazi v rovnice eukleidovské geometrie, se snaZi prokazat logickou
rovnocennost béZné i pomysiné geometrie. Ukazuje tim také, Ze obydej-
na geometrie je jen specialnim pfipadem jeho nové geometrie.

Jestlize obé prace O nalalach geometrii i VoobraZaemaja geometrija
se navzajem dopliiuji tak, Ze jedna nemutze stat bez druhé,’®) Loba-
¢evskij se snaZil nyni podat samostatny vyklad nové geometrie od sa-
mych jejich poéatki, ato synthetickou methodou. Proto v letech 1835
a? 1838 vydaval v Udenych zapiskach stat Novye nodala geometrii
8 polnoj teoriej paralelnych, kterd zabrala celkem &tyii éisla a je nej-
rozsahlej$im spisem Lobadevského vibeec.

V dvodu ukazuje na nedostatky Eukleidovy theorie rovnobézek
a riznych pokusii dokazat Eukleidiv postulat, odhaluje chyby Ber-
trandova dikazu a nedostatky v dikazu Légendrové i v jeho Gvahach,
které platily tehdy za posledni slovo v oboru theorie rovnobézek.
V prvnich Sesti kapitolich pak vylozil absolutni geometrii, v zbyvaji-
cich péti svoji novou geometrii. Toto pojednini bylo uZ napséno tak,
Ze mu mohl rozumét kazdy hloubavy ¢lovék s obecnym matematickym
vzdélanim. Pfesto nikdo toto dilo nedetl.

Proto se Lobadevskij rozhod! napsat zcela kratké a pokud mozZno
snadno pfistupné pojednani a.vydal je tentokrite némecky r. 1840
v Berliné pod ndzvem Geometrische Untersuchungen. Tato velice jasné
psanid mald knizka byla pfedposlednim spisem Lobadevského. Po ni
jen jednu prici, rok pfed svou smrti. Byla vénovina nové geometrii
a byla urdena pro sbornik chystany k padesatiletému jubileu kazatiské
university. Sepsiana byla francouzsky pod nizvem Pangéométrie ou
précis de géométrie fondée sur une théorie générale et rigoureuse des parallé-
les a r. 1855 vysla také samostatnd rusky jako Pangeometrija v Ucenych
zapiskach.37)

%) Vyklad v Nadalach, bez dikazii a velice strudny, je rozveden ve spise
Voobrazaemaja Geometrija. Proto¥e zde se viak zaéind systémem rovnic, aniz by
se objasnilo, jak se k nim doslo, pfedpoklada tento spis znalost Naéal.

37) Lobadevskij v pozd&jél dobd misto ménd vhodného ndzvu pomysind geo-
metrie zadal u%ivat slova pangeometrie, nebot ona zahrnovala také geometrii
eukleidovskou.
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Lobadevskij si byl dobfe védom toho, jak zdvazny objev uéinil; kdyz
nenalezl pochopeni doma v Rusku, obratil se na §ir$f, mizeme ¥ici své-
tové forum: publikoval, jak jsme vidéli, svoje vysledky jednak v Crello-
vé Zurnilu, jednak v berlinském nakladatelstvi. Vznikd pfirozend
otizka, jakou mély nyni jeho vysledky odezvu.

Kratce feceno, souc¢asna doba nepochopila Lobaéevského objev ani
jeho dalekosahly vyznam. Vinu na tom neslo, jak jsme jiz v ivodu
naznatili, pFesvédéeni, utvrzené tehdejsimi filosofickymi a ideologic-
kymi nazory ve formé Kantova uéeni o apriornich naziracich formach,
Ze eukleidovskd geometrie plné vystihuje metrické vlastnosti skuteg-
ného prostoru. Pod tlakem oficidlnich ndzora lidé nechapali, o¢ v geo-
metrii Lobadevského béii, a divali se na ni asi jako na nesmyslnou
theorii.

Nézorné to ilustruje recense Lobadevského knizky Geometrische Un-
tersuchungen, uverejnéna v bibliografickém dasopise Repertorium der
gesammiten deutschen Literatur v ¢&isle 2 r. 1840, kterd v Gplnosti zni
takto:

»»Podle autorova tvrzeni muiZeme prFipustit, aniZ bychoin se dostali ke
sporu, e danym bodem lze k dané pfimce vést dv§ nesplyvajicf rovnobdézky
(stv. p. 10); mezi t8mito dvéma rovnob&Zkami mohou pry leZet piimky pro-
chézejici timto bodem, které danou pfimku neprotinaji, a adkoliv s nf le%i v téZe
rovin®, nejsou s ni rovnobd¥né. Na takovémto zdklad® chce autor zaloZit
vlastni theorii 8 nazvem ,,imaginérnf geometrie‘’. Jeji zaklady jsou vyloZeny
v tomto spisku, aviak zminény princip a jim dokazovand véta na p. 21 ,,8fm
vice se rovnob&fky v orientaci jejich rovnob&?nosti prodluZuji, tim vice se
vzéjemns pribliZuji* spisek dostateén® charakterisuji a zproStuji tak refe-
renta dalSiho posuzovéani*. (Engel [8], str. 434.)

Presto vSak vime o ¢lovéku, ktery éetl Lobacdevského spisy — upo-
zornén byl na né snad pravé touto recensi — a dokonale jim rozumél:
byl to C. F. Gauss.

Gauss se béhem své velmi bohaté matematické éinnosti zabyval také
theorii rovnobézek. Cteme, Ze jiz od dob svych studii myslel na tento
problém. Pozdéji se dopracoval k systému neeukleidovské geometrie —
ostatné sém tento ndzev pochdzi od ného, on po prvé uZil slov ,,anti-
euklidische Geometrie'".

Gaussiv pomeér k tomuto objevu vSak byl zvli$tni. Bude nejlépe,
kdyz se o Gaussovi v této souvislosti podrobnéji rozepiseme.
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25. C. F. Gauss (1777—1855). Nedostatkit v budovani theorie rovno-
béiek a zarovell i celé geometrie si Gauss povsiml jiZ nékdy kolem r.
1792, kdy jako patndctilety student gottingenské university diskutoval
o rovnobézkach s nékterymi profesory, nejvice vsak se svym star§im
pritelem F. Bolyaiem, ktery, jak jsme se jiz zminili, studoval dva
roky v Gottingach. Gauss si s nim také o véci Jdopisoval, kdyZ se
F. Bolyai vratil doma do Madarska.Podle dopist maZeme soudit, Ze se
Gauss pokousel riznymi zpisoby dokazat Eukleidiv postuldt. Gauss
ostatné znal spisy Saccheriho a Lamberta, takZe se také zabyval de-
dukcemi z pFedpokladu, Ze Eukleidiv axiom neni splnén. Ve viech
svych avahach, at jiZ pfi dikazu pfimém ¢i nepiimém, narazel viak na
obtiZe, které, jak se sam vyjad¥il, patfily stale témuz dskali, o néz se
viechny jeho pokusy rozbijely. R. 1804 viak piSe v jednom dopise, Ze
stale je§té m4 nadéji, Ze témito dskalimi Stastné propluje. NemuZeme
s uréitosti tvrdit, kdy se s touto nadéji rozedel. Nejstarsi dokument,
ktery svédéi o jis ém obratu v jeho mysleni, pochazi z r. 1816. Tehdy
uvefejnil Gauss anonymné v asopise Gottingische gelehrte Anzeigen
recense dvou publikaci jakychsi naivnich dikaza V. postulatu. Z této
recense uvedeme prvni odstavec:

,»Je malo zdleZitosti v matematice, o kterych by se tolik psalo, jako o trhli-
nd v zdakladech geometrie pfi budovani theorie rovnobé&Zek. Ztidka prejde rok,
ktery by neptinesl n&jaky novy pokus tuto trhlinu zacelit, & pfece nemutZerme
Fici, checeme-li mluvit poctivé, Ze bychom se v podstats dostali dél neZ Euklei-
des pied 2000 lety. Takovéto upiimné a pfimodaré piriznani se nam zda byt

dustojnosti védy pFiméfengjsi, neZ marné snaZeni neudrZitelnou siti zdanli-
vych dukeza zekryt trhlinu, kterou nelze zacelit." (Gauss [12], str. 170.)

Dalsi dokument z r. 1816 je Gaussiiv dopis pfiteli Gerlingovi, kde
muZeme Cist komentai k Légendrovu ,,dikazu‘ V. postulitu, zaloZe-
ném1 na argumentu, Ze absolutni mira pro délky neni mozna. Gauss zde
zdiraziiuje, jak je neopravnéné jen tak beze vieho se opirat o takovy
predpoklad, a pokracuje:

»Je to pondkud paradoxni, Ze by mohla existovat a priori konstantnf
délka; j4 v tom viak nenalézém Zidného sporu.*

A Zertem dodédva:

»Bylo by si dokonce pfdt, aby Eukleidova geometrie neplatila, protoZe

bychom pak méli obecnou apriornf mfru.* (Gauss [12], str. 169.)
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~ Podle obou téchto citdtt se d4 soudit, Ze Gauss jiz nékdy kratce pred

r. 1816 zastaval stanovisko, Ze dokdzat V. postuldt neni moZné, protoze
existuje geometricky systém, v némz tento postuldt neni splnén. Jak
dalece znal a rozvinul Gauss tento systém, nemtzZeme s uré¢itosti tvrdit,
protoZe sam ze svych dvah nic nepublikoval a ani v pozistalosti neza-
nechal Zadného rukopisného pojednini kromé nékolika stranek s naho-
zenymi poznamkami, jichZ si bliZze vSimneme aZ pozdéji. Vedle téchto
mélo pozndmek jsme proto odkizani na rizné pfipominky a poznim-
ky, roztrousené v jeho dopisech. ‘

Z Gaussovych dopisii mizeme vedle toho také vidét, jak dalece znal
vysledky jinych matematika, ktefi se Gspésné zabyvali problémem rov-
nobézek, jak reagoval na jejich podnéty a jaky sim osobné zaujal k celé
véci postoj. To viechno bude nyni pfedmétem nékolika piiitich stranek.

Vidéli jsme ji#, Ze Lobadevskij, ktery neznal dilo Saccheriho ani
Lamberta, pracoval na problému rovnobéiek dplné sam a po cely
Zivot se nedovédél, Ze také jini dochazeji k podobnym vysledkim
jako on, a nemél nikoho, s kym by si o svém objevu mohl pohovofit. Na-
proti tomu Gauss znal vSechny, ktefi se tou dobou Gspésné zabyvali
theorif rovnobézek, a znal i jejich vy:ledky. Velkou pilezitost k sezna-
menf{ s nimi mu poskytovalo jeho ptisoben{ na vyznamné némecké uni-
versité v Gottingach. Vedle toho se té8il neobydejné autorité, takze se
k négmu lidé hlasili sami, aby od ného sly&cli dobrozdéni o svych vy-
sledcich. Gauss se timto zplusobem stal mimodék svédkem tviaréi ¢in-
nosti v oboru theorie rovnobéZek u cclé fady vyznamnych i méné vy-
znamnych lidi. Byli to Schweikart, Taurinus, Jan Bolyai a Lobadev-
skij (jsou uvedeni v pofadi, jak se s nimi Gauss seznamoval).

F. K. Schweikart (1780 —1859) nebyl +lastné matematikem (pozdéji
se stal profesorem prav na université v Kralovei); zabyval se viak
matematikou ze zaliby, zejména theorii roy nobézek, o které publikoval
nékolik praci. Znal uréité Kligelovu di-crtaci o historick(m rozvoji
theorie rovnobéiek i praci Lambertovu. V letech 1812 —1816 hloubéji
promyslel geometricky systém nezavi:ly na V. Eukleidové postulidtu
a tento sy:tém nazval astralickou geometrii.*®) Kdy# se od svého piitele

38) Astralische Geometrie — (ento ndzev mdl napovédst, Ze tato zvlaStn{
goeometrie se uplatni teprve pfi méfeni velkych vzdailenostf (pfiastronomickych
pozorovénich).
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Gerlinga dozvédél, Ze také Gauss dospél k jistym zdvéram v theorii
rovnobéZek, poslal mu (r. 1818) po Gerlingovi list, ve kterém strudéné
shrnul svoje nazory a zadal, aby se Gauss o nich vyjadfil.

Bude jisté zajimavé precist si toto shrnuti Schweikartovych my#le-
nek:

»Mame celkem dvoji geometrii: geometrii v uisim smyslu, totiZ Euklei-
dovu, a pak astralickou geomsetrii.

Trojuhelniky této druhé geometrie se vyznaéuji tim, Ze soudet jejich Ghla
neni roven dvéma pravym.

Z toho se da logicky dislednd odvodit,

a) Ze soudet tF{ ihlu v trojuhelniku je mendi ne¥ dva pravé,

b) Ze tento soudet bude stéle tirn mensi, éim v&tsi bude jeho obsah,

¢) %e vyska rovnoramenného pravouhlého trojuhelnika pii zvStSovéni ra-
men sice stdle roste, nepiekrodf vsak urditou délku, kterou nazyvam kon-
stantou.3?)

Ctverce®?) proto majf tuto podobu:

Kdyby pro nds tato konstanta byla polomér zemsky (tak¥e by kaZda pfim-
ka vesmirného prostoru, kterd spojuje stdlice vzdilené od sebe o 90°, byla
teénou zemského globu), pak by v poméru k rozmérim vyskytujicim se
v dennim Zivoté byla nekoneénd velikd.

Eukleidovské geometrie plati jen za pfedpokladu, %e tato konstanta je
nekonedn$ veliké. Jen tehdy bude platit v&ta, Ze soudet tii uhla kaZdého troj-
thelnika je roven dvéma pravym; toto lze z pfedpokladu, Ze konstanta je ne-
koneénd velk4, skutedns také snadno dokazat. (Gauss [12], str. 180.)

%) [Jde o vysku spusténou na pfeponu. Podle toho, co ji vime o Ghlu sou-
b&#nosti, nemu%e tato vyska prekrodit délku, pro kterou je I7(d) = iR.]

%) [Schweikart zde mé na mysli Etyiihelniky se shodnymi viemi stranami
& uhly.]
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Gauss napsal Gerlingovi o Schweikartovych poznémkéch toto:

» ... Poznadmka p. prof. Schweikarta m& neoby&ejnd potdsila a prosim,
abyste mu o tom ode mne fekl mnoho krdsného. Skoro viechno je to jakoby
z mé duse napsano... Aékoli mohu docela dobfe pfipustit nesprdvnost euklei-
dovské geometrie, musela by podle naSich astronomickych pozorovéni byt
zmin&nd konstanta nepomsrné vétSi neZ polomér Zems.

(Gauss [12], str. 181.)

Schweikart nepublikoval v8ak o astralické geometrii nic a anisvoje mys-
lenky bliZe nerozvedl, takZe citovany list obsahoval asi vSe, co Schwei-
kart v nové geometrii udélal. ProtoZe jeho publikované price z diivé;jsi
doby se nové geometrie jeité netykaly, lze Fici, Ze Schweikartovo dilo
patii je§té do pfedhistorie neeukleidovské geometrie, pfi Cemz je jisté
pozoruhodné, Ze jako neprofesionalni matematik doSel k tak krasnym
vysledkim.

Schweikart zasvétil do problému rovnobézek svého synovce F. A.
Taurina (1794 —1874, byl také pravnikem), ktery se po Gase obratil na
Gausse se svymi vysledky a zaslal mu svij prvn{ pokus o dikaz V. po-
stuldtu. Gauss jiZ z toho, jak se Taurinus k problému stavél, poznal
v Taurinovi myslici matematickou hlavu a odepsal mu dlouhym dopi-
sem, ktery zde uvedeme v doslovném znéni:

,»Vaso blahorodi,

V&3 mily dopis ze dne 30. Fijna spolu s pfipojenym pojednénim jsem pfeletl ne
bez pot&Seni, tim spile, Ze jsem zvykly na to, %e v&tSina lidf, kteii se zabyvaji
novymi pokusy o t. zv. theorii rovnob&Zek, nemé4 ani Spetku geometrického
ducha. Proti Vasemu dikazu nemém nic (nebo ne mnoho), co bych poznarme-
nal, ne# to, %e nenf Gplny. V4§ dikaz, e soudet t¥i uhli rovinného trojihelnika
nemitiZe byt v&tSi neZ 180°, by sice potfeboval, pokud jde o geometrickou pies-
nost, je§td doplnit, aviak to by se dalo snadno provést a je mimo v3i pochyb-
nost, Ze tuto vlastnost lze zcela rigorosné dokazat. Zcela jinak tomu vsak je
8 druhou &dsti, Ze totiZ soudet uhli nemiiZe byt mensi ne% 180°; toto je vlastni
uzel, uskalf, o které vie ztroskotdvé. Zda se mi, Ze jste se timto pfedmétem
jost& dlouho nezabyval. U mne tomu tak jiZ je pfes 30 let a nev&fim, Ze by se
kdo touto druhou ¢asti mohl jestd vic zabyvat neZ j4, akoli jsem o tom nikdy
nic neuveriejnil. Pfedpoklad, Ze soudet t¥{ thl( je mensi neZ 180°, vede ke zv1ast-
nf geometrii, od nasi (eukleidovské) zcela odlisné, kterd je sama v sobé ve-
skrze bezespornd a kterou jeem si sim pro sebe zcela uspokojivé rozvinul,
takZe v ni mohu Fesit kaZdou dlohu aZ na urdenf jisté konstanty, kterd se nedé
stanovit a priori. Cim v&t5( bude tato konstanta, tim vice se pFibliZime euklei-
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dovské geometrii a pfi nekoneéné jeji hodnot$ ob8 geometrie splynou. N&které
vty této geometrie jsou paradoxni a nezasvécenci pflipadaji nesmyslné;
presngjsim a pozorn&jdim rozborem v3ak zjistime, Ze na nich neni nic nemo%-
ného. Tak na p¥. mohou vSechny tfi thly trojihelnika byt libovolnd malé, jen
kdyZ zvolime strany dostateénd velké, a pfesto nemutiZe ploSny obsah trojuhel-
nika, at jeho strany jsou jiZ jakkoli velké, pfekroéit uréitou mez ani ji dosah-
nout. Viechno mé snaZenf nalézt spor nebo neduslednost v této neeukleidov-
ské*"®) geometrii zastalo marné. Jediné, co odporuje nafemu rozumau je, e kdy-
by skute¢né platila, pak by v prostoru musela existovat jistd sama o sobé uréend
(i kdyZ nam nezndma) délka. Mné se viak zdé, Ze navzdory nic nefikajicf slov-
ni moudrosti metafysiku toho vlastnd o pravé podstatd prostoru vime piilis
maélo nebo dokonce viibec nic, neZ abychom mohli n&co pro nas nepfirozeného
pokladat za absolutné nemozné. Kdyby platila neeukleidovskd geometrie a ona
konstanta byla v uréitych vztazich k tém veli¢inam, které se vyskytuii v ob-
lasti naseho méfeni na zemi nebo na obloze, pak by se dala uréit a posteriori.
Proto jsern kdysi Zertem vyslovil pféni, aby neplatila geometrie eukleidovské,
" protoZe bychom pak méli absolutni délku a priori.

Neobavam se nijak, Ze élovék, ktery se mi ukdzal jako myslici matematické
hlava, by vSemu tomu, co jsem napsal, neporozumsl: v kazdém ptipads to ale
povaZujte za soukromé sdéleni, kterého Zédnym zpusobem neuZijete vefejné
nebo zpusobem, ktery by vedl k uvefejnéni. Snad nékdy v budoucnu, aZz budu
mit vice kdy neZ nynf, sam uvefejnim svoje vysledky.

V hluboké tctd zustdvam VaSemu blahorodf

Géttingen 8. listopadu nejoddanéjsi sluZebnik

1824, C F Gauss.“
(Gauss [12], str. 186.)

Gausstiv dopis byl pro Taurina velkym povzbuzenim. Pokraéoval
dal ve studiu theorie rovnobézek a r. 1825 vydal spisek Theorie der
Parallellinien, ve kterém sice nepfestiva byt presvédéen o bezpodmi-
nec¢né platnosti Eukleidova axiomu, odvozuje zde viak jiz prvni véty
neeukleidovské geometrie. O rok pozdéji vydal vlastnim nikladem
spis Geometriae prima elementa, ve kterém se dopracoval k zikladim
hyperbolické trigonometrie. Ackoliv Taurinus stdl neeukleidovské
geometrii blize neZ na p¥. Saccheri nebo Lambert, presto n>mizZeme
o ném Fici vice, nez Ze patif podobné jako Schweikart mezi pfedchudce
objeviteld nové geometrie; nepiestal byt totiZz pfesvédéen o vyluéné
platnosti Eukleidovy geometrie.

40s) [in dieser Nicht-Euklidischen Geometrie]
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Je podivné, Ze vztah mezi Gaussem a Taurinem se vyvinul tak, Ze
gottingensky princeps mathematicorum nereagoval na Taurinovy spisy
ani slovem. Snad to bylo proto, Ze Taurinus nevyhovél Gaussovu
prani a v pfedmluvach obou svych spist se vyslovné zmiiiuje o Gaus-
sovi. V pfedmluvé k druhému spisu je to tato poznimka:

»»Zaglal jsern nékteré ze svych dakazt samotnému Gaussovi. Thned mi velmi
platelsky odpov&dél a piipojil fadu pozndmek, ze kterych jsem oviern nemohl
aplnd pochopit jeho ndzor na tuto vée. Bylo by si tedy pfat, aby tento vyni-
kajici muZ uvetejnil svoje myslenky tykajici se celé otazky co nejdiive, nebot
nézory takového élovéka budou mit jisté nedocenitelnou hodnotu. O tuto véc
ho budou se mnou Zadat viichni matematikové stile znovu a co nejnalé-
havé&ji.* (Stéackel-Engel [15], str. 248.)

Taurinovy spisy a mySlenky zistaly v8ak bez poviimnutf a proto
Taurinus rozdal po ¢ase nékolik exemplaiu svych Geometriae prima
elementa pratelum a matematikim a v zoufalstvi nad tim, Ze se jeho
snazeni nedostalo Zadného uznani, spalil zbytek nikladu a zanechal
dalsiho badani o theorii rovnobéZek.

O nékolik let pozdsji (r. 1832) se Gauss seznamil s pracemi Jana
Bolyaie. O tom v8ak budeme mluvit az v pfistim odstavei, ve kterém
se budeme zabyvat timto matematikem podrobnéji.

O Lobadevském se Gauss dozvédél a% r. 1840, kdy vysly v Berling,
jak uZ vime, jeho Geometrische Untersuchungen. Jaky dojem uéinil na
Gausse tento spis, muZeme poznat z nasledujicich dvou citdtd z jeho
dopisii (z r. 1841 a 1846):

»nZacinam é&ist rusky jiZ s urlitou obratnost{ a plisobi mi to pot&Seni.
P. Knorre mi zaslal malou rusky psanou kniZku od Lobagevského (z Kazang),
ktera spolu s jeho nSmeckym spisemn o rovnob&tkich (o kterém vysla velmi
poSetilé recense v Gerdorfs Repertorium*’®) m§ zaujala natolik, Ze jsem velmi
dychtiv &ist dalsi prdce tohoto ostrovtipného matematika. Jak mi pan
Knorre sdélil, obsahuji (rusky psané) Rozpravy kazafiské university né&kolik
jeho statf...' (Gauss [12], str. 232.)

+,,Pfed kratkym &asem jsem znovu prohliZel Loba&evského spisek (Geo-
metrische Untersuchungen zur Theorie der Parrallellinien, Berlin 1840, vydal
G. Fincke, 4 archy). Obsahuje zéklady té geometrie, které by platila a také
dislednd mohla platit, jestlife by eukleidovskd nebyla pravdivéa. Jisty

40b) [V této kniZce je uvedena na str. 187.]
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Schweikart nazval takovou geometrii astralickou, Lobagevskij ji nazyvé ima-
ginarnf geometrif. Vy vite, Ze jd jiZ 54 let (od r. 1792) jsem téhoZ presv&déent
(s uréitym pozd&jsim doplndnim, o ndmz se ted nechci zmifiovat); v Lobadev-
ského praci jsem tedy pro sebe néco v&cn& nového nenasel, aviak pfi odvozo-
véni a vykladu jde Lobadevskij jinou cestou, ne% kterou jsem s4ém nastoupil,
totiZ v pravém geometrickém duchu a mistrnym zpasobem. Upozortiuji Vas
na jeho knihu, jejiZ éetba bude pro Vés velkym poZitkem...*
(Gauss [12], str. 238.)

Z jinych dopisi se dovidime, Ze si Gauss béhem doby opatiil vie-
chny Lobacevského prace; ruské cetl pfimo v origindle, adkoliv se
rusky zacal udit teprve pfed kratkym ¢asem.
~ Z obou pravé uvedenych citatu vidime, Ze Gauss vysoko cenil Loba-
¢evského, a tu se mizeme privem ptat, co Gauss uéinil, aby sezndmil
ostatni matematiky s jeho objevem, jak se pfi¢inil, aby uvedl vyznam
Lobadevského na pravou miru, jak obhajil Lobacevského pfed recensi,
kterou v soukromém dopise nazval poSetilou. Odpovéd na to vie je
takova, Ze neucinil nic. Gauss se omezil pouze na to, Ze v listopadu 1842
navrhl Lobacevského jako jednoho z nejlepfich matematika ruské ¥ise za
¢lena gottingenské ucené spoleénosti, kterda méla charakter akademie.
Lobadevskij byl zvolen a obdrzel diplom podepsany Gaussem jakoZto
piedsedou, pfi éemZ mu bylo oznameno, Ze v uzndni jeho vynikajicich
zdsluh o védu byl zvolen dopisujicim Clenem spoleCnosti. Jaké zasluhy
o védu to byly, Gauss neuvedl.

U Gausse se setkaivime jesté s jinou zvlastnosti. Nejen Ze nemél
slova povzbuzeni pro ty, o nichZz védél, Ze se Gspéiné zabyvali theorif
rovnobézek, nejen Ze se jich nezastal, kdyz byli napaddni; Gauss se
ani jinak nepfi¢inil, aby pomohl véci kupiedu. Ze svych myslenek ne-
uvefejnil nic, i kdyZ o to byl Zadén, takZe mohl byt pfedem jist, Ze by
ho alespoii néktefi detli s porozuménim. Jediné, co publikoval, byly dvé
recense o dikazech V. postulitu, ale i ty publikoval anonymné.
Uvazime-li, Ze ve védé jsme Casto svédky toho, jak uéenci bojuji
o prioritu svych objevi a dovedou ji ¢asto va3nivé hajit pred ostatnimi,
je tim podivnéjsi, Ze Gauss, ackoliv mohl byt prvnim, kdo publikoval
néco o nové geometrii, tak neudinil.

Tuto zvlastnost vysvétluji snad néktera mista Gaussovych dopisi,
kde je feteno zcela oteviené, Ze nepublikoval nic z jakéhosi strachu, ze
strachu pfed tim, %e by nové nazory o geometrij pisobily prili§ revo-
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lué¢né, %e by nebyl pochopen, nebo také ze strachu, Ze by musel ztricet
tas vysvétlovanim véci zvidavym nezasvécencim. JiZz r. 1829 napsal
v dopise Besselovi:

,»Také ned jinym thematem, které je pro mne jiZ skoro 40 let staré, jsem se
obg&as ve volnych hodindch znovu zamyslel, totiz nad samymi zéklady geo-
metrie; nevim, zda jsemn Vém jiZ fekl n&co o svych ndzorech na tuto véc. Také
zde jeem mnohé je&ts vice upevnil a moje pfesvédéeni, e nemiZeme vybudo-
vat geometrii zcela a priori, se je§t8, pokud to bylo mozZné, posililo. Bude viak
trvat jeStd dlouho, neZ se dostanu k tomu, abych zpracoval svoje velmi roz-
séhlé vySetfovédni této véci k publikaci, & snad k tomu za mého Zivota ani
nikdy nedojde, protoZe se bojim kfiku Boioti, ktery by se zdvihl, kdybych
chtél svoje nédzory Fici naplno.* (Gauss [12], str. 200.)

Podobné psal Gauss pfed deseti lety (1818) v dopise Gerlingovi:

»» T &8 rane, Ze méate odvahu vyjadrFit se tak, jako byste uznaval moZnost, Ze
nafe theorie rovnob&Zek a s ni i celd geometrie je faleSnd. Avsak vosy,
jejichZ hnfzdo draZdite, vim zaénou létat kolem hlavy.*

' (Gauss [12], str. 179.)

JestliZze jsme se dotkli toho, jak se Gauss podivné zachoval k objevu
nové geometrie, a jestlize pravé uvedené citaty z dopisi ndm mély po-
moci najit vysvétleni, pak se musime zde zminit je$té o jedné véci, totiz
o tom, Ze se Gauss takovymto zvli$tnim zplisobem choval i p¥i jinych
piileZitostech. Gauss mél neobydejné Siroky rozhled po matematice
a jeho pfinos v matematice je mnohostranny. Nejednou v8ak uéinil
objev mléky, aniZ by komu o tom co fekl. Teprve po letech, kdyz uz
se jini sami dopracovali k témuZ objevu a publikovali svoje vysledky,
Gauss psal svym pratelim, Ze on na tyto véci pfisel jiz pfed mnoha
lety.

Snad nebude vadit, kdyZ se na konci odstavce o Gaussovi pokusime
tento zvlastni rys jeho povahy demonstrovat jeSté na jiném piipadé,
prestoZe se zaklady geometrie a s theorif rovnobézek piimo nesouvisi.

Tentokrate &lo o theorii eliptickych funkef. Prvnf praci o nf napsal
étyfiadvacetilety norsky matematik N. H. Abel (1802 —1829) r. 1826
pro pafiiskou Akademii. Vy&la vSak teprve mnohem pozdéji, takze
prvn{ tisténou pracf o této theorii je jind Abelova prace, totiz Recher-
ches sur les fonctiona elliptiques, kterd vygla r. 1828 v Crellové Zurndlu.
Tehdy (r. 1828) napsal Gauss Besselovi v dopise toto:
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»Ke zpracovan{ svych uvah z ddvnych let (1798) o transcendentnich funk-
cfch se jesté nedostanu, protoZe se jeStd musim zabyvat mnohymi jinymi
v&emi. P. Abel mé nyni, jak vidim, pfedeSel a zprostil mne této povinnosti
vzhledem asi tak k jedné tieting celé latky, zvlastd kdyz jeho vyklad je tak
koncisni a elegantni. Nastoupil pravé tutéZ cestu jako ja v r. 1798, takZe
velké shoda vysledki nenf ni¢im zvlastnim.* (Gauss [13], str. 248.)

Vefejné viak svoje pochvalné minéni Gauss neprojevil, adkoliv pro
Abela mohlo tehdy znamenat mnoho. ‘

Abel byl jesté studentem, kdyz ve véku 22 let dokdzal, %e algebraic-
ké rovnice stupné vyssiho neZ étvrtého nelze fesit algebraicky, a tim
prvni zodpovédél tuto starou otdzku algebry. Aby se zmenSily vylohy
za tisk, musela byt jeho prace (Mémoire sur les cquations algébriques,
1824), ve které byl zminény dikaz podin, natolik zkracena, Ze nékteré
pomocné véty byly vitbec vynechiany a celek byl pak téZko srozumi-
telny. Ostatné po nékolika pokusech znamenitych matematikd sou-
dasnosti i minulosti zodpovédét stary problém bylo feSeni nezniamého
norského studenta pfijimano s nedivérou a vazZni uéeni matematikové
mu nevénovali pozornosti.

Z dopisu Schumachera Gaussovi z r. 1824 vyplyva, Ze Gaussovi se
dostala Abelova prace do rukou — byla ostatné nalezena také v jeho
knihovné. Mimo tento dopis neni v Gaussové korespondenci nikde
zminka ani o praei, ani o tom, zda Gauss zjistil nebo nezjistil spravnost
Abelova dikazu. Zda se, Ze toto absolutni mléeni znamena, Ze dikaz
pfijal s nevrazivosti.4!)

V kazdém pfipadé viak Gauss poznal Abelovy schopnosti z jeho praci
o eliptickych funkeich. Staéilo slovo a Abelovi byly v&ude otevieny
dvefe. A zatim Abel, kterého chuda norska universita vyslala na stu-
dijni cestu do Némecka a Francie, prochizi nepoznin mimo hlavni
centra matematického svéta. VEhlasné matematiky muZe pozorovat
jen z dalky jako divik; nepfijali ho mezi sebe, ackoliv byl jednim
z nich.

Zminénou jiz praci Mémoire sur une propriété générale d’une classe
trés étendue de fonctions iranscéndentes, kterou podal r. 1826 pafizské
Akademii, méli posoudit Cauchy a osmdesatilety Légendre. Légendre
8i stéfoval, Ze nemiZe dobfe ¢ist drobné Abelovo pismo, a Cauchy byl

41) Gauss se pry totiZz hodlal s4m timto problémern zabyvat.’
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plné zaujat vyddvanim svych vlastnich praci (Abelovu praci vydala
Akademie teprve po patnacti letech). Prava velikost Abelova zjevu
byla pochopena aZ r. 1829. V uzndani jeho zasluh byl Abel toho roku
jmenovan profesorem berlinské university —avEak tato pocta pFisla uz
pozdé. Abel dostal zpravu o svém jmenovani na smrtelném loZi; jesté
téhoz roku zemfel v Norsku na souchotiny ve véku 27 let. Kdyz se
Gauss dozvédél o jeho smrti, napsal v dopise Schumacherovi:

»»Abelova smrt... znamené velkou ztrdtu pro v&du. Kdyby se ndhodou
tisklo nebo mélo tisknout néco o Zivoté této eminentnd nadané hlavy a ptislo
Vam to do rukou, prosim Vés naléhavé, abyste mi to zaslal. Cht&l bych také
mit jeho portrét, lze-li si ho opatfit. Humboldt, se kterym jsem o Abelovi
mluvil, se snaZil udé&lat vie, aby ho ziskal pro Berlin.*

(Bjerkness [16], str. 242.)
Vratme se vak ke Gaussovi. O jeho zvla§tnim chovani poznamenava
Bjerkness, Abeluv Zivotopisec, toto:

»Klid, s kterym Gauss pozoruje vpad Abela a Jacobiho do oblasti svych
vyzkum a zifké se tak velké ¢asti své prace, a zvyk uchovat dlouho tajemstvi
o duleZitych objevech, tvofi zjev tak zvldstni, Ze jediné podrobndjsf biograficka
studie by ho mohla vysvétlit.

Pokud vime, Gauss se spokojil a posteriori dokézat, Ze byl cele obeznémen
8 novymi prineipy: jeho vysledky dovolovaly usoudit, Ze musel tyto principy
znat, a vedle toho zanechal jako svédectvi svoje papiry s daty a razné po-
znémky v dopisech.‘ (Bjerkness [16], str. 112.)
Podobné poéinani viak bylo viéi mladym matematikim kruté.

Dlouho a s nadSenim pracovali na svém objevu, byli pfesvédéeni, Ze
tvoif novou véc, a pak se jim nejen nedostalo zaslouzeného uznani, ale
museli slySet, Ze Gauss objevil jiZ pfed mnoha lety totéZ co oni. Je pfi-
rozené, Ze je to nepovzbuzovalo nikterak v jejich daldi ¢innosti. To
se zvla3t ostie projevilo na daldim objeviteli neeukleidovské geometrie,
na mladém madarském matematikovi Janu Bolyaiovi.

26. Jan Bolyai. Vedle Lobadevského a (zausse doSel k neeukleidov-
ské geometrii také Janos (Jan) Bolyai (1802—1860), o jehoZ otci Farka-
sovi jsme mluvili v zdvéru pfedeslé kapitoly.

Jiz v dobé, kdy mlady Jan studoval na gymnasiu, jevilo se u n&ho
vysoké nadini pro matematiku. Jeho otec choval odeddvna umysl
poslat ho studovat matematiku ke Gaussovi. Proto se r. 1816 obratil
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na Gausse s dopisem, ve kterém vyliéil synovo matematické nadini
a sviij Gmysl dat ho na dva roky na studium do Gotting. PFitom prosil
Gausse jako davného piitele, aby vzal na tyto dva roky Jana k sobé,
protoze nechtél nechat patnactiletého syna tiplné samotného a poslat
s nim vychovatele, jak bylo tehdy zvykem, by byvalo bylo nad jeho
prostiedky.

Otec se synem c¢ekal tydny a mésice, ale Gaussova odpovéd nepfi-
chézela. Je snadné si predstavit, jaké to pro oba, ale hlavné pro Jana,
znamenalo zklaméni. Otec nebyl tak zamoZny, aby syna mohl poslat
na nékterou jinou némeckou universitu, a ve Vidni nebo v Pe&ti nevidél
z4dného schopného matematika. Na druhé strang nechtél syna vysta-
vit nebezpedi volného akademického Zivota. Tak se stalo, Ze mlady Jan
nastoupil vojenskou drahu, a to ve Vidni, kde v letech 1818 do 1823
studoval na vojenské inZenyrské akademii. To oviem neznamenalo, Ze
se Jan nemél jiz vénovat matematice: naopak, otec pocital s tim, Ze
synovi zbude jeSté dosti dasu, aby se ji mohl nilezité zabyvat.

Na akademii se mlady Jan ukdzal znovu jako vynikajici Zak, ktery
prekvapoval svym nadanim. Soucasné se vSak zadala projevovat jeho
prchla a popudliva povaha a jeho nevalné zdravi mu jisté klidu nepfi-
dévalo. Tak se stalo, Ze po deseti letech vojenské sluzby byl dan do
pense.

Eukleidovym postulitem se Jan Bolyai zabyval jiz v dobé svych
studii a v pomérné kratké dobé dosahl uspésné cile. Prvni popud ke
studiu theorie rovnobézek dostal Jan zfejmé od otce, ktery ho sam uéil
matematice a upozornil ho jisté na vdZné nedostatky této partie geo-
metrie.

Jan se nejdiive pokousel dokazat, Ze ekvidistanta k pfimce je opét
pfimka, a zkoumal proto vlastnosti ekvidistanty za predpokladu, Ze je
to kiivka. Specialné se pokousel dojit ke sporu dikazem, %e pravidelna
lomena ¢ara, jejiz viechny vrcholy jsou stejné vzdaleny od dané pfim-
ky, musi tuto danou pfimku protnout.

Kdyz Jan r, 1820 psal otci o svych pokusech dokdzat Eukleidiv
postulat, vydésil ho tim na nejvy$si miru. Stary Bolyai syna prosil a za-
piisahal, aby zanechal téchto dikazi:

»»Nesmis badat o rovnobé&zkéch touto cestou; zndém ji a% na sdm jeji konec
— také jé jsem proSel tuto bezednou noe, kaZdé sv&tlo, kad4 radost mého
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Zivota byla v ni uhafena — za,pf'iséhé.m T skrze Boha!,nech theorii rovnobg-
Zek na pokoji... muZe t& pfipravit o vSechen Tvij &as, o Tvoje zdravi, o Twviij
klid a vSechno Tvoje 2ivotn{ Et&sti. (Stiickel [10], str. 76.)

Otcovo napomindni nemélo v3ak na syna Zidny vliv; jeho touha a
odhodlani pohnout za kaZdou cenu problémem naopak jen stoupaly.
Uvah o lomené dife Jan brzy zanechal, zato viak je§té r. 1820 na-
stoupil cestu, kterd ho pozdéji dovedla k cili, to je k vybudovani abso-

N

Obr. 140. Obr. 141.

lutni geometrie a k pfesvédéeni, Ze Eukleidiv postulat je na této geo-
metrii nezavisly.

Slo o tuto myslenku (podle Stickela [10], str. 79—80): mé&jme troj-
thelnik A ABC s pravym uhlem v 4 (viz obr. 140) a mysleme si, Ze se
vrehol C bez omezeni vzdaluje po ptimce AC. Piimka BC m4 pii tom
za limitu jakousi pfimku BN. Nechceme-li se opirat o Eukleidiv
axiom, nemuZeme o Ghlu < ABN ¥ci nic vice, nez Ze nemiZe byt
X CAB + < ABN > 2R.

V souvislosti s touto uvahou byl Jan uZz blizko pojmu limitni kruz-
nice. Uvazoval totiz dale takto: myslime-li si, Ze okolo bodu C jakoito
stiedu je opsdn oblouk kruZnice k prochazejici bodem A, pfi ¢emz bod
C se opét vzdaluje bez omezeni po pfimce AC (viz obr. 141), potom vie-
chny kruznice budou mit za limitu jakousi kfivku m, o které opét ne-
muzeme jen tak beze vSeho tvrdit, Ze je to pfimka AB, Zde Jan Bolyai
spravné tusil, Ze z predpokladu, Ze kiivka m je totozna s pfimkou 4B,
by se dal dokazat Eukleidiv postulat (viz nasi VETU 18,4).
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K témto dilefitym a plodnym my3lenkim doSel Jan za &astych
debat se svym pfitelem K. Szaszem, ktery s nim studoval na vojenské
akademii. Oba pfatelé vénovali theorii rovnobézek kazdou volnou
chvili. Pti jedné takové rozmluvé prisli na sfastnou myslenku: jestlize
se piimka BC ot4é& okolo bodu B, pfi éemz C je bod na pfimce AM
(viz obr. 142), pak p¥imka BC po uréitou dobu stéle protind pfimku
AM, az pojednou od ni, jak se K. Szisz
vyjadtil, ,,odskodi a v této poloze BN ji
lze nazvat ,,nejblizdi neprotinajici pfimkou'.
Jan ji pozdé€ji nazval asymptotickou rovnobéz-
kou nebo kratce asymptotou.

Byl to skromny, ale pfece jen vyznamny
krok vpfed. O geometrii nezavislé na XI.
axiomu oviem neméli tehdy je$té oba pratelé
ani potuchy. Proniknout tak daleko stéilo
Jana Bolyaie jesté mnoho namahy. Nékdy na
rozhrani let 1820—21 opustil Szasz Viden,

Obr. 142. takZe Jan uZ nemél s kym o svych myslen-
kach diskutovat.

Ani na otce se nemohl se svymi napady obritit, protoze F. Bolyai se
choval k synovym pokustim odmitavé. V jednom dopise piZe:

»»PFizndvém se, %e ani od ,odsko&eni‘ tvych pfimek si nic neslibuji. Zd4 se
mi, Ze jsem se jiZ také octl v t&chto kondinédch; plavil jsem se ke ka¥dému
uskali tohoto pekelného mrtvého mote, ale vidy jsem se vracel s roztiténym
st&Zndm a potrhanymi plachtami a od té doby se datuje ztrata mého humoru a
muj pad.* (Stéckel [10], str. 82.)

O nepfemotzitelné touze fesit problém rovnobéZek, ktery ho tolik pfi-
tahoval, pi%e F. Bolyai:

»» -+-Je to skutednéd nemoe, jisty druh 8&ilenstvi, tyransk4 myslenka. Je
stejnd jako kvadratura kruhu, hledéni kamene mudred, transmutace prvki,
hledéni pokladu.* (Stidckel [10], str. 82.)
Cim vice pronikal Jan do problému, tim men&iho uznanf se mu dosté-

valo se strany otcovy, ktery jiz nebyls tosledovat myslenky svého ge-
niélnfho syna. R. 1823 byl Jan uz tak daleko, Ze psal otei:

»Jsem pevné rozhodnut vydat spis o rovnob&zkédch, jen co si uspofddém
latku a dovoli mi to okolnosti. Dosud jsem tak neuéinil, ale cesta, kterou jsem
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nastoupil, slibuje tém&F se vii urditosti dosahnout cile, je-li to viitbec moZné;
cile jsern jeSt& nedosel, ale objevil jsem tak dileZité véci, Ze jsem byl sdm pre-
kvapen, a byla by to vééné Skoda, kdyby se mély ztratit; aZ je, drahy otde,
uvidite, pak to uznéate sém; nyni nemohu vic fici nez tolik, Ze jsem z ni¢eho
stvofil novy svét.* (Stéckel [10], str. 85.)

V odpovéd napsal F. Bolyai synovi, aby si pospiil ve spisovani,
je-li vie tak, jak pide, a aby préci publikoval co nejdfive:

s ++.8 to z dvojiho duvodu; jednak proto, Ze fnySlenky snadno pfejdou
s jednoho &lovéka na druhého, ktery je pak muZe dfiv publikovat, jednak
proto, Ze je n&co pravdy na tom, Ze kaZdé v&c maé svoji dobu, kdy se objevuje
soudasnd na raznych mistech, asi tak jako fialky poriznu vyraZeji na jaie na
svétlo. (Stédckel [10], str. 85.)
Otec tehdy oviem s4m netusil, jak t&sn& se tmito prorockymi slovy

dotykd skutednosti, nebot tou dobou se opravdu na riznych mistech
Evropy rodila neeukleidovska geometrie.

Novy svét, o kterém se Jan zmifiuje, byla nové geometrie, kters
pfed nim vyrostla z pozménéného axiomu o rovnobézkach. Protoze
dlouho nedochazel ke sporu, tusil jiz, Ze vchazi do nové FiSe geometric-
kych vét a pojmi. Nevime presné, kdy prisel k pfesvéddeni, Ze nové
véty tvoli bezesporny celek, bylo to viak nékdy kratce kolem pocatku
r. 1825, tedy kdyz Jan byl sotva tfiadvacetilety. Jesté téhoz roku do-
kondil sviij spis a dohodl se s otcem, Ze vyjde jako dodatek k jeho knize
Tentamen pod nazvem Appendix scientiam spatit absolute veram ex-
hibens, kde také skuteéné r. 1832 vysel. )

Protoze v3ak Jan nenalezl u otce uznani ani pochopeni, hledal oboji
jinde. Na synovo naléhani zaslal r. 1831 F. Bolyai Januv spis ve formé
zvlatniho otisku (separitu), pofizeného téhoz roku, Gaussovi sou-
¢asné s dopisem, ze kterého vyjimadme tuto poznimku:

»Na jeho [Janovo] naléhéni zasflam Ti tento spisek: bud tak dobry, posud
ho svym piisnym a vSe prohlédajicim okem a v odpovédi, na niZ touZebns
&ekédm, napis o n&m bez jakychkoli ohledi své mindni.

(Stéckel [10], str. 91.)

Gauss dopis sice dostal, ale Janiv spis na nestésti nikoliv: ztratil se
ve zmatku, ktery zptisobila tehdy vypulmuvii cholera. R. 1832 zaslal
F. Bolyai Gaussovi synuv spisek znovu.

» +..muj syn dé na Tvij posudek vic neZ na mindni kohokoli jiného v celé
Evrops.* (Stéickel [10), str. 91.)
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Tentokrite Jantv spisek Gaussovi doSel. Gauss ho cely piedetl a
svému piiteli Gerlingovi napsal:

»Poznamendvam jests, Yo mné tyto dny plifel z Madarska maly spis
o neeukleidovské geometrii, ve kterém op&t nalézdém vSechny svoje myslenky
a vysledky. Jsou zde velmi elegantng vyloZeny, i kdyZ pro nezasvécence piili§
struénd a tudiZ pon&kud td%ko pfistupnou formou. Autorem je velmi mlady
rakousky duastojnfk... PovaZuji tohoto mladého matematika Bolyaie za

genia prvého fadu.t* o (Gauss [12], str. 221.)

Na rozdil od tohoto dopisu psal Gauss v odpovédi F. Bolyaiovi vic
o sobé nez o mladém Janovi.

»Nyni je§té n&co o praci Tvého syna.

Jistd se na okamZik zarazis, jestliZe za&nu tim, Ze ji nemohu chvdlit, ale ne-
mohu jinak. Chvélit ji by znamenalo chvélit sebe samotného: nebot cely obsah
spisu, cesta, kterou se Tviij syn dal, i vysledky, k nimZ dofel, se témé&f viude
shodujf 8 mymi ivahami, z nichZ n&které jsem provedl jiZ pred 30—35 lety.
‘Skutednd jsem tim nanejvys piekvapen. M8l jsem v tmyslu nepublikovat za
svého Zivota viibec nic ze svych vysledk, z nichZ jsem ostatn& dosud jen velmi
mélo zachytil na papir. Mnozf{ nemajf totiZ viibec pravého pochopenf pro v&c,
o kterou zde b&%i, a jé sdm jsem nasel jen velmi mélo lidi, kteff chépali s nle-
Zitym zéjmem to, co jsem jim sd8loval. Aby to mohl ndkdo chépat, musi si
nejdfive dobfe uvddomit, co zde vlastnd nenf v pofddku, a v tom vétsina lidf
nemé jasno. Naproti tomu jsemn vSak chtél &asem své uivahy a vysledky se-
psat, aby necdesly se mnou do hrobu.

Velmi jsem tedy piekvapen, Ze jsem nynf této préce uSetien, a velmi md
t&8f, e pravé syn mého starého piitele md tak zvldStnim zplisobem ptede-
gel...* (Gauss [12], str. 220.)

F. Bolyai byl Gaussovou odpovédi velmi potéSen, nebot vidél, Ze
jeho syn problém rovnobéZek skuteéné roziedil. Dopis zaslal synovi
8 poznamkou: '

»Gaussova odpov¥d o Tvé préci je velmi krésné a je na3{ vlasti a ndrodu ke

cti.* (Stackel [14], str. 36.)

Zcela jinak v3ak na odpovéd reagoval Jan. Zprvu nechtdl vibec
véfit, Ze Gauss nezavisle na ném a jiZz dlouho p¥ed nim dospél k neeuklei-
dovské geometrii. Odvolaval se pfi tom na Gaussiv dopis poslany otci
1804, ve kterém Gauss jesté douls, Ze se mu poda¥ proplout mezi det-
nymi iskalimi marnych dikazi. Néjaky ¢as mél také oSklivé podezieni,
ze otec pfeddasné sdélil Gaussovi jeho myslenky a Ze ho nyni Gauss
chee piipravit o prioritu. I kdy% se pfesvédéil o bezdivodnosti tako-
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vého podezreni, nemohl pochopit Gaussovo chovani. Nemohl pochopit,
Ze Gauss neuznal za nutné tak dileZity objev uverfejnit riebo se o ném
alespori zminit v tisku.

V Janové pozistalosti je nékolik listd, které ukazuji, jak pln ho¥-
kosti meditoval nad Gaussovym divnym chovanim. Z nich budiz uve-
deno jen toto: )

»»Podle mého nézoru, a jak jsern pfesvddden, také podle ndzoru kaZdého
nepfedpojatého &lovéka, se jevi vSechny Gaussem uvedené duvody, prod
nechtél ze svych praci o tomto thematu za svého Zivota nic publikovat, jako
chatrné a nicotné. Vidyt ve v&d8 pravs tak jako ve skutedném Zivotd samém

. se vidy jedna o to, aby nutné a obecnd prospésné, i kdyZ jest& ne dosti jasné
véei, byly ndleZit& vysvétlovany a aby chybéjici nebo spiSe dfimajfci smysl pro
pravdu a pravo byl burcovén, nale%it§ utvrzovdn a podporovédn. Pochopeni
pro matematiku je k vSeobecné §kod¥ a nestést{ jen u madla lidiZivé... Okol-
nost, Ze bohuZel i mezi matematiky a pfitom i mezi nejslavngjsimi je mnoho
povrchnich lidi, nemtiZe byt pro rozumného ¢lov&ka divodem, aby pracoval
povrchnd a primérné a ponechaval védu v lethargii a v zdédéném zastaralém
stavu. Takové chovanf miZe byt nazvino jeding jako protipfirozené a nanej-
vy§ nesmyslné; proto tim hif, jestlize misto aby psal o zpGsobu, jak dobré
véci proklestit Sirokou cestu, Gauss se tomu naopak vyhybd a pfitom v poboz-
nych pPénich a projevech zdrmutku vylévé své stiZnosti nad nedostatkem
naleZitého vzdéléni lidf. V tom véru nespoéivé Zivot ani u¢inné zésluha...*

(Stickel [10], str. 96.)

V zivoté Jana Bolyaie nastal po jeho objevu neeukleidovské geo-
metrie jakysi zlom: nedostalo se mu opravnéného ocenéni jeho prace
a stale mél dojem, Ze ho nékdo chce pfipravit o prioritu jeho objevu.
Kdyz se pozdéji dozvédél o Lobacevském, nechtél vérit, Ze by véc byla
jinak, nez Ze Gauss, ktery se nechtél ze strachl pfed kfikem Boiotl
exponovat, podnitil k tomu tohoto ruského matematika a sdélil mu
Janovy myslenky. Jeho pfedrizdénd mysl se obirala timto presvédée-
nim natolik, Ze kdyZ se mu (r. 1848) dostal do rukou vytisk Lobacev-
ského spisu Geometrische Untersuchungen, za¢al dokazovat, Ze autor
spisu znal Appendiz a Ze jim nemohl byt konec koncti nikdo jiny, nez
sam Gauss.

Teprve po delsi dobé se J. Bolyai vzchopil z neplodného Zivota, do
kterého po svém velkém objevu na ¢as upadl, a jako by se chtél mstit za
krutou nespravedlnost, snil o dilech, ktera, jak to sam u sebe myslel, by
se mohla postavit vedle dél ,,g6ttingenského kolosa‘, aby Gauss poznal,
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jak t€Zce se prohfesil na synovi svého piitele z mladi. A tak kolem
r. 1848 zacal pro Jana novy tsek jeho Zivota. Vrhal se na velké a tézké
problémy matematiky v pfesvédéeni, Ze zde dosihne tychZ uspéchi
jako v theorii rovnobéZek. Jeho nedostate¢ny kontakt se soucasnym
stavem védy zpusobil, Ze se s prostou naivnosti poustél do problémii,
o jejichZ obtiZnosti nemél pravou pfedstavu. Chtél na p¥iklad dokazat,
ze se kazdd algebraicka rovnice da algebraicky fesit, nebo ze kaida
elementarni funkce miize byt integrovana pomoci elementirnich
funkeit ) a pod. Témto problémtim vénoval mnoho bezoddeché a takika
horeéné prace, kterou neinavné vedl, dokud mu téZka nemoc nevyrazila
pero z ruky. Zbytek Zivota prozil pak v bidé a opusténosti. :

27. Zhodnoceni. Na konci této kapitoly vénované objevitelim ne-
eukleidovské geometrie nam jesté zbyva podivat se blize, do jaké miry
rozvedl kaZdy z nich tuto disciplinu ve svych spisech, a zhodnotit tak
zasluhy téchto matematiki o novou geometrii.

42y Elementdrni funkce je nazev pro jisty obor realnych funkeci, ktery se da
vymezit takto (Haupt-Aumann: Differential- und Integralrechnung, dil II,
Berlin 1938, str. 51 —52):

1. Mezi elementarni funkce patfi konstanty (t. j. vechna redlna &isla) a iden-
ticka funkce (y = x).

2. Je-li f(x) elementarni funkee, pak také e/(?), In|f(z)| (pro te z, pro n&% je
f(z) =& 0), sin f(z), arcsin f(x) (v poslednim piipad& pro ta x, pro né% je |f(z)] <-1)
a R(f(z)) (kde R znamené ra¢iondlni funkei) jsou elementéarni funkce.

3. Ka¥dé funkce, kterd se da sloZit z konstant a funkce y = x aplikaci ko-
neéného poétu operaci uvedenych pod bodem 2, je elementarni funkce.

Z uvedené definice plyne, Ze mezi elernentarni funkce patfi také

»
a) funkee, je% se daji vyjadiit pomoci odmocnin, nebot na pk. g(x) = Vj(z) =
1
— ln|/(z)|
=e" (pfi éemZ definici funkce g(x) miZeme doplnit tak, %e pro c, pro které
: : el
jef(c) = 0, jest g(c) = lim e® = 0);
ZT~C
b) vSechny funkce goniometrické a cyklometrické, nebot na p¥.arccosz =

= a také viechny funkce hyperbo-

] . .
=g arcsin z a arctgx = arcsin

£
lické a hyperbolometrické, nebof lze psat na pf.sinhz = (e — ¢~%) a argshz =
=Injz + Ve + 1{ & podobn¥ také coshz = §(e* + ¢~*) a argchz =
=Injz + Vo2 = 1.
Elementéarn{ funkce maji tu vlastnost, Ze jejich derivace jsou opét elementarni

funkce. Naproti tomu funkce, jeji¥ derivace je elementédrni funkce, neni vidy
elementérn{ funkef.
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Zminili jsme se jiZz o tom, Ze pokud jde o prioritu objevu nové geo-
metrie, byly zde nejasnosti, které vznikly spi$e na zikladé dohadi nebo
nacionalnich tuZeb neZ na zakladé historickych fakt. Vyskytly se na-
zory, Ze Gaussovi pfipadd nejen priorita, ale Ze teprve jeho objevy
inspirovaly Lobacevského a Bolyaie k vlastnim dvaham. Byl to na pf.
znimy matematik Felix Klein, ktery ve svych Vorlesungen itber Nicht-
Euklidische Geometrie (1889—90) napsal:

,»Je mimo veSkerou pochybnost, Ze Gausstv vliv podnitil Lobadevského
1 Bolyaie k jejich badanim.** (1. vydani 1892, str. 175.)

Tomuto zavéru se zdily nasvédéovat nékteré okolnosti: otec
J. Bolyaie a Gauss spolu pfece studovali v Gottingach, oba se jiz tehdy
zabyvali zdklady geometrie a dikazy V. postulitu a pozdsji si o této
véci dopisovali. Pokud jde o Lobacéevského, byl mezi jeho uéiteli na
kazafiské université Bartels, Gaussiiv p¥itel z mladi, ktery i po odchodu
z vlasti byl s Gaussem v pisemném styku.

Na pfisludném misté jsme se jiz zminili, Ze podrobnéjsi historické
zkoumani ukazalo neopodstatnénost této argumentace. Bartels totiz
od r. 1808 nedostal az do svého odchodu z Ruska r. 1820 od Gausse
zadny dopis. PH tom Gausse opustila vira v jedineénost eukleidovské
geometrie teprve nékdy kolem r. 1816. Naproti tomu Lobac¢evskij jesté
r. 1815—16 stil pevné na pudé Eukleidovy geometrie a pokouSel se
o ruzné dikazy V. postulitu az do r. 1823, ani% by mél jiz podezieni, Ze
takovy diukaz neni moZny; tento fakt sim ukazuje, Ze Lobadevskij
nezvédél nic o Gaussovi od Bartelse, védél-li viibec saim Bartels néco
o Gaussovych vyzkumech. Teprve po usilovném badani v letech 1823
aZ 1826, jak jsme jiz fekli, se Lobatevskému podafilo rozetnout gor-
dicky uzel, kdyZ ukézal, Zze axiom o rovnobézkich neni k vybudovani
geometrie nutny. Ze Lobagevskij doSel ke svému objevu, aniz byl
Gaussem néjak ovlivnén, potvrzuje ostatné sim Gauss v nékterych
svych dopisech.

Pokud jde o J. Bolyaie, ukazuje se podobné, Ze dosel k neeukleidov-
ské geometrii Uplné samostatné. Jeho otec a Gauss se sice spolu jako
studenti gottingenské university zabyvali zaklady geometrie, aviak
v téchto otazkich byli iplné rovnocenni. V dopise z r. 1799 pi%e na
piiklad Gauss F. Bolyaiovi:
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»Velmi mé mrz{, %e jsermn naSich n&kdejsich tzkych stykd nevyufil, abych
vice zv8dél o Tvych pracich v zdkladech geometrie; byl bych si tim byl jist&
uSettil mnoho zbyte&né ndmahy...* (Gauss [12], str. 159.)
Protoze z4dny z Gaussovych dopist, zaslanych F. Bolyaiovi mezi

1804 a7 1832 (kdy Jan vydal sviij Appendiz), se theorie rovnobézek
viitbec netykal, nemohl Jau zvédét od otce nic o Gaussovych myslen-
kdch zrodivsich se po r. 1804, tedy nic z toho, co by ho snad pfivedlo na
novou cestu. Podnét k celé Janové praci nevzesel nikterak od Gausse,
nybrz spiSe od otce, jehoZz v8echny snahy podat diukaz V. postuldtu
zustaly bez dspéchu. Vidéli jsme také, Ze pozdéji F. Bolyai zakazal
synovi zabyvat se theorif rovnobézek, takZe Jan, ktery se nenechal
odradit, byl odkdzan sam na sebe.

Nyni se postupné podivame, co viechno kaZdy ze t¥{ objeviteli ne-
eukleidovské geometrie z této nauky znal a kterych vécf z ni si hlavné
véimal, tak jak ndm o tom sv8dé¥i jejich vlastni publikované price,
pozistalost, dopisy a pod.

O Gaussovi nemédme mnoho zprav, protoZe nic nepublikoval. V jeho
pozustalosti bylo nalezeno nékolik listd papiru, na nichZ piilezitostné
zaznamenal nékteré svoje myslenky. Listy nejsou datovany, bylo vSak
mozno uréit pfibliZznou dobu jejich vzniku. Tykaji se téchto tii themat:
rovnobéZek (z doby asi 1831), imérnosti plochy trojihelnika a tGchylky
souttu jeho Ghla od 2R (kolem 1832) a objemu jehlanu (kolem 1840).

Rovnobézky definuje v podstaté tymz zpusobem jako Lobaéevskij
a jako jsme to udinili my v odstavci 17, kde jsme tyto pfimky nazvali
soubézkami. '

»Jestlie ptimky 4M ..., BN... se ne-
protinajf, naproti tomu viak kaZdé pfim- B N
ka prochézejici bodem A4 a le#fci mezi
AM... a AB protind pfimku BN..., pak
se piimka AM... nazyvd rovnob&Ziné
s pfimkou BN...* A M

(Gauss [12], str. 202.)

Nato nejdiive Gauss dokazuje, Ze tato definice je nezivisla na volbé
bodd A4 a B, %e rovnob&znost je vztah symetricky (Ze také BN je rovno-
bézna s AN) a transitivni, a posléze, Ze piimky v tomto smyslu rovno-
bézné se neprotinaji. Dile zavadi pojem korespondujicich bodi na
dvou rovnobéikach (viz nas odstavec 18, kde jsme tento pojem roz-
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gifili také na pfimky riznobéiné a rozbéiné), dokazuje, Ze jsou-li 4, B,
resp. A’, B’ korespondujici body vzhledem ke dvéma rovnobézkim,
pak je vzdy AA’' = BB’ a jsou-li dle body 4, B, C na tiech riznych
rovnobézkach a p¥i tom 4 a B, jakoZ i B a C jsou korespondujici, pak
také body 4 a C jsou korespondujici. Nakonec nazyva slovem ,,Trope*’
k¥ivku, jez se sklad4 z korespondujicich bodil na viech rovnobézkach
vedenych k dané pfimece. Jinde nazval tuto kiivku paracykl. Je zfejmé,
Ze tu jde o limitni kruznici.

Gauss déle zjistil, Ze t. zv. liggitnf trojahelnfk, t. j. trojahelnfk, jehoz
strany jsou po dvou soub&Zné, ma koneéné velky plosny obsah a sta-
novil vyraz pro tento obsah. Védél dale, Ze jeho velikost je pfi tom
supremum ploSnych obsahi vsech trojuhelnikid neeukleidovského
prostoru, a pomoci velikosti tohoto limitniho trojuhelnika vyjadril pak
ploSny obsah libovolného trojihelnika. Pokud se tyce stanoveni obje-
mu &tyfsténu, odvodil Gauss jeho analytické vyjidifeni jen ve special-
nim piipadd, kdy totiz kaidd sténa Ctyisténu je pravouhly troj-
uhelnik.

O objemu obecného étyfsténu se zmmu]e v dopise F Bolyaiovi (psa-
ném r. 1832 soucasné s posudkem Janovy prace), kde piSe, Ze jeho
stanoveni nen{ zdaleka tak snadné jako stanoveni ploiného obsahu
obecného trojahelnika, a pfedklada tento problém mladému Bolyaiovi.

Toto je vie, co nalézime v Gaussové pozustalosti, kromé drobnych
poznamek o absolutni mife délek, o sou¢tu uhli v trojtihelniku a o sfé-
rickych trojahelnicich, jez jsou roztrouseny v jeho dopisech.

Nynf se obritime k Lobacevskému. Ve svych spisech rozvinul novou
geometrii jak syntheticky, tak analyticky; k nejzavaznéjsim vysledkim
dosel vSak analyticky.

Po rozboru chybnych dikazi Légendrovych a Bertrandovych se
pokusil odstranit vazné nedostatky v budovani samych logickych za-
kladi geometrie a proto nékteré jeho spisy (O nacalach geometriz,
Novyje nadala geometrii) poéinaji vykladem téchto zdkladd, ovSem
jesté ne piisné axiomatickym. Po vykladu absolutni geometrie zavddi
predpoklad, Ze soudet Ghli trojahelnika neni roven z, a odvozuje hlavni
dusledek — existenci asymptotickych pfimek (soubéZek), které nazyva
rovnobézkami. Jejich pomoci zavadi pak limitni kruznici a limitni
kouli a ukazuje, Ze na ni plati eukleidovska geometrie.
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Tato vlastnost dovoluje Lobafevskému zavést na limitni kouli tri-
gonometrii, kterou pak pfevaddi na neeukleidovskou rovinu pomoci jim
zavedené funkce I7(r) (thel soub&znosti). Studiem zavislosti stran
a 1hld rovinného trojihelnika a rozvinutim trigonometrie neeukleidov-
ské roviny opousti synthetickou methodu.

V dalsim odvozuje analytické vyjadfeni funkce I1(z), totiz

tgll(z) = a=2, *)

a jeji vlastnosti, jako na pF.

m/ll(z) = i\in:,
z—0
lim/7(x) = 0,

II(@ + b) + I(a—b) = i,
sinlI(z) . sinll(y)
1 + coslI(z) . cosli(y)’

Dale ukazuje, Ze volime-li strany trojuhelnfki velmi malé, takZze mu-
zeme v analytickych vyrazech zanedbat jejich vy3§i mocniny, dosta-
vame se k obycejné eukleidovské geometrii.

sinfll(z + y) =

Po trigonometrii se vénuje
neeukletdovské analytické geo-
metrii. Piitom vedle polar-
M M x % nichsoufadnic uziva jests t¥
riznych soufadnych systé-

Yy Y mi, které v eukleidovské
] ] ] roviné splyvaji v systém je-
diny — systém kartézsky.
a. b. c. Prvni systém, ktery mi-
Obr. 143. Zeme nazvat pravouhly (viz
obr. 143a), bere za prvni sou-
fadnici tsek na prvni ose a za druhou piisluSnou useéku na kolmici
spusdténé na tuto osu z vysetfovaného bodu.

Druhy systém, ktery se dnes oznaluje jménem Beltramiho (viz obr,

143b) bere za soufadnice seky na obou osich, zatim co tfeti systém

43) Konstanta a > 0 jezde libovolni, podobné jako ve sférické geometrii miZeme
libovolng volit polom&r koule, na ni? tuto geometrii uvafujeme.
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t. zv. systém ekvidistantnich soufadnic (viz obr. 143c) bere za soufad-
nice pifsludné tsecky na obou kolmicich spusténych na osy. V prvni
soustavé jsou kiivky x = const. kolmice na osu z a y = const. jsou
ekvidistanty osy z. V druhé soustavé jsou z = const., resp. y = const.
kolmice na osu y, resp. z, kdeZto ve tfetf jsou to ekvidistanty pislus-
nych os. ’ /

V téchto riznych soufadnych soustavich odvozuje rovnice pfimek,
kruZnic a limitnich kruZnic. Je zajimavé podotknout, Ze Lobadevskij ve
svych spisech nikde nestudoval ekvidistantni kfivku ani plochu.

V dalsim se pak zabyvé vypodty délek tsedek a oblouki, na pf,
kruZnice a limitni kruZnice, a vypoéty ploSnych obsahi. Ukazuje, Ze
trojihelniky s tymZ souétem whla maji tyz obsah, Ze obsah trojuliel-
nika je pfimo dmérny jeho defektu (t. j. rozdilu souétu jeho Ghli od =),
a stanovi formule pro obsah pravouhlého, pozdéji pak obecného troj-
thelnika, pro obsah kruhu,*) pro utvar omezeny obloukem limitni
kruznice a dvéma jejimi osami, pro kulovy pis atd. Dale podita objem
riznych prostorovych utvari, jako na pf. objem limitnfhe trojbokého
jehlanu, jehoZ ramena jsou soubéZni a jedno z nich kolmé na rovinu
podstavy tvaru pravouhlého trojihelnika, a objem limitniho kuZele
(s povrchovymi piimkami soubéZnymi), jejichz pomoei pak stanovi
objem rotadnich téles, isede limitni koule a pozdéji objem jakéhokoli
jehlanu a kuzZele.

Ackoli Lobaéevskij nechtél objevovat novd Feleni omezenych inte-
grala, jak mu to vytykal Ostrogradskij, pfece se velmi zajimal o apli-
kace nové geometrie na analysu, zejména na integralni pocet. Jak jsme
jiz Tekli, vidél Lobadevskij v tom, Ze pomoci své geometrie znovu
a jinym zpisobem odvodil znamé jiZ integraly, jako na pf. integral
Légendriw

n

x cosz dx

= 4n In(1 + cosr),

Vsin’x — sin®r
f.
dikaz, %e jeho nova geometrie je logicky bezespornd a soudasng
také, Ze jest aplikovatelnd uvnitt samé matematiky. Tato jeho FeSeni

*4) V Loba&evského rovin¥ neni pom#r obvodu kruZnice k jejimu pramsru ty
pro viechny kruZnice, jako tomu je v rovind Eukleidova.
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prinesla viak piece néco nového. Objem kaZzdého télesa Lobaéevského
prostoru se dé stanovit integrilem fefitelnym elementarnimi funk-
cemi*®) a Lobatevskym za.vedenou transcendentni funkei L(z)

(— 1)k—1

L(z) = xln2——éz—)—— sin 2kz,

pro kterou plati
L(z) = —flncostdt
jestlize je
— i< 2 < .

To, Ze objem jednoho a téhoz télesa bylo lze pomoci nové geometrie
stanovit riznym rozkladem na elementarni &asti a v riznych soufad-
nych soustavich, umoznilo Lobatevskému prevadét nékteré integrily
na jednodussi a timto zpisobem Lobaéevskij skuteéné nasel nova fe-
8eni integrila. P¥i tom se mu mnohdy podafilo naznaéit, jakym zpiso-
bem lze k uvedenému feeni dojit také disté analyticky, i kdyZ nejcéas-
téji nesrovnatelné obtiZnéj&i cestou.

Témto otdzkdm vénoval zvlastni spis, totiz Primenenije voobraZae-
moj geomelrii k nekotorym integralam, ktery v sebranych spisech zabira
pres 100 strinek. Je dost méalo zndmo, Ze integrily, které Lobadevskij
spotital pomoci nové geometrie, jsou pojaty do mnohych sbirek a ta-
bulek omezenych integralii, uréenych pro potfebu fysikd a inZenyri.

Vétsina z nich se totiZ opird o tabulky Bierens de Haana,*) prvnich
to tabulek podobného druhu. V jejich prvnim vydéni jsou bibliografic-
ké odkazy na prameny, z nichz Bierens de Haan &erpal, a z nich je
patrno, Ze pies 200 integrali bylo pievzato od Lobacevského, z nej-
vétsi &asti z jeho spistt VoobraZaemaja geometrija a Primenenija voobra-
Zaemoj geomelrit k nekotorym integralam, vedle toho viak také z daldich
dvou spist, totiz Sposob uverjatsja v iséezanit beskoneénych strok i peé
(1835) a Sur la probabilité des résultats moyens (1842).

Nakonec shrneme je$té vysledky Jana Bolyaie. Jeho Appendiz
zadind pojmem soubéZnych pi{mek a odvozovanim jejich zaklad-

45) Viz pozn. 42), str. 274.
48) Bierens de Haan: Tables d'intégrales définies. Verhandelingen der Konin-
klijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam), Deal IV, 1858.
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nich vlastnostf. Déle Jan Bolyai ukazuje, 7e¢ ke dvéma soub&i-
kam existuje vidy isogonalni tiseéka (s koncovymi body na soubéz-
kéch) a Ze jeji osa je s obéma pfimkami soub&zna, a podobné jako Gauss
zavad{ pomoci korespondujicich bodi na soubézkach pojem limitni
kruZnice a limitni koule (J. Bolyai je oznaduje jako L-kfivku,resp.
F-plochu). Dale dokazuje, ze kdy% alespoii v jednom pifpadé majf sou-
béZné piimky soudet vnitinich Ghli po jedné strané pricky rovny 2R,

Bj 4 c’
E
F 6 °
H
B A C
Obr. 144. Obr.1 45.

pak je tomu tak v kazdém piipadé a neni tomu tak nikdy, jestliZe tomu
tak neni alespoii v jednom pifipadé. Touto cestou nachdzi rozdil
mezi eukleidovskou a novou geometrii a zavadi t. zv. absolutni geo-
metriid?) (jako spoleénou &ist obou téchto geometrii). Ukazuje, Ze
v eukleidovské geometrii prechdzi L-kifivka v piimku a Ze v nové
geometrii uréuji kazdé dva body na F-ploSe pravé jednu na nf leZici
L-ktivku a Ze F-plocha s témito L-kfivkami jako pfimkami se #di
eukleidovskou geometrii. Nato odvozuje zdkladni trigonometrické
vztahy neeukleidovské roviny a ukazuje, Ze sférickd trigonometrie se
d4 vybudovat nezivisle na Eukleidové axiomu o rovnobézkich. Odvo-
zuje také zdkladni formule analytické a diferencialni geometrie, for-
mule pro délky obloukt, obvod kruZnice a pod. Zjistuje ddle, Ze troj-
thelniky téhoZ plodného obsahu maji tyZ soucet hla a Ze plochy troj-
thelnika se majf k sobé jako jejich defekty.

Ve svém vykladu se vénuje také konstruktivnim tdlohdm. Uvedeme
zde dvé Bolyaiova fefeni takovych dloh (original viz Stédckel [11], str.
209 —210, §§ 34, 35).

17) Nézev absolutni geometrie pochézf od J. Bolyaie.
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Méme-li bodem P k ptimce p vést soubézku (viz obr. 144), pak spus-
time z P na p kolmici, mimo patu P’ zvolime libovolné bod 4 a na
kolmici k p vedenou bodem A spustime kolmici PP”. ProtoZe je
P"P > AP, protne kruZnice opsani kolem bodu 4 polomérem P"P
pifmku PP’ ve dvou bodech, jeden.z nich oznaéme B. Nyni je jiz
X ABP’ = II(PP’) (pouZivime Lobaédevského symboliky).

Druh4 tloha: Méme-li vést kolmici na rameno ostrého thlu tak, aby
byla soubézna s dcuhym ramenem, ¢ili mame-li obracené k predchéizejici
tloze nalézt k thlu & délku e tak, Ze I1(a) = «, pak postupujeme
takto:

Zvolime usetku AB (viz obr. 145) tak, Ze [I(AB) > « (uZijeme
predchozi konstrukece), na (4 B)* uréime bod C tak,Ze AB = AC, body
B a C vedeme soubdt’ky BB a CC’ k AA’ | AB. Dovnit¥ Ghlu
< B’BA naneseme thel <t B'BD = « a dovnitf dhlu < (CC')(CA)*
thel & C'CE = o. P¥imky BD a CE se vidy protnou. Je-li F jejich
prisedik, nanesme na polopiimku (FB)* tsetku FG = CF. Pilici
bod H usetky GB mé tu vlastnost, ze II(BH)= «. (Dtukazy obou
konstrukef zde neuvidime.)

Nakonec J. Bolyai udava konstrukei étverce, jehoz ploSny obsah je
stejné veliky jako obsah limitniho trojihelnika. Ukazuje, Ze se d4 také
sestrojit kruZnice s tym? obsahem, tak%e dochdzi k pfekvapujicimu za-
véru, Ze vneeukleidovské geometrii existujf kruZnice, k nimzZ lze pomoci
pravitka a kruZitka sestrojit étveree o stejném-obsahu. Tuto vlastnost
nemaji viak “vééchny kru¥nice neeukleidovské roviny.
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