O metodach rovinnych konstrukei

5. Metody transformacni

In: Josef Holubér (author): O metodéch rovinnych konstrukei.
(Czech). Praha: Jednota ¢eskych matematiku a fysika, 1940.
pp. 73-97.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402966

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
Y signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402966
http://dml.cz

b.
METODY TRANSFORMACNI.

U% v piedchézejici kapitole v odst. C a D hledali jsme pra-
seéiky dvou kuZeloseéek se spoleénym ohniskem a potom
pruseéiky piimek a kuZeloseéek tak, Ze jsme transformovali
kuZelosecky v kruZnice vhodné volenou kolineaci, resp.
transformac{ poldrni, abychom napfed nasli priseciky
primky s kruZnici, jakoZto kfivkou kolinedrni, resp. te¢ny
kruZnie, jakoZto polérné sdruzenych s onémi kuZelosetkami;
zpétnou transformaci jsme pak dostali hledané body.

Jestlize vak hned vhodné transformujeme v ulohdch dané
utvary tak, aby v ptislusné iloze Gtvary transformaef od-
vozené poskytly jako vysledek ttvar, k némuZ zpétnou
transformaci dostaneme tutvar pivodné hledany, a bude-li
moZno v nové soustavé ilohu sndze Fediti, je jasné, Ze tento
postup bude vyhodny k fefeni konstruktivnich dloh,

Jeito v 4. A. jedndme o kruZnicich dotykovych, bude
mozno uZit takovych transformaci, pfi kterych.kruZnice pie-
chézeji opét v kruZnice, ve zvldStnim piipadé vyhodné
v pifmky, jako kruZnice o nekoneéné velkém poloméru,
anebo v body, jako kruZnice o poloméru nulovém; mimo to
mus{ uZité transformace byt dotykové, t. j. itvary odvozené
se mus{ dotykati, jestlie se dotykaly téZ utvary puvodni.
[Rikdme nékdy, %e takové utvary (zde kruZnice), resp.
vlastnosti (zde dotyk) jsou invariantni vzhledem k takové
transformaci.]

Témto podminkdm vyhovuje predeviim transformace
homothetickd; a také jsme vlastnost{ vitvari podobnych,
resp. homothetickych, hojné jiz pouZili, tfebas to nebylo
zpisobem zde vytéenym. Dile to bude transformace zvand
dilatace a pak zvld5té dileZitd kruhov4d inverse. Také
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t. zv. inverse Laguerrova, méné zndma,!) rovnéZ umoz-
nuje fediti obecnou u. A. pfevedenim na tlohy jednodu&si.

Velky némecky matematik F. Klein (*1872), ktery se
hojné zabyval geometrickymi transformacemi a jejich vyzna-
mem pro uspofddini geometrie, zafadil 4. A. do t. zv. grupy
transformaci inversnich (spolu s transformacemi homothe-
tickymi) a pak do grupy transformaci dilataénich.?)

A. U#Ziti dilatace. Dilataci definujeme jako transfor-
maci, pfi které se orientované piimky posunuji o danou
délku ¢ ve sméru k nim kolmém v orientované piimky s pa-
vodnimi rovnobéiné. Délka ¢ nazyvéd se velikost{ dila-
tace. Smér kolmy je pfi tom uréen i smyslem, a to takto:
Zvolime-li na orientované piimce a libovolny bod 4 jakoZto
pocatek polopaprsku téhoZ smyslu, jaky mé piimka a, pak
otoéenim polopaprsku o 90° v kladném smyslu — tedy proti
pohybu ruéek hodinovych — kolem A dostaneme polo-
paprsek k pfimce a kolmy. Ta ¢dst roviny, do niZ polopaprsek
kolmy sméfuje, je kladnou, opatnd pak zipornou ¢dstf, ve
které orientovand pi{mka délf rovinu. Body v kladné é4sti
roviny maji od @ vzddlenosti kladné; je-li tedy velikost dila-
tace ¢ kladnd, posune se pffmka @ ve sméru kolmice do édsti
kladné, kdeZto je-li ¢ zdporné, posune se opacné.

Je proto vyhodné zvliité pro tuto transformaci misto
kruznic uziti cykla, jakoZto obdlek teden stejné oriento-
vanych s cyklem ve v3ech jeho bodech. Cyklus poloméru r
prejde dilatacf{ v cyklus soustfedny polomér r — g, coZ je
patrno z polohy dilatovanych jeho teéen; novy cyklus je
téhoZ smyslu jako plvodnf podle toho, je-li r — g & r zna-
ménka stejného nebo opaéného.

Ve zvlddtnim pifpadé muzZe tedy pfejit dilatac{ cyklus
v bod, nebo naopak bod v cyklus.

1) Viz Lit. & VII, str. 323 nebo &lének K. Lerla ,,O Laguer-
rovd paprskové inversi“ v Rozhledech mat.-pFirodov., Praha

1932, 11, str. 129.
3) Viz Lit. & IV, str. 264 a 271.

74



‘Ptipomefime, %e této transformace se uZivd i pfi Skolnich
vykladech k feenf Glohy o spoleénych teéndch dvou kruZnie.
Zobr.45a),b) jehned jasné, Ze pro cykly k,(r,) a ky(r,), které se
dotykaji, plati obecné, provedeme-.li s nimi dilataci veli-
kosti g (délka kladné nebo zdpornd), Ze se nové cykly &',(r';)
a k'y(r';) opét dotykaji. Pii tom jsou smyslu kladného anebo
zéporného podle toho, jsou-li poloméry 7', = r, — p, resp.
'y = 1, — p kladné nebo zdporné.

a) Mdme-li fe8iti obecnou 4. A., neni tfeba pri kon-
strukei rozliSovati ¢tyfi piipady dvojic vyslednych kruZnic
podle zpisobu dotyku s kruZnicemi danymi k;(0;, i),
t==1,2,3, kdyZ pfedem tyto kruZnice orientujeme jako
v obr. 46 na pi. ve skupinu (+ -+ —). Pfedpoklddejme, Ze
jsme sestrojili cyklus %(18, 1r), ktery se dotykd danych tii
cyklua k;. Provedeme-li dilataci velikosti r, s celym ttvarem,
prejde polomér vysledného cyklu 'k v délku r — r; a polo-
méry danych cykla v délky r; — r,, takZe cyklus %, ptejde
v bod O,.

V transformované soustavé roziesime nyni dlohu zvld&tni
(Bkk): sestrojime dva cykly %'(18,1") a 2k'(38, %¢'), které
prochizeji danym bodem O, a dotykaji se cykla &'y a k's.
Staéf ovlem uréiti jejich stiedy 1S a 28,3) které jsou zdroven

3) V obr. 46 je podrobnd konstrukce, jiZ d¥ive vyloiené
vynechéna.
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stiedy cykla vyslednych pro tlohu pavodni, jef je tim jiz
roziefena. Poloméry téchto cykld pak jsou: rn= 1" 4 r
alr==% +4r.

Pro ctyri podstatné rizné skupiny znamének cykla k;
dostaneme tedy nejvySe osm redlnych fefeni ve étyfech dvo-
jicich podle toho, kolik redlnych vysledku poskytuji celkem
prislusné dlohy (Bkk).

b) Dilatace lze pouZiti ve zvld§tnich pfipadech u. A,
a to v pripadé (kkp) a (kpp); tdlohy pfejdou v jednoduché,
a to (Bkp), resp. (Bpp).

a) Jsou-li ddny dvé kruznice k,(0,, 7,), ky(0,, 75) a piimka
ky(rs = o), orientujeme tyto kruznice i pifmku a provedeme
dilataci o velikosti 7,. Dospéjeme mimo bod O, obdobné jako
v odst. a) k eyklu ', o poloméru r, — 7, a k pfimce oriento-
vané 'y, rovnobézné s ky ve vzdélenostl 1, od ks, jejiZ umis-
ténf je Jednoznacné

M4-li na obr. 47 pfi zvolené orientaci piimky &; bod O, od
ni vzddlenost v (kladnou), pak Po provedené dilataci bude
mit O; od primky k'y vzddlenost v' = v — ;. V obraze je r;
zdporné, proto v’ je opet kdadné: v = v 4 |, |.
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Resfme nyni jmenovanou tlohu (Bkp) a uréime dva cykly
1%'(2S) a 2k'(38), které prochdzejf bodem O, a dotykajf se
cyklu &', i pHmky %', tieba zpisobem dffve uvedenym na
obr, 22. V nafem obraze 47 bylo pouito pomocné kruZnice
U(L) jdouef body O,, N,, Ny; daldf bod této kruZnice a také
cyklu hledaného 'k’ na spojnici 0,0, nebyl ani vyrysovdn
(vychdz{ neptesné a lze se obejiti bez ného). Staéf z bodu Q
(prisedfku to 'y a 0,0,,) vésti teénu QI ke kruznici ! a jeji

délku nanésti na k'y od bodu @ na obé strany do bodu 3’
a III', ¢m% dospéjeme k dotykovym bodim cykla 1k’ a 2¥';
ty oviem zase nenf tieba rysovati: stiedy 1§ a 28 vyslednych
cykld 'k a 2k leZi tam, kde se kolmice vedené z bodu 3’ a 111’
k teéné k; protinajf s kolmicf spu§ténou s bodu L na spojnici
0,0;,. Refenfm ¢tyt pislusnych dloh (Bkp) dostaneme opét
osm vyslednych cykld, redlnych podle toho, jak dopadne
tefeni jednotlivych iloh (Bkp).

p) Je-li ddna kruZnice k,(0,, ;) a dvé piimky k,, ks, pak
tyto Gtvary opét orientujeme a provedeme dilataci veli-
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kosti r,, éimZ cyklus k, prejde ve svij stfed O, a orientované
piimky k,; a k; v piimky s nimi rovnobéZné ve vzdélenostech
71, 8 to k', Tesp. k', jako v odstavei pfedchdzejicim jedno-
znaéné umisténé a orientované. Tim je pfevedena iiloha
(kpp) na zminénou tlohu (Bpp), tedy zcela jednoduchou,
kterou fesfme celkem étyfikrdte pro dané vutvary podstatné
rizné ve ¢étyii skupiny orientované; dospéjeme tak obecné
k osmi vysledkim dlohy puveodni.

Pozndmka: Tuto transformaéni metodu zavedl do geo-
metrie slavny Vitte, a jak jiZ v ivodu kapitoly 2 bylo uve-
deno, m4 tedenf G. A. ji provedené i vzpomenuty vyznam
historicky.

B. UZiti kruhové inverse. Transformace inversni, kterd
je dilezitd pro fefenf ¢etnych iloh planimetrickych a jez m4
veliky pocet aplikaci{ dalsich, sahajic hluboko do transfor-
maénich metod vy3sf geometrie, byla zavedena do geometrie
Stubbsem (ve Philosophical Magazine) r. 1843. Ndzev inverse
zavedl italsky geometr Bellavitis (v Annali delle scienze
del regno Lombardo Veneto, sv. VI). Podle zékladnich
vlastnosti byla pak francouzskym matematikem Liouvil-
lem (v Journal de mathématiques, sv. XII, 1847) nazvéna
transformac{ reciprokymi (pfevrdcenymi) pravodici.

Vlastnostiinverse: Jejf hlavnf a pro naa uéel potfebné
vlastnosti odvodfme.

a) Je-li dina kruZnice 7 (obr. 48a), t. zv. zdkladn{ (Ff-
dicf) kruZnice inverse, jejiZ stied O se zove stFfedem in-
verse a r polomérem inverse, pak body 4, A’ jsou na-
vzdjem inversn{ neboli inversné sdruZené, plati-li vztah

04 .04 =r
Hodnota konstantnfho sou¢inu nazyvé se téZ mocnosti
inverse. Odtud plyne konstrukce bodu 4’, je-li dén bod A4,
nebo naopak, protofe body inversni jsou sdruZeny involu-
torné, t. j. ndlei-li bodu A jako inversni bod A’, ndle#f
i bodu A’, provedeme-li inversi, opét bod A. V obrazci jest
provedena konstrukce bodu A’ pouze kruZitkem podle
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(1Ca), str. 11. Tu doplnime jedté pro piipad, kdyZ bod B je
dén tak, te OB < %
méru BO kruZnici ¢+ neprotne. Sestrojime nejprve bod 1B
k bodu B homotheticky dle stiedu O v poméru n (celé éfslo
dostateéné velké, v obrazci = 2), coZ by bylo moZno uéinit

, Ze tedy kruZnice se stfedem v B a polo-

opét na pf. jen kruZitkem, a to tak, aby O'B > %; pak jiz

sestrojime deéjéfm zpusobem bod inversni 'B’. Hledany
bod B’ bude n-kréte vice vzdélen od O neZ bod 1B’.%)

@ S @

Z vlastnosti bodiu A4, A’, jakoto sdruZenych péla vzhle-
dem ke kruZnici ¢, je ddna téZ vyhodnd konstrukce bodu A4’
pti jekékoliv poloze daného bodu A uZitim pravoihlého
pravitka anebo zndm4 konstrukce na zédkladé vlastnosti
dplného étyrrohu. Tak uréen v tém?% obrazci bod C’, resp. D',

Body kruZnice ¢ jsou samodruZnymi body pfi této trans-
formaci; stfedu inverse O, a to jedinému redlnému toho
druhu, nédlez{ jako inversni kterykoliv bod wbé%ny.

Kdyby vztah inversnich bodi 4, A’ byl ddn rovnief

04 .04 = — 2,

4) Jiné konstrukce mascheroniovské utvard inversnich viz
Lit. & XI, str. 47 a n.

\
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byly by body 4 a A’ na riznych strandch od stredu inverse
a kruZnice zdkladnf poloméru imaginirntho r:. Casto se tato
imagindrnf kruZnice nahrazuje kruZnici redlnou § (polo-
meéru r), jakoZto svym ,,idedlnim‘ obrazem (obr. 48b).

b) Pohybuje-li se bod 4 po pfimce k (obr. 49),
inversni body A’ vytvoii kruznici ¥, jdouc{
stfedem inverse O. Dikaz: Budi 4’ bod inversn{
k bodu A4 piimky k na kolmici spu$téné s O na k, k j Jmemu
bodu B primky k inversnf bod B’. Plat{: .

0’A [0A’ = 0B . OB,

wTTT \a'/'B neboli
VAN 04 : 0B — OF : 04",
o{“""" oA L]A Trojthelniky OAB & OB'A’
\ . / jsou tedy podobné, takZe iihel
\. S OB'A’ jest pravy. Pokud bod
N pravy
S - kB jest na pimce k, lezi body
inversni B’ na kruZnici &’ in-

versné sdruZené s pfimkou k.
Z involutornfho pfifazeni bodu inversnich plyne i naopak, ze
ka?dé kruZnici, kterd prochdzi stfedem inverse,
odpovidd jako vdtvar inversn{ pfimka kolméd na
stfednou kruZnice inverse ¢ a kruZnice dané. Toliko pffmky,
které jdou stfedem inverse, t. zv. paprsky inverse, jsou
samy k sobé inversni.
¢) KruZnici, kterd neprochdzi stifedem inver-
se, ndleZf jakoinversnitdtvaropét kruZznice. Di-
kaz této véty byl uZ vlastné proveden v (4Da), str. 69, obr.
42 pro body P kruZnice p, nebot podle vztahi tam po-
uzitych jsou body T inversné sdruZeny s body P a pii tom
body T vyplhuji kruZnici tam oznacenou ¢. Vidime od-
tud i ddle, Ze kruZnice inversné sdruZené jsou vidy
zéroven vzijemné homothetické podle téhoZ stredu O, a
protinaji-li se, pak jejich prasecéiky lezf na kruZnici inverse.
Mé-li stfed inverse O p#i zvlastni poloze kruZnice k
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mocnost k nf 72, tedy rovnu mocnosti inverse, je kruZnice k
inversnisama k sobé tak, Ze body jejf po dvou na ka%dém
paprsku inverse jsou spolu sdruZzeny; kruZnice %k protind
kruZnici inverse ¢ orthogondlné (obr. 50a). Pii zéporné moc-
nosti inverse — 72 protind takovd kruZnice k, k niZ opét
stfed inverse md mocnost — 72, ideilni. obraz j kruZnice ¢
diametrdlné (obr. 50b).

d) JestliZe se kruZnice (kfiv-
ky) dotykajf v bodé 7', maji
v tomto bodé spoleénou ted-
nu ¢ a dotykovou kruZnici u,
kterou lze vésti stfedem in-
verse O (obr. 51). KruZnice
(kfivky) inversn{ maji v spoled-
ném bodé 7", ktery je inversni
k T, spoleénou teénu ', in-
versni ke kruZnici u, nebot i
kruZnice ¢, inversni k ¢, se
primky u' v bodé 7" dotyks.
To plyne z rovnosti zatrZe-
nych dhla pii O a pii 7’ -
v trojuhelnfku 071, kde% O1
jest teéna kruZnice ¢’ v bodé O rovnobéind s pifmkou £.
Jest postupné:

X 107" = R — < OT?2 (v pravoihlém A 02T),
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X OT'1 = R — < T'03 (v pravoihlém A 03T");

ale

%C 0T2 = <X T'03 (v rovnoramenném A TOU),
proto
X 10T = < OT'1.

Jest proto i 7”1 teénou kruZnice ¢'. Dotykaji-li se tedy dvé
krivky, dotykaji se i jejich kiivky inversni. Inverse je proto
transformac{ dotykovou.

Z vyklada drivéjsich (3Aa) na str. 21, kde jsme jiZz také
nazev bodu inversnich uvedli, miZeme odvoditi hned dals{
vlastnosti transformace inversni. Z obr. 7 a z rovnice OT, .
.OT, = OA, . OA, vyplyva, Ze kruZnice k,, k, jsou navzdjem
inversné sdruzené pro bod O jakoito stfed inverse a Ze je
paprsek inverse protind v T, resp. Ty pod stejnymi dhly
opaéného smyslu, tedy isogondlné. Kdyby body T, resp. T,
téhoZ obrazce prochézely je¥té jiné dvé kruZnice %'y, resp. &'y
vzéjemné sdruZené pii téZe inversi, protinal by je tyZ pa-
prsek rovné? isogondlné; proto i uhly kruZnic k&,, k', a kruznic
k nim inversnich k,, ¥’; v bodech inversnich by byly stejné .
a opaéného smyslu. MuZeme tedy prosloviti vétu, kterou
lze i jinak dokézati z dffvéjsich poudek: Inversi pfechdzejf
kruZnice ( a ovSem i kiivky) v kruZnice (kfivky), jeZ se pro-
tinaji v vihlu téfe velikosti, ale opa¢ného smyslu jako kruz-
nice puvodn{; fkdme, %e inverse je transformac{ isogo-
ndlnf.

e) Ka?dé dvé kruZnice, které se protinaji nebo
dotykaji, a tim téZ svazek kruZnic témito dvéma krug-
nicemi uréeny, mifeme inversi transformovati ve svazék
piimek, resp. osnovu rovnobézek. Stac{ zvoliti stied
inverse v zdkladnim bodé svazku podle véty sub b).

Dvé kruznice se neprotinajiciisvazek jimi uréeny
lze transformovati v kruZnice soustfedné, zvolime-li
stfed inverse v zdkladnim bodé svazku kruZnic k°, které
protinaji kruZnice prvého svazku orthogondlné (viz 4Ab
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na str. 45). Inversf prejde totiZ svazek kruZnic k¢ ve svazek
piimek a kruZnice svazku prvého v kruZnice, které protinajf
svazek pfimek orthogondlné, tedy v kruZnice soustfedné.

f) Z obr. 28 a z rovnic k nému se vztahujicich vyplyvé
tato véta: Kazdé dvé kruZnice k,, k, 1ze povaZovati za itvary
navzdjem inversnf, a to pro oba stfedy podobnosti jako
stiedy inversf. Zakladni kruZnice téchto inversi jsou pii-
slusné kruZnice potenéni k, a k',. Tieba vSak rozliSovati:

Krufnice potenéni je redlnou kruzZnici inverse pfi
kladné mocnosti (OR?) nebo je idedlnim obrazem imagi-
nérni kruZnice inverse pifi zdporné mocnosti (— O'R'?).
Kruznice k dotykajicise k, a k, vinversnich bodech 7', a T,
jsou pfi tom samy k sobé inversnf, zrovna tak, jako kruz-
nice k protinajic{ k, a k, isogonélné (viz obr. 19); kruZnici
potenéni k, protinajf pak tyto kruZnice & orthogondlné, po
piipadé pii zdporné mocnosti inverse diametrlné.
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Obé krufnice potenénf puli ibel obou kruZnic k,, k,, co%
je disledek vlastnosti odvozenych sub d), a samy k sobé
jsou tedy kolmé; platnost této véty je z predeslych vyklada
jasnd v piipadé, kdyZ se kruZnice k,, k, protinaji redlné.
Piipad imagindrnfho priseku zde pomineme,

g) Mysleme si nynf inversi novou (obr. 52), aby stifed
inverse leZel v bodé O na kruZnici potenénf k, danych

kruZnic k,, k,. Polomér inverse miZe byti jakykoliv. Pak
kruZnice kp se transformuje v pi{mku %', a kruZnice k;, k,
prejdou v kruZnice &’,, k', svirajic s piimkou %', stejné tihly
opaéného smyslu, protinajice &', ve dvou spoleénych bodech
U', V'; jsou tedy kruinicemi soumérnymi podle osy k'p
a tedy stejnych poloméru.

TotéZ by platilo®) i pro kruZnice k,, &,, je by se neproti-

8) Kdybychom toti¥ thel dvou kruZnic polom&rii r,,r,
a stfedné c¢ definovali z véty kosinové uZité na A 0,0, l}
rovnici rd 4t —c?
coso =1 —2
2riry
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naly. Takovy piipad je proveden v obr. 53, kde stfed inverse
byl zvolen v priseéfku O kruinice k, a spoleéné tedny 12
danych kruZnic k,, k,; polomér inverse r byl zvolen rovny
délee O1 teény kruZnice k,. Zékladn{ kruZnice inverse ¢ pro-
tind tedy k, orthogondlné, takZe kruZnice k, a inversni
k ni &', se ztotoZnuji. KruZnice &', inversni k dané %, a shod-
nd 8 k’;, byla uréena uZitim bodu 2, inversné sdruZeného
8 bodem 2.

ReSeni dloh inversi. Uvedené vlastnosti transformace
inversni dovoluji feSiti vyhodné nejen obecnou 4. A, a jejf
piipady zvléstni, ale té% tlohy obsahujicf podminku ortho-
gondlniho (a také diametralntho) protnuti danych kruZnic,
nékteré z nich dokonce zvlist jednodusSe. Vlastnost odvo-
zend sub d) v predeSlém odstavci umoZiuje pak pouZiti
inverse i pro skupinu uloh, je% obsahujf podminku protnutf
kruZnic nebo pi{mek pod danymi ihly.

a) Pii obecné 4. A. zvolme nejprve piipad, kdy aspon
dvé kruZnice, na pf. k, a k%, se neprotinajf. Pak muZeme
konstrukei uspofddati takto: Podle vlastnosti sub e) trans-
formujeme kruZnice k, a k, v kruZnice soustfedné ', a ¥',.
Volime-li pak polomér inverse rovny délce teény vedené ze
sttedu inverse k jedné dané kruZnici, transformuje se tato
kruZnice v samu sebe,

V soustavé nové rozfesime tlohu: Sestrojiti kruZnici,
kters se dotykd dvou kruZnic soustfednych ¥, a k', a krui-
nice &'y, Zndme zde polomér kruZnic, které se dotykaji
Kialky t.j.r= "1‘|2"’z nebo Tl;rz; tato druhd hod-
nota poloméru by byla obsaZena v prvni, kdybychom uZili
cykli, Uloha tedy prechdzf v tilohu jednoduchou (krk) sku-
piny d) v (2B) na str. 16.

a8 vypobetli cos a’, kde ' je whel kruZnic inversnich, pak
bychom snadno potvrdili rovnost cos « a cos a’ipro|cos o | > 1,
t.j. pFir,— 1y > ¢ > 1, + 74, &ili kdyZ vihel a je imagindrni.
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V obr. 54 jsme zvolili stfed inverse v bodé U, jen% byl se-
strojen tak jako v obr. 23, a polomér tak, a.by Ky =k,
KruZnice ¥'y, s = 1, 2, 3, nyn{ orientujeme, na pt. v pora.d1
(+-+—), takZe polomer cykli zde vyslednych m4 jedinou

hodnotu (' = it T + s > 0).

G. m. sestrojené podle (4Afx)

-

- -

na str. 57 jest pro dvojici (k',, &',) kruZnice m, a pro podminky
(k'y, r') kruZnice m,; v prusedicich téchto kruinic leif dva
stiedy 10’ a 20’ dotykovych cyklu %' a 2k'. Tyto cykly nenf
treba ani rysovati, nybrz ]en ]ejlch body dotyku I’, 2’
a I', II' na ¥\, resp. k', spojnicemi 0’0, resp. 20'0,. Z nich
dostaneme dotykové body dvou kruinic vyslednych 1% a 2k
8 ky, resp. k, na prsludnych paprscich inverse. Z nich dopl-
nfme snadno stiedy 18 a 2§ vyslednych kruZnic; jsou oviem
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i na spojnicich U'0’, resp. U20’. Piislusné daldf skupiny
znamének cyklu k'; poskytly by stejnym postupem dalsich
Sest Fefeni. —

Jestlize dané tii kruZnice k; se vesmés protinaji, zvolime
stted inverse v nékterém priseéiku dvou kruZnic, na pt.
ky a k,. Transformac{ prejdou k, a k, v piHmky %', a k',
kruZnice k; v ¥’y a pro dtvary odvozené fefme tilohu (ppk)
nékterym zpiisobem difve uvedenym. —

| o)
® ‘ @ T ®

Uzitim vlastnosti sub g) moZno postupovati jesté jinak.
Zvolime-li stfed inverse O na nékteré kruZnici potenén{ kp
na pf. dvojice k,, k;, bude odvozeny ttvar obsahovati dvé
kruznice ', a k', stejnych poloméri, a jestlize kruinice k,
protne kruZnici k;, pak volbou stfedu inverse v priseéiku O
(obr. 55a) dostaneme dokonce po trensformaci kromé dif-
véjdich dvou kruZnic k', a k', jako tfet{ utvar odvozeny
primku 'y (obr. 55b). Ijloha tykajici se itvara odvozenych
provede se pak vyhodné dilataci.

Kdyby poloha danych kruZnic byla tak prizniva, Ze by se
dvé kruznice potenéni, na pt. dvojic k,, k, a ky, ky protinaly
(obr. 56a), volili bychom stfed inverse v tomto pruseétku O;
kruznice dané by transformaci preily ve tfi kruZnice shodné
(obr. 56b) a Tefenf tlohy v nové soustavé bylo by zvldst
jednoduché, (Dva vysledky — nejjednoduséf — ecykly
soustfedné jsou v obr. b) vyznadeny.)

87



b) Viimneme si jesté étyf zvldstnich pFipadia 4. A.
Ulohy (kkp) a (kpp) tesili bychom inversi podobné jeko
v ptipadé obecném. Ponékud jinak utvii{ se feenf piipadu
(kkB) a (kpB). Zvolime-li stfed inverse v daném bodé O,
bude v inversi odpovidati tomuto bodu piimka tibéZnd,
dal$im danym prvkim pak dvé kruZnice ¥',, ¥'y. KruZnice,
které se maji dotykati ¥',, 'y a piimky ubéiné, maji ne-
koneéné velké poloméry a jsou tedy spoleénymi teénami
kruZnic ¥, a k',.

V obr. 57 je proveden piipad (kkB). Polomér inverse r byl
volen tak, aby k', = k,. KruZnice ¥',, jejiZ stied 20’ leZf na
primee 0,0,, byla sestrojena pomoci svého bodu A’, inversni-
ho k A, a bodu samodruZného B na kruZnici inverse:. Spo-
ledné tedny %’ a 2k’ kruZnic k', ¥’, se protinajicich jsou jen
dvé redlné, a proto také jsou jen dvé reilné kruinice vy-
sledné 1k a 2k. Stfedy téchto kruZnic, body 1§ a 28, le#f na
kolmicich, vedenych stfedem inverse k teéndm %' a 2k';
byly uréeny pouZitim dotykovych bodu 1,2 a I, II krui-
nice 1k, resp. %k s kruZnicemi danymi, inversnich k bodim
I, 2 al, Il teény k', resp. 2k'.
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c) Souvislost podminky dotyku a priseku orthogondl-
nfho nebo diametrdlnfho pfi kruZnicich; vyloZend jiZ v ka-
pitole 4 (obr. 28), poskytuje moZnost feSiti inversi ilohy,
které obsahuji podminku (%°) nebo (k%) ve spojen{ s pod-
minkou (k) a pod. takto: PovaZujeme-li danou kruZnici,
kterd m4 byti protata orthogondlné nebo diametrdlné za

zdkladni kruZnici inverse ¢, resp. j, dospéjeme od podminky
(k°), resp. (k%) k dalsi podmince (k) a pod. pro tlohu odvoze-
nou; tedy opaéné, neZ tomu bylo v (4Bc) na str. 59.

Tak je feSena v obr. 58 dloha (kkB), sestrojiti kruZnici,
kterd se dotykd dané kruZnice k,(0,), diametrdlné protind
danou kruZnici %,(O,, 7,) a prochazi danym bodem 0,. Kruz-
nici k, zvolime za idedln{ obraz j kruZnice inverse, jejiz moc-
nost je zdpornd, rovna — r,2. K bodu O, sestrojime inversni
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bod O’,, kterym také musi prochdzeti kruZnice hledani.
Rovné% tak by se hledand kruZnice musela dotykati kruz-
nice %', inversni ke kruZnici k,, coZ v obrazci jako zbyteéné
nebylo sestrojeno. Bod 0’y uréime na paprsku inverse 0,0,
pomocnou kruZnici I(L), kterd protind diametrdlné kruznici j
v bodech 1, 2 a prochdzi bodem O,. KruZnice ! pak pouzi-
jeme i pro feSeni tdlohy (k,0,0';) zndmym zpusobem. Vy-
sledné dvé kruznice 'k a 2k, samy k sobé inversnf, fesi sou-
¢asné ulohu pivodni.

d) Nékteré tlohy s podminkou (k?), a to ve spojeni s pod-
minkou (B) lze inversi fediti zvlast vyhodné., UkdZeme to
aspon na pifkladé (kk°B) v obr. 59; tlohou jest nalézii kruz-
nici, kterd se dotykd k,(O,), protind orthogondlné k,(0,)
a prochdzi bodem O,. Stied inverse zvolime v bodé O,, polo-
mér inverse tak, aby k', = k,, a sestrojime kruZnici k,,
inversni ke &, (v obrazci byl uréen bod 7", inversn{ k bodu 7'
na teéné O,T kruinice k,). JeZto bodu O, pfindleif jako
dtvar inversni pfimka wbéind, budou kruinice k' a 2k’
FeBici dlohu pro utvary odvozené teénami kruinice k', vede-
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nymi z bodu 0,, ktery je stfedem kruZnice ¥’,, jeZ ma byt
protata orthogonédlné., Stfed S prvé vysledné kruZnice 'k
JleZi jednak na kolmici s O, spusténé na teénu %', jednak na
spojnici dotykového bodu I (inversniho k dotykovému

bodu I’) na kruZnici k, se stfedem této kruZnice. Podobné
dostaneme i stfed 28 vysledné kruZnice 2k. Kontrola presnosti
je v tom, Ze kruznice 'k a 2k se protinaji ze zndmého duvodu
na stfedné 0,0,.

Reeni zobecn¥né 6. A. Velikost thld, ve kterych se
kruZnice protinaji, se pfi transformaci inversni podle véty
sub d) neméni, takZe transformujeme-li dané dvé kruZnice
vyhodné dle e) na dvé kruZnice soustiedné, resp. na dvé
piimky, prevedeme zobecnénou 4. A. oznaéenou v kapit, 2
sub E (kekvk?) na nékterou zvldstni ilohu této skupiny, a to
na tlohu sestrojiti kruznici, kterd bud protind dvé kruZnice
soustfedné v thlech dané velikosti ¢,, resp. @, a kruZnici
tiet{ v daném ihlu ¢, nebo kterd protind dvé piimky
v danych thlech ¢,, resp. @, a mimo to kruZnici v daném
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dhlu @,. Refenim téchto zvldstnich tloh pro Gtvary odvozené
bude pak po inversi feSena i Gloha plvodnf, t. j. 4. A,
zobecnén4.9)

a) Odvodime nejprve konstrukcl g. m. stfedid kruZnie,
které protinaji dvé kruZnice soustiedné k,(O, r,) a ky(O, r,)
v daném thlu ¢, a @,. Pfi tom vezmeme velikosti 1ihli abso-
lutné (bez zietele na jejich smysl), coz povede k vykladu
pro nasd ucel jednodussimu.

Je-li sestrojena v obr. 60 jedna kruznice k'(8’), kterd pro-
tind k, v bodé 4 v ihlu ¢, a k, v bodé B v Ghlu p,, mysleme
st bod 0’ soumérné sdruzeny s O podle osy soumérnosti s’
bodd A, B. Jeito tihel 0AS’ = ¢, a thel OBS' = ¢,, jest
tihel 040’ = ¢, — @,, tedy zndmy. Déle jest setka 4O’ =
= OB = r, také zndmd. MiZeme tedy bod O’ sestrojiti,
zvolime-li na %, bod A4, jakoito vrchol trojihelnika OA0’
dokonale uréeného. Stiedem 8’ kruZnice k' jest pak prisecik
osy soumérnosti bodi O, O’ a toho ramene ihlu ¢,, které
stiedem O neprochdzi. KruZnice m’, soustfednd s kruznicemi
danymi a prochdzejici bodem §’, jest jednou ¢4sti hledaného

%) Viz Lit. & VII, str. 304 a n.
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g. m. Bod O’ jest uréen vzdélenostf r, dvojznaéné, takZe na-
neseme-li 7, od bodu 4 do bodu 0", soumérného s O’ podle
stfedu v bodé 4 — thel 040" bude roven 2R — (@, — @) —
poskytne bod O" stejnym postupem jako bod O jeSté
‘stted 8" druhé kruZnice k", kterd vyhovuje danym podmin-
kém a jde bodem A; kruZnice m” soustfednd s m’ jdouci S”
jest druhou édstf g. m. hledaného. Snadno lze ukdzati,
%e nanesenim ¢, od ramene 48’ ihlu ¢, opadné dojdeme opét
jen k bgdim S’ a S”. ,

Je déle patrno, ¥e viecky kruinice %', jejichZ sttedy jesou
na m' a jez spliiuji dané podminky, majf stdly polomér ' =
= §’A, jednou z nich tedy uréeny, a zrovna tak, %e krui-
nice k" maji stédly polomér r" = 8"A.

Je-li déna nyni je&té kruZnice k;, kterd mé byt protata
v daném dhlu @y kruZnicemi nalezenych poloméri 7,
resp. 7", dostaneme pro kaZdy polomér dvé kruZnice sou-
stfedné s k;, jakoZto prisluiné g. m. stfedd kruZnic pro dvo-
jici podmfnek (k?r). Uloha (k?k?k?) mé tedy obecné osm
Feseni, tak jako obecnd 4. A.

b) Pro drubou odvozenou tlohu uréime opét nejprve
g. m. stfedd kruZnic, které protinaji dvé piimky k&, a k,
v danych ahlech ¢, a .

Protind-li na obr. 61 kruZnice &'(S’, 7’) piimku k, v bodé I
v Ghlu @), pak jeji stted je vzdilen od k, o délku ' cos ¢,;
od pifmky k, je tedy vzdélen o délku 7 cos g,. Pomér téchto

vzdédlenost{ je proto ;%% = konst., pfi éem% znaménko

P2

mizZe byti kladné i zdporné. G. m, jsou tedy dvé piimky
m' a m’, jejichz body maji od pifmek k,, k, vzdélenosti
v daném poméru (4). Tvoif s k; a k,, jak zndmo, harmo-
nickou étvefinu paprskovou. Je ddle patrno, Ze viecky kruz-
nice, vyhovujfci danym podminkdm, jsou homothetické
podle stfedu O = k; X k,, maji-li sttedy jednou na m’, po
druhé na m”.

V obrazci budiZ jesté ddna kruZnice ky(O,, 7;), kterd m4
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byt protata vyslednou kruZnicf v daném thlu @, JestliZe
touto vyslednou kruZnicf je k(S), tedy kruZnice homo-
thetickd s kruZnicf pomocnou £, a je-li vidy jeden priseéik
jeii 8 k; 1=1,2,3) bod A, resp. B, resp. C, pak tihel
S8C0,4 = @,. Sestrojme ihel ¢’y = @, pii vreholu O a rameni m'
a doplime A SO0, tak aby byl podobny A SCO;. Pak
plati postupné:

a proto: 00;=mn.r1,

Volbou pomocné kruZnice k' znime tedy hodnotu poméru n
a miZzeme bod O'; snadno sestrojiti: Na obr. jsme uéinili
01 = 14, 02 = 7' a bodem 8’ jsmé vedli se spojnici 12 rovno-
bézku, kterd protala spojnici O v bodé O, Z rovnice
%00— = n plyne, %e g. m. bodu 8 jest Apolloniova kruZnice m,,
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sestrojend pro pevné body O’y a O, a délici pomér hodnoty
+ n.7) Pruseéiky kruZnice m, (na obr. neni sestrojena)
s pfimkou m’ jsou pak dva stfedy hledanych kruZnic nasf
dlohy (p?peke).

Pouzijeme-li ihlu 2R — @, dostaneme jesté dalsf bod,
a to 0", soumérny podle stfedu O s bodem O’;, ktery uréi
podobné pro tyZ pomér -+ = druhou Apolloniovu kruZnici m,
a poskytne obecné na piimce m’ dals{ dva vysledné stfedy.

Nanesenfm thlu @y na opadnou stranu ramene m’ nedo-
spéli bychom k novym vysledkim.

Na pifmce m” dostaneme pak rovné% obecné &tyii vy-
sledné sttedy, tedy dohromady obecné zase osm ifeSeni.

c¢) Konstrukef v predchézejicich odstavefch jsou také
fefeny zvldstni piipady zobecnéné u. A. (keier®) a
(kekeB).

Tuto posledn{ dlohu a vdecky ilohy v kap. 2 uvedené,
které obsahuj{ aspon jednu podminku (B), lze fesiti inversi
zvlésté vyhodné tak, Ze zvolime stied inverse v daném bodsé.
Vysledné kruZnice se tim transformujf v pifmky.

Tak provedeme v obr. 62 aspon tlohu (k?pe¢B); mdme
sestrojiti kruZnici, kterd protind danou kruZnici k,(0,)
v daném thlu @, danou piimku %, v daném thlu ¢, a pro-
chézf danym bodem O,.

Inversi stfedu O, volme tak, aby zdkladni kruZnice 7 prot{-
nala k, orthogondIné, takie X', = k,; piimka k, se transfor-
muje v kruZnici k'y. KruZnice, které fesi vlohu pro ttvary
odvozené a maji nekoneéné velké poloméry, uréime jako
¢étyfti spolecné teény %', 2k/, . . . kruZnic pomocnych m, a m,,
soustfednych s kruZnici k’;, resp. &’;, o polomérech r, cos ¢, =
= 0,1, resp. 7’y cos g, = 10',2. Kruinice 1%, 2k, . . ., inversni
k oném tecné,m jsou hledané kruzZnice o stredech 1S, 28, .
Na obrazci je vyrysovdna jedna vyslednd kruZnice 1%,
odpovidajici jedné teéné %' kruZnic m,, m,; Gloha je ovéem
obecné ¢étyrznadnd.

?) Viz J. Vojtéch: GV, str. 58.
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d) Zvlisté jednodusde lze pak Fediti ilohu (2®z%p?), nebot
piisludnd g. m. podminek (z®z?) jsou pifmky, odvozené
v odst. b). Uloha mé tedy &tvero fedeni.

Ulohu (2°p?B) lze tefiti zcela jednodude, a to homo-
thetii: sttedem homothetie kruZnic vyslednych a pomocnych
je prusedfk danych piimek; daldf postup pak je ji% jasny podle
vykladd odst. b). —

e) Jestlife v tloze (kekeke) thly ¢; (¢ = 1,2, 3) jsou si
rovny, pak médme protnouti dané tfi kruZnice Kk
isogondlné v daném dhlu ¢. Mimo feSen{ invers{, které
jsme vyloZili pro pfipad obecny, miZeme pro tento zvldatni
pripad pou%it nékdy vhodné i vlastnosti kruZnic isotomic-
kych, zndmych ndm z pozndmky na str. 39. Sestrojime-li pro
dané tii kruZnice (orientované v cykly) osu podobnosti o,
dostaneme na o dva zdkladni body U, V svazku kruZnic
isotomickych. Jsou-li tyto body redlné, pfejde nade dloha na
zvldatn{ dlohu (k»BB), jiZ fefime snadno podle odst. c).

f) PFi této pileZitosti zminfme se jekté o iloze isogondl-
nfho protnut{ danych kruZnic kruZnicf hledanou, ne-
uddme-li velikost iihlu @. Aby tloha byla uréitd, musf byti
dény ¢tyFi kruZnice k; (i = 1,2, 3,4), je% jest protnouti
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isogonélné. Ulohu fedfme tak, %e pro dvojici orientovanych
kruZnic k;, na pf. pro ¢ = 1, 2, najdeme kruznici potenéni 1k,,.
Ta bude hledanou kruZnici podle f) na str. 83 protata ortho-
gonélné (resp. diametrilné). Podobné i potenénf kruZnice
2k, dald{ dvojice cykld k;(t=2,3) a 3, pro dvojici
k; (¢ = 3, 4). KruZnice hledand protind pak tyto tfi po-
tenén{ kruZnice orthogonilné (nebo diametrdlné) a lze ji
sestrojiti zpisobem vyloZzenym v kapit. 4.

Pro osm podstatné riznych skupin znamének cykla k; —
skupiny znamének pro viecky piisluiné cykly k; vesmés
opadénych poskytuji ziejmé ty% vysledek — dostaneme
obecné osm vyslednych kruznic isotomickych. —
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