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KAPITOLA BEBTA

MARKOVUOV
JEDNODUCHY RETEZ O DVOU EVENTUALITACH

57. PojJem Markovova fetdzu. V druhé kapitole bylo pojed-
nédno o pravdépodobnostech vztahujicich se k opétovanym
pokustim. P#i tom se pfedpoklddalo, Ze je urditd konstantnf
pravdépodobnost p, Ze se pokus zdafi, stejnd pro viechny po-
kusy a nezdvisld na tom, zda se pokusy, provedené pfed po-
kusem pravé uvaZovaném, zdafily &i nezdafily. Nyni vez-
meme v uvahu pravdépodobnosti vztahujici se k opétova-
nym pokustim pfedpoklédajice, Ze pravdépodobnost, se kte-
rou se vyskytne néjaky zjev jako vysledek uréitého pokusu,
zdvisf na vysledcich pokusd pfedchdzejicich.

Budiz EW, E® E®), E®, .. tada zjevii, z nich%
prvni je vysledek prvniho pokusu, druhy je vysledek druhého
pokusu atd. Pravime, Ze pravdépodobnosti, se kterymi se vysky-
tujl zjevy E™, jsou spojeny v Markoviv etéz, zdvist-li pravdé-
podobnost, Ze n-tg} pokus dd vysledek E™ na tom, jaké vysledky
daly pokusy predchdzejict.

Zivislosti mezi pravdépodobnostmi vysledki, které mizZe
miti n-ty pokus, a mezi vysledky, které daly pokusy pied-
chézejici, mohou byti rdzného druhu. V odst. 58 poddme
piehled rozmanitych iloh o fetézech, kterymi se budeme
zabyvati v kap. VI, VII a VIII.

68. Prehled uloh o Markovovych fetézech. a) V kap. VI budeme
jednati o jednoduchém Markovoré fetézu se dvéma eventualitami a 8 kon-
stantnimi pravdépodobnostmi prechodu. Kaidy z pokusi ma jen dvd
eventuality: bud se podafi, nebo se nepodaii. Retéz je jednoduchy; to
znamené, #e, je-li zndm vysledek n-tého pokusu, je tim uréena jedno-
znatnd pravdépodobnost, Ze se (rn + 1)-ty pokus zdati nezavisle na
tom, jak dopadly pokusy predchézejici pfed n-tym. Retend pravds-
podobnost je konstantnf, nezivisi na pofadovém ¢&fsle pokusu.*) Veli-

*) Misto Fetdz s konstantnimi pravdépodobnostmi prechodu se Fiké
téz homogennt fetéz.
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8iny definujici takovy fetdz e pilklad, jak se Fetdz uskutedn, jsou
uvedeny v odst. 59. Pravdépodobnost, e n-ty pokus se podaki, zdviaf
obecnd na n; ze urditych pfedpokladi mé limitu, roste-li n do neko-
netna (odst. 60), dodatky k této vatd v odst. 61 a 62. Podobnd jako
v pifpad® nezévislych pokusi zavéd( se zde pro fadu » pokusu stiednf
hodnota podtu m zdafenych pokusi (63); stiednf hodnota &tverce
tchylky, délend poétem pokush, mé za uréitych ptedpokladi limitu,
roste-li n do nekoneéna (84). Ve zvldstnim pfipadé muzZe byti pravds-
podobnost, Ze se n-ty pokus zdaif, nezdvisla na n (85). Srovnén{ vy.
sledkd s obdobnymi platnymi pro nezévislé pokusy (66). Odst. 67—69
jednajf o rozmanitych aplikacich. V odst. 70 se jedné o t. zv. charak-
teristické rovnici pfifadéné danému fetdzu.

b) Kap. VII zadiné definici jednoduchého Markovova fetdzu
o libovolném (konetném) podtu eventualit (odst. 71). K rozboru na-
kterych uloh hodl se zavésti proménnou velitinu zdvislou na vysledku
pokusu (72). Geometrické zndzorndni fetézu (73). Na zédkladd vlast-
nostf sttednich hodnot veli¢in vztahujicich se k Fetdzu (74) dokazuje se
véta o limitd pravdépodobnosti (75) s dodatky (76, 77). Kofeny cha-
rekteristické rovnice (78) slou#f v ndkterych piipadech k vyhodnému
vyjédieni pravdépodobnosti piechodu (79). Po piehledu method
k vypodtu disperse (80) je urdena disperse pro libovolny potet n po-
kusi (81). Odst. 82 jedné o staciondrnim fetézu.

c) Uzitf fetéza je objaanéno v kap. VIII, kde jsou rozebirdny 1lohy
o michénf karet (odst. 83, 84) a uloha o tazich ze dvou osudi se z4-
ménou kouli (86—87); v této posledni wloze vyskytuje se piipad
zjeva Fy, F,, F,, ... jei netvofi fetéz, jichz pravdépodobnosti jsou po
fad® zdvislé na zjevech E,, E,, H,, ..., které tvort fetdz (86). Zakon
velkych &isel plati téZ v piipadd fetdzu (89). V odst. 41 jsme pojednali
o regularisaci v pFipad$ geometrickych pravdépodobnosti. V pfipadd
Fetdézl nastdvd regularisace, t. j. urditd pravdépodobnost se blizi
limitd, vzristi-li potet pokusi do nekoneéna (90, 91).

59. Jednoduchy Fetdz se dvima eventualitami a konstantniml prav-
dépodobnostmi pfechodu. a) Jsou déna dvd osudi, jedno bilé,
druhé &erné. V kaZdém z nich jsou bilé a éerné koule. Je tedy
urditd pravdépodobnost p,;, Ze z bilého osudi vytdhneme
kouli bilou a pravdépodobnost p,,, Ze z ného vytdhneme der-
nou; platf

Pu+ Pa=1. (1)

Podobné pravdépodobnosti p,, & p,,, Ze z Eerného osudi vy-
tdhneme bflou resp. dernou kouli, vyhovuji rovnici
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P + Py = 1. (1a)
Pfedpokldddme, Ze kondme postupné tahy za téchto podmi-
nek: vytdhneme-li pfi n-tém tahu kouli bilou, kond se
(n + 1)-ty tah z osudi bilého; vytdhneme-li p¥i n-tém tahu
kouli &ernou, kond se (r + 1)-ty tah z osudi &erného.*)
Pravdépodobnosti, Ze pfi 1., 2., 3., ... tahu vyjde na pf. bild
koule, jsou spojeny v jednoduchy Markoviv fetéz; p,; jsou
pravdépodobnosti prechodu, (i, k = 1, 2). Aby byl fetéz Gplné
uréen, musime né&jak urditi, ze kterého osudi se kond prvnf
tah. Toto uréeni se miZe provésti dvojim zpiisobem:

Bud je pfimo ddno, ze kterého osudi se konzi. prvnoi tah,

nebo jsou dédny jen pravdépodobnosti p1 a pz , e prvni tah
se kond z osudi bilého resp. &erného; rozhodnouti o tom, ze
kterého osudi se skutednd tdhne, zdvis{ na vysledku pfedbé'i—
ného pokusu; uvedend pra.vdépodobnosti splfiuji podminku

P+t = 2)
Neni-li tedy ddno, ze kterého osudi se kond prvni tah, je

pravdépodobnost p(ll), e pii prvnim tahu vyjde bild koule,

rovna dhrnné pravdépodobnosti sloZené ze dvou séitanci:

bud se konéd tah z bilého a vyjde bild, nebo se kond z &erného
a vyjde bild, tedy

P =" pu + 95 P (3)

b) Za pfedpokladu, %e pravdépodobnosti p(lu) a p(go) jsou

dény, budiz p(I" prosta pravdépodobnost, Ze pfi n-tém lahu

vyjde bild koule a p3”, %e pti n-tém tahu vyjde ernd. Srovni-
(1) (n)

véame-li p 8 (k =1, 2), dostaneme podle véty
o ﬁhmné pra.vdépodobnostl
Pt = o pye + P8 Pars k=1, 2. (3a)

*) Zde i v dalim stéle pfedpoklddéame, Ze vytazend koule se vidy
vlo%{ zp&t do osudi, z n8hoZ byla vytaZena; potet bilych kouli i podet
dernych ziistdvé v jednom i ve druhém osudf beze zm&ny.
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Napieme-li tuto rovnici postupné*) pron =0, 1, 2, ..., vy-
pocteme po Fadsé velidiny p(") n=1,2,3,...). Vychdzi

pl = p(IO) plk + p(20)pﬂk! k = 17 2:

coZ je zobecn&na rovnice (3), a déle

= P(lo)(PnPlk + D1aPer) + P(zo)(PmPlk + PaePar)s -
2 2 2
p;:”) = p(lO) Z z e zplapaﬁpﬂy «or Dok +

+ p(O)azl ﬁz zpzapaﬁpﬂy « Pk, k= 1) 2. (4)

Kazdy z obou souétil je (n — 1)-ndsobny; s¥itd se podlen —1
indext «, 8,9, ..., w.

c) Koeficienty pi'i D a p(20) v rovnici (4) jsou

Py Z Z Zp{apaﬂ Do PR =D ()

a=1 fi= w=1
z,k_ 1,2, »n=123,..

Py je pravd&podobnost, %e, konal-li se prvnf tah z i-tého
osudi (¢ =1 odpovid4 bilému, ¢ = 2 &ernému), vysla p¥i
n-tém tahu koule barvy k (k = 1 odpovid4 bilé, k = 2 &erné).
Vyznam rovnice (5) pro Pg,') objasni se takto: paPas ... Pok
je sloZend pravdépodobnost, Ze pfi prvnim, druhém, ...,
n-tém tahu byly vytaZeny postupnd koule barev «, f, ..., @,
k; setteme-li tyto sloZené pravdépodobnosti pro viechny
moZné hodnoty indexi «, B, ..., , dostaneme dhrnnou prav-
dépodobnost Pg,'), %e pfi n-tém tahu vyjde koule barvy %.

Obecnéji ukazuje rovnice (5), Ze P mé tento vyznam: je
to pravdépodobnost, Ze pfi (m + n)-tém taku vyjde koule barvy
k, vysla-li p¥i m-tém tahu koule barvy 1.

Misto rovnice (4) pi¥me struénéji

*) Index O plati pro predbéfny pokus.
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_ p = p"PRY + p D3y (6)
7 definice velitin P{y’ plyne pfmo, %e

PP = SPPPP, i, k=1,2, (7)
j=1

kde m a n jsou libovoln4 kladnd celd &isla; seditajice v rovnici
(5) postupn& podle indext %, w, ..., 3, vidy od 1 do 2,
najdeme s ohledem na (1) a (la), Ze

2
DPP =1n=123,... (8)
k=1

Z rovnic (2), (6) a (8) plyne vztah

PP +p=11n=012.., (9)

ktery ostatné je piimym disledkem definice veliéin -

Nebof rovnice (9) vyjadiuje vétu, Ze pii n-tém tahu je jisto,
Ze bude taZena bud bild nebo &ernd koule.

d) Obecny pojem jednoduchého fetézu se dvéma eventuali-
tami a s konstantnimi pravdépodobnostmi ptechodu p;, sta-
novi se takto: Kondme postupné pokusy takové, Ze kazdy
z nich d4 za vysledek jeden ze dvou zjevi E,, E,. Je-li zndmo,
Ze n-ty pokus dal vysledek E,, je p;, pravdépodobnost, Ze
(n + 1)-ty pokus dé vysledek E,, (k = 1, 2); pravdépodob-
nosti ;) nejsou z4vislé na tom, jak dopadly pokusy (r—1)-ty,
(n — 2)-ty, ... Pravd&podobnosti vyhovuji rovnicim (1)
a (la), jez shrneme v jedinou

pil_*_pi:!:lvi:l)z'

Rovnice (5) urduje pravdépodobnost Pg:), ze zjev K, se vy-
skytne jakoZto vysledek n-tého pokusu, dal.li ,,pfedbéiny
pokus‘, ktery si myslime vykonany bezprostfedné pFed
prvnim, zjev E,. Velidiny Pii’ vyhovuji rovnicim (7) a (8).

Jsou-li p(lo) a p(zo) pravdépodobnosti, zZe E, resp. E, se vyskyt-
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ne jakoZto vysledek pfedb&Zného pokusu, je pravd&podobnost
pfc"), %e n-ty pokus d4 za vysledek E,, uréena rovnici (6).

60. Markovova vita o limité pravdépodobnostl. P{;’. a) Pfedpo-
kldddme, Ze vSechny pravddpodobnosti p,;, jsou kladné:

0<pik<l: ilk=l)2 (l)
a %e jsou splndny rovnice (1) a (1a), odst. 60, Ze tedy
Pi + P = 1, i=12. (2)
PoloZme
0 = Py — Par-
Z rovnice (3a) a (9), odst. 59 plyneprok =1, Ze
P = py + 6. 91,

anebo, upravime-li,
iy Pa p) (n) _ Pm .
P 1—é ( TI— 6)‘

Dosazujme do této rovnice na misto n postupns 0,1, 2, ...,
n — 1 a znésobme viechny tak utvofené rovnice. Vychdzi

)y — snlot® Par 3
y 4 —1 — =0 ( 1 ¢ 6)' 3
Pon&vad? vzhledem k (1) je |8| << 1, mdme pro n —>co
limp{” = Pa_ 3
o 1—8 (32)
Stejnym postupem dostaneme z rovnic (3a) a (9), odst. 60
pro k = 2
P("H)_ P2+ 0. P2 Y, 0= Paa — Pz = P — Pan
P
P
a tedy
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limpd = lﬂ' (3b)

n—>o i 6

Limitni hodnoty (3a) a (3b) oznadime P,, P,. Je tedy

Pa P12 P+ 1—
P, = P, = ——l.
1 1_69 2 1—6, 1+P2 l_p11+p21
: 4)

Rovwnice (3a) a (3b) vyjadiuji Markovovu vétu o limité pravdé-
podobnosti, kterou vyslovime, majice na mysli tahy ze dvou
osudf podle pfedpokladt odst. 59a, takto:

Prostd pravdépodobnost, Ze pii n-tém pokuse bude vytatena
koule bild (Sernd), md, roste-li n do nekonebna, limitu P, (P,)
urdenou rovnict (4) a nezdvislou na poldteénich pravdépodob-

nostech p(lo) , p(20) (jinymi slovy: nezdvislou na tom, konal-li
se prvoi tah z osudi bilého nebo z éerného).

Kdybychom se drzeli abstraktniho pojeti fetézu podle odst.
59d, znéla by véta takto:

Prostd pravdépodobnost, Ze n-tyj pokus md za vysledek zjev
E,, (k =1, 2), md pro n —>o0 limitu P,.

b) VySetfme nyni limitni hodnoty velid¢in PP pro n —>oo.
Dosadme do rovnice (6), odst. 59

(0) =1, p = 0.
Vychdzi
p = PR
a tedy podle (3), prok = 1

P = % + o (1 -i—(-) =0 L Pl — o).  (5)

Dosadme nyni do (6), odst. 59
V=0 pP =1
Pak bude
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P = PR
a rovnice (3) dé pro k = 1

PR =_Pn o Pu__pq_¢g)  (Ge)

1—34 1—46
Z rovnic (5) a (5a) plyne, Ze
P P = gn 6)
a ddle
LmP{} = limP{ = P,. )
n—>w n—-wo

PonévadZ pak podle (8), odst. 59 a podle (4), odst. 60 je
PY+PY=1,PY+PP=1, P +P,=1 (6b)
plati téz
imP{Y = limP{y = P,. (7a)
fn—w n—>x
PovaZujeme rovnice (7) a (7a) za jiny vyraz shora uvedené
Markovovy véty. Jejich smysl je: Pravdépodobnost Piy), Ze
n-ty pokus dd visledek E,, dal-li predb&iny (nulty) pokus vyj-
sledek E;, md za imitu P,, (k = 1, 2) nezdvislou na 1.

Limity P,, P, jsou urdeny rovnicemi (4).

61. Dodatek k vétd o limitd pravddpodobnostl. Vyhovuji-li
pravdépodobnosti p;, nejen podminkdm (1) a (2), odst. 60,
nybrz také podminkdm

p1k+p2k= l’ k= l’ 21 (1)
je
1 = py + P1e = Pu + Py = P + Po2 = Py + Pu
a tedy
P12 = P21y P11 = Pae- (2)
Z toho plyne podle (4), odst. 60, Ze
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P 1—p, 1—py
Py 1—6 1—py+2a 2(1—py) =P @
Naopak plyne z rovnosti Py, = P,, Ze p,, = P, (srv. rovnice
(4), odst. 60), z &ehoz nédsleduje platnost rovnic (1).

Jsou-li splnény rovnice (1) a (2), odst. 60, vyjadiujt rovnice
(1) nutnou a postalujict podminku pro to, aby limity P, a P,
byly stejné.

V ptipadé dvou osudi (odst. 59a) maji podminky (1) nebo
z nich plynouci disledky tento vyznam: v bilém osudi je
pomér poétu bilych kouli k poétu &ernych zrovma takovy,
jako je v ferném osudi pomér gernych k bilym. Po velmi
velkém pottu tahd je pravdépodobnost vytihnouti bilou
kouli stejné velikd jako &ernou.

62. Zvlaitnl pFipad, kdy podminky vity o limit3 nejsou spindny.
Predpoklad vyjadfeny nerovnostmi (1), odst. 60 je podstatny
pro platnost Markovovy véty o limité. Kdyby na pf.

Pu=0, P =0, prp =Py =1, 1)
zjevy E, a E, by se pravidelns stiidaly; kdyby n-ty pokus
vedl k B, (E,), vedl by (» + 1)-ty pokus k E, (E,). Pravds-
podobnosti p&”’ a P{p by nemély limitu, rovnice (3a), (7) a
(7a), odst. 60 by neplatily.

Vrétime-li se k tahtim ze dvou osudi (odst. 59a), maji pod-
minky (1) tento vyznam: V bilém osudi jsou jen &erné koule,
v ¢erném jen bilé. Kondme-li n-ty tah z bilého (&erného)
osudi, kond se (n 4 1)-ty z &erného (bilého). Kdyby se prvni
tah konal z bilého, byla by pravd&podobnost P(l'i), Ye pii
n-tém tahu vyjde bild koule, rovna nule pro liché » a rovna
jedné pro sudé n.

63. Stfednl hodnota pottu zdafenjch pokusd. Vykonejme cel-
kem n pokusi za pfedpokladi odst. 59d. Vyskytne-li se zjev
E,, pravime, Ze se pokus zdafil; vyskytne-li se E,, pravime,
%e se pokus nezdafil. r-tému pokusu ptfifadime velidinu =(";
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zda¥{-li se pokus, budi¥ »(” = 1, nezda¥-li se, budi% 2" = 0.
Je-li v fadé n pokust m pokusi zdafilych, je (jako v odst.14b)

m=z 4 2D 4 .. 4 ™.
Budiz jako v odst. 59¢ Py pravdépodobnost, Ze s-ty pokus

bude miti vysledek E,, dal-li pfedbéZny (nulty) pokus vy-
sledek E,.

Pravdépodobnost, Ze se s-ty pokus zdaif, je tedy PY;
stfednf hodnota velidiny z@ je

E@® =1.P% +0.(1—PY) =P (2)

a stfednf hodnota podtu m zdafenych pokusi je (pros = 1, 2)

E(m) = E(@) + E@®) + ... + B») =
P(l) + P(2) 4.+ P(ﬂ) (3)
Predpokléddme, Ze jsou splnény podminky (1), odst. 60.
Podle (5) a (5a), odst. 60 je

P L&,

(8)
P11_1—6+1—6 .

Py = P Pu o

1—8 1-—946°
Hodnota E(m) z4visi tedy na indexu 4, ale
i BOW) _ o P+ PR 4. 4 PR
n»o N n-o n
nebot podle (4) a (7), odst. 60 m4 P limitu P, pro n —co0.
Stredni hodnota poltu podafenych pokusit délend celkovym
poltem pokusit md pro n —> co limitu P, nezdvislou na vyslediu
predbéiného pokusu.
64. Markovova vita o limitd disperse. V piipadd nezdvislych
pokusi jsme dokdzali — viz rovnici (1), odst. 15 — %e stfedni

hodnota druhé mocniny tichylky, toti¥ (m — np)?, d8lend
podtem pokusi », rovn4 se pro kazdou hodnotu &isla » vyrazu

=P, 4
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p(1 — p). V piipadé pokust spojenych v fetdz je vyraz pro
E(m) (viz rovnici (3), odst. 63) sloZit&jsi{; vezmeme-li na
misto p pravdépodobnost P,, Ze n-ty pokus pfi nekonednd
velikém » se podai, vyjéddii se stfednf hodnota druhé moc-
niny vchylky takto:

n
E(m — nP,)* = E[),(z® — P,)2.
8=1
Veli¢ina x(® je zde definovéna jako v odst 62. Z toho plyne.

pro stfedni hodnotu vyrazu (m — nP,)%/n, ktery se nazyvéd
disperse, rovnice

n
(2) __ 2
B (m — nP,)? _ ,ZIE(Q’ P)

n n +
n—1n—r
Z ZE[(zm Py)(z(r+) — Py)]
+ 2= - . (5)

Prvnf dlen napravo v této rovnici se snadno vypodte. Uvaz-
me, %e ¥ m4d hodnotu rovnou jedné nebo nule dle toho,
vyjde-li pfi s-tém tahu koule bfl4 nebo &ernd; ddle je (za
pfedpokladu, Ze prvni tah se déje z ¢-tého osudi)

P{? pravdépodobnost rovnosti z® = 1,

Pﬁ? pravdépodobnost rovnosti 2(® = 0.
Z toho plyne, Ze

E(z — Py} = P(1 — Py} + Pi2P] (6)
K vypottu druhého &lenu na pravé strané rovnice (5) pozna-
menejme (viz odst. 59¢):
POPY je pravdépodobnost, Ze plati obé rovnice
" — ]_ z(’+0) = 1

PP je pravdépodobnost, %e plati ob& rovnice
x(r) = 1’ 2(r+8) — 0’



PRPY) je pravdgpodobnost, Ze plati ob& rovnice
) =0, gr+o) =1,
P{YP{) je pravdspodobnost, Ze platf obé rovnice
N = 0, ztr+9 = 0.
Jetedy Bl — Py)ar+d — Py)] =
= PRP(— P + PP —Py) . (— Py) +
T+ PRPY ()1 —P) + PRPS. B ()

Dosadme podle (6) a (7) pfisluiné vyrazy do pravé strany
rovnice (5), a na misto PP dosadme podle (5) a (5a), odst. 60
piihliZejice k prvnim dv&ma rovnicim (5b), odst. 60. Pravsi
strana rovnice (5) objevi se ndm jako vyraz sloZeny z nékolika
geometrickych fad; vychézi

(m—nnPl) 1 1)[1 + 8 36(1—6")]_*_

1—8 n(1—op
(1—2P)2—i—P)  van
a6 —T) [(2n 1)gn+1 —
62_6ﬂ+1
ot
i=12.

To je obecnd formule pro stfedni hodnotu &verce wchylky délenou
poltem n pokusii neboli pro dispersi. Pfedpoklidd se, Ze
Pix, (5, k = 1.2) jsou kladné a déle

2
. P
2Pe=1 =12 P=7% d=py—pu

Index i se vztahuje k vysledkiim pifedb&Zného pokusu. V p¥f-
padé, Ze pokusy nejsou spojeny v fetéz, nybrz %e jsou nezi-
vislé, platf

Pyu="7Pn=P =p 6=0
rovnice (8) pfechdz{ v diive odvozeny vzorec (1), odst. 15.
Uvedme tyto specidlni pfipady formule (8):
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a) Roste-li » do nekoneéna, je limé" = 0 pondvadz 8| < 1,
a formule (8) pfechdzi v

mp =B pa—p)EL @
coZ jo Markovova véta o limité disperse.
b) Je-li
P12 = Pavy P11 = P22
a tedy

0=2p,—1,14+6=2p,, 1 —6=2(1—py,)
1= %2
d4 rovnice (8) pro libovolné celé n
Pu 1—2p, 1 —@2p, —1)
+ . .(10
" T—pat 8 gy
Poznamenejme, Ze ani ve formuli (9) ani v (10) se neproje-

vuje vysledek pfedb&Zného pokusu; pravé strany obou téchto
rovnic jsou nez4vislé na indexu 1.

65. Staclonarni fetdz. a) Podle 59b prost4 pravdépodobnost

p(ln), %e se n-ty pokus podaii (neboli, podle odst. 59a, pravdé-
podobnost, Ze pii n-tém tahu vytdhneme bilou kouli), je
funkef indexu #; je obecnd pro kaZdy pokus jind. Ret&z se na-
z§vé staciondrni, je-li pi” nezdvislé na n. Podminka, kterd
musf byti splnéna, aby Fetéz byl staciondrni, vyplyvd piimo
z rovnice (3), odst. 60; p(l") bude velidina nezdvisld na n,
bude-li koeficient pfi 6" na pravé strané oné rovnice roven
nule. Podminka, aby fetéz byl staciondrni, zni tedy

(0) P2
Py = (1)
1 —p5 + Pa

Splnénim této podminky je zarudeno, Ze fetéz je staciondrni;
naopak, je-li Fetéz staciondrni, musi byti nutné splnéna tato
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podminka. Srovndnim rovnic (3) a (4), odst. 60 plynou z pod-
minky staciondrnosti disledky:

(0) (1) (2) (n) Pa .
3 — —a—— p = ... = P = .

n n n ! 11— P+ Pa
2

rovnice (5) a (5a), odst. 60 daji pro staciondrni fetéz

1 _— (5"' P(n) 1 _— 6"_

P =68+ py T 20 =

=Pn 1—s’ 0 =py—Pa
@3)

Rovnice (1) vyjadfuje nutnou a postalujict podminku, aby
fetéz byl staciondrnri; pravdspodobnost, Ze se zdafi pfedbéiny
pokus, rovns se, je-li podminka (1) splnéna, pravdépodob-
nosti, Ze se zdaf n-ty pokus a limité P, pravdépodobnosti
prechodu Py (¢ =1, 2) pro n —>o0. Srv. odst. 82c.

b) Ve smyslu odst. 59a uskutednime staciondrni fetdz tak-
to: prvni, druhy, tfeti, ... tah konaji se bud z bilého nebo
z derného osudi; pravdépodobnost vytéhnouti bilou kouli
z bilého je p,,, pravdépodobnost vytdhnouti bilou z éerného
je Py Predb&Zny (nulty) tah kond se z pomocného osudi, ve
kterém jsou téZ bilé a &erné koule; pravdépodobnost vytéh-
nouti bilou je pi”, urfend rovnicf (1). Vytdhneme-li p#i pred-
béZném tahu bilou (dernou) kouli, kond se prvni tah z bflého
(6erného) osudi. n-ty tah kon4 se z osudi té barvy, kterou mé
koule vytaZend pfi (n — 1)-tém tahu. PFi kterémkoli tahu
mé pravdépodobnost vytihnouti bflou kouli konstantni

hodnotu p(lo) danou rovnief (1).

66. Srovnanl s pfipadem nezévisljch pokusd. Srovnejme piipad
staciondrniho Fetézu, kdy kondme tahy ze dvou osudi, jak
bylo vyloZeno v odst. 65, 8 pfipadem nezdvislych taht z jed-
noho osudi.

Uvedeme ¢&iselny priklad.

a) Médme dv& osudi, jedno bilé, druhé derné; pravdépodob-

35



nosti p,, & p,, vytdhnouti bflou kouli z prvnfho resp. ze dru-
hého jsou

Pu=1% Pu=14
predbéiny tah necht se koné z pomocného osudi, kde je jedna
bild koule a jedna &ernd; je tedy p(lo) = 4. Podminka stacio-

ndrnosti, vyjddfend rovnicf (1), odst. 65, je splnéna a platf
(viz odst. 63)

pPP=p’=... =P =P =P, =P,=1,

n=1213,...

Podle (3), odst. 63 je sttedni hodnota podtu m tahd, pk
nich% vyjde bild koule, je-li » celkovy potet tahti, roven

E(m) = in. 1)

Podle rovnice (9), odst. 64 je limita sttedni hodnoty &tverce
uchylky

. m — &n)?
limp ™ — 4"y (@)
n->m n

b) V pfipadé nezdvislych pokusii, kdy kondme tahy z jedi-
ného osudi, ve kterém je tolik Eernych koulf kolik bilych, je
pravddpodobnost, Ze vytdhneme bflou kouli, p = 4. Poné-
vad¥ p = p,; = P, = $, plati rovnice (1) jako v pifpads sta-
ciondrnfho Fetdzu, ale (viz odst. 15.)

—1np
n
Vykondme-li tedy velky podet n tahfi, je pomér m/n podtu
tahidi, pfi kterych byla tazena bild koule, k celkovému potu
.tahd pFibliZn& roven 4 v obou ptipadech a) i b).
Ale stfednt hodnota disperse,*) t. j. poméru (m — 4n)?: n je

*) Statisticky uréime stfednf hodnotu disperse z velikého poltu
k serif tahly; kaZd4 serie ma n tahi, v nichi celkem vyjde m-krat bilé
koule. Aritmeticky stfed ze vlech k& hodnot disperse ddvé hledanou
jeji stfedni hodnotu.
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v pipad? a) staciondrniho ¥etézu rovna %, kdeto v ptpads
b) nez4vislych tahi z jediného osudi je rovna $.

67. Vyskyt samohldsek a souhldsek v souvislém textu. Markov
vybral z Puskinova ,,Onégina‘* &ést textu o 20 000 hldskdch
a rozdélil ji, bez porusen{ daného pofadi hldsek, na 200 skupin
po 100 hldskdch. V ka?dé skupind &ftal, kolik je v nf samo-
hlések; vysledek je vyjidd¥en statistiokou tabulkou:

Podet samohlédsek ve skupi-
D8 i 37(38(39(40(41(42(43(44(45(46(47 (4849
Podet skupin ............. 3( 1| 6/18/12 31|43 291256]17(12| 2| 1

Nejéetnéj$i jsou skupiny, jeZz obsahuji stfedni polet 43
samohldsek; je jich 43. Cim vice se podet samohldsek ve sku-
pind uchyluje od 43, tim ménd takovych skupin se vyskytuje.
Nejvétai dchylky od stiedntho poétu 43 jsou —6 a +-6.
Pravdépodobnost, %e hldska zvolend namétkou ve skuping,
kterd obsahuje 37 (nebo 38, 39, ...) samohldsek, je samohlds-
ka, rovné se 0,37 (nebo 0,38, 0,39, ...). Priimérnéd pravdépo-
dobnost P;, Ze hldska zvolend v ndkteré skupind, je samo-
hldskou, je dédna rovnici

P, = 343(3.0,37 +1.0,38 + ... + 1.0,49) = 0,432. (1)
V jedné skuping je primérné 100 . P, = 43,2 samohlisek.

Jde nyni ‘o to srovnati tchylky, o které se lidf skutedny
podet samohlisek vyskytujicich se v té které ze 200 skupin od
stfedniho jich podtu 43,2. Za tim ielem vypodteme stiedni
hodnotu étverce Uchylky (dispersi) ze dvou riiznych pFedpo-
kladt: a) vyskyt samohldsek je obdobny vyskytu bflych
koulf, kondme-li tahy z jednoho osudi za pfedpokladii odst.13
a ndsl. b) vyskyt samohlések je obdobny vyskytu bilych
koulf, kondme-li tahy ze dvou osudf v pipadd Markovova
fetdzu uvaZovaného v odst. 59a a n4sl.

a) Otislujme 200 skupin hldsek ¢fsly 1, 2, ..., 200 a budi% m,
podet samohlisek obsaZenych v i-t6 skupind. Pak bude
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(m; — 100P,)* &verec uchylky pro ¢-tou skupinu; P, je
pravdépodobnost, %e zvolend hliska je samohldskou, dand
rovnici (1). Pfirovndme-li vyskyt samohlisek k vyskytu
bilych kouli pfi tazich z jednoho osudi, vzdjemn& nezdvislych,
m4 byti podle odst. 15 a 22 rovnost mezi theoretickym vyra-
zem np(l — p) a empirickou stfedni hodnotou

- [y — mp + (g — P - .. + (o — )]

Dosadfme-li sem s = 200 (podet serif), n = 100 (podet tahd
v jedné serii), p = P, dochdzime k zdvéru, Ze by mé&la platiti
(pfiblizné) rovnost

200

ymugl(m. — 100P,} = P,(1 — P,). )

Provedeme-li vypodet se shora uvedenymi hodnotami pro
my a pro P, shleddme, Ze levd strana v rovnici (2) m4 hod-
notu 0,051, kde#to pravéd hodnotu 0,245. Rovnost (2) nenf
tedy v naSem piipadd sprivnd, vyskyt samohldsek nelze pfi-
rovnati k vzdjemnd nezdvislym tahéim z osudi.

b) Skupiny po 100 hldskédch jsou vzaty z textu, ve kterém
pofadf hlések je déno smyslem textu. Hldsky nejsou zde vy-
briny jako koule vytahované z osudi.

Podle Markova jsou pravdépodobnosti, se kterymi se vy-
skytne samohléska na prvém, druhém, tfetim, ... mistd textu
spojeny v jednoduchy fetéz. Pifsluiné pravdépodobnosti
stanovime takto: Index 1 nechf odpovidé samohldsce, index 2
souhldsce; p,, bude pravdépodobnost, Ze po samohldsce bez-
prostfednsé nésleduje samohliska; p,; pravdépodobnost, Ze po
samohlésce bezprostfednd ndsleduje souhldska atd. Platf
rovnosti

Pu+t+Pu=1 Py +Pa=1

Velidiny p;, se urdf z textu statisticky: spo&itdme, kolikrdt po
samohlésce bezprostiednd ndsleduje samohldska, d&lime &slo
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tak nalezené celkovym podtem samohldsek, ¢{m% nalezneme
Py atd. Tak nalézd Markov hodnoty

P = '516'09‘9- = 0’128, P = 0,663)

14+ Py —Pn
P(1—P). 1—p T o P 0,06. (3)

Podle theorie o dispersi — viz rovnici (9), odst. 64 — je
nutno v piipads fetézu nahraditi pravou stranu rovnice (2),
odst. 67 vyrazem (3). Levd strana m4, jak vime, hodnotu
0,051, takZe souhlas je nynf lep3i neZ v p¥padé a).

Vysledek tivah shrneme takto: Rovnice (2) by platila,
kdyby 200 skupin po 100 hlaskdch bylo vybrino z textu na-
métkou beze vztahu k souvislosti textu (kdybychom na pf.
kaZdou hlédsku napsali na zvldstni listek, vloZili listky do
osudf a pak vytahali a libovolné uspofddali do 200 skupin po
100 hldskdch); jsou-li vak hlisky ponechdny ve skupindch
tak, jak ndsleduji jedna za druhou v daném textu, pfichdzejf
k platnosti pravdépodobnosti p;,, méme piipad fetézu a
nutno pravou stranu rovnice (2) nahraditi vyrazem (3).

68. Browndv pohyb po pfimce. a) Malé hmotné &dstice (na
pf. zrnka pylového prdsku) suspendované ve vod8 jsou
v ustaviéném pohybu, jenZ je zplisobovin ndrazy molekul
vody na &4stice. Pohyb toho druhu nazyvéd se Browniv pohyb
podle botanika Browna, jenZ jej pozoroval r. 1828. Pfedpo-
kliddme, %e molekuly vody se pohybuji nepravidelnd ve
viech smérech a Ze je vhodné poéitati se sttednimi hodnotami
podinutf, kterd jsou vyvoldna ndrazy molekul. Zjednoduime
dlobn co nejvice, predpoklddajice, Ze pohyb né&jaké &dstice,
kterd je vystavena ndhodnym pdraziim, déje se podél pfim-
ky. Pak jsme vedeni k tloze, kterou se zabyval Rayleigh
r. 1880: N&kdo kra&i po rovné cesté. KaZdy krok m4 stejnou
délku @, bud vpfed nebo vzad; oba pfipady maji pro ka¥dy
krok stejnou pravdépodobnost { a to nezdvisle na tom, jak
dopadly kroky ostatni. Kam se chodec dostane po # krocich?
Usudek, %e chodec se mnoho od piivodniho svého mista ne-
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vzddli, ponévadz uéini asi tolik krokd vpfed jako vzad, neni
sprdvny. Potitejme kazdy krok dopfedu za kladnou délku a,
krok dozadu za zdpornou délku —a; algebraicky soudet viech
n délek budiz ma, drdha chodcem skutedné uraZend. m je celé
&islo bud kladné nebo zédporné nebo rovné nule. Plati rovnice

E(ma) =a.E(m) =0, (1)
ale veli¢ina

E[(may] = a* . E(m?

nerovnd se nule.

Abychom urdili E(m?), ufijeme postupu obdobného tomu,
kterého jsme uZili v odst. 14b a 15b. Pfifadime %-tému kroku
velitinu 2 rovnou + 1 nebo —1 dle toho, je-li to krok vpied
nebo vzad. Pak bude

m =V 4 22 4 . 4 2,

Ex®) = 0, E(z®)2 =1, E[z® .2®M] =0 pro k + ;
spravnost posledni rovmice vyplyvd z nezdvislosti k-tého
a l-tého kroku. Z napsanych rovnic plyne, Ze

E(m) =E@@V) + B@®) + ... + E(x™) =0
ve shodé s rovnici (1) a
E(m?) = B@V)f + B@®) 4 ... + E@™) +
+ 2E[z) . 23] ... = n,
a tedy
E[(ma)’] = na®. @)
Je-li pravdépodobnost kroku vpfed stejné velikd jako kroku

vzad a rovna §, adélka jednoho kroku rovna a, je stfednt hodnota
druhé mocniny drdhy uraené po n krocich rovna nat.

Kdyby viechny kroky byly vpied (nebo viechny vzad),
méla by Ghrnné drdha délku na, a tedy jeji druhd mocnina
by byla n%s?. AvSak drdha uraZend po n krocich se zkracuje
tim, Ze nejsou viechny kroky v tém¥e sméru; sttednf hodnota
dtverce dréhy je podle (2) na® a nikoli n%a?.
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Vysledek vyjddfeny rovnicf (2) je matematicky skoro to-
toZny s vétou o stfedni hodnoté druhé mocniny chyby, kterd
vznikd, méfime-li danou délku rozdélenou na n &4sti tak, Ze
méfime kaZdou ddst zv1dité a vysledky seéteme (odst. 46a).

b) Odiivodnéni rovnice (2) pfedpoklddd, e pravdépodob-
nosti jednotlivych krokidi vpfed nebo vzad jsou vzdjemnd
nezdvislé. Pfipustme nyni, e tyto pravd&podobnosti jsou
spojeny v jednoduchy Markoviv fetéz. To znamend: byl-li
néktery krok vpfed, existuj{ pravdépodobnosti

P> Ze bezprostiedné nésledujicf krok bude také vpted,
Pye, 20 bezprostiedné nésledujici krok bude vzad;

a ddle: by-li néktery krok vzad, jsou pravd&épodobnosti
Py, Zo bezprostiedné ndsledujici krok bude vpied,
Py, 20 bezprostiedné nésledujici krok bude vzad.

Mimo to pfedpokldddme, Ze

Pu=DPu=270 Pu=>0ry=1—p 3)
z toho plyne (viz odst. 61), Ze
P, =P, =1}

Pe velmi velkém podtu krokii je tedy pravdépodobnost kroku
vpfed rovna pravdépodobnosti kroku vzad.

Ozna&me pismenem 7 thrnny podet kroki; pro pfehlednost
budiZ » sudé &slo. Délka kroku budi% a a celkovy podet kroki
vpied budif »’. Pfifadme k-tému kroku &fslo z®), které je
rovno 1, je-li krok vpfed, a které se rovn4 0, je-li krok vzad;
pak je

m =2 4 2 4 2w,

Podle (4), odst. 63 je pro veliké n stfedni hodnota &sla m'
rovna E(m') = nP; = }n. PonévadZ z celkového poétu n
kroki je m' vpted a (n — m’) vzad, je ura%end dréha rovna
(2m’ — n) a. Zavedme tchylku

h=m'—}n=m'—nP,
tedy m’ = h + 4n; uraZend dréha bude rovna 2ha. Z toho

o
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plyne stfednf hodnota druhé mocniny uraZené drihy
4a® E(h?). Hodnota E(h?) : n se poditd podle rovnice (10),
odst. 64.

Pieme-li p na misto p,,, plati

ER?) = Em' — In)? =
» 1—2 1—@2p—1)
T T T Ty

Stfedni hodnota druhé mocniny drdhy urafené po n krocich
je tedy

| ™ 1—2p 1 —(2p—1)
M’E(hz)_[l_p-}- 50— pp ]a”. (4)

Pro velmi velké hodnoty &isla n ptechdzi (4) v pFiblizny vzo-
rec

npa®
T (5)
Rovnice (4) zobectiuje rovnici (2) pro libovolnou hodnotu

¢isla. Kdyby pravdépodobnosti vztahujici se k jednotlivym
krokim byly nezdvislé, bylo by vzhledem k (3)

Pu=Pu=07p Po=Pu=P=1%
pravé strana rovnice (4) by se ztotoZnila s pravou stranou
rovnice (2).

V piipads, Ze pravdépodobnost p;, = Py, = p je velikd
proti p,, = p,, = 1 — p, projevuje se zdvislost pravdépo-
dobnosti tim, %e chodec mé jakousi ,,setrvadnost’’; uéini-li
k-ty krok vpied (vzad), je pravdépodobnéjsi, Zze (k + 1)-ty
krok bude zase vpted (vzad) neZ opa¥nym smérem.

da? E(h?) =

69. Theorle Galtonova pFistroje. Galtoniv pfistroj je prkno,
do kterého jsou zaraZeny hiebiky ve vrcholech pravidelné
sit& sloZené z rovnostrannych trojihelnfki. Prkno se naklon{
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tak, aby hfebfky tvofily horizontdlni fady. Kulidka, jejiZ
primér je o néco mensf (asi o &tvrtinu) neZ mezera mezi
dvéma sousednimi h¥ebiky, vloZi se mezi dva hfebiky, které
tvoif horni fadu. Kuli¢ka padd po naklonéné roving, nardf
na hfebiky a uchyluje se po kaZdém ndrazu bud napravo
nebo nalevo; kdy?# prodla viemi vodorovnymi fadami hiebiki,
spadne do jedné z piihrddek umisténych pod spodni Fadou
hfebikd. Radu, kde kulitku vkliddme do p¥istroje, oznadime
indexem 0, daldi fady pak 1, 2, 3, ... Pfihrddky znadime in-
dexy —1, —2, ... nebo 1, 2, ... dle toho, jsou-li nalevo nebo
napravo od stfedu. Je-li » fad (nultou nepoditaje) a n sudé
dslo, je n + 1 piihrddek s indexy 0,41, 12,..., 4 4n.
Obrazec 8. 23 odpovid4 p¥ipadu n = 4. '

Otdzka zni: Jak velikd je pravdépodobnost ay, Ze kulitka do-
padne do pfihrddky, oznalené éislem h, a jak velikd je stfedni

..

0] 1

Obr. 23.

hodnota E(h?)? Budeme Fesiti dlohu dvojim zpfisobem (pro n
sudé).

a) Theorie s pfedpokladem o nezévislych pravdépodobno-
stech vychdzi z tdchto podminek:
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I. Kulidka vloZend do horni mezery naraZi na hfebik v fadé
1, ktery je pod onou mezerou, a uchyli se bud napravo nebo
nalevo. Pak naraz{ shora na nejblizii h¥ebik v fadé 2, zase se
uchylf napravo nebo nalevo, pak naraz{ na hfebik v fadé 3
atd. V kaZ?dé horizont4lni fadé narazi na jediny hiebik; po n
nérazech spadne do jedné z pfihrddek.

II. Pravd&podobnost, Ze kuliéka pfi jednom (kterémkoli)
nédrazu se uchyli napravo, rovné se pravdépodobnosti (= %),
Ze se uchyli nalevo.

II1. Pravdépodobnost, Ze se kulitka po nirazu na urdity
hfebik uchyli v uréitém smyslu, nezdvisf na tom, jak se uchy-
lila po ndrazech v pfedchdzejicich faddch.*)

Kulidka narazi n-krét; uchyli-li se n-krat napravo a tedy
$n-krat nalevo, dopadne do pfihrddky oznadené 0. Uchylf-li
se (3n + h)-krit napravo a tedy (3n — h)-krdt nalevo, padne
do piihrdadky b (h =0, +1, + 2, ..., + in). Viech moZnych
piipadd (po kazdém z » nérazi napravo nebo nalevo) je 2%;
pliznivych (t. j. téch, kdy mezi n ndrazy je (4n + h) tako-
vych, Ze po nich nésleduje ichylka napravo) je (n);, 44, takZe

1
ap = (n)‘n.{.h.g. (l)
Dile je stfednf hodnota &tverce vichylky:
+in
E(h?) = Day . b2 (2)
h=—}n

(1) je Newtonova formule (viz (1) v odst. 13, kde je dosaditi
p = %, m = }n + h); podle vzorce (1), odst. 15 (zase p = },
m = {n + k) je
Eh?
LUBEY (3)
b) Theorie s pfedpokladem o zdvisljch pravdépodobno-
*) Podminka IIT nevyplyvé z podminky IJ; viz erovnéni dvou tlob
o tazich z osudf v odst. 66.
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stech. Vzorec (3) d4 se kontrolovati pokusy; v poslednf dob&
nékolik autorii se zabyvalo theorif Galtonova piistroje a vy-
sledky theorie byly srovndvdny s pokusy.*) Ukézalo se, Ze
vzorec (3) nevyhovuje a Ze lepsf vysledek ddvé theorie, kterd
podrZuje podminky I a IT shora uvedené, kterd viak nahrazu-
je podminku III touto:

IIT1. Pravd&podobnost py,, Ze kulika se uchyli napravo po
ndrazu na hiebik v nékteré fads, uchylila-li se po bezprostied-
né pfedchdzejicim ndrazu napravo, lisf se obecné od pravds-
podobnosti p,,, %e se uchyli napravo, uchylila-li se po bez-
prostfedns pfedchézejicim ndrazu nalevo. Déle mdme obecnd
rizné pravdépodobnosti p,,, Ze kulitka, kterd se uchylila na-
pravo, uchyli se po ndsledujicim ndraze nalevo, a p,,, Ze po
néraze nalevo se uchyli zase nalevo.

Ponévadz cely pistroj je soumérny, pfedpokldddme

P = Pa2s P12 = Par-
Padd-li kuli¢ka, jsou tchylky napravo & nalevo zjevy spojenéd
v Markoviiv fetéz. Podminky (1) a (2), odst. 60 a (2), odst. 61
jsou eplnény, takZe P, = } podle (3), odst. 61. Pravddpodob-

nost p(lk), Ze kuli¢ka po ndrazu na h¥ebik v k-té fadé se uchyli
napravo, je konstantni:

k
R S Y
za pFedpokladu, Ze ) = 1. Retdz je staciondrni (odst. 65).
Méme zde 2 = m — }n a podle (9), odst. 64

imE h? A+Pu—Pu_ |, Pu 4)

no>wo (7)=T1_P11+P21_11_Pu.

*) B. Schulz: Zur Theorie des Galtonschen Brettes (Zeitschr. f.
Physik 92, 747—754; 1934). — H. Manzner: Uber oine spezielle Mar-
koffsche Kette am Galtonbrett (Zeitschr. f. angew. Mathematik und
Mechanik 14, 343—346; 1934). — W, Seiiz-K. Hamacher-Odenhausen:
Untersuchungen iiber das Galton’sche Brett (Phys. Zeitachrift 35,
530—532; 1034). — B. Hostinsky: Sur les probabilités relatives aux
variables aléatoires liées entre elles (Annales de 1'Institut Poincaré
t. VII, fase. II, p. 80—119; 1937).
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Uloha o st¥ednf hodnot& A2 je vlastné totozné s dlohou o line-
4rnim Brownové pohybu (odst. 68).
Pravé strana (4) se miiZe znaéné liSiti od pravé strany (3);

je-li na pf. pyy, = %, Pa =1 je
1+P11—'P21=1 +%=
l—py+pa 1—1%

2
Pro veliké n je tedy £ ( i ) tiikrat v&tsf podle vzorce (4) ne

n
podie (3).
¢) Vzorec (4) lze kontrolovati pokusné; pfedpokliddme, Ze
n je velké (stadi » rovné asi 20). VloZme do pFistroje velky

podet N kulitek a budiZ N, podet téch, které spadnou do pki-
hridky k. Pak je

3.

¢ 1 +in +én
E(R?) =— Dh*Np;, DN, =N.
N »22a Zin

BudiZ a,, (@,,) celkovy podet pFipadd, ve kterych po tichyl-
ce kulitky napravo (nalevo) nisleduje bezprostiedné ichylka
napravo (nalevo), a a,, (a,,) podet téch, kdy po dchylce napra-
vo (nalevo) nésleduje tichylka nalevo (napravo). PiibliZné
hodnoty pravdépodobnosti p,, a p,, jsou

’ ayy ’ — 2% .

an + @g
Pokusy ukézaly, Ze v nékterych pifpadech (pfi vhodném
sklonu prkna) je p’u =4, p’zl = {, takie theoreticky vzorec
(4) se potvrzuje. Okolnost, Ze p’l 1 je znaéné vétsf ne p’zl, uka-
zuje k tomu, Ze kulitka mé jakousi setrvadnost: uchyli-li se
napravo, je pravdépodobnost, Ze po nisledujicim ndrazu na
hiebik se uchyli napravo, znaéné vétsi nez pravdépodobnost
dchylky nalevo. Sklon prkna musi byti maly. Pfi vétsim
sklonu se stdvd, Ze kulidka prob&hne ulitkou mezi h¥ebiky
a protne nékolik vodorovnych fad, aniz by narazila na hfe-
bik; podminky I, II nejsou pak splnény.
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Poznamenejme, %e vzorec (10), odst. 64 d4v4 pfesnou hod.-
notu disperse pro jakykoli podet » Fad biebiki.

70. Charakteristicka rovnice. a) Rovnice druhého stupnsé v 1
Apyn—1, Apy =0, (1)

Apy, Apgp—1
neboli

A P11P2s — ProPer) — APy + Pa2) + 1 =0 2)

nazyva se charakteristickou rovnict prisludnou fetézu o prav-
dépodobnostech p;,. Jeden jeji kofen je vidy A = 1, nebot,
dosadime-li do determinantu (1) jednotku na misto 4, a p¥i-
tteme-li pak prvky druhého Fiddku k pisluinym prvkim
prvého fddku, zméni se determinant ve tvar

Put Pe— 1 P+ Pei—1 .
Do, P
tento determinant se rovng nule vzhledem k rovnicim (1)
a (1a), odst. 59. Z t&chto dvou rovnic plyne, Ze
Pr1Pea — PP = Pu(l — Po)) — (1 — Pyy) Py =
= Pu — P
rovnici (2) lze tedy pséti ve tvaru

lg_lpll+P22+ 1 =0;
Pu—Pa Pu—Pa
z toho plyne, Ze druhy kofen rovnice (1) je
1 1
l = —_— =
P11 — Par 0

uZijeme-li oznadenf zavedeného v odst. 60a.

b) PoloZme v rovnicich (7), odst. 59 n = 1; dostaneme pro
k=12

P?inﬂ) = PS"I")Pu + P&")pn,
Pg'H) =P ?1")?12 + P?z")Paa-
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Za ptedpokladu, %, vSechny pravd&podobnosti p, jsou
kladné, maji P{}” a P{3” pro m — oo limitni hodnoty P, resp.
P, (viz odst. 60); je tedy

P, = Pyp,, + Pszl,} 3)

Py = Pypyy + Pypys.
Velit¢iny P, a P, se jevi jakozto feSeni dvou linedrnich homo-
gennich rovnic (3), k nim# pfipojime podle rovnice (5b),
odst. 60 podminku

P+ Py=1 (4)

Determinant rovnic (3) vzhledem k P, a k P, musf byti roven
nule, tedy

Pu—1, Pa = 0.

P12, Doz — 1
Determinant je roven determinantu v rovniei (1) pro 4 = 1,
rovnd se tedy skutedn& nule. Veli¢iny P, a P, jsou jedno-
znadnd uréeny rovnicemi (3) a (4); jejich hodnoty se shoduji
8 formulemi (4), odst. 60.
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